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Prefazione

Nell’anno accademico 2001/2002 si ¢ tenuto, presso il Dipartimento di Matematica dell’U-
niversita di Torino, un corso di Algebra rivolto agli studenti del Dottorato in Matematica.
Il corso, tenuto dal prof. Chen e durato 30 ore, aveva lo scopo di introdurre i dottorandi
ad un’argomento cruciale dell’algebra che riveste un’importanza fondamentale anche in
altri rami della matematica. La teoria classica delle rappresentazioni dei gruppi finiti e
stato il tema scelto. Le dispense del corso, curate da Francesca Ferrara, risultano nel
presente quaderno.

L’argomento e sostanzialmente diviso in due sottoargomenti: la teoria delle algebre di di-
mensione finita e la teoria delle rappresentazioni dei gruppi finiti. La prima e centrata sul
teorema di Maschke e sul teorema di Wedderburn per le algebre semisemplici; la seconda
sviluppa, invece, la teoria dei caratteri ordinari per gruppi finiti. Nel capitolo 7, curato
da Francesco Malaspina, viene sviluppata la tavola dei caratteri di As.

I prerequisiti per affrontare I’argomento sono 1’algebra e la geometria dei due corsi di Al-
gebra I e Geometria I, piu la teoria elementare degli anelli e dei moduli. Il testo al quale
il corso si e ispirato ¢ il seguente: Groups and Representations, di J.L. Alperin e R.B. Bell.

Francesca Ferrara e iscritta al XVII ciclo del Dottorato in Matematica dell’Universita di
Torino. Yu Chen e professore associato al Dipartimento di Matematica dell’Universita.
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Capitolo 1

Moduli e rappresentazioni

Sia F' un campo e V uno spazio vettoriale su F' di dimensione finita.

Definizione 1.1 Si dice che un gruppo G agisce su V linearmente, cioé un’azione di G
su V e lineare, se:
g9-(av+bw) =a-g(v)+b-g(w)

per ogni g € G,v,w € V,a,b € F.

Proposizione 1.1 Esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme degli omomorfismi
di G in GL(V) e Uinsieme delle azioni lineari di G su V, cioé:

Hom (G,GL(V)) &L {azioni lineari di G su V}

e, inoltre, si ha:
p— g(v) = p(g)(v)
per ogni p € Hom (G,GL(V)),v € V,g € G.

Definizione 1.2 Una rappresentazione lineare di G in 'V é un omomorfismo

G — GL(V)
0ssia un omomorfismo
G — GL(n, F)
dove
n=dmV

n st chiama grado della rappresentazione.

Esempio
Supponiamo |G| =m, FF = C e dimV=1.
Sia
p:G— GL(1,C)=C*
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una rappresentazione lineare di grado 1. Allora, poiché ¢™ = 1 per ogni g € (G, anche
p(g)™ =1 per ogni g € G, cioe
p(G) C {radici m-esime dell’unita}
Quindi
p:G— S?

e considerata la circonferenza S? di raggio unitario nel piano complesso C = R x R basta
moltiplicare 2X per un generatore di p(G).

1.1 Moduli sinistri e destri

Definizione 1.3 (moduli sinistri e destri) Siano R un anello con unita, cioé con
elemento d’identita moltiplicativo 1, e M un gruppo abeliano rispetto alla somma.
St dice che M e un R-modulo sinistro se esiste una funzione

RxM — M:(r,m)—rmeM
per ogni v € R e m € M, che soddisfa le sequenti proprieta:

1-m=m
(7”1 + Tg)(ml + mg) =7rimm + Tromy + r1mso + T2Mo
ri(rom) = (riry)m

per ogni m,my,mg € M, 11,179 € R.
St dice che M é un R-modulo destro se esiste una funzione

M xR — M: (m,r)— mr € M
per ogni m € M e r € R, che soddisfa le sequenti proprieta:

m-1=m
(mq 4+ ma)(r1 + re) = myry + myre + mary + mors
m(rire) = (mry)ry

per ogni m,my,mg € M, 71,179 € R.
Sia S un altro anello con unita. Se M é un R-modulo sinistro e un S-modulo destro, si
dice che M ¢ un (R, S)-bimodulo.

Definizione 1.4 Sia M un R-modulo. Si dice che M ¢é finitamente generato se ogni suo
elemento puo essere scritto come una R-combinazione lineare di elementi di un qualche
sottoinsieme finito di M.

Definizione 1.5 Siano M un R-modulo e N un sottogruppo di M. Si dice che N € un
R-sottomodulo di M se:
rn € N

per ognir € R,n € N.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Moduli e rappresentazioni 3

Definizione 1.6 Ogni R-modulo ha almeno due R-sottomoduli, cioé se stesso e il sotto-
modulo nullo {0}. Un R-modulo che non ha altri sottomoduli si dice R-modulo semplice.

Definizione 1.7 Sia M un R-modulo e N un suo sottomodulo. Possiamo costruire il
gruppo quoziente M/N e dotarlo di una struttura di R-modulo definendo

r(m+N)=rm+ N

per ognir € R,m+ N € M/N.
M/N ¢é un R-modulo, chiamato R-modulo quoziente di M su N.

Definizione 1.8 Siano M un R-modulo, Ny e Ny due suoi sottomoduli. Definiamo la
somma di Ny e Ny come seque:

Ni+No={x+y:x€ Nj,yec Na} C M

Questo ¢ un sottomodulo di M, cosi come NyUNy. Se NyUNy = {0} si dice che la somma
di N1 e di Ny é diretta e si scrive Ny @& Ny al posto di N7 + Ns.

Questa e una nozione interna di somma diretta. Esiste anche una nozione esterna.

Definizione 1.9 Siano M e N due R-moduli. Possiamo dotare M x N di una struttura
di R-modulo attraverso la sequente operazione:

r(m,n) = (rm,rn)

per ogni m € M,n € N,r € R.

Possiamo inoltre scrivere M & N al posto di M x N.

Le nozioni di somma diretta interna ed esterna possono essere estese a un qualsiasi numero
finito di sottomoduli.

Diciamo infine che un sottomodulo N di un modulo M & un sommando diretto di M se
esiste un sottomodulo N’ di M tale che si possa scrivere M = N @ N'.

1.2 Omomorfismi di R-moduli

Definizione 1.10 Siano M e N due R-moduli, sia ¢ : M — N un omomorfismo di
gruppi. Diciamo che ¢ € un omomorfismo di R-moduli se:

p (rm) =rp(m)
per ognir € R,m € M.

Come avviene nel caso dei gruppi, anche per i moduli si parla di monomorfismi, epimor-
fismi, isomorfismi, endomorfismi, automorfismi. Ker ¢ e Im ¢ sono sottomoduli rispetti-
vamente di M e di N. Esiste per i moduli un teorema analogo al teorema fondamentale
sugli omomorfismi fra gruppi.

Universita di Torino



4 Y. Chen, F. Ferrara - Teoria della rappresentazione dei gruppi

Teorema 1.1 (teorema fondamentale sugli omomorfismi fra moduli) Gli R-
moduli M/Kery e Imp sono isomorfi tramite la mappa indotta da .

Lemma 1.1 (di Schur) Un omomorfismo non banale fra due R-moduli semplici é sem-
pre un isomorfismo.

Dim. Siano M e N due R-moduli semplici e sia ¢ : M — N un omomorfismo di R-
moduli. Poiché Ker ¢ ¢ un sottomodulo di M, deve essere Kerp = M, nel qual caso
¢ =0, o Kerp = (). Analogamente, Im ¢ & un sottomodulo di N; quindi, o Im ¢ = 0, da
cui segue o =0, 0Imp = N.

In conclusione, se ¢ # 0 allora ¢ & un isomorfismo.

Osservazione
Dati due R-moduli M e N, l'insieme degli omomorfismi di R-moduli da M in N
Hompg(M, N) = { R-omomorfismi da M in N'}
e un gruppo abeliano rispetto all’operazione somma definita come segue:
(¢ +p)(m) := @(m) + p(m)

per ogni ¢, p € Homg(M, N),m € M.
Sia ora S un altro anello con unita. Se M & (R, S)-bimodulo, Hompg(M, N) ¢ un S-modulo
definito da:

(s @) (m) := ¢ (ms)
per ogni s € S, € Homg(M,N),m € M.

Si puo verificare che, per due spazi vettoriali V' e W su un campo F', Homg(V, W) & uno
spazio vettoriale su F' e che dimpHomp(V, W) =dimgV - dimpW.

1.3 Prodotto tensoriale

Definizione 1.11 Un gruppo abeliano libero generato su un insieme X € un gruppo
abeliano rispetto alla somma costituito da elementi della forma

{in— >y my; GX}

1<00 j<oo

tali che:
m n
Y SLT S
i=1 j=1

se e solo se m =n e, inoltre, con un riordinamento degli indici, si ha

Ty =Y

perl < ¢ < n.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Moduli e rappresentazioni 5)

Definizione 1.12 (prodotto tensoriale) Siano M un S-modulo destro e N un S-modulo
sinistro. Sita L un gruppo libero abeliano sull’insieme M x N e sia:

K = ((m1+msa,n)—(mq,n)—(ma,n), (mq,ny+ns)—(mq,ny)—(mq, ny), (ms,n)—(m, sn))
per ogni m,my,ms € M,n,ny,ng € N,s € S.
Linsieme
M®s N = L/K
¢ il tensore di M e N su S.
Sia ora m: L — L/K 'omomorfismo naturale.

Perm € M,n € N si ha
m@n = w((m,n))

Allora:
M ®s N = {z:ml@nZ : miEM,niEN}

1<00
Sono soddisfatte le seguenti identita:

(mi+ma)@n=m; @n+my®n
m® (ng+ng) =men; +m®e ny
ms@n=m®Q sn
—(m®n)=-mn=m®e (—n)
per ogni m,my,my € M,n,ny,ny € N;s € S.
Se M ¢ anche un R-modulo sinistro, M ®¢ N & un R-modulo sinistro definito dalla seguente

operazione:
r(m®n)=rme®n

per ogni r € R.

1.4 Prodotto tensoriale di morfismi

Definizione 1.13 (prodotto tensoriale di morfismi) Dati f : M — M', morfismo
di (R,S)-bimoduli, e g : N — N', morfismo di S-moduli, si ha che

fRg: M®s N — M ®@s N :m@n+— f(m)® g(n)
e un morfismo di R-moduli.
Proposizione 1.2 Siano U e V due spazi vettoriali su un campo F, entrambi di dimen-
sione finita. Sia inoltre

U*=Homp(U, F)

Universita di Torino



6 Y. Chen, F. Ferrara - Teoria della rappresentazione dei gruppi

Allora la funzione:
v: U ®pV — Homp(U,V)

che, per ogni ¢ € U*,u € U,v € V, opera nel modo sequente
PRUir— v (p®v):ur— ¢ (u)v
e un isomorfismo di spazi vettoriali su F.

Dim. ~, estendendo linearmente, ¢ un F-omomorfismo.
v € iniettivo perché prende un elemento di U* ® V' della forma

Zfi@)vi

con v; € V, e lo trasforma come segue:

V(Zfi(gvi) 27 fz®vz Uy Zfz uy i = Uj
Percio:

(Zﬁ@vl) u;) =0 UJ—OVJ:ZJZ@UZ—O

Questo implica che y € iniettivo. 7 & perd anche suriettivo. Considerate, infatti, {uy, ..., u,},
base diU, e { f1, ..., fa}, la base duale in U*, e presi 0 € Homp(U,V)eu =3, au; € U,
si ha:

8 (Z fi ® U(“i)) (u) = Zfz(u)a(uz) = Zaia(ui) =0 (Z ai“i) =o(u)

=1

da cui segue

gl (i fi® 0(%)) =0

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Capitolo 2

F-algebre

Definizione 2.1 Sia F un campo. Un’algebra su F, o semplicemente una F-algebra, A
e un insieme A dotato di una struttura di anello e con una struttura di spazio vettoriale
su F' che condivide la stessa operazione di somma; inoltre, e tale che valga la sequente
relazione:

q(ab)=(qa)b=a(qb)
per ogni a,b € A, q € F.

Esempio
Si consideri M,,(F) = {matrici n x n su F'}.

e M,(F) & un anello rispetto alla somma e al prodotto;

e M, (F) ¢ uno spazio vettoriale.

Inoltre, si ha:

q (ai;) = (qai;)
per ogni g € F e (a;;) € M, (F).
Quindi, M, (F) & una F-algebra.

Esempio
Siano G' un gruppo e F' un campo. Sia

FIGI={)_ 49 : ¢, € F}

gelG

dove si considera un numero finito di elementi g in G.

Si definiscono due operazioni in F[G], somma e prodotto. Siano Z qq9 € Z Pgg due
gelG gelG

elementi qualunque di F[G].

La somma si definisce come segue:

D a9+ D g =Y (4+Dy)g

gelG gelG gelG
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Il prodotto si definisce come segue:

(zqglgl) - (ng292) =Y e = z(z quglgl)gl

91€G 92€G g1,92€G g1€EG \geG

L’insieme F'[G], con le due operazioni cosi definite, € una F-algebra, che si chiama gruppo
algebra. Se G & un gruppo finito, cioe |G| < oo, allora la dimensione di F[G], per
definizione, ¢ uguale alla dimensione dello spazio vettoriale F[G] su F:

dimF[G] = |G

2.1 F|[G]-moduli e rappresentazione di G

Osservazione
Se G agisce linearmente su uno spazio vettoriale V' su F allora V' & un F[G]-modulo. Si
ha cioe che per ogni v € V:

(Z qgg> vi= Y gy (gv)

geG gelG

Vale anche il viceversa, per cui se M é un F[G]|-modulo allora M & anche uno spazio
vettoriale su F'. Si ha cioe:

qu:=q-lgv
per ogni g € F,v € M.

Osservazione

Se si considera V' spazio vettoriale di dimensione finita, allora V risulta anche essere
finitamente generato.

In generale, non vale il viceversa, ovvero se M e finitamente generato non e detto che M
sia spazio vettoriale di dimensione finita. Il viceversa ¢ garantito sotto opportune ipotesi
sul gruppo G, come si puo vedere con il seguente lemma.

Lemma 2.1 Sia G un gruppo di cardinalita finita. Allora:
M ¢ un F[G]-modulo finitamente generato se e solo se M ¢é uno spazio vettoriale di
dimensione finita su F.

Dim. L’implicazione verso sinistra e ovvia.
Dimostriamo quindi I'implicazione verso destra.
Siano {vy, ..., v, } 1 generatori di M, F|[G]-modulo. Allora:

{gvi:Vg € G,1 <i<n}

e una base per M come spazio vettoriale su F'.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



F-algebre 9

Proposizione 2.1 Siano G un gruppo, di cardinalita finita, e F un campo. Allora:

{F[G]-moduli finitamente generati}

{azioni lineari di G su F-spazi vettoriali di dimensione finita}

0

{rappresentazioni lineari di G}

cioé esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme degli F[G]-moduli finitamente ge-
nerati, ['insieme delle aziont linear: di G su spazi vettoriali su F di dimensione finita e
['insieme delle rappresentazioni lineari di G.

Dim. Sia V un F[G]-modulo finitamente generato. Allora la dimensione di V' su F ¢
finita per il Lemma 2.1 e, inoltre, la funzione

GxV —V
che si ottiene restringendo su G x V' I'omomorfismo fra moduli

FGxV —V

e un’azione lineare di G su V.
Viceversa, supponiamo che V' sia uno spazio vettoriale su F' di dimensione finita sul quale
G agisce linearmente. Allora diamo a V' una struttura di F[G]-modulo definendo

(Z agg> v=>_a,(gv)

gelG gelG

perveVe Zagg € F[G].
geG
Con cio la proposizione e dimostrata.

Osservazione

Sappiamo che se V' & uno spazio vettoriale e W C V un suo sottospazio, allora esiste W' C
V tale che V. =W @& W'. Si procede allo stesso modo per studiare gruppi, anelli, moduli:
ognuno si puo scrivere come somma diretta di altri gruppi, anelli, moduli. Vogliamo
studiare come si comportano gli F[G]-moduli rispetto alla somma diretta: ci aiuta il
seguente teorema (da qui in avanti si parlera sempre di moduli finitamente generati).

Teorema 2.1 (Maschke) Sia F un campo, con CharF = 0 oppure CharF coprimo con
|G|, cioé CharF non divide |G|, che é finita (dove CharF indica la caratteristica di F).
Allora, per ogni F[G]-sottomodulo V di un F[G]-modulo U dato esiste un F[G]-sottomodulo
V’di U tale che

U=VeV

Universita di Torino
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Dim. Come spazio vettoriale U si puo scrivere come somma diretta di due suoi sottospazi,
cioe U =V @ W. Si consideri ora la seguente funzione

p:U=VeeW —>V.iu=v+wr—vevV

proiezione canonica.
Si definisce

p:U—U:u—p'(u ngg u)
VgEG

e si ha:

1. p' & ben definita come funzione ed ¢ anche un omomorfismo di gruppi abeliani e di
spazi vettoriali;

2. p' é un omomorfismo di F[G]-moduli.
Per verificare la 2. basta verificare che:
P(wu) = zp'(u) (*)

per ogni = € G.

In (*), si dovrebbe considerare un elemento x di F[G| ma basta prenderlo in G perché
ogni elemento di F[G] & combinazione finita di elementi di G.

Dimostriamo quindi (*).

l

VgeG Vgea
1
Z xhp(h™u) o Z hp (h™'u) = xp' (u)
ineo R ?

dove la seconda uguaglianza deriva dal fatto che zz=! = 1, la terza dal fatto di aver posto

r7'g = h (per cui z7'g = h € G e go'z = h™' € G sono uno l'inverso dell’altro) e la
quarta dal fatto che  non dipende da h.
Allora, Kerp/, nucleo di un omomorfismo tra moduli, & un F[G]-sottomodulo di U.

Ora:
thh, u)yev

VheG
poiché p (h™'u) € V.
Si ha quindi che, per ogni u € U

e, per ogniv € V

Allora, per ogni u € U, si ha:

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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che equivale a

p'(u) = p*(u) =0
dove con p si intende p’ applicata due volte.
Da qui segue:

(p' = p?)(u) =0

cioe

p(1=p)(u)] =0
dove 1 e I'identita.
Quindi, (1 — p)U C Kerp'.
Ora, sia u € U. Si ha

u=u+p'(u) =p'(u) =pu) + (1 -p)(u)

con p'(u) e Ve (l—p)(u) e (d—yp)U C Kerp'.
Allora, si puo scrivere

U=V + Kerp
e, tenendo conto del fatto che

V N Kerp' = {0}
poiché p'(v) = v, si ha

U=V @ Kerp'

Ponendo V' dell’enunciato del teorema uguale a Kerp' si ha la tesi.

Nel caso degli spazi vettoriali ci si ferma nella decomposizione quando si ha la somma
diretta di spazi vettoriali di dimensione 1. Nel caso dei moduli invece ci si ferma con
sottomoduli semplici.

Definizione 2.2 Un modulo si chiama semisemplice se ¢ somma diretta dei suoi sotto-
moduli semplici.

Corollario (del Teorema di Maschke) Sia F un campo, con CharF = 0 oppure CharF
che non divide |G|, che ¢é finita. Allora, ogni F[G]-modulo é semisemplice.

Come conseguenza del Teorema di Maschke si puo dire che se F' ¢ un campo la cui
caratteristica non divide Iordine di un gruppo finito G allora ogni F[G]-modulo puo essere
scritto come una somma diretta di moduli semplici. E” possibile indagare la struttura delle
F-algebre di dimensione finita che abbiano questa proprieta e, in tal modo, classificarle.
Per fare cio si ricorre alla Teoria di Wedderburn.

Universita di Torino



Capitolo 3

Teoria di Wedderburn

Sia A una F'-algebra. Vale il seguente lemma.

Lemma 3.1 Per un A-modulo M, sono equivalenti le tre sequenti condizions.
1. Ogni sottomodulo di M é un addendo diretto.
2. M e semisemplice.

3. M é una somma di sottomoduli semplici.

Dim. (1) implica (2) e (2) implica (3) sono ovvie. Dimostriamo allora che (3) implica (2).
Consideriamo il caso semplice in cui M sia somma di due soli sottomoduli semplici N,
coni=1, 2, cioe M = Ny +N,. Ny N Ny e sottomodulo sia di Ny sia di Ny. Quindi
Ny # Ns, da cui segue Ny N Ny = {0}, cioe M = N; @& N, & semisemplice.

Dimostriamo infine che (2) implica (1).

Sia M = N; & ... ® N,, con N; semplici. N C M e un sottomodulo di M.

Allora

N = {ail + @i, + ... + a;, : qualche a;; € Nil}

Se a;, # 0 si considera la proiezione canonica: p;: M — N;,. p;(N) D {0}. p;,(N) ¢ un
sottomodulo di Nj;,, percio p;,(N) = N;,. Ma N;, C Nj; allora alla fine si trova che

N=N.®..®N,

N' = o@N;

con j ¢ {i.}.
Si avra quindi M = N & N'.

Lemma 3.2 Sottomoduli e quozienti di un modulo semisemplice sono semisemplici.
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Dim. Sia M un A-modulo semisemplice. Per il Lemma 3.1 e per il primo teorema sugli
omomorfismi fra moduli, si ha che ogni sottomodulo di M e isomorfo a un modulo quo-
ziente di M. E’ cosi sufficiente dimostrare che i moduli quozienti di M sono semisemplici.
Sia M/N un modulo quoziente arbitrario, e sia n : M — M/N la proiezione canonica.
Poiché M e semisemplice, dal Lemma 3.1 segue che M si puo scrivere come somma, di
sottomoduli semplici, cioe

M=5+..+5,

Si deve quindi avere
M/N = n(M) =n(S1) + ... + n(Sn)

Ora, perod, ogni 7(.S;) & isomorfo a un modulo quoziente di S; per ogni i =1, ...,n e, come
tale, deve essere o nullo o semplice. Percio, M/N & una somma di moduli semplici e, per
il Lemma 3, ¢ semisemplice.

Proposizione 3.1 Un’algebra A & semisemplice se e solo se come A-modulo ¢ semisem-
plice.

Lemma 3.3 Se A ¢ semisemplice allora tutti gli A-moduli (finitamente generati) sono
semisemplici.

Dim. Sia M un A-modulo, di generatore {my,...,m,}. La funzione

A’:AEB...@A—>M:2T:a,~»—>XT:aimi

r volte i=1 i=1

¢ un epimorfismo di A-moduli. M quindi e isomorfo ad un quoziente dell’A-modulo
semisemplice A" e, per il Lemma 4, ¢ semisemplice.

Proposizione 3.2 Sia A un’algebra semisemplice. Come A-modulo, A puo essere scritta
come A= 519..8S,, dove gli S; sono A-moduli semplici. Allora, ogni A-modulo semplice
e isomorfo ad un qualche S;.

Dim. Sia S un A-modulo semplice. Fissato s € S non nullo, definiamo I’'omomorfismo di
A-moduli
p:A— S:a+—as

per ogni a € A.
Tale funzione & un omomorfismo di A-moduli. Allora, per la semplicita di S; e S, ¢(S;)
¢ uguale a {0} oppure uguale a S. Se ¢(S;) = 5, per il Lemma di Schur si ha S; = S.

Proposizione 3.3 Sia M un modulo semisemplice. Se vale
MX2S ®Sd. S, 2T 6T, .07
dove S; e T; sono moduli semplici. Allora, si ha

r=1
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e, per almeno un riordinamento degli indici:

112

S =T,

per1 <1 <.

Dim. Si procede per induzione su r.

Se r =1, M e semplice. Allora M = S; =T;.

Se r > 1, sia p; : M — T la proiezione canonica per ogni 7. Per 1 < < r, esiste almeno
un 7; tale che

pi(S1)NT; D {0}

Riordinando gli indici poniamo ¢ = 1. Dalla semplicita di 7} segue che p;(S;) = T}. Si ha
quindi

r [
P si=m/si=M/T =PT;
i=2 j=2

Per l'ipotesi induttiva si ottiene r =1 e S; 2 T; (per i = 1, p1|s, : S1—= T dal Lemma di
Schur).

Definizione 3.1 Un’algebra ¢ semplice se non ha alcun ideale bilatero non banale.
Lemma 3.4 Un’algebra semplice ¢ semisemplice.

Dim. Siano a € A e S C A un A-sottomodulo semplice dell’algebra semplice A.
L’omomorfismo che opera come segue

S — Sa:x— za

per ogni z € S, implica che Sa sia un A-sottomodulo semplice di A oppure Sa = 0, cioe
il caso banale.
In entrambi i casi, se ¥ € somma di tutti gli A-sottomoduli semplici, si ha

SaCX

per ogni sottomodulo semplice S e per ogni a € A; Quindi, ¥ ¢ un ideale destro di A (¥ e
ovviamente un ideale di sinistra), cioe¢ ¥ & un ideale bilatero. Allora, essendo A semplice
e X # 0, A& uguale a ¥ che, come somma di moduli semplici, & semisemplice (per il
Lemma 3 e il Lemma 5).

Teorema 3.1 Siano D un’algebra di divisione, n € N. Allora M, (D) ¢é un’algebra
semplice.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Teoria di Wedderburn 15

Dim. In primo luogo, occorre precisare che un’algebra D e detta algebra di divisione se
gli elementi non nulli di D formano un gruppo con la moltiplicazione.

Sia ora M # 0 € M, (D). Basta dimostrare che I'ideale bilatero J generato da M ¢ uguale
a M, (D).

M ¢ diverso da 0; allora

nxXn

dove x # 0 e ’elemento che si trova all’incrocio tra I’i-esima riga e la j-esima colonna,
per qualche 7 e j.
Sia ora J = (M). Segue che

Eji(a ) MEj;(1) = Ej(1) € J

Per 1 <r,s < n, si puo scrivere

Bn(1)- Ej(1) € J

con

dove la matrice centrale e delimitata dalle righe j-esima e r-esima e dalle colonne j-esima
e s-esima. Inoltre
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1

dove la matrice centrale ¢ delimitata dalle righe e dalle colonne s-esima e j-esima.
Da qui segue J = M,, (D), poiché .J contiene tutti i generatori {E,(1)}.

Proposizione 3.4 Sia D un’algebra di divisione. Allora ogni M, (D)-modulo semplice é
isomorfo a

dy
D" = cd; €D
dn
Dim. D™ & un M, (D)-modulo semplice perché per qualsiasi d € D", con d # 0, si ha
M,(D)-d = D"

Come M, (D)-modulo
M,(D)=C1 @ ...® Cy

dove
0 -+~ 0 d, 0 -+ 0

Ci = : R | :die Dy =D"
0 --- 0d, 0 --- 0
Per la Proposizione 5, ogni M,,(D)-modulo semplice & isomorfo ad un Cj;, quindi a D™.

Proposizione 3.5 Siano Dy, D-, ..., D, delle F-algebre di divisione. Allora

conn; € N, per 1 < i <r, e un’algebra semisemplice con esattamente r classi isomorfe
di modult semplici e esattamente 2" ideali bilater:, cioe tutte le somme

P M.;(D;)

jeJ
per J CA{1,...,r}.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Teoria di Wedderburn 17

Dim. Prima parte: dato un M, (D;)-modulo M, si definisce un @Mni(Di)—modulo
come segue: =
(my + ... +m,)-m:=m;m
per my +mso + ... +m, € @Mnl(D,) em € M.
Quindi il M,;(D;)-modulo semplice ¢ anche un @ M, (D;)-modulo semplice.

2
My, (D;) ¢ una somma di sottomoduli semplici, isomorfa a D?j per ogni j. Allora

¢ una somma di sottomoduli semplici (isomorfi a D" per 1 <i < r). Da cio segue che

¢ un’algebra semisemplice e, quindi (per la Proposizione 3.2), i suoi sottomoduli semplici
sono isomorfi ad un D] per 1 < i < r. Questo implica che esistono r classi isomorfe di
sottomoduli semplici.

La seconda parte della dimostrazione ¢ una facile conseguenza del Teorema 3.1 e del
Lemma seguente.

Lemma 3.5 Se B= B, ®...® B,, ¢ una somma diretta di algebre allora gli ideali bilater:
di B sono gli insiemi della forma:

J®..dJ,
dove J; € un’ideale bilatero di B;.

Dim. Dato J < B, si ha
@(Jﬂ By)CJ

2

Siano ora by + ... + b, € J e inoltre [y, =0+ ... + 1, + 0+ ... + 0. Allora

da cui segue
b, e J;=8B;,NJ

e inoltre

(sempre con J; = B; N J).
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Proposizione 3.6 Sia M un A-modulo. Allora
End (M) = {endomorfismi dell’A-modulo M in se stesso}

e una F-algebra definita da:

per ogni q € Fia € Aym € Me p,¢' € Enda(M).
Ends(M) e chiamata algebra endomorfismo di M.

Lemma 3.6 Siano Si,..., S, A-moduli semplici distinti. Siano inoltre

perogni i =1, ..., 8 ¢
U:Ul@@Ur

Allora
Ends(U) = Enda(Uy) @ ... ® Enda(U,)

Dim. 1) Dato un ¢ € Enda(U), si ha che, fissato i, ¢(U;) C U;.
2) Si definisce la seguente funzione:

EndA(U) — EndA(Ul) ©® EndA(Ug) D...D EndA(Ur)

che opera come segue:

o — @lu, + @lu, + ...+ @lu,

e viceversa:
(9017 P2y« ()01") @1+ Y2+ ... + @

Tale funzione € una suriezione e un monomorfismo di A-moduli; da cio segue la tesi.

Lemma 3.7 Sia S un A-modulo semplice. Allora, per ogni n € N

Ends(Sé ... S) = M, (Endy(S))

n volte
Dim. Si identifichi la somma diretta degli S con un vettore di n componenti, cioe

S1
SH..e5= : 15, €8

Sn

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Teoria di Wedderburn 19

Si puo ora definire la funzione
M, (Enda(S)) — Enda(S®...® S)

che opera nel modo seguente

S1 S1
(0ij)nxn — (@ij) : = (©ij)
Sn Sn
e viceversa
S1
1/) c EndA 1S € Sy — (¢ij)n><n
Sn
dove le 9;; : S — S sono definite da:
5 P11 (s) 0 Pin(s)
0 P21 (s) 0 Pan(5)
¢ : - : 7 1/) : - :
0 wm(S) S wnn(s)

Si puo infine verificare che le due corrispondenze sono 1'una inversa dell’altra.

Se S & un A-modulo semplice segue immediatamente dal Lemma di Schur che End4(S) e
un’algebra di divisione. Se il campo F' di partenza ¢ algebricamente chiuso allora possiamo
essere piu precisi sulla struttura di End4(S), come si puo vedere dal Lemma seguente.

Lemma 3.8 Se F ¢ algebricamente chiuso allora per un A-modulo semplice S si ha
EndA(S) =~ F

Dim. Dato ¢ € Endu(S), ¢ ¢ anche una trasformazione lineare invertibile sullo spazio
vettoriale di dimensione finita S su F. Sia A, € F' un autovalore non nullo di ¢ (un tale
autovalore esiste sempre, poiché F' ¢ algebricamente chiuso). Si ha che

© — AI € End4(S)
ha nucleo non nullo, cioé non e invertibile. Allora
o= A1
poiché S & semplice e End4(S) ¢ un’algebra di divisione. La funzione
Ends(S) — F:or— A,

e quindi un isomorfismo.
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Definizione 3.2 Data un’algebra A, ’algebra opposta di A, AP, é un’algebra che soddisfa
le sequenti condizioni:

® come insieme:

AP = A

e come spazio vettoriale:

AP = A

e come anello:
aob:=b-a

(in A) per a,b € A%
Si deve notare che se A e un’algebra di divisione anche A’ e un’algebra di divisione.

Proposizione 3.7
(A7) = A

(P Ay =P Aar
AP = Fnd,y(A)

Dim. Per a € A, sia
Po:A— Az +— xa

pa € Endy(A). Quindi
Ends(A) = {p, : Va € A}

Infatti, per ¢ € Enda(A)
p(x) = wp(l)
Allora
P = Py(1)

Considerata ora la funzione
AP — Enda(A) 1 a —> pq,
si ha che essa soddisfa la seguente relazione tra elementi:
aob (=b-a) — Pach = Poa = Pa Pb
Con cio la tesi e dimostrata.
Lemma 3.9 Data un’algebra A, si ha
M, (A)? = M, (A)

per ogni n € N.
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Dim. Si consideri la funzione cosi definita:
M, (A)? 5 M, (A%) : X — X!

dove X! ¢ la trasposta della matrice X. Si tratta di una funzione biiettiva.
Ora, per X,Y € M,(A)%, con X = (z;5) e Y = (y;;), si ha

P(X oY) =0V -X)=¥X) = yuryy)'

mentre, in M, (A°), si ha

Pp(X) (V) =X"-Y" = (O yuan)

dove le due sommatorie finali coincidono. Da cio segue che ¢ ¢ un isomorfismo.

Teorema 3.2 (Wedderburn) Un’algebra A ¢ semisemplice se e solo se ¢ isomorfa ad
una somma diretta delle algebre di matrici su algebre di divisione.

Dim. L’implicazione verso sinistra e gia stata dimostrata con la Proposizione 3.5.
Dimostriamo che vale I'implicazione verso destra.

A e semisemplice. Allora
A - U1 @ @ Ur

dove ogni U; ¢ una somma diretta di n; A-moduli semplici S;, con S; # S; per ¢ # j. Si
ha allora
A%P EndA(A) = EndA(Ul) D...D EndA(U,)

= Ends(@ $1) ... @ Enda(EP S,)

Ny

>~ M, (Ends(S1)) & ... ® M, (EndA(S,))

Quindi:
A2 My (Bnda($1)) & ... ® My, (Enda(S,)]*

> M, (Enda(S1)” @ ... ® M, (Enda(S,))”
2 M, (EndA(SP)) @ ... ® My, (End,(S%))

Poiché 'algebra endomorfismo di un modulo semplice e un’algebra di divisione e poiché
I'opposta di un’algebra di divisione ¢ ancora un’algebra di divisione, si ottiene la tesi.

Corollario Un’algebra A é semplice se e solo se esiste un’algebra di divisione D tale che:
A= M, (D)

Dim. L’implicazione verso sinistra ¢ dimostrata con il Teorema 3.1.
Dimostriamo che vale I'implicazione verso destra.
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Se A & semplice allora A & semisemplice e, per il Teorema 3.2 (Wedderburn), si pud scrivere
come somma diretta:
A M, (D) &...® M, (D,)

dove le D; sono algebre di divisione. Ora, la Proposizione 3.5 ci dice che gli ideali di A
sono in numero di 2"; essi hanno la forma seguente:

J1D...D J,,

con Jz < Mnl (Dz)
A & pero un’algebra semplice, che come tale ammette esattamente 2 ideali ‘banali’. Quindi,
deve essere

n, =1

Corollario Sia F algebricamente chiuso. Allora ogni F-algebra semisemplice A é tale che:
Az~ P M,,(F)
i=1

per qualche r € N.

Dim. La dimostrazione deriva immediatamente dal Lemma 3.8 e dalla dimostrazione del
Teorema di Wedderburn.

Definizione 3.3 Sia A una F-algebra.
Un x € A si dice nilpotente se

per qualche n € N.
Un ideale I C A ¢ nilpotente se

[”::{Zali-...-am:aief}:{O}

1< 00
per qualche n € N.

Lemma 3.10 Se I e J sono ideali nilpotenti di A allora anche I + J é un ideale nilpotente
di A.

Dim. Siano m,n € N tali che I"™ = {0} e J" = {0}. 1l prodotto di m + n elementi
qualsiasi di I 4+ J puo essere scritto come somma di termini della forma z; ... 2,1, dove
ogni z;, per ¢ = 1,....,m +n, staoin I o in J. In ognuno di tali termini, o almeno m
degli z; stanno in I o almeno n di essi stanno in J. Nel primo caso, poiché I e un ideale,
si puo riscrivere zj...Z,., come prodotto di m elementi di I; percio, si ha 2.2, = 0
per la nilpotenza di I. Nel secondo caso si procede in modo analogo. Di conseguenza, il
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prodotto di m + n qualsiasi elementi di I 4+ J ¢ nullo e, quindi, (I + J)™™™ = {0}.

Osservazione
Esiste quindi un (unico) ideale nilpotente massimale per A. Esso prende il nome di radicale
nilpotente di A e si indica con R(A).

Lemma 3.11 Siano M e N due sottomoduli di A tali che A/M e A/N siano A-moduli
semisemplici. Allora A/ M NN é un A-modulo semisemplice.

Dim. La funzione
A/MANN — A/M®A/N:a+(MNN)+— (a+ M,a+ N)

¢ un monomorfismo di A-moduli.
A/M N N & quindi semisemplice perché lo ¢ A/M @ A/N.

Osservazione
Dato un A-modulo M, I"'annullatore di M

Ann(M)={a€ A:aM =0} C A
¢ un ideale di A.

Teorema 3.3 Sia A una F-algebra con unita 1. I tre sequenti insiema:

1. il radicale nilpotente massimale di A

2. ﬂ AnnS, per ogni A-modulo semplice S (I’annullatore comune di tutti gli A-moduli
semplici)

3. il piu piccolo sottomodulo di A avente quoziente semisemplice

sono equivalents.

Dim. Si indichino i tre insiemi, rispettivamente nell’ordine, con R, A e M.
Dimostriamo che “R = A” (cioé che (1) equivale a (2)).
Dato un ideale nilpotente J C A

J" = {0}

Per un A-modulo semplice S, si ha che .JS & un sottomodulo di S, cioe JS C S. Allora
deve essere

JS = {0}
oppure
JS =S5
Ora
JrS = {0}
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implica
JS = {0}

e da cio J C R; essendo R l'ideale massimale nilpotente di A, segue quindi che R C A.
Viceversa, avendo A dimensione finita, esiste una serie di sottomoduli A; incapsulati, cioe

A=A, DA D..DA ={0}

con A;/A;+1 semplice. Allora
A(A;/A;i1) =0

vale a dire
A-A, CAG

Da qui
A-AC A, = {0}

In particolare, si ha A" C A, = {0} che implica A C R.

Dalla doppia inclusione segue I'uguaglianza, ossia R = A.

Dimostriamo ora che “A = M” (cioe che (2) equivale a (3)).

A annulla tutti i moduli semplici; quindi, A annulla anche i moduli semisemplici. In
particolare:

A(A/M) = {0}
implica
AAC M
e inoltre

A=A-1CA-ACM

Se A # M, cioe A C M, esiste un A-modulo semplice S tale che MS # {0}. Allora esiste
un s € S per cui Ms # {0} e Ms & un sottomodulo di S. Da cio segue che Ms = S ed
esiste x € M (con x # 1 perché M # A) tale che

TS = 8
cioe
(x—1)s=0

Siaora N C A (e N # A) un sottomodulo massimale che contiene z — 1 (I’esistenza di N
deriva dal fatto che la dimensione di F'A ¢ finita); allora A/N & un A-modulo semplice.
Poiché M ¢ il piu piccolo ideale per cui A/M ¢ semisemplice, deve essere N D M.
Ricordando che x € M, si ha

l=2x—(zr—-1)eN

contro I'ipotesi N C A ma N # A. Quindi

A=M
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Per la proprieta transitiva dell’'uguaglianza segue subito “R = M”.
Corollario Se A ¢ un’algebra con unita, A é semisemplice se e solo se R(A) = {0}.

Corollario Esiste una corrispondenza biunivoca tra l'insieme degli A-moduli semplici e
Uinsieme degli A/R(A)-moduli semplici, cioé

{A-moduli semplici} <—> {A/R(A)-moduli semplici}

Dim. Siam: A — A/R(A) il morfismo canonico.
Se V' & un A-modulo irriducibile allora V' & anche un A/R(A)-modulo irriducibile attra-
verso 7. Presia € A, a € A/R(A) ev €V, siha

Viceversa, se V' & un A/R(A)-modulo semplice V' & anche un A-modulo definito, per a € A
evelV, da
a-v:=a-v

Questa e una buona definizione perché

per ogni a € R(A).
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Capitolo 4

Rappresentazione dei gruppi finiti

Teorema 4.1 Un gruppo finito ha soltanto un numero finito di rappresentazioni irridu-
cibili non equivalenti (su un campo fisso).

Dim. Siano G un gruppo finito e F un campo. Sappiamo che esistono le seguenti
corrispondenze biunivoche:

{rappresentazioni irriducibili di G su F'}
{moduli irriducibili di F/GJ}
{moduli irriducibili di F/G//R(F[G])}

dove F[G] ¢ un’algebra semplice (la cui dimensione ¢ uguale a |G|) e F|G]|/R(F[G])
¢ semisemplice. Poiché F[G]/R(F[G]) ¢ semisemplice, per la teoria di Wedderburn, i
moduli irriducibili non equivalenti sono finiti.

Definizione 4.1 Una rappresentazione p : G — GL(V') si dice completamente riduci-
bile se V é una somma diretta di sottospazi, cioé

V=Vi6e.ov,
dove p(G)V; CV; e V; é un p(G)-modulo irriducibile, per i =1, ...,r.
Possiamo osservare che esistera una base di V tale che

00 0
p(G) C

o OO *
* O O

* 0
0 =
0 0

dove gli asterischi sulla diagonale corrispondono a p(G)V;, con ¢ numero di riga e di co-
lonna.
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Osservazione
Se F[G] e un’algebra semisemplice allora tutti gli F'[G]-moduli sono somma diretta di
sottomoduli irriducibili e, quindi, ogni rappresentazione di G' & completamente riducibile.

Teorema 4.2 Se |G| ¢ finita allora F[G] é semisemplice se e solo se CharF non divide

G-

Dim. Dimostriamo I'implicazione verso sinistra.

Sappiamo che, per il Teorema di Maschke, se CharF' non divide |G| allora ogni modulo
semisemplice & un addendo della somma diretta, da cui segue la semisemplicita di F[G].
Dimostriamo 'implicazione verso destra.

Poniamo

Allora, per ogni ¢’ € G si ha:

[\

z :(Z g')z: Y gz=|Glz

Vg'eG Vg'eG

dove l'ultima uguaglianza deriva dal fatto che, per (x), ¢’z = z.

Ora, se CharF per assurdo divide |G| allora
|G|z =0z=0

Da cio segue 22 = 0, cio¢ z2 & un elemento nilpotente. F[G] ha quindi un ideale nilpotente
nullo, F'z; ma allora F[G] non ¢ semisemplice, contro Iipotesi.

Teorema 4.3 Supponiamo che CharF non dividae |G|. Allora
FIG] =M, (Dy)®..® M, (D) Zn; S &...05n,S,
come F[G]-moduli, dove i D; sono corpi su F mentre gli insiems

dy
d,

7

sono F[G]-moduli semplici non equivalenti. In pit

N————

n; volte
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peri=1,..,r.
In particolare,

e se F' e algebricamente chiuso allora

peri=1,...r.
Infine, ogni F[G]-modulo é isomorfo (come F[G]-modulo) a qualche

m151 D..D ’ITLTS,«
per m; € N.
Dim. La dimostrazione e una semplice applicazione della Teoria di Wedderburn.

Corollario Siano F, G e n; (con 1 < i <r) come sopra. Se F ¢é algebricamente chiuso
allora
|G| =n? +n3+ ... +n

Dim. .
|G| = dimpF[G] = dim(EP M,,,(F)) = ni + ... + n}
i=1

dove la seconda e la terza uguaglianza derivano rispettivamente dal fatto che F' e al-
gebricamente chiuso, quindi D; = F, e dal fatto che dimM,, (F) = n?, per ogni i =
1,...,r.

Proposizione 4.1 Se G = S,, (gruppo simmetrico delle permutazioni su n oggetti) allora
r
F[G) = P M, (F)
i=1

per ogni campo F.
Corollario Per ogni n € N si ha
n!'=n3+..+n’

Questo corollario mette in luce un risultato importante anche in teoria dei numeri, vale a
dire il fatto che I'equazione
P4y 2+ =0l

r variabili

ammetta soluzione.
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Teorema 4.4 Siano dati F e G come sopra, con CharF che non divide |G|. Se F ¢é
algebricamente chiuso allora:

r = # {F[G]-moduli irriducibili non equivalenti fra loro}
= # {classi di coniugazione di G}

Prima di dimostrare il teorema ¢ necessario definire la nozione di classe di coniugazione
di un gruppo.

Definizione 4.2 Siano G un gruppo finito e h,g € G. Una coniugazione di G & data da
hgh™*

La relazione di coniugazione € una relazione di equivalenza e, come tale, ammette delle
classi di equivalenza, che si ottengono tutte mantenendo fisso g in G e facendo variare h.
Fissato quindi g € G, l'insieme

{hgh™" :Vh e G} C G

e una classe di coniugazione di G.
Una classe di coniugazione € solo un sottoinsieme di G, non un sottogruppo.
St puo quindi scrivere

G:CIUCZU...UC’S

dove le unioni sono disgiunte, cioé a intersezione vuota (Cy indica la classe di coniuga-
zione dell’identita 1 e cosi via).

Esempio
Se GG & un gruppo abeliano allora

# {classi di coniugazione di G} = |G|
Ogni elemento di G' & quindi classe di equivalenza rispetto alla relazione di coniugazione.

Esercizio
Determinare tutte le rappresentazioni del gruppo ciclico G = (z) di ordine n su C.

Sappiamo che C[G] & una C-algebra e che

Gl = () =n=3"n2
i=1

con r numero delle classi di coniugazione di G.
Essendo G abeliano, ogni suo elemento e classe di coniugazione, quindi:

r=mn
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e, inoltre: .
n= Z n;
i=1
Ora, per ogni i, n; # 0, il che implica n; = 1, da cui
Cl(z)]=5S1@...8 5,
La dimensione di C[(z)] come spazio vettoriale su C coincide con n. Allora, essendo
dimcC[(z)] = dimc (S1 & ... ® S,) = dime (S1) + ... + dime (Sy,)
si deve avere, per ogni ¢t =1,...,n
dimg (S;) =1
da cui si puo dire
S;=2C
(come spazi vettoriali). Possiamo percio scrivere

Cl(z)]=2zCa®..dC

n volte

(ovviamente sempre come spazi vettoriali).
Le rappresentazioni di GG sono allora le funzioni

(z) — GL(C)=C*
che operano nel modo seguente:
z— (er%)
per ogni r = 1,...,n. Si hanno quindi n rappresentazioni irriducibili distinte.

Definizione 4.3 Siano G un gruppo finito e F un campo. Si dice centro del gruppo
algebra F[G] insieme segquente

C(F|GQ]) = {z € F|G] : xy = yx,Yy € F[G]}

Il centro di F[G] é uno spazio vettoriale su F, per il quale quindi é lecito parlare di esistenza
di una base.

Per la dimostrazione del Teorema 4.3 & necessario il seguente lemma.

Lemma 4.1 Sia G l'unione delle sue classi di coniugati, cioé

G:CIUCZU...UC’S

G = Z 9i

Vg:€Ci
Allora {c,...,cs} & una base per il centro C(F[G]) di F[G].

Poniamo:
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Dim. Si deve dimostrare che:
1. ¢; € C(F[G]) per ogni i;
2. preso un qualsiasi z in C'(F[G]), x si puo scrivere come combinazione lineare dei ¢;;
3. 1 ¢; sono linearmente indipendenti.

Punto 1.
Per ogni g € G si ha:

gag = gug =Y gi=o

Vg;€C; ngECi

dove la seconda uguaglianza ¢ dovuta al fatto che gg;g~* € C;, che & classe di coniugazione.
Da qui segue che ¢; € C(F[G]).

Punto 2.

Sia

c= Y 19 € C(FIG)

VgelG

dove i v, sono i coefficienti di F'. Per ogni h € G si ha:

¢c=hch ' = Z Yq h,gh_1 = Z vhflg/hg' = Z%flghg
M

Vgel g eG geG

dove la terza uguaglianza deriva dall’aver posto ¢’ = hgh~!, da cui ¢ = h='¢’h. Ora pero

c= 2799

ged
Allora
> 9= Mh-1gn9
9eq@ 9eq@
e da qui
Vg = Th—1gh

per g € (. Cio significa che gli elementi coniugati hanno lo stesso coefficiente. Si puo

quindi scrivere:
S S
c=Y (Y g) =) v
i=1 i=1

9:€C;

cioé ¢ ¢ combinazione lineare dei c¢;.

Punto 3.

i, ..., Cs Sono ovviamente linearmente indipendenti su F' come spazio vettoriale; si tratta
infatti di elementi diversi di F[G]. Allora {cy, ..., ¢s} € una base di C'(F[G]).
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Siamo pronti a questo punto a dimostrare il teorema 4.3.
Dim. (del teorema 4.3) Per ipotesi F' & algebricamente chiuso. Allora si puo scrivere:

FIG] = M,,(F)® ... ® M, (F)

Ora, si ha:

: Ay € My, (F) p = FIG|
0 A,
dove le A; sono matrici a blocchi e I'insieme considerato e un’algebra con la somma e il
prodotto di matrici. Inoltre:

01 0
C(F[G]) = G2 . . C; € C(M, (F))
0 C,

Le matrici diagonali con gli elementi tutti uguali sulla diagonale, del tipo seguente

a 0
C(M,,(F)) = . Ya e F } =F
0 a

n;Xn;

(sono isomorfi come campi). Da qui segue

C(FIG))=C(My,(F))®..0C(M, (F)=2F&®..®F

r volte

e inoltre

dimpC(F[G]) =r=s

per il Lemma 14, essendo s il numero delle classi di coniugazione.
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Gruppi di permutazione

In questa sezione vogliamo prendere in considerazione la rappresentazione irriducibile di

Sh.-
Lemma 5.1 #{classi coniugate di S,} = #{partizioni di n} = p(n).

Dim. Prima di procedere con la dimostrazione, apriamo una breve parentesi.
Sia
n=nr+7r9+..+7g

Allora si dice che

@ = (r1,...,7s)

e una partizione di n e si indica come segue:
akFn
Ora si consideri o € Sy,; si puo scrivere ¢ in modo unico come prodotto di cicli disgiunti:
o=(a...ar,) - (by..-bpy) - oo - (21200 2p,)
dove ri +ro+...+r, =ner; > ry > ... > 1y Quindi o individua una partizione

(r1,79, ..., ) di n.
D’altra parte, data una partizione di n, (rq,...,rs) b n, si trova sempre o € S, con

o= () () e ()

Allora: o e ¢’ € S,, sono coniugati se e solo se o e ¢’ corrispondono alla stessa partizione
di n. Per I'unicita si ha:

{classi di coniugazione di S, } &L {partizioni di n}



34 Y. Chen, F. Ferrara - Teoria della rappresentazione dei gruppi

5.1 Tavole e diagrammi di Young

Sianon € N e a = (ry,...,7) F n, con ry > ry > ... > 1, (si considerano cioe partizioni
ben ordinate). Si consideri ora la figura seguente

Fig.1: D,

dove nella prima riga ci sono r; quadretti, nella seconda ry quadretti e cosi via fino all’ul-
tima in cui ci sono r, quadretti. In totale si hanno quindi ry + 79 + ... + 1, = n quadretti.
La figura si chiama diagramma di Young e si indica con D, per a - n. Fissando una
tavola di Young « e riempiendo gli stessi quadretti con numeri distinti, si ottengono vari
diagrammi di Young (si indicano con E,, F, e cosi via; tali diagrammi sono uguali a D,
a meno di numeri diversi in posizioni uguali). Vediamo un esempio, considerando n = 7
ea= (3,2, 2):

112 |4 21353 |1

S 6 4 15

T3 6|7
Fig.2: E,,F,

Definizione 5.1 Siano n fisso e D un diagramma di Young. Sono definiti i due sequenti
INSLemi:
R(D) = {o € S, : ostabilizza ogni riga di D} C S,

C(D) = {r € S, : Tstabilizza ogni colonna di D} C S,

Il primo insieme quindi permuta i numeri sulle righe (ma non le righe tra loro), mentre
il secondo permuta i numeri sulle colonne (ma non le colonne fra loro).

Vediamo ora alcune proprieta dei diagrammi di Young.
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e R(D)NC(D) = {id}, cioe I'intersezione ¢ ancora una permutazione di n elementi
che lascia invariato il posto degli elementi stessi.

e Siano dati aFn, D,, 0 € S,.
oD, e ancora un diagramma di Young. Si puo allora verificare quanto segue

o 'R(0cDy) o = R(D,)

(si usa il fatto che o(iy iz ... i) 07" = (0(iy) o(iz) ... 0(iy))).
Lo stesso vale se al posto di R(D,) si considera C'(D,,).
Si ha quindi:
R(0D,) = oR(D,) o !
{ C(oD,) = 0C(D,) o™ !

Siano dati ’algebra F'[S,], o - n e un diagramma di Young fissato D,, che per semplicita
indichiamo con D. Sappiamo che S,, D C(D), R(D). Si considerino i seguenti elementi di
F[S,]:

Ap = Z (segn) T € F[S,]

V7eC(D)
Sp = Z o€ F[S,]
Vo € R(D)

Fp=ApSp = Z (segn7) 10 € F[S,]

VreC(D)
Vo€ R(D)
Ora, se esiste v € F'* tale che
ep =7 'Fp
risulta
€2D = €p

cioe ep € un elemento idempotente. Si ha allora:
epF|[Snlep = v *FpF|[S,|Fp (%)
Esiste inoltre una proprieta che dice:
1. per ogni z € F[S,] vale la seguente uguaglianza
FpxFp = BFp
per qualche g € F'.
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2. In particolare, se x € F', si ha
FpaxFp = 2F% = aoyFp
da cui segue
F]% =Fp
per qualche v € F', con v # 0.

Per comodita indichiamo questa seconda proprieta con (¢). Applicandola a (%) si ottiene
il seguente lemma.

Lemma 5.2 Valgono le due sequenti proprieta:

1. QDF[Sn]eD = ”Y_QFDF[Sn]FD =FFp= FeD
e inoltre
F,, S F:iep—1

dove F' e un campo, l’isomorfismo e un isomorfismo di anelli e 1 & [’identita.

2. Siano a=n e B+ n, Dy un diagramma di Young associato a o e Eg un diagramma
di Young associato a 3. Allora:

F[Sn]epa % F[Sn]eEﬁ
ovunque o # 3, cioée 'isomorfismo si ha se e solo se a = [3.

Dim. Supponiamo « > [3.
Dobbiamo usare il lemma seguente, che non dimostriamo ma di cui diamo solo I’enunciato.

Lemma 5.3 Siano a-n e fFn, con o > . Siano D, e Eg due diagrammi di Young.
Se due numeri che si trovano nella stessa riga di D, non compaiono mai entrambi in
una stessa colonna di Eg, allora o = f e inoltre E, = o1D, per qualche o € R(D,) e

T € C(D,).

Per questo lemma, esistono 4,j € {1,...,n} che stanno nella stessa riga di D, e contem-
poraneamente nella stessa colonna di Eg. Sia

™= (1,j) € R(Da) N C(Ep)

un 2-ciclo. Ricordiamo che

SDa == Z g

S R(Da)

Ap, = Z (segnt) T
TE C(EB)
Fp, = Ap,Sp,
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Si ha:
7TSDQ = SDQ = SDaTI'
7TAE'B = —AEﬁﬂ'

Da qui si ottiene
SDQAEB == SDQT"AEQ = _SDQAEB

e analogamente

AEgsDa == AEﬁﬂ—SDa = —AEBSDQ

Da (%) segue
SDQAEB =0

e, analogamente, da (xx)
AEﬂ SDa - 0

Ora, per ogni p € S, consideriamo pD,. Allora

Spp. A, =0 = Ap,S,n.

Poiché
SpDa = PSDaP_1

si ha quanto segue:

SDa PAEQ =0= AE‘gpSDa

per ogni p € S, da cui

Sp.F[S,)Ap, = 0= Ap, F[S,)Sp,

Essendo

ep, = 71 Fp,
e

egy = V2FE,
si ha anche:

ep, F[Sules; = 714D, Sp, F[Su]v2AE, SEs = 1172AD. SDo F[Sn] A, SE; =0

dove I'ultima uguaglianza deriva dal fatto che Sp, F'[Sy]Ag, = 0.

Per poter andare avanti abbiamo bisogno del seguente lemma.

Lemma 5.4 Siano A un algebra su F ed e, f € A due elementi idempotenti (cio¢ €* = e,

f?=f). Allora:
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1. Homy(Ae, Af) 2 eAf
(come gruppi additivi), dove Ae e Af sono A-moduli per i quali

(01 + @2)(2) = @1 (2) + pa(2)
per ogni x € Ae, mentre eAf ¢ una A-algebra per la quale
exf+eyf=e(x+y)f

per ogni x,y € A.
L’isomorfismo opera nel modo sequente:

p — eple) = ple-e) = p(e’) = p(e)
2. Sia e = f. Si ha: .
End,(Ae) =2 eAe
(come anelli), dove =~ e un anti-isomorfismo che cambia l’ordine, cioe e tale che:
P12 > (p2) - * (1)
3. S é un A-modulo semplice se e solo se End4(S) é un corpo.
4. Dati Sy e Sy A-moduli semplici, Hom 4(S1,S2) = 0 se e solo se S; % Ss.

La dimostrazione e lasciata per esercizio.
Da tale lemma segue che F[S,] ¢ un A-modulo semplice (o irriducibile). Infatti

QDF[Sn]€D

e isomorfo al campo

Endp[sn] (F[Sn]eD)

per il punto (2) e quindi, per il punto (3), & semplice.
Inoltre, per il punto (1),

Homp[gn}(F[Sn]eDa, F[Sn]eEﬁ) = GDQF[SH]GEB = 0

Allora, F'[Sylep, e F[Syles,, F'[Sp]-sottomoduli irriducibili, sono distinti (nel senso di non
isomorfi) se v # /3.

Lemma 5.5 Sia A una F-algebra semisemplice. Si ha:
A A1 D...D Ar = n151 D...D TL,«S,«

dove gli A; sono ideali (o sottoalgebre) semplici, gli S; sono A-sottomoduli semplici di A
e
—_— —

n; volte
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peri=1,..,r.
Allora: )
dszSi

per ogni i =1,...,r.
Dim. Dalla Teoria di Wedderburn si ha
A; = M, (D;)

per qualche n; € N, dove D; e un corpo. Dalla dimostrazione del teorema di Wedderburn
segue

Di = EHdA(SZ)
Quindi:

dove la seconda uguaglianza deriva dal fatto che
dimp M, (F) = n?
e per questo
dimp M, (D) = n? dimp D

mentre la terza deriva da quanto detto sopra.
D’altra parte, essendo

segue che

Allora

da cui, ricavando ’espressione di n;, si ottiene la tesi.

In particolare, se
EHdA(SZ) = F

allora
Nel nostro caso
A= F[S,]
Sz' = F[Sn]eD
End4(F[S,lep) = F
quindi:
dlmpF[Sn]eD ="n;
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Teorema 5.1 Ogni F[S,]|-modulo semplice é isomorfo a qualche F[S,lep per qualche
diagramma di Young D. In piu:

F[S,]| 2 M, (F)®...®& M,  (F)

p(n)

dove
p(n) = #{partizioni di n} = #{tavole di Young} = #{classi di coniugazione di S, }

Dim. Sia {o, ..., apm)} un insieme di partizioni di n (cioe a; = n, Vi = 1,...,p(n)).
Poniamo ora

Sz' = F’[Sn]e[)Z

per ogni i = 1,...,,p(n), dove con D; indichiamo, per semplicita di scrittura, D,,. Gli S;
sono moduli semplici; ma sono tutti?

Consideriamo la chiusura algebrica di F, F, cioe il minimo campo contenente F', che ¢
algebricamente chiuso. Sia inoltre

Si=F®rS;

S; & un F-modulo, perché L B

che ¢ un F[S,]-modulo semplice. Sappiamo anche

F®FF[ ]: [n]

Ricordando ora la proprieta secondo cui il numero di moduli semplici non equivalenti e
uguale al numero delle classi di coniugazione di S,, e contemporaneamente al numero di
partizioni di n, si puo scrivere:

F[S,] =n1S1 @ ... ® np(n) Spn
dove S; e gj sono non equivalenti, perché
FlSuJen, % FlSulen,
Quindi:
F[Sn]) = miS1 @ ... ® ny) é; (dimzS;

Supponiamo ora per assurdo che gli S; non siano tutti, ma che esista un F[S,]-sottomodulo
semisemplice M che non contiene alcun sottomodulo isomorfo a S; per 1 < i < p(n).
Poiché F'[S,] si spezza nella somma diretta dei suoi sottomoduli semplici, si puo scrivere:

p(n)
i=1

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



Gruppi di permutazione 41

D’altra parte si ha:

Allora:

p(n) p(n)
nl = dimpF[S,) = Y (dimpS;)” + dimpM = Y (dimpS;)” +dimpM (%)

i=1 i=1

perché B
dimg (F ® S;) = dimpS;

(cambiano i coefficienti ma non la dimensione), e

p(n)
(+) = dimp | @D (dimpS;) S; | + dimpM = dimg (F[S,]) + dimpM = nl + dimpM

=1

da cui segue che dimpM deve essere nulla; ma dimpM = 0 se e solo se M = {0}. Con
cio il teorema e dimostrato.
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Teoria del caratteri

Definizione 6.1 Siano dati un gruppo G, uno spazio vettoriale V su F e una rappresen-
tazione

p:G— GL(V)= GL,(F)
essendo n = dimV . Per ogni g € G, la funzione

Xp:G—F:9g—trp(g) € F

(dove trp(g) ¢ la funzione traccia, somma degli elementi della diagonale di p(g)) si chiama
carattere associato a p. Inoltre

degx, := dimpV = degp

Proprieta elementari dei caratteri

0. X, € ben definita.

Questo significa che , non dipende dalla scelta della base di V. Infatti, considerando
due basi distinte di V', {vy,...,v,} CV e {wy,...,w,} CV, si ha:

p(g)v1 p(g)w:
o) ~ p(gz)w 4 o(g) ~ p(g3wz 5
p(g)vn p(g)wn

Esiste allora una trasformazione lineare che ci fa passare da una base all’altra, cioe esiste
sempre una matrice D di trasformazione tale che



Teoria dei caratteri 43

dove D € GL,(F) e

V1 = D w1
v, = Dw,

Da qui segue
A=DBD!

(cioe A e B sono simili), e quindi
trA=tr(DAD )
1. Se p1, pa: G — GL,(V) sono due rappresentazioni equivalenti di G allora

Xp1 = Xpo

E un’ovvia conseguenza del fatto che con rappresentazioni equivalenti si intendono rap-
presentazioni le cui matrici sono simili, cioe tali che esista una matrice D tale che per
ogni g € G si abbia

p1(g) = Dpa(9) D"

Allora il numero dei caratteri irriducibili di G (dove i caratteri irriducibili sono i caratteri
associati a rappresentazioni irriducibili) & finito, perché il numero di rappresentazioni
irriducibili non equivalenti di G, con |G| < oo ¢ finito.

2. Per ogni h € G, g € G
Xo(hgh™) = x,(9)

X, ¢ una funzione di classi di coniugazione di G.
Supponiamo ora, per semplicita, CharF' = 0 (basterebbe richiedere CharF' # n).

3. Se CharF = 0 allora
Xo(1) = dimpV = degp

1 ¢ l'identita e p € quindi un omomorfismo di gruppi che manda I’identita in se stessa.

4. Sia U C V' un sottospazio con p(G)U C U. Inoltre, sia V/U = {v+U :Vv € V}
lo spazio quoziente. Si considerino ora le due sequenti funzioni:

plv : G — GL(U)

plviv: G — GL(V/U) : g — plyvw(g) : V/U = VU : v+ U = p(g)v + U
Allora, per ogni g € G, si ha:

Xp(g) = XP\U(g) + Xolv,v (g)
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Per dimostrare questa proprieta si procede nel modo seguente.
Sia U C V. Consideriamo {u1, ..., U, Vy41, ..., v, } dove i primi r elementi sono una base

di U. Per ogni g € G, si ha:
(g) = A B
p g a 0 O nxn

dove A € GL,.(F), B & una matrice con r righe e (n—r) colonne, C' € GL,,_.(F). Quindi:

plu(g) = A
rispetto alla base {uy,...,u,} di U, mentre
P|V/U(9) =C
rispetto alla base {v,41 + U, ...,v, + U} di V/U. Segue che
trp(g) =trA+trC

d. Siano p1 : G — GL(V}) e ps : G — GL(V3) due rappresentazioni di G, con Vi e
Vs spazi vettoriali su F. Definita la sequente funzione somma

,01@,02:G—>GL(V1®U2)

g ( plég) P2(zg) )

Xprop2 (9) = X1 (9) + Xp>(9) = (X1 + Xps) (9)

Analogamente, definita la funzione prodotto

che opera come seque

st ha:

P1®ps: G — GL(VI @ vy)

che opera come seque
g+ p(g) ® p2(9)
st ha:
Xorop2(9) = (Xpr * Xoo) (Xo1 = XP2) (9) = X1 (9) @ X (9)

Queste definizioni derivano dal fatto che

tr (p1(g) ® p2(9)) = tr(pi(g)) + tr (p2(9))

e rispettivamente
tr (p1(g) ® p2(g)) = tr(p1(g)) - tr (p2(g))

Inoltre, per a € F' si definisce la funzione
ax,: g — a-x,(9)
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Si puo quindi dire che i caratteri di G' formano uno spazio vettoriale su F.

6. I caratteri irriducibilt di G sono linearmente indipendenti su F.

Vediamo come si dimostra questa proprieta.
Ricordiamo, dal Teorema di Wedderburn, gli isomorfismi

r

F[G] = Endpg(m1S1) @ ... ® Endpig(n,S,) = €D My, (D)

=1

dove i D; sono corpi e gli S; sono F[G]-sottomoduli semplici, per 1 < i < r.

Sia ora y; il carattere associato alla rappresentazione corrispondente al F'[G]-modulo S;
(ogni F[G]-modulo infatti ¢ una rappresentazione di G). x; e irriducibile, perché S; e
semplice (che equivale a irriducibile). Possiamo estendere linearmente x; a F[G] con la

seguente definizione:
Xi (Z w) = Yxil9)

9eG geG

e, usando l'isomorfismo ricordato sopra, possiamo scrivere:
T
i=1

Sia e; 'identita di Endpig) (n:S;). Deve allora essere:
6i(5z') =5

per ogni s; € S;, e
¢i(s;) =0

per ogni s; € Sj e per j # i. Quindi:
xi(ei) = X (idEnd(si)> = dimpS; = n; # 0

i#£j
xi(e;) E xi (OEnd(sj)> =0

Consideriamo ora una combinazione lineare dei caratteri x; che si annulla e dimostriamo
che tutti i coefficienti della combinazione sono nulli, cioe

2’": a;x; =0
i=1

se e solo se, per ogni 7, si ha
a; = 0
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Si ha:
r r
(Z aiXi) (ej) = ZaiXi(ej) = a; dimpS;
i=1 i—1
Allora essendo dimpS; = n; # 0, perché la sommatoria si annulli deve essere proprio

a; = 0 per ogni j, da cui si puo dire che xi,..., x, sono linearmente indipendenti, come
volevamo dimostrare.

Teorema 6.1 Siano py, ..., p, tutte le rappresentazioni irriducibili non equivalents di G
su F, con caratteri corrispondenti x1, ..., Xr. Allora:

1. Ogni carattere di G e della forma
mix1 + ... +m;Xy
per my,...,m, € N.

2. Due qualsiasi rappresentazioni di G su F sono equivalenti se e solo se esse hanno lo
stesso carattere.

Dim. Punto 1.
Siano Sy, ..., S, gli F[G]-moduli semplici (o irriducibili) corrispondenti a py, ..., p,, cioe

pi - G — GL(S;)
per ogni i = 1,...,7). Ogni F[G]-modulo & semisemplice, della forma
m151 D...D mTS'r

dove
—_———
m; volte

e m; € N. Il carattere di tale modulo e dato da

mixi =+ ... +mpx,

Allora ogni carattere e di tale forma.

Punto 2.

L’implicazione verso destra e ovvia per definizione.

Dimostriamo quindi I'implicazione verso sinistra, cioe che se due rappresentazioni hanno
lo stesso carattere allora sono equivalenti. Siano U e V' i due F[G]-moduli (corrispondenti
alle due rappresentazioni di G su F), con caratteri rispettivamente xy e yy, dove per
ipotesi

XU = Xv
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Un F[G]-modulo & sempre semisemplice e, come tale, si puo scrivere come somma diretta
degli S;. U e V si possono percio esprimere come segue:

U= a151 D...D arSr
VE20b065@..80S,

per a; € N e b; € N. Allora:
XU = G1X1 + ...0r Xy
Xv =bix1 + .0 xr

Ma i due caratteri sono equivalenti per ipotesi. Dall’equivalenza si ricava:

r

OZZ(ai_bi)Xz’

i=1
e, essendo i y; linearmente indipendenti:
a; = bz

per ogni ¢ = 1,...,7. Quindi
uv=v

come F[G]-moduli. Da cio segue la tesi.

Esercizio
1. Sia A € GL,(C), con A™ =1 per m € N (1 ¢ l'identita). Dimostrare che

W1 0
A~
0 Wn

dove ~ indica la relazione di coniugazione, mentre w; e I'i-esima radice dell’unita.
2. Supposto che la cardinalita di un gruppo G sia finita e considerata una rappresentazione
p: G — GL,(C), si dimostri che vale la seguente disuguaglianza

1Xo(9)| < n =degp

per ogni g € G.
3. Si dimostri infine che

|Xp(g)| =n
se e solo se
w 0
plg) =
0 w

nxn

Universita di Torino



48 Y. Chen, F. Ferrara - Teoria della rappresentazione dei gruppi

dove w ¢ la |G|-esima radice dell’unita.
Questo equivale a dire che
|Xp(g)| =n
se e solo se
plg) =1
Primo punto.
Data A € GL,(C), con A™ = 1, si ha usando la forma di Jordan:

Ay 0
A~ :
0 A,
dove
ALl 0
A; =
1
0 Al
peri=1,...,7. I \; sono gli r autovalori di A.
Ora A coniugata si ottiene da
W1 0
DAD ! =
0 Wn

dove D € GL,(C). Quindi
A™ ~ (DAD Y™ = DA™D = [

da cui segue

A1 0\"
L AT *7# 0
- 0 A
0 Al '

1
dove * non puo che essere nullo.
Il punto 1 dell’esercizio si puo risolvere anche usando subito il fatto che A™ = 1.
Da cio si ottiene infatti
=1
Ma 2™ — 1 e il polinomio caratteristico che ammette m radici distinte. Allora non si puo
avere una matrice del tipo

ALl 0
1
0 Al
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ma solo una matrice della forma

w1 0

0 Wn

cioe senza 1 sopra la diagonale.
Segue da questo primo punto dell’esercizio una proprieta utile nella risoluzione degli altri
punti. Vediamola.

Proprieta
Siano V uno spazio vettoriale e G un gruppo di cardinalita finita m. Sia inoltre

p:G— GLy(V) : g — p(g)

una rappresentazione di G su V.
Per ogni g € G, valga

g" =1
Allora anche
plg)" =C
Inoltre
Xo(9) = trp(g) =Y Jwi € C
e

Secondo punto.
In base alla proprieta appena vista, si ha:

n n
ol =D il <D il =
i=1 i=1

La disuguaglianza e cosi dimostrata.
Terzo punto.
L’uguaglianza si ottiene dalla seguente considerazione. Se a e b sono due numeri complessi,
si ha
|a + b] = |af + [b]
solo se a e b stanno entrambi sul cerchio di raggio di raggio |a| = |b|. Essendo, quindi
plg)" =C

per il primo punto dell’esercizio, si ha
p(g) ~
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e perché

deve essere

Il carattere di G ¢ una funzione di classi di coniugati {¢;} di G:

X:G—F
G={gp}U{gtu..Uu{gn}

Per determinare il valore di un carattere basta quindi determinarlo per ogni classe oppure
per un rappresentante della classe.

6.1 Tabella dei caratteri di un gruppo G

Sia {{g1},{92},..-,{9-}} linsieme delle classi di coniugazione complete di G e siano
X1, X2, ---, Xr 1 caratteri irriducibili di G su C. La tabella dei caratteri si costruisce come

segue:
{91} {2} - Ao}

xi xilg1) xilg2) -+ xilgr)

X2 X2 (91) X2(92) e XZ(gr)

X.r Xr(‘gl) Xr (92) e Xr (gr)

Non esiste naturalmente un metodo universale per calcolare i caratteri (talvolta puo anche
essere complicato).

Esempio: gruppo diedrale Dy, (|Dy,| = 2n)

Consideriamo i poligoni regolari di n lati (triangoli, quadrati, pentagoni, ecc...) e alcuni
movimenti isometrici su di essi, escluse le traslazioni, vale a dire le rotazioni di angolo %,
nel cason =3, e 36730 , negli altri casi, e le riflessioni rispetto ad un asse verticale passante
per il baricentro. L’insieme di tali movimenti e delle loro combinazioni costituisce un
gruppo, detto gruppo diedrale del poligono (del triangolo, del quadrato, del pentagono,
ecc...).

Prendiamo, ad esempio, il caso del triangolo, in cui n = 3. Indicate rispettivamente con
r e s la rotazione di 60° e la riflessione rispetto all’asse verticale, si hanno le seguenti

rotazioni e riflessioni (escludendo ancora loro eventuali combinazioni):

Quindi I’insieme
{id, rri s, rs, 7“25}
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& un gruppo contenente tutte le simmetrie del triangolo, di ordine 6 (che & uguale a 2n),
i cui elementi inversi sono rappresentati da s ! = s per le riflessioni e da r ! = r? per le
rotazioni. Dy e generato dalle rotazioni e dalle riflessioni, per cui si puo scrivere:

Dg=(r,s:rm"=1,58=1srs"' =r7")
Vogliamo ora trovare le classi di coniugazione di Dg. Presil e k con 1 <[, k < n, si ha:
rlsrk = rl=ksg (r*s)(r's) = r*

e ancora:
D,, = {Tksezl Skgn,e:(),l}

Consideriamo le seguenti relazioni:
(rls)r¥(rts)™" = r=* k=1,.,n—-1

(7"15)5(7"13)’1 = r?s

= k pari
~ S, n:2m+1,per 29 pari ' ‘
(7"[5)(7"]65)(7“[8)71 S l=m+t, k=2t+1 dispari
~rs, n=2m ek dispari
~s, mn=2mekpari

dove ~ indica la relazione di coniugazione.
Le classi di coniugazione di D,,, sono percio:

esen=2m+1,m>1

{1}, {r*} per k = 1,..,m, {s}
In totale si hanno m + 2 classi.

e Sen=2m

{1}, {r*} per k=1, ....m, {s}, {rs}

In totale si hanno m + 3 classi.
Vediamo ora le rappresentazioni irriducibili di Ds,, su C:

esen=2m+1
p1: Dy — GL(C) = C*: g — 1 (rappresentazione banale)
p2: Doy — GLi(C) : 17— (1) ; s —> (1)
!

w 0 P 01
al,lglgm:DQn—>GL2(C):rr—><0 wl),w:en ;sr—><1 0)

Si tratta di m + 2 rappresentazioni irriducibili.
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e Sen=2m

p1, p2 coincidono con quelle del caso precedente

p3: Doy — GL1(C) i1 +— (1) ; s — (1)

py: Doy — GLi(C) i1 +— (=1) ; s — (—1)

o7, con 1 <[ < m, coincide con quella del caso precedente
Si tratta di m + 3 rappresentazioni irriducibili.

Vogliamo infine scrivere la tabella dei caratteri di Dy,,.

en=2m+1

{1} {s} {r*he=1,om

Xp1 1 1 1
Xp2 1 -1 1

Xoy =1,....m) 2 0 2 cos 2kl

n

{1} {s} {r*}i=1m {rs}

Xp1 1 1 1 1
Xp2 1 -1 1 —1
Xps 1 1 (—1)* -1

Xpa 1 -1 (=1)F 1

Xoi i=1,...,m) 2 0 2 cos 27er[ 0

Sia ora data una rappresentazione p : G — GL(V'), con V spazio vettoriale su C. V ¢
un C[G]-modulo. Allora si puo scrivere:

Xp = XV

Proposizione 6.1 Dati due C[G]-moduli U e V, Homc(U,V) é un C[G]-modulo se, per

definizione, si ha:

(0 +9) (u) = ¢ (u) + ¢ (u)

per ogni o, € Homc(U,V') e per ogni u € U, e

(g¢) (W) :=ge(g”'u) eV

per ogni g € G, p € Homc(U, V) e per ogni u € U.
St ottiene il sequente diagramma:

UV
g1 %

Uy

Considerati g1, go € G, si ha inoltre

((9192) ¥) = 91(92¢)
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Sia ora U* il duale di U, cioé
U* = Home(U, C)

(dove C ¢ il C[G]-modulo banale). Allora U* é un C[GJ]-modulo se U é un C[G]-modulo.
Per ogni g € G, ¢ € U*, u € U, quindi, vale

(99) (w) =g (9 'u)
Proposizione 6.2 Sia V spazio vettoriale su C. V é un C[G]-modulo. Allora:

1. Xv+ =Xv
cloé

X (9) = Xo(9)
2. Dato U C[G]-modulo, Homc(U,V) ¢ un C[G]-modulo e

XHome(U,V) = XUXV

Dim. Dimostriamo prima il punto 2, assumendo vero il punto 1. Per avere la tesi, basta
considerare il seguente isomorfismo fra spazi vettoriali:

Home(U, V) =2 U @c V

e il fatto che:

XU*®@cV = XU*XV
Dimostriamo ora il punto 1 nel caso in cui V = C. Sappiamo che p e la sua rappresenta-
zione duale p* operano nel modo che segue:

p:G— GL(C)
pf:G— GL(C):g+— [P(g)t]_l

Inoltre:

G 5 GL(V)
G L GL(VY)
g— p(g):V* — V*
pr—p(g)p:V—=C
v p(g)v
Possiamo scrivere:
Xp = XV
Xp* = Xv*
Ora,
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Da qui si ottiene

Xor(9) = wit =D wi = wi=X,(9)

=1

dove p(g) & una matrice diagonale per qualsiasi gruppo finito, i cui elementi non nulli sono
le radici dell’unita (i loro inversi sono quindi i coniugati in C). Da

Xor (9) = Xo(9)
per ogni g € G segue la tesi, per cui
Xp* = Xp
Siano dati un gruppo G e un C[G]-modulo U. L’insieme
U :={uclU:gu=uVgecG}

e un sottospazio vettoriale di U. Possiamo notare che il gruppo G non ha alcun effetto
sugli elementi di U%; per tale motivo U si chiama sottospazio fisso di U.

Lemma 6.1 Dato un C[GJ-modulo U, si ha

Dim. Definiamo

vV geCG
Per ogni g € G, si ha
g-e=e
e, in particolare
ee=e

vale a dire
e? = e € End¢(U)

Questa scrittura equivale a
e(e —1) =0 € End¢e(U)

Si puo per questo dire:
U=eU® (e— 1)U

Ma allora
(e — 1)U = Kere

da cul si ottiene
U=ceU®Kere
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el = U

Questa seconda uguaglianza segue dalla doppia inclusione. Infatti, da un lato, el C U¢
& ovvia; dall’altro lato, se u € U®:

_lal
e |G|Zg |G|Z 1@

VgeG Vgel

Si ha quindi eu € eU e da questo el D UY. L'uguaglianza & cosi dimostrata.
Come conseguenza dell’uguaglianza, si puo scrivere:

1
dimcU% = dimgeU = tre = tr g — Xulg
c ° (|G|Z ) G0 = g S

che e proprio cio che volevamo dimostrare.

Definizione 6.2 Siano x; e x2 due caratteri di G su C. Si definisce il prodotto interno
dei due caratteri come la funzione

(X1, X2) = | Z x1(g € C

YV geG

che soddisfa le sequenti proprieta:

1. (x;x) > 0e (x,x) =0 x=0

2. (x1:x2) = (X1, x2)

3. (ax1,x2) = a(x1,x2) , (x1,ax2) =a(x1, x2)
4 (X1 +x2,x3) = (X1, x3) + (X2, X3)

Teorema 6.2 Siano U e V due C[G]-moduli. Allora:
(xv, xv) = dimcHomcq (U, V)
Dim. Si ha che Homgg(U, V) € Homc(U, V) come sottospazio e, in pitl
Home (U, V)¢ = Homgye (U, V)
in quanto ¢ € Homcjq(U, V). Questo equivale infatti a dire che, per ogni g € G
(99) (w) =g ¢ (9 'u) =99 "¢(u) = p(u)

e, quindi
¢ € Homg (U, V)¢
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Da cio segue:

1 1
(xv, xv) = @ Z xv(g)xv(g) = @ Z XHomC(U,V)(g)
V¥ ged VY geG

= dimcHomc (U, V)¢ = dimcHomgg (U, V)

dove la seconda uguaglianza deriva dalla Proposizione 12.

Corollario Siano xi1, X2, ..., Xr (dove r ¢ il numero delle classe di coniugazione di G)
caratteri complessi irriducibili di G. Allora:

6.2 Moduli induttivi

Definizione 6.3 Siano dati un gruppo G (finito o infinito) e un sottogruppo H di G. Sia
V un F[H]-modulo. Si chiama modulo induttivo il sequente F[G]-modulo:

Ind$GV == F|G) ®pm V
dove, per ogni g € G, x € F|G], v € V, si ha:
g-(z®@v)=gr®v

Lemma 6.2 Siano l'indice di H in G (cioé il numero degli ideali di H in G) finito, cioé
[G:H|=n<o, e
G = SIHU SQHU USnH

(dove {s1, S2, ..., Sp} si chiama cross section di G su H). Allora, come spazio vettoriale su

F: .
IndGV =P sieV
i=1
In particolare:
dimpInd GV =[G : H] - dimpV
Dim. Abbiamo un isomorfismo di F[H]-moduli destri, per cui:

n n

F[G]:@ Z VgQZ@SiZ%h

1=1 Vges; H =1 VheH

Ora, per ogni x € F[G], si ha:

DTS (Si > vff”@)

1=1 Vges; H 1=1 VheH
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e per ogni v € V:
rou=3u (X o) er=Yone X lhve @
1=1 VheH 1=1 VheH 1=1
Quindi
Ind§V C @ siv

=1

L’altra direzione di inclusione e ovvia; allora segue la tesi.

Teorema 6.3 (di reciprocita Frobeniusiana) Sia |G : H] < oo. Dati due F[G]-
moduli U e V, esiste il sequente isomorfismo fra spazi vettoriali:

Homp (V, Res@U) & Hompig) (Ind§V,U)
Dim. Consideriamo il seguente diagramma.

¢ € Homp (V, Res§GU) 3 6(¢) : V — ResGU

v Y (Qv)
ooyl 1o +
U<+ Ind§GV :v(¢) Hompyg (IndGV,U) 3 ¢
gev) g
Vge G

Ora, da 7 - § = id:
[(v0) ()] (g@v) =[y O] (9©@v) =g-5(¥) (v) =g ¢ (1®v) =9 (9@ )
edad-y=id:
[(67) ()] (v) = [0 (v(2))] (v) = () A @ v) = p(v)
v & percid un F-morfismo per definizione e, dunque, v & un F-isomorfismo.

Definizione 6.4 Sia S un A-modulo semplice e V =V @ ... ® V,, una somma diretta di
A-moduli semplici. Si definisce la molteplicita di S in V come

#{Vi Vi S ie{l,..,n}}

Teorema 6.4 Siano H C G e [G: H| < oco. Siano F algebricamente chiuso, U un
F[H]-modulo semplice, V un F[G]-modulo semplice e IndGU e Res%V completamente
riducibili. Allora, la molteplicita di U in Res$V ¢ uguale alla molteplicita di V in IndGU.
Quindi, in particolare, nel caso in cui F' = C e |G| < oo, per il Teorema 11, si ha:

<XU7 XRes%V) = (Xlnnga XV)
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Dim. Sia Ind §U somma diretta di F[G]-sottomoduli semplici e sia Res%V somma diretta
di F[H]-sottomoduli semplici, cioe:

ndSU=U,&..9U,

ResGV =V, ® .0V,

Si puo allora dire quanto segue:

dimpHom gy (U, @ V;) = dimp @Homp[m (U, V;)
i=1 i=1

m

che, per il Lemma di Schur, e uguale alla molteplicita di U in @ V; e inoltre la dimensione
i=1

su F di

HOIIIF[G} (V, @ Ul)
=1

n
e uguale alla molteplicita di V' in @ Us.

i=1
Dal teorema di reciprocita Frobeniusiana segue quindi che la molteplicita di U in Resg\/
¢ uguale alla molteplicita di V in Ind GU.

Esempio
Siano
G=D,=(rs:r"=1,s=1srs ' =r1)

H = (r)

Consideriamo ora
o: H— GL,(C)
r—w

con w" = 1. Si ha:

Ind%o: G — GLy(C)
— w 0 — 0 1
" 0wt )?® 10

dimzpInd G0 =[G : H] =2

Quindi

Se H = (s) allora
dimyIndGo =[G : H =n
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e
G=HUrHU..Ur"'H
dove:
Ind%o: G — GL,(C)
0 ... ... 01 -1 0 0
1 0 00 0 0 0 -1
e | 001 00| s 0 0 .1 0
0O ... ... 10 0 -1 0

Proposizione 6.3 Siano G O K D H con [G : H] finito. Dati U e V, rispettivamente
F[G]-modulo e F[H]-modulo, si hanno le sequenti proprieta:

1. Come F[G]-moduli
Ind$ Ind 85U = IndGU
2. Se W ¢ un sottomodulo di U allora IndGW ¢é un F[G]-sottomodulo di Ind$U.
Se U ¢ somma diretta di due F[H]-moduli, cioé¢ U = Wy @ Wy, allora

Ind$ (W, @ Wy) = Ind W, @ Ind GW,
3. Come F[G]-moduli
(IndGU) ®@piey V = Ind g <U®F[H]Resgv)

Bisogna notare che per ogni g € G,x € F[G],u € U,v € V due F[G]-moduli del punto (3)
sono definiti dalle sequenti relazioni:

g-[e@u)@v]=g@@eu)®@g=_(9-2Qu)®gv
g-z®uev)=9r® (u®v)

Dim. Punto 1.
Deriva dal fatto che

FG] ®pix) (FIK] @pi U) = FIG] @) U

Punto 2.
Deriva dal fatto che

F[G] QF[H] (W, @& W) = (F[G] QF[H] Wl) &, (F[G] QF[H) W2)

Punto 3.
Si definisce la seguente funzione:

FlGl®@rmUV) — [F[G] QF[H] U] ®rq V
I (u®v)— (gQu)®g-v

per ogni g € G,u € U,v € V. Basta ora estendere tale funzione a un F[G]-morfismo che
¢ iniettivo. Confrontando infine la dimensione di dominio e codominio si ottiene la tesi.
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Capitolo 7

La tavola dei caratteri di As

Definizione 7.1 Denotiamo con X, il gruppo delle permutazioni di {1,...,n} e lo chia-
miamo gruppo simmetrico di grado n. L’operazione € la composizione di funzioni e
[’elemento neutro e [’identita.

Osservazione
X, = n!

Definizione 7.2 p € ¥, ¢ detto r-ciclo se esistono 1 < aq, ..., a, < n distinti tali che
plai) = p(ait1)
e per gli altri p(b) = b.

Definizione 7.3 Due cicli si dicono disgiunti se non ci sono due termini tra 1 e n mossi
da entrambi i cicli.

Definizione 7.4 Ogni p € X, si puo vedere come prodotto di cicli disgiunti quindi posso
associare a p una partizione detta struttura ciclica.

Proposizione 7.1 p,py € X, sono coniugati se e solo se hanno la stessa struttura
ciclica.

Definizione 7.5 Chiamiamo A, l'insieme delle permutazioni pari. Si tratta di un sotto-
gruppo normale massimale di 3,,.

Vogliamo dunque studiare la tabella dei caratteri di As.

Abbiamo |A5| = %’ = 60. Inoltre, grazie alla Proposizione 7.1, possiamo facilmente trovare

le classi di coniugazione di Y5 e tra queste scriviamo solo quelle che stanno in As:
1 (12)(34) (123) (12345)

che sono rispettivamente di ordini 1, 15, 20, 24.
Pero due elementi che sono coniugati in X5 non e detto che lo siano in A;. Dobbiamo
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dunque cercare le classi di coniugazione di As.

Preso x € Aj sia K la sua classe di coniugazione in 3, e F' in A5. Certamente F' C K.

Definizione 7.6 Dato x € G si definisce il suo centralizzatore come segue:
Cq(x) = {g €G:gr= xg}

Si dimostra che x ha |G/Cg(x)| coniugati.
Nel nostro caso |K| = |X5/Cx,(z)| e |F| = |45/Ca,(x)|. Bisogna distinguere due casi:

o Oy (x) L As
allora A5Cy, () = X5 per la massimalita di As; si ha percio

Y5/ As = AsCs, (1) /A5 = Cp, (2)/Cy, () N A5 = Oy, () /Cay ()

IS/Cu(@) S5/ Cay(@)]
45/ Cas0)1 = TS T4 = 1O @)/ ()]
Quindi F = K.

= |35/ Cs; ()]

[ ] 025 (x) g A5
allora Cu, (r) = Cx, (x) N A5 = Oy, (x); si ha percio

|45/ Ca ()] = 148/ O, ()] = 5155/ Cy ()] = 5K

In questo caso K si spezza in As in due classi di uguale cardinalita.

Si vede subito che 1, (12)(34), (123) commutano con una permutazione dispari, per esempio
(123)(45) = (45)(123)

Siamo dunque nel caso Csx, () € As e quindi queste tre classi in A5 coincidono con quelle
di ¥5. Inoltre, poiche 24 non divide 60, la classe di (12345) si scinde in due classi di ordine
12.

Gli ordini delle classi di coniugazione di A5 sono 1, 15, 20, 12, 12.

Mostriamo ora che z = (12345) e 22 = (13524) non sono coniugati:

per assurdo, esista g € As tale che

grg~' =

ma, allora

g<x>¢g l=<a’®>=<z>
ovvero

1

gENA5(<x>):{gEA5:g<x>g_ :<x>}

che e detto normalizzatore di < x >.
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Definizione 7.7 Sia G un gruppo finito e p un divisore primo di |G|. H C G ¢é un Sylow
p-sottogruppo se é un p-sottogruppo di ordine |G|,, dove |G|, = p™ con n tale che p" divide
|G|, ma p"*' non pia.

Teorema 7.1 (di Sylow) Dato un guppo G finito, si ha che:

G|

Teh ed ¢ congruo 1 modulo p.

e il numero di Sylow p-sottogruppi di G divide
o Tutti 1 Sylow p-sottogruppi sono coniugati.

Dunque, < x > e un Sylow 5-sottogruppo di As; per il Teorema di Sylow, As deve avere
un numero di Sylow 5-sottogruppi che divida 12 e sia congruo 1 modulo 5. Le possibilita
sono quindi 1 o 6. Ma, siccome ogni 5-ciclo genera un sottogruppo di ordine 5, A5 deve
avere necessariamente 6 Sylow 5H-sottogruppi tutti coniugati.

A questo punto, dato che un sottogruppo P ha |G /Ng(P)| coniugati, si ha

N4, (< 2 >)] =10

In particolare
Ny (<zxz>)=<z>x<t>= Dy

con t = (25)(34). Notiamo ora che

tot t=at £ 22

dunque non puo esistere nessun g in N4, (< x >) tale che

grg~' =’

il che e appunto assurdo.
Le classi di coniugazione di As sono dunque

1 (12)(34)  (123)  (12345)  (13524)

Mostriamo percio la tecnica con la quale cercheremo i caratteri. Sia X un insieme finito e

GxX — X
(9.7) +— gz

un’azione di un gruppo G. Allora lo spazio vettoriale C'(X) di base X ¢ un C[G]-modulo.
Possiamo quindi considerare la rappresentazione associata

p: G — GL(C(X))
g —  plg)

dove, la matrice p(g) rappresenta una trasformazione lineare definita da g rispetto alla
base X. Ed essendo gxr € X per ogni x € X si tratta di una matrice di permutazione. Il
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carattere x, quindi, associa ad ogni g € G il numero dei punti fissati da g.
Inoltre, se x; e il carattere principale di G, si verifica che

(X x1) Zl

orbita O

Dunque se G agisce transitivamente su X (si ha cioe una sola orbita) il carattere y—yx; non
contiene x; nella sua rappresentazione come combinazione lineare di caratteri irriducibili.
Per dimostrare cio abbiamo bisogno del seguente lemma.

Lemma 7.1 Se o = ) . a;X; € un carattere virtuale, x; compare in « con coefficiente
(a7Xj)'

Dim.
Osserviamo innanzitutto che, se a = ) a;x; e B = Z]. bjx; sono due caratteri virtuali,
allora:
= (O aixi, Y _bixg) = _ai > bilxixg) =D aib;
i j i j i
dunque

(a7 Xj) = aj

Vediamo quindi cosa succede per x — xi:

X—x1=06x)xt+ o+ 06xr)xr —x1 = 06x2)xe + -+ 06 xr)Xxr

Usiamo tutto questo per trovare i caratteri di As:

Prendiamo X = {1,2,3,4,5} e notiamo che Aj agisce transitivamente su X nel mo-
do naturale. Se denotiamo con 7 il carattere associato al C'(A;)-modulo C'(X) allora
abbiamo:

1 15 20 12 12

‘ 1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
T |5 1 2 0 0
T—x1 |4 0 1 -1 -1

Inoltre, se chiamiamo k; gli ordini delle classi di coniugazione:

1
— ki )T = 16+0+204+124+12)=1
(m = x1, ™= X1) |A5| Z —x1(g))* = 60( +0+20+12+12)

Quindi m — x; non contiene x; ed e irriducibile per il seguente Lemma.
Lemma 7.2 Se o ¢ un carattere virtuale

(a,a) =n (n=1,2,3) & a ¢ésomma din caratteri irriducibili
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Dim.
Come abbiamo visto nel lemma precedente, vale quanto segue:

(0.0) =3 a2

i
Dunque perché > a? sia n bisogna che ci siano esattamente n coefficienti uguali a 1 e
tutti i restanti nulli. Nel nostro caso si ha n =1 quindi m — x; ¢ irriducibile ed e diverso
da xo. Chiamiamo o =7 — x3.

Possiamo scrivere le prime due righe della tabella dei caratteri di As:

1 15 20 12 12

1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
x1 |1 1 1 1 1
X2 | 4 0 1 -1 -1
X3
X4
X5

Consideriamo ora I’'insieme Y dei sottoinsiemi di X composti da due elementi, ovvero

v ={(1,2),(1,3),(1,4), (1,5), (2,3), (2.4), (2.5), (3,4), (3,5), (4,5) }

Abbiamo un’azione transitiva data da As in Y e il carattere irriducibile ¢ associato al
C(A;)-modulo C(Y') si comporta cosi:

1 15 20 12 12
‘ 1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
(0 10 2 1 0 0
Yv—x1| 9 1 0 -1 -1
Inoltre:
(Q/J—Xh@/}—Xl) =2

quindi ¢ — x; € somma di due caratteri irriducibili (per il Lemma 1.1), nessuno dei quali
e x1 essendo 1’azione transitiva.
A questo punto, poiché

(T/) _X17X2) =1

abbiamo che uno dei due moduli irriducibili & proprio x, (per Lemma 1.2) e possiamo
chiamare x5 I’altro; dunque:

Y=x1=X2+X3=>X3=V — X1 — X2

Ricordiamo ora che, in generale, |G| =Y. nZ, dove gli n; sono i gradi di G. Quindi:

60 = |As| =) n? = ni+ni=18=n;=ns=3
i
e la tabella dei caratteri si puo completare parzialmente:
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1 15 20 12 12

1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
i1 1 1 1 1
X2 |4 0 1 1 1
X3 | D 1 -1 0 0
X4 |3
X5 | 3

Ci serve adesso la seguente proprieta.

Proposizione 7.2 Sia G un gruppo di ordine n, U un C[G]-modulo, p la rappresentazione
associata e g € G di ordine n; allora:

e Xy(g) é somma di Xy(1) radici dell’unita.
o Xu(g ') =Xulg).
Inoltre abbiamo bisogno dei noti teoremi di ortogonalita delle righe e delle colonne.
Teorema 7.2 (di ortogonalita delle righe) Dato che
(Xi> Xj3) = 0ij

allora

8ij = |G|Z =G |Zkth 90x;(9t)

gelG

Teorema 7.3 (di ortogonalita delle colonne)

<
ZXt gz Xt g] k’ i
(3
Dim.
Diamo solo un cenno di dimostrazione. Sia X = (x;(g;)) la matrice tabella dei caratteri
di G e K la matrice diagonale con i k; sulla diagonale principale. Allora:

[
ovvero

G|T = (XKYt)

Siccome, tuttavia, AB e la matrice scalare si ha allora AB = BA e

|G|5ij=i:( t) Xii = ZXz 91)X

t=1
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e questo e proprio quello che volevamo dimostrare.

Ora, se a = x4((12)(34)) e b = x5((12)(34)), grazie all’ortogonalita delle colonne, si trova

che
5

0="> nix;((12)(34)) = a+b= -2

=1

e, dovendo a e b essere somma di 3 radici dell’unita (per la Proposizione 7.2), necessaria-
mente a,b € {1,3,—1,-3}.
Sempre grazie all’ortogonalita delle colonne poi

5

60
4=—= ((12)(34)))* = a® + b* =2
B ;[Xz(( JBY)" = a” +b
Possiamo concludere dunque che a = b = —1. Inoltre
60

3=5= > a((123))] = xa((123))x5((123)) = 0

=1

Aggiorniamo allora la tabella:

1 15 20 12 12
1 (12)(34) (123) (12345) (13524)

i1 1 1 1 1

Xo | 4 0 1 -1 -1

X3 | 5 1 -1 0 0

al3 -1 0

s |3 -1 0

essendo poi z = (12345) e z~' = (54321) coniugati (in quanto abbiamo visto che txt~! =
27 1). Inoltre:

xa(z) = xa(z™)

dunque y4() ¢ reale (per la Proposizione 1.2). Lo stesso discorso si puo fare per x5 (), x4(z?)
e x5(7?).
Chiamando allora ¢ = x4(7) e d = y4(z?), grazie all’ortogonalita delle righe:

0="> kixalg)xi(g) = c+d=1
t=1
ed essendo x4 a valori reali:
60 = |A;| = Zkt[X4(gt)]2 = +d =3
t=1
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Da queste due condizioni si trova che

In modo analogo si ha che

C1+45
‘T
w(a) = 100

e si puo finalmente completare la tabella come segue.
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1 15 20 12 12

1 (12)(34) (123) (12345) (13524)
X1 1 1 1 1 1
Xo | 4 0 1 -1 1
X3 | 5 1 -1 0 0
xa |3 -1 0 =
A | 0 S




