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Capitolo 1

LE SIMMETRIE DELLO
SPAZIO-TEMPO

1.1 Il Principio di Relativita

Il punto di partenza della Teoria della Relativita’ Speciale €’ la possibilita’ di identificare dei
sistemi di riferimento inerziali (SI), definiti come quei sistemi in cui vale il Primo Principio della
Dinamica:

(1). Un corpo non soggetto a forze in un SI si muove di moto rettilineo uniforme.

A ben vedere, siamo in presenza di un ragionamento circolare: 1’ assenza di forze si puo’
accertare solo osservando il moto rettilineo uniforme, che pero’ richiede la definizione a priori
di un sistema di riferimento. I fisici risolvono il problema in modo pragmatico, partendo da
quelli che sicuramente non sono sistemi inerziali (un sistema solidale con la mia auto su una
strada dissestata non e’ di sicuro inerziale, il moto degli oggetti nell’ auto e’ fortemente influen-
zato dalle forze apparenti) e individuando dei sistemti di riferimento in Natura che sono delle
approssimazioni via via migliori di un SI ideale.

- la nostra casa (su tempi corti rispetto al periodo di rotazione della Terra);

- la Terra (su tempi corti rispetto all’ anno solare)

- il Sole (se ignoriamo il moto orbitale intorno al centro della Galassia)

- la Galassia...

Identificato un SI se ne possono costruire infiniti, di fatto oo®, che differiscono per la posizione
dell’ origine (3 coordinate) e per una velocita’ relativa costante (3 componenti). Il Principio di
Relativita’ Speciale (formulato da Galileo) afferma che:

(2). Le leggi della Fisica sono invarianti per cambiamento di SI

In un SI dato, i fenomeni fisici sono analizzabili in termini di eventi: accadimenti che si
verificano in un punto Z e ad un dato tempo ¢. Un evento e’ quindi caratterizzato da un 4-vettore
che fornisce le coordinate dell’ evento in un dato SI:

coordinate = (t,x) =x* (1 =0,..,3)

Per dare contenuto al Principio di Relativita’ dobbiamo stabilire quale sia la legge di trasforma-
zione delle coordinate di un dato evento da un SI, O, ad un altro SI, O'.
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Assuminamo, per semplicita’ che le origini di O e di O’ coincidano al tempo ¢ = 0. La richiesta
che un moto rettilineo uniforme in O sia visto come tale in O’ richiede che la trasformazione sia
lineare:

(z')" = Afz" (1.1)
dove si intende che gli indici ripetuti sono sommati (da 0 a 3) e A €’ indipendente da z*.

Al principi (1) e (2), A. Einstein aggiunge:

(3). La velocita’ della luce nel vuoto e’ una costante universale, indipendente dal sistema di
riferimento.

Consideriamo due eventi che differiscono per AZ e At, che supponiamo infinitesimi. Definia-
mo lunghezza invariante dell’ intervallo (At, AZ) la quantita’:

As = (cAt)? — (AD)?

Se |AZ| = c|At|, i due eventi sono connessi dalla propagazione di un raggio di luce che parte
dal primo evento ed arriva esattemente in coincidenza del secondo. Questa coincidenza si verifica,
ovviamente, in tutti i sistemi di riferimento e, data 1’ invarianza della velocita’ della luce, questo
implica che anche le coordinate trasformate debbono corrispondere ad una lunghezza invariante
nulla. In formule:

As = (cAt)? — (AD)? =0 = As' = (cA)? — (AZ)? =0
Questa condizione si puo’ verificare solo se la legge di trasformazione e’ tale che:
As' = MAs

con A indipendente dalle coordinate ed eventualmente dipendente dal modulo della velocita’'.
Teniamo conto, adesso, che la relazione tra O ed O’ e’ perfettamente simmetrica: visto da O, O’
si allontana con la stessa velocita’ con cui O’ vede viaggiare O. Quindi scambiando i ruoli dei
due sistemi si deve anche avere:

As = MAS' (1.2)
ovvero A = 1. Il caso —1 €’ escluso dal fatto che le trasformazioni di coordinate sono connesse
con continuita’ alla trasformazione identica, che evidentemente ha A = +1, quindi concludiamo
che le trasformazioni (1.1) devono conservare la lunghezza invariante dell’ intervallo tra due
eventi (d’ onde il nome attribuito a As). Data la linearita’ delle trasformazioni, la condizione si
estende immediatamente ad intervalli finiti.

Per formalizzare la condizione (1.2), introduciamo il tensore metrico g,,, che ci permette di
riscrivere As come:

As = g, Azt Az” (1.3)
Gy = diag(+1,-1,-1,-1)
La condizione (1.2) si riscrive come segue:

! ! v v o
s =gurtz :gu,,AgAaxpa: =

= (MbguAL)zPa” = s
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che implica evidentemente:
(AﬁguuAZ) = Ypo (1.5)

Considerando il prodotto righe per colonne tra le matrici A e g, 1’ equazione si riscrive:
AgAT =g (1.6)

Questa equazione definisce un insieme di matrici che formano, in termioni matematici, un gruppo,
il Gruppo di Lorentz. Le trasformazioni di coordinate sono solo una parte di queste trasforma-
zioni, come vedremo tra poco. Prima, vediamo come funzionano le coinsiderazioni di cui sopra
sul caso concreto delle trasformazioni di Lorentz speciali.
Il sistema) O’ scorre lungo I’ asse positivo delle z di O con velocita’ v. La forma esplicita di

(1.1) e

Az’ = aAz — BeAt

cAt = —eAx + dcAt

Ay = Ay; A2 = Az

con «, f,¢,d da determinare. Inoltre:

s' = (62 — B (cAt)? — (o? — 2)(Ax)? — 2(ed — aff)(Az)(cAt)

Dobbiamo richiedere che s’ si annulli quando Az = £cAt, cioe’:

(52—,82:052—62:()\)
ed—af=0
Tornando ad un intervallo generico e sostituendo troviamo la (1.2), come atteso.
Se poniamo A =1, la (1.7) si risolve con:
a = 0§ = cosh(0)
B = e = sinh(0)
dove 0 e’ un parametro reale (la rapidita’) collegato alla velocita’ relativa tra O e O'. Infatti,

se poniamo Az’ = 0 nella (1.7) il secondo membro deve dare I’ equazione oraria di un oggetto
fermo in O' visto da O, cioe’ Az = v - At. Confrontando troviamo:

tanh(0) = % (1.7)

e quindi, dalla (1.7), troviamo la forma ben nota della trasformazioni di Lorentz speciali:

Az' = y(Az — BcAt)
cAt' = v(—BAz + cAt)

v 1
B=— v=

C v2
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Commenti.
e Dalla (1.7) vediamo che la velocita’ di un sistema fisico non puo’ superare c;

e Newton faceva |’ ipotesi di un tempo universale, che scorre uguale in tutti i sistemi di riferi-
mento. Invece di usare il Principio (3) dobbiamo porre: ' = t e otteniamo le trasformazioni
di Galileo:

¥=z—v-t
=t

Le trasformazioni di Galileo si ottengono dalle (1.8) nel limite ¢ — oo (limite non-
relativistico).

e Le rotazioni in uno spazio euclideo lasciano invariante la lunghezza pitagorica: sp =
z? 4+ 4% + ... In corrispondenza, esse soddisfano alla relazione di ortogonalita’ R- R =1,
analoga alla (1.6) salvo la sostituzione della matrice g con 1.

Problema. Mostrare se A1 e Ay soddisfano la (1.6) anche il loro prodotto righe per colonne,
A1 - Ay la soddisfa.
- Problema Mostrare che eseguendo due trasformazioni di Lorentz speciali con rapidita’ 6; e
0, si ottiene una trasformazione di Lorentz con rapidita’ 8; + 2. Derivare da qui la legge di
composizione delle velocita’:

V1 + Vo

V1OV = T
C

1.2 Trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone

Dalla (1.6), prendendo il determinante di ambo i membri, troviamo la condizione:

det(A) - det(g) - det(AT) = det(A)?det(g) = det(g) (1.8)

quindi deve essere det(A) = £1: il gruppo di Lorentz e’ costituito da (almeno) due componenti
sconnesse tra loro. Solo la componente con determinante uguale a +1 (trasformazioni di Lo-
rentz proprie) € connessa con continuita’ alla trasformazione identita’. Le trasformazioni con
determinante —1 sono dette improprie. Un esempio importante di trasformazione impropria e’
la trasformazione di Parita’, indicata con P:

P:7=-x t'=t (1.9)

La componente delle trasformazioni proprie e’ a sua volta costituita da due componenti scon-
nesse, che sono distinte dal fatto di cambiare o no il verso del tempo. Gli eventi di coordinate (¢, 6)
in O descrivono, al variare di t, la storia di un orologio fermo nell’origine di O. Se applichiamo
la relazione (1.1) troviamo:

t'=AJ-t
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quindi, il segno di A determina se gli orologi di O’ vanno o no nello stesso verso degli orologi di
O. Le trasformazioni caratterizzate da:
AS>0 (1.10)

si chiamano ortocrone. Evidentemente, se da O' passo ad un altro sistema di riferimento O"
con una trasformazione ortocrona, la trasformazione complessiva: O — O' — O" e’ anch’ es-
sa ortocrona. Le trasformazioni caratterizzate dalla (1.10) formano dunque un sottogruppo
delle trasformazioni di Lorentz. Un esempio importante di trasformazione non ortocrona e’ 1’
inversione del tempo, indicata con T:

T:@'=3; t' =—t (1.11)
Combinando le trasformazioni P e T si ottiene la inversione totale, I:
I:g't = —gt (1.12)

I cambiamenti tra SI fisicamente realizzabili sono connessi con continuita’ alla trasformazione
identica e sono ortocroni. Il Principio di Relativita’ deve valere strettamente solo per queste
trasformazioni:

Le leggi della fisica sono invarianti per trasformazioni di Lorentz proprie e ortocrone
il gruppo corrispondente si indica usualmente con LL.

Nella fisica classica si e’ esteso tacitamente questo principio alle trasformazioni P e T. Tuttavia
alcuni processi nucleari e subnucleari non sono invarianti sotto P (decadimenti §8) o sotto T
(decadimenti dei mesoni K neutri): la Natura non fa sconti.

Per 1’ inversione totale, I, vale un discorso diverso. In Meccanica Quantistica Relativistica
si puo’ dimostrare 1’ invarianza delle leggi fisiche sotto I’ azione combinata dell’ inversione, I, e
dell’ operazione di scambio particella-antiparticella (teorema TPC).

1.3 Struttura causale dello Spazio-Tempo

L’ invarianza per trasformazioni di Lorentz della lunghezza dell’ intervallo tra due eventi, s,
induce una decomposizione dello spazio-tempo in regioni con una diversa connessione causale ad
un dato evento. Poniamo, per convenienza, un evento A all’ origine delle coordinate spaziali e al
tempo t=0, in un dato SI. Lo spazio-tempo degli eventi (¢, %) si decompone in quattro regioni in
modo indipendente dal sistema di riferimento scelto.

e Eventi con s = 0. Si trovano sulle falde di due coni (coni di luce), che rappresentano le
traiettorie dei raggi di luce uscenti da A (cono futuro) o convergenti in A (cono passato).
Si indicano col nome di eventi di tipo luce (light-like).

e Eventi con s > 0, > 0. Riempiono I’ interno del cono di luce futuro: sono gli eventi
che possono essere influenzati dall’ evento A, in quanto raggiungibili da A con segnali
fisicamente realizzabili che viaggiano con velocita’ inferiore a c.

e Eventi con s > 0,7 < 0. Riempiono I’ interno del cono di luce passato: sono gli eventi
che possono influenzare 1’ evento A, con segnali fisicamente realizzabili che viaggiano con
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velocita’ inferiore a c. Questi e quelli del caso precedente si indicano col nome di eventi di
tipo tempo (time-like, cfr. Problema 1)

e Eventi con s < 0. Sono all’ esterno dei coni di luce: sono gli eventi che non possono avere
alcuna relazione causale con A, che richiederebbe segnali con velocita’ superiore a c. Gli
eventi in questa regione formano il presente assoluto di A. Si indicano col nome di eventi
di tipo spazio (space-like, cfr. Problema 2)

In Meccanica Quantistica la non osservabilita’ simultanea di due grandezze fisiche e’ collegata
all’ influenza causale che la misura di una di esse puo’ esercitare sulla misura dell’ altra (ad esem-
pio la misura di p e di x). Consideriamo due grandezze osservabili i cui apparati di misura sono
localizzati in regioni finite dello spazio-tempo (osservabili locali). Quando la regione relativa ad
una delle due osservabili sta interamente nel presente dell’ altra, il principio di causalita’ richiede
che le due osservabili debbano essere simulataneamente misurabili e gli operatori corrispondenti
devono commutare tra loro. Questo principio prende il nome di Microcausalita’ .

Problema 1. Usando le trasformazioni (1.8) mostrare che se un evento ha s > 0 €’ possibile
trovare un SI in cui z# = (¢,0) (in conseguenza, questi si chiamano eventi di tipo tempo, o
time-like).

—

Problema 2. Mostrare che se un evento ha s < 0 €’ possibile trovare un SI in cui z# = (0, %)
(in conseguenza, questi si chiamano eventi di tipo spazio, o space-like).

1.4 Vettori covarianti

Siano z* ed y* sono due 4-vettori che si trasformano secondo la (1.1). Nella letteratura,
questi oggetti si indicano col nome di vettori contravarianti (indici in alto). Il prodotto scalare
formato con il tensore metrico €’ invariante:

(z'-y) = (z-y) (1.13)

Nell’ eq.(1.13) abbiamo introdotto dei vettori con gli indici in basso, comunemente indicati come
4-vettori covarianti. La legge di trasformazione di questi vettori, evidentemente, deve essere
tale da fornire un invariante quando un vettore covariante viene moltiplicato per un vettore
contravariante. In effetti e’ immediato ricavare questa legge partendo dalla (1.13):

Y = guwy"” = guAyy”
moltiplicando la (1.5) per (A~!)% troviamo:

grvhy = (A_l)lrjgpa; cioe’
Y = guAoy’ = (A0 gpey” = (A 1)0y, (1.14)

quindi: @ vettori covarianti si trasformano secondo la matrice A~
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In termini piu’ formali, i vettori covarianti sono gli elementi dell spazio duale allo spazio
vettoriale dei vettori contravarianti. In generale, il duale V' di uno spazio vettoriale V e’ definito
come lo spazio dei funzionali lineari sui vettori y*, di funzioni, cioe’, definite per ogni y e z, tali
che:

f=Ff);
flay + Bz) = af(y) + Bf(2)

con « e  dei numeri (nel nostro caso, numeri reali). E’ facile convincersi che ogni elemento f di
V puo’ essere scritto come:

F) =Y fuy” = fu = (f-v) (1.15)
I

quindi V ha le stesse dimensioni di V ed esiste una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di
V e quelli di V (F. Riesz).

Nel nostro caso, questa corrispondenza si realizza con la matrice metrica g, che ci da’ I’
elemento di V, Yu = guvy", che corrisponde a y*. Con questa relazione, gli elementi di V sono
funzioni invarianti sotto trasformazioni di Lorentz:

F') = fly), sey' = Ay

Usando la relazione (1.15) ¢’ immediato vedere che I’ equazione precedente richiede le due leggi
di trasformazione:

— v, _ -1
y* = A" f,= (A0,
in modo tale che:
F) = Fy™ = Fo (ALY = fo (A1 - Aoy = f,800" = foy” = f(y)

dove % €’ la delta di Kronecker.
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Capitolo 2

LA PARTICELLA LIBERA
CLASSICA

2.1 Equazione oraria

Il moto nello spazio-tempo di una particella classica (cioe’ non quantistica) e’ descritto da un’
equazione oraria: z# = z#(t). Consideriamo 1’ intervallo che separa due posizioni molto vicine
nel tempo e la sua lunghezza invariante:

Azt = (cAt, v - At) (2.1)
As = (Az-Az)=(1- Z—j)(cAt)2

Evidentemente, Az* e’ un intervallo di tipo tempo, perche’ la particella viaggia a velocita’
inferiore a quella della luce, quindi esiste un SI in cui Az* ha solo la componente temporale. In
questo ST la particella e’ ferma (nell’ intervallo di tempo considerato) e VAs /c da’ I intervallo di
tempo segnato da un orologio momentaneamente in quiete rispetto ad essa. La nuova variabile si
chiama tempo proprio (proper-time) della particella e lo indicheremo con 7. Per la sua definizione,
un intervallo di tempo proprio €’ un invariante relativistico e la relazione tra 7 ed il tempo t nel
SI da noi scelto, e’ data dalla relazione:

dr=+/1- R dt = % (2.2)

Se usiamo il tempo proprio per caratterizzare I’ equazione oraria della particella, possiamo
definire un quadrivettore velocita’, u*:

_dazxt(r)  drk(t)
~ T ar T a 23)

u* e’ evidentemente un 4-vettore covariante, cioe’ si trasforma come z#. Notiamo il valore delle
sue componenti e dell’ invariante relativo:

uM

ut = 7y(c, v); (2.4)

guuhu’ = utu, = ¢ (2.5
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In Meccanica non-relativistica, la quantita’ di moto si definisce come p = m, dove m €’ la
massa inerziale. Analogamente definiamo il 4-vettore quantita’ di moto come:

p* = mut (2.6)

dove m e’ una costante che caratterizza la particella e che evidentemente coincide con la massa
inerziale per piccole velocita’. Per questo, m si chiama la massa di riposo della particella. La
massa di riposo e’ un invariante relativistico, come si vede dalla relazione:

p* = ppy = (me)? (2.7)

La componente temporale di p* e’ legata all’ energia della particella. Calcoliamola esplicita-
mente a partire dalla relazione:

p* = (me)? = (°)* - (5)° (2.8)

da cui : ,
P = Vme? + G = ~(me + L) (29)

c 2m
dove il passaggio finale e’ valido per piccole velocita’. La componente temporale di p¥, in questo
limite, €’ eguale all’ energia cinetica divisa per ¢ piu’ una costante legata alla massa di riposo.
In meccanica classica, I’ energia e’ sempre definita a meno di una costante, quindi possiamo

identificare p° con I’ energia della particella divisa per c:

P = (.7 (2.10)

Arriviamo dunque alla conclusione importante che in una formulazione relativistica la quantita’ di
moto e l’ energia fanno parte di un unico oggetto fisico, il 4-vettore impulso-energia (o 4-momento)
ph.

Le leggi di trasformazione delle componenti di p* per trasformazioni di coordinate seguono
immediatamente dalla natura di 4-vettore di p* . Nel caso particolare delle trasformazioni di
Lorentz speciali lungo 1’ asse x, abbiamo (le quantita’ con accento si riferiscono al ST O', quelle
senza accento ad O):

€
=90 - B-) (2.11)
€ 1
—=(-Bp +-)
C C
12 2 13 3

p =p5 p =Pp
Se la particella e’ in quiete in O, troviamo, in particolare:
¢ = ymc%; p' =~yBme (2.12)

La velocita’ della particella, in qualsiasi SI, e’ data da:

p==L (2.13)
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Commento: Nel derivare il valore di p® nella (2.9) a partire dalla (2.8) abbiamo scelto la radice
positiva. Sembra un passaggio innocuo, ma vediamolo meglio. La radice negativa e’ separata
da quella positiva da un intervallo di almeno di 2mc?. In Meccanica Classica I’ energia varia
con continuita’, quindi se se assumiamo che la particella abbia E > mc? all’ inizio, essa non
potra’ mai finire in uno stato con E < mc?. In Meccanica Quantistica, tuttavia, I’ energia puo’
variare con discontinuita’ e non possiamo escludere transizioni da stati con E > mc? a stati con
E < mc?. I aggiramento di questa difficolta’ porta direttamente al concetto di antiparticella.

2.2 Particelle di massa nulla

La condizione (2.7) permette di considerare il limite m — 0. In questo caso, in qualunque
SI:

7 = p% (2.14)
=1

la particella viaggia alla velocita’ della luce in qualsiasi stato di moto ed in qualsiasi SI. Evi-
dentemente, i quanti di luce, fotoni, godono di questa proprieta’: il fotone e’ una particella con
massa di riposo nulla.

Nonostante la (2.7) ammetta un limite continuo per m — 0, le particelle con massa m > 0
sono intrinsecamente diverse da quelle con massa nulla, comunque piccolo sia il valore di m: il
limite m — 0 e’ intrinsecamente discontinuo.

Il modo piu’ semplice di ottenere questo risultato sta nel constatare che il gruppo di simmetria
della quantita’ di moto (il Gruppo Piccolo (little group) introdotto da E. Wigner) e’ diverso nei
due casi.

e Se p* €' il momento di una particella di massa non nulla, possiamo trovare un SI in cui
p* ha solo la componente temporale (il suo sistema di quiete). Nel sistema di quiete,
pH = (ch,G) e il gruppo di trasformazioni che lasciano invariato il momento e’ 1’ intero
gruppo delle rotazioni dello spazio tridimensionale, O3, il gruppo delle matrici ortogonali
a tre dimensioni.

e Se p* €’ il momento di una particella di massa nulla, possiamo porlo nella forma: p* =
(|p1,7). I gruppo di invarianza e’ adesso quello delle rotazioni nel piano ortogonale al
versore di P, le matrici ortogonali in due dimensioni, O2, un gruppo commutativo molto
piu’ piccolo di O3.

Si vede dunque che se facciamo tendere m — 0 il gruppo piccolo cambia con discontinuita’ da
03 and O2. In Meccanica Quantistica, il gruppo piccolo determina le proprieta’ dello spin della
particella. Per una particella con massa, lo spin coincide con il momento angolare a riposo e
gli stati formano quindi una rappresentazione del gruppo delle rotazioni in 3 dimensioni: una
particella di spin S possiede 25 + 1 stati di spin.

Al contrario, una particella di massa nulla non puo’ essere messa a riposo, il suo momento
angolare intrinseco e’ definito dalle rotazioni intorno a p, gli elementi di O2, che ammettono
rappresentazioni unidimensionali corrispondenti a S, = n/2 con un dato n intero. Se ammettiamo
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la parita’, P, come una buona simmetria, devono esistere due stati con S, = +n/2. Ad esempio,
il fotone ha due stati di spin, corrispondenti a S, = £1 e non tre, come competerebbe ad una
particella di spin 1.

2.3 Principio di Azione per la particella libera

I risultati della precedente Sezione sono talmente importanti da meritare una derivazione
indipendente. Allo stesso tempo, questo ci permette di introdurre la formulazione della dinamica
relativistica basata sul Principio di Azione, che ha un’ importanza fondamentale nella Meccanica
Quantistica.

Consideriamo una traiettoria nello spazio-tempo, z#(t), che parte ed arriva in due eventi
fissati:

.’L'“(tl) = .’L‘lf = (Ctl,.’i"l) (2.15)
T (ty) = b = (cta, T2)
Data z#(t), possiamo definire I’ Azione, S(z, z4):
to
S = L(Z(t),v(t)) dt (2.16)
t1

La traiettoria effettivamente percorsa e’ determinata dal Principio di Azione:
e La traiettoria della particella corrisponde al minimo dell” Azione.

Nota la funzione Lagrangiana, il principio di Minima Azione da’ luogo alle equazioni di
Lagrange, che in Meccanica Classica rimpiazzano a tutti gli effetti le equazioni di Newton, F=
ma:

doL 0L

dt oy~ oz
La richiesta che le leggi del moto siano invarianti per cambiamento di SI si traduce nel semplice
enunciato:

(2.17)

e I’ Azione deve essere invariante per trasformazioni di Lorentz.

Applicato al nostro caso, questo vuol dire:

&~
~~~
8
—~
o~
N—
<y

(t)) dt = invariante

Per una particella libera, 1’ unico invariante non trivialmente costante €’ il tempo proprio, d7 e
quindi deve essere:

v3 (1)

L(E(t),(t)) dt = —adr = —ay[1 — dt (2.18)
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con « una costante. Il valore di « €’ determinato dal limite non relativstico, in cui L deve tendere
all’ energia cinetica della particella, 1/2mwv?, a meno di una costante additiva irrilevante. Per
piccoli valori di v(t) troviamo:

2
av

L— — — 2.19
a+ 2 (219)

- a=mc

quindi la Lagrangiana della particella libera e’:
v(t)?

L=—mc®/1— - (2.20)

La quantita’ di moto e’ data dal momento coniugato alla & mentre 1’ energia ¢’ I’ Hamiltoniana.
Troviamo quindi:

oL
p= 97 = myv (2.21)
H=p-%—L=~ymc*
I risultati in (2.21) confermano la definizione del 4-momento data nella (2.6).
Le equazioni di Lagrange che discendono dalla (2.20) e dalla (2.17) sono:
d ,
pri 0; (1=1,2,3) (2.22)
Inoltre, dalla condizione (2.7) troviamo:
pdp’ — - di=0 (2.23)
e quindi:
d o
—p =0 2.24
7P (2.24)
In totale, abbiamo ottenuto le equazioni del moto covarianti:
d d
—pt=0= —p# 2.25
dt” dr” (2.25)

che esprimono la conservazione della quantita’ di moto e dell’ energia.

2.4 La relazione massa-energia

Per illustrare il significato dell’ energia di riposo, consideriamo un sistema costituito da diverse
particelle (in breve, un gas). Il 4-momento totale e’ dato, naturalmente, da:

Ph=>"pls de. (2.26)
%

ﬁzZﬁ}; cPozE:ZGZ-
%
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Per un sistema di questo tipo esiste un SI in cui P' = 0 (sistema del centro di massa). Questo si
vede dalla (2.11): orientiamo P lungo I’ asse x e richiediamo che sia P'' = 0. Troviamo:

cP

p=> (2.27)

che €’ sempre in modulo minore di uno, visto che:
dP| <) il <> e&=E (2.28)
%

L’ energia totale, Ey, in questo sistema di riferimento definisce la massa di riposo del sistema
Ey = Myc? (2.29)
mentre |’ energia in un altro SI, E', ¢’ data da una formula analoga alla (2.12):
E' = yMyc? (2.30)

Vediamo adesso piu’ da vicino My. Nel limite in cui le particelle del gas sono non-relativistiche,
abbiamo: . T
MOZC—QZGi:Zmi+C—2 (2.31)
i

dove T €’ I’ energia cinetica contenuta nel gas. Se aumentiamo o diminuiamo questa energia,
scaldando o raffreddando il gas stesso, la massa di riposo varia secondo la legge:

AFE
AMy = — 2.32
0 02 ( )

Se introduciamo un’ interazione tra le particelle del gas, questo aggiunge al seconde termine della
(2.31) una quantita’ V' che puo’ essere positiva o negativa.

La conclusione e’ che la massa di riposo di un sistema composto differisce dalla somma delle
masse di riposo dei suoi costituenti e la differenza puo’ essere liberata (o deve essere fornita)
sotto forma di una quantita’ di energia data ancora dalla relazione (2.32):

AE =Q=(My— ) m)c (2.33)

Le (2.32) e (2.33) forniscono la relazione massa-energia di Einstein, dalle innumerevoli appli-
cazioni in fisica e nella pratica.

D’ ora in avanti, le masse delle particelle atomiche e subatomiche saranno date sempre in
unita’ di energia, secondo la (2.32), usando le unita’: 1 MeV = 1000 KeV = 106 eV.

Da ricordare:

o elettrone: M, = 0.511 MeV;
e protone: Mp = 938.27 MeV; neutrone: My = 939.57 MeV;

e deutone: Mp = 1875.61 MeV.
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Un esempio importante. L’ energia emessa dal Sole e’ prodotta dalla fusione di quattro
protoni in due nuclei di Elio. La fusione avviene attraverso una sequenza di rezioni, la cosiddetta
sequenza P-P (questa e’ la sequenza principale; ci sono diverse sequenze secondarie studiate da
H. Bethe negli anni '30; ricordare che Protone = H', Deutone = H?):

P+P > H*+et v (2.34)
H?>4+P — He ++ (2.35)
He® + He> —» 2He*+ P+ P (2.36)

La reazione complessiva puo’ essere scritta come:
AP +2¢ — 2He' +2et +2¢ + 2w (2.37)

I positroni si annichilano con gli elettroni del mezzo liberando energia. Quindi in totale, 1’ energia
termica liberata ogni 4 protoni e’

Eterm =Q —2< E, > (238)
Q =4Mp + 2M, — 2My, = 26.7TMeV

< E, > €' I’ energia media portata via dai neutrini, che lasciano il Sole indisturbati. L’energia
dei neutrini e’ distribuita con continuita’ tra zero (assumendo la massa del neutrino trascurabile)
e il valore del () nella formazione del deuterio:

Q(H'+ H' - H*) = 2Mp — Mp — M, = 0.42MeV (2.39)

Commento. Secondo la Meccanica Quantistica Relativistica, esistono reazioni in cui alcune
particelle possono essere create o distrutte, ad esempio I’ annichilazione protone-antiprotone. In
questi casi la variazione di energia nella relazione (2.32) include I’ intera massa di riposo delle
particelle coinvolte.

Problema. Sapendo che: (i) il Sole conteneva all’ origine circa 10°7 protoni, (ii) la costante
solare (flusso di energia solare sulla Terra) e’: Ky = 3.3-10 2cal cm ™2 sec™!; (iii) la Terra dista
dal Sole 8 minuti — luce, (iv) I’ energia portata dai neutrini e’ trascurabile, sapreste stimare la
durata di vita del Sole dalle (2.37) e (2.38)7
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Capitolo 3

TEORIA LAGRANGIANA DEI
CAMPI

In Meccanica Classica si considerano due tipi di sistemi fisici. I punti materiali (particelle)
che hanno per variabili dinamiche le coordinate Z(t) e i campi (onde): sistemi dinamici descritti
da una o piu’ funzioni continue delle coordinate e del tempo:

¢ = ¢(Z,t) = ¢(x) (3.1)

L’ esempio piu’ importante di questo tipo di sistema ¢ il campo elettromagnetico descritto da due
vettori in ogni punto, corrispondenti ai valori del campo elettrico, E(Z,t) e del campo magnetico
B(&,1).

3.1 11 Principio di Azione

In analogia con la meccanica dei sistemi ad un numero finito di gradi di liberta, & conveniente
derivare le equazioni del campo da un Principio di Azione. Si introduce I’ Azione come integrale
sul tempo della Lagrangiana, tra due istanti fissati, t; < ta:

to
S = Ldt (3.2)
t1

La Lagrangiana di un sistema di punti ¢ la somma sui diversi gradi di libertd. Nel caso del
campo, i gradi di libert4 sono localizzate in ogni punto dell spazio, quindi:

L= [ % Lipdy0) (33
dove abbiamo indicato con ¢, le derivate dei campi rispetto alle coordinate:

_ 9%
~ Ozk

¢u($)
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La funzione L prende il nome di densitd di Lagrangiana, o anche semplicemente Langrangiana,
per brevita, e dipende dai campi (le variabili dinamiche) e dalle loro derivate. Le derivate
temporali sono la generalizzazione delle velocita, mentre la dipendenza della Lagrangiana dalle
derivate spaziali permette di accoppiare tra loro i gradi di liberta in punti vicini nello spazio.

Abbiamo considerato una possibile dipendenza esplicita della Lagrangiana dalle coordinate
spazio-temporali, per descrivere I’ azioni di possibili agenti esterni al sistema dei campi. Per un
sistema isolato, questa dipendenza non puo’ esserci e la Lagrangiana dipende dalle coordinate
solo attraverso i campi e le loro derivate.

In termini di L:

S= [ d'z L($ du, ) (3.4)
Va
dove V; ¢ la regione dello spazio-tempo limitata dalle ipersuperfici I'y :t =t1 e, o1 t =15 .

Immaginiamo di fissare i valori dei campi su I'; 3. Il Principio di Minima Azione stabilisce

che:

o I’ effettiva evoluzione del campo tra questi valori & data dalle funzioni ¢(z) = @(&,t) che
rendono S minima, con condizioni su I' o fissate.

Notiamo che la densitd di Lagrangiana non ¢ fissata univocamente. Poiché nel Principio
di Azione si stipula di tenere fissi i campi sui bordi di Vj, possiamo aggiungere alla densita
di Lagrangiana la divergenza di un qualsiasi 4-vettore senza cambiare il minimo dell’ Azione e
quindi le equazioni del moto.

Per ricavare le equazioni differenziali che determinano I’ evoluzione del campo, poniamo:

P(z) = ¢(x) + ¢(x); (T, 11) = 6p(Z,t2) =0 (3.5)
la condizione di Minima Azione si traduce nell’ equazione:
o " oL _ 4 oL
55—0_/d [ 5¢+88¢5(a )¢]_/d [a¢‘5¢+aa¢“¢] (3.6)
4 0L oL 4
/d s(3 - 8(88H¢)]5¢+/dx8(88¢ )

poiché §(0,)¢ = 0,0¢. Dato che le variazioni dei campi si annullano al bordo della regione di
integrazione, 1’ ultimo termine nella (3.6) & nullo. Inoltre, la (3.6) deve valere per variazioni d¢
arbitrarie, quindi la funzione tra parentesi quadre si deve annullare identicamente in . Troviamo
cosi’ le equazioni di Eulero-Lagrange:

oL . oL
60,6 ~ 09

un sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali. Naturalmente, se abbiamo diversi
campi ¢*, i = 1,..., N, abbiamo un’ equazione per ciascuna componente.

Nella meccanica Newtoniana, il moto di un punto é determinato se diamo posizione e velocitéa
ad un istante fissato. L’ estensione di questo principio sta nel richiedere che L sia al piu’ quadra-
tica nelle derivate dei campi e noi seguiremo questo principio. In questo caso, 0L/00,¢ ¢ lineare
in 0,6, 1" equazione di Eulero-Lagrange ¢ alle derivate seconde e la soluzione ¢ determinata una
volta assegnati il campo e la sua derivata temporale sull’ ipersuperficie ¢ = ¢1.

Ou( (3.7)
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Invarianza Relativistica L’ invarianza relativistica della teoria si traduce nella semplice
richiesta che 1’ Azione sia relativisticamente invariante. La misura nello spazio-tempo & essa
stessa invariante, visto che, per una trasformazione di Lorentz, A:

d'z' = det(N)d'z = d*z (3.8)
quindi

e |’ invarianza relativistica dell’ Azione richiede che la densita di lagrangiana L sia essa stessa
invariante.

3.2 Hamiltoniana e formalismo canonico

11 passaggio al formalismo canonico inizia con la definizione del momento coniugato a ciascuna
variabile dinamica. Nel caso di una teoria di campo, definiamo la densitd di momento coniugato:
oL
O

e si intende che 1’ equazione (3.9) deve servire ad esprimere ;¢ in funzione di ¢, Vg, w. Succes-
sivamente si definisce la densitd di Hamiltoniana:

m(Z,1) (3.9)

H(r,§) = nohp— £; H = / B, (3.10)

Da notare che la densitd di Hamiltoniana é una grandezza ausiliaria: solo I’ Hamiltoniana &
fisicamente rilevante mentre la densitd di Hamiltoniana & definita a meno della 3-divergenza di
un vettore, che si integra a zero quando i campi si annullano all’ infinito.

Le equazioni del moto dei campi si ottengono semplicemente differenziando la (3.10) ed
usando le equazioni di Eulero-Lagrange.

Poniamo:

o(x) = p(z) + 0p(x); w(x) = 7(x) + on(x); t=1+dt (3.11)

Troviamo allora:

SH = / B (aﬂp 51 + 76(Bug) — ‘;—‘gaqs - % (V) — %5(3@)) _ (312)
—/d3m 8—£5t =
ot

= /d3x (ams ot — Oy 6 — V - (aaﬁﬁqsw)) - /d% %&.

dove abbiamo usato le equazioni di Eulero-Lagrange nella forma:

oL - oL oL
—— _V— =0,—— =0 3.13
95 Vovs togg O (3.13)
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Possiamo scartare la 3-divergenza dal differenziale dell’ Hamiltoniana. Eguagliando i coeffi-
cienti dei differenziali alle corrispondenti derivate parziali, troviamo le equazion di Hamilton:

/H oH
‘H oH = OH
(9 = < v = \—= — V = )3
T @) o9 av¢)
oH _ ot
ot Ot

Nella seconda equazione appare la derivata rispetto a 6(;5, dovuta al fatto che in £, e quindi
in H, abbiamo trattato separatamente la dipendenza da ¢ e da V¢. Di fatto tutto il termine
tra parentesi corrisponde alla quantitd (0H/0q) nel caso di un grado di liberta. Dalla terza

equazione troviamo: - or
‘Z—t = [ &z %—7: = —/d% s (3.15)
Per un sistema isolato, come abbiamo visto, la densita di Lagrangiana puo’ dipendere dal punto
dello spazio-tempo solo attraverso i campi. Di conseguenza, per un sistema isolato ritroviamo
la legge di conservazione dell’ energia: L’ Hamiltoniana di un sistema isolato € una costante del
moto. Lo stesso vale sotto la condizione piu’ debole che il sistema sia indipendente dal tempo.

3.3 Trasformazioni dei campi

Per costruire lagrangiane relativisticamente invarianti, dobbiamo partire dalle leggi di trasfor-
mazione dei campi, le relazioni che legano il campo osservato nel SI O, ¢(z), al valore osservato
in O, ¢'(z'), in corripondenza ad uno stesso evento nello spazio-tempo, descritto dalle coordinate
zlt e z® in O ein O":

't = AK ¥ (3.16)

Il caso piu’ semplice ¢ quello di un campo scalare in cui i due valori sono gli stessi:
¢'(z') = ¢(z) (3.17)
Le derivate di ¢ si trasformano come vettori covarianti, Sez 1.4:

0() _ 9pla) _ 0 00(a) _ 1 00
orv  Ozv oz Oxr H oz

(3.18)

¢ immediato controllare che, invece, le derivate rispetto alle x,, trasformano come vettori contra-

varianti: o4/ () 96
x
= AN — 3.19
Oz}, A Dz, ( )
In conseguenza, indicheremo le derivate come:
o¢ 0b _ yu _ gu
Gai = b= 0uts = ¢ = 0" (3.20)
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Con le derivate successive, si possono costruire tensori a molti indici, con le corrispondenti
proprieta di trasformazione:

o 0 0 0

= Bz Ozkr Bz, Oy,

i (@)

¢(z); (3.21)

Wy A=A A —1YA 225ee
(@ )y (@’) = (A7) (A2 AT AL 8080 ()
Estendendo il caso del campo scalare, possiamo definire dei campi tensoriali, funzioni di
z# dotate di un certo numero di indici in alto (covarianti), ng, e in basso (contravarianti), ng,
Fuipz(x) le cui leggi di trasformazione sono le stesse della (3.21):

Wyeen _ (AT YA A—T\A
(P (') = (A (AT D)s - AG A R0 () (3:22)
Esempi importanti sono il tensore antisimmetrico di Maxwell, F*(z) = —F"#(x), che descrive

il campo elettromagnetico, ed il campo vettoriale, A¥(z), che descrive il potenziale vettore.

Il rango di un tensore (il numero di indici covarianti e contravarianti) si puo’ ridurre con-
traendo gli indici con tensori invarianti (cioé tali che 7" = T'). Per le trasformazioni di Lorentz
ci sono tre tipi di operazioni invarianti:

e contrazione di un indice covariante e uno contravariante con la delta di Kronecker: §4;

e contrazione di due indici covarianti con il tensore: g, (ovvero due indici contravarianti
con g*);

e contrazione con il tensore di Levi-Civita: €uup0, completamente antisimmetrico e definito
come:

€0123 = +1 (3.23)
€urpopspa = 0 (due indici uguali)

€prpapaps = T1 1 p1, P2, 43, pra = permutazione pari/dispari di 0123

Per mostrare che il tensore di Levi-Civita & invariante, consideriamo:
— 1A M2 A B3 A M4
X0123 = €uypapapa g A7 A A (3.24)

X & la somma di tutti i prodotti formati con elementi presi da righe e da colonne tutte diverse
tra loro, con il segno della permutazione che trasforma (0,1,2,3,) in (p1, g2, 43, #4). Quindi
X = detA = 1. Inoltre X,,,; = 0 se due indici sono eguali, X,,,, = 1 a seconda che la
permutazione sia pari o dispari. Ne segue:

H1 A2 A3 A4
€u1u2u3u4Ap1 Ap2 Aps Ap4 = €p1p2p3pa (3.25)

e quindi I’ invarianza richiesta.

I tensori di un dato rango ns,ng descrivono una varieté lineare. Un tensore si dice riducibile
se questa varietd lineare contiene sottospazi invarianti sotto le trasformazioni (3.22) che siano
non-triviali (cioé diversi da 0 e dalla varieta stessa). Altrimenti il tensore & irriducibile.
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Eventuali sottospazi invarianti si possono ottenere proiettando il tensore generico con le
operazioni invarianti descritte prima. Per un tensore irriducibile le operazioni invarianti danno
zero o proiettano su tutto lo spazio di partenza.

Contraendo completamente gli indici di prodotti di campi tensoriali e delle loro derivate si
ottengono tensori di rango nullo (privi di indici liberi) che sono invarianti (si trasformano come
il campo scalare nella (3.17)). Queste combinazioni invarianti sono i blocchi con cui costruire la
densitd di lagrangiana, che descrive la dinamica del campo.

Esempio 1. Un caso importante & quello dei tensori a due indici covarianti antisimmetrici.
Evidentemente, questi tensori hanno 4 - 3/2 = 6 componenti indipendenti, che possono essere
organizzate in 3-vettori al modo seguente:

0 B3 —B? E!
-B3 0 B' E?
B2 —-B' 0 E®
—-E' —-E? —-E3 0

(3.26)

L’ applicazione del tensore di Levi-Civita porta alla definizione del tensore duale, F*":

= 1 1
Fhv — guul guu1 5 €1 Ap F)\p — §6W,\p F)\p (3.27)

— —

Non ¢ difficile vedere che F si ottiene da F con le sostituzioni: E — —E; B — E:

0 E} —E? _B!
—-E3 0 E' —B?
E? —-E' 0 -B3
B B? B3 0

FH = (3.28)

L’ applicazione del tensore di Levi-Civita trasforma lo spazio di questi tensori in se stesso:

1 s, 1 -
€ g Y = P S P = - (3.29)

(abbiamo usato la relazione €’'?® = —1). A partire da queste relazioni, possiamo definire

due componenti irriducibili, che corrispondono agli autovalori +¢ delle trasformazioni di dualita
(3.29):

(X)W = FH +iF (3.30)
1 £\ (A
5¢ 5 X5V = Fi(X* )P

Poiché abbiamo usato solo operazioni invarianti, la decomposizione (3.30) & invariante per tra-
sformazioni di Lorentz e lo spazio dei tensori antisimmetrici a due indici si decompone in due
sottospazi invarianti di dimensione 3 ciascuno.
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Questi due sottospazi formano un complesso unico se aggiungiamo 1’ operazione Parit4 (cfr.
Cap. 1). Sotto Parit4, i vettori EeBsi comportano, rispettivamente, come un vettore polare
ed un vettore assiale:

P: E(Zt) —» —E(Zz,t); B(&,t) » +B(Zz,1) (3.31)
e quindi:
P:X*Z,t)=f(EFiB) - f(—EFiB) = —f(E +iB) = - X T(—4,1) (3.32)

Alle stesse conclusioni si arriva considerando i due invarianti quadratici che possiamo costruire
a partire da F' e F:

FWE, = (E)? - (B)? (3.33)

La forma delle (3.33) suggerisce di considerare i vettori complessi:
(Z)* = E FiB; (3.34)
(Z)*- ()" =1 F 2Ly

I quadrati dei due 3-vettori sono separatamente conservati nelle trasformazioni di Lorentz, che
quindi trasformano tra di loro le componenti di ciascuno di essi. La trasformazione di Paritéa
scambia evidentemente Z* con —Z .

Esempio 2. Tensori a due indici simmetrici, entrambi covarianti (o contravarianti): TH
(ovvero Ty,). In questo caso, la proiezione con gy, da un invariante e lo spazio si decompone
nello spazio dei tensori simmetrici e senza traccia, g, T*” = 0, di dimensione 9, e in uno spazio
unidimensionale dei tensori della forma g*” T'.

Commento. La classificazione dei tensori irriducibili & discussa in [1]. Da un punto di vista
algebrico, si trova che il gruppo di Lorentz é equivalente al prodotto di due gruppi di rotazioni:
Ll = SU(2) ® SU(2). Quindi i tensori irriducibili sono caratterizzati da due momenti angolari:
j1 € jo. I tensori che appartengono alla rappresentazion irriducibile (ji,j2) hanno dimensione
d=(2j1 +1)(2j2 + 1).

I quadrivettori (contravarianti o covarianti) corrispondono alla rappresentazione (1/2,1/2)
di SU(2) ® SU(2). I tensori a molti indici descritti prima si ottengono dai prodotti tensoriali
di questa rappresentazione. Ad esempio, i tensori a due indici contravarianti: T}, sono generati
dal prodotto

(1/2,1/2) ® (1/2,1/2) = (1+0,1+0) = [(1,1) & (0,0)] @ [(1,0) @ (0,1)] (3.35)

Abbiamo posto le parentesi per separare i tensori simmetrici (quelli senza traccia piu’ la trac-
cia) da quelli antisimmetrici. Notiamo la semplicitd con cui la legge di composizione dei mo-
menti angolari riproduce la decomposizione in componenti irriducibili, in particolare la loro
dimensionalita.
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Problema. Scrivere esplicitamente le trasformazioni delle componenti di F*¥ per trasforma-
zioni di Lorentz Speciali (Veloc1ta lungo I’ asse 1) e mostrare che queste trasformano separata-
mente tra loro le componenti di E+iBeFE —iB. Questo risulatto dimostra ancora una volta
la decomposizione di F#¥ in componenti invarianti (infatti, la stessa proprietd ¢ evidentemente
vera anche per le rotazioni spaziali, quindi per tutte le trasformazioni di L1 che si ottengono
combinando i due tipi di trasformazioni).

3.4 Simmetrie continue

Nelle Sezioni precedenti abbiamo fatto riferimento a due osservatori che studiano lo stesso
sistema di eventi (ad esempio una certa configurazione fisica di campi) a partire da due differenti
Sistemi Inerziali.

Il Principio di Relativita richiede che i due SI siano assolutamente equivalenti, quindi ciascun
osservatore arriverd, per suo conto, a descrivere la dinamica dei campi con un’ Azione e una
densitd di Lagrangiana che hanno la stessa dipendenza funzionale dai campi. L’ invarianza
relativistica richiede allora:

S(¢) = / di' L1 (), (a'), ') = S(¢) = / d' LI(x), dul(), 2] (3.36)

se ¢(z), z e ¢'(z'), 2’ sono le componenti del campo e le coordinate associate ad un dato evento
nei due SI, eqq. (3.16) e (3.22).

Possiamo considerare I’ eq. (3.36) da un altro punto di vista, come 1’ invarianza (o simmetria)
dell’ Azione per la trasformazione che sostituisce ¢(z), z con ¢'(z'), ' in uno stesso sistema di
riferimento:

T —z';

$(z) = ¢'(a") (3.37)
Visto cosi, il Principio di Relativitd esprime semplicemente la simmetria dell’ Azione sotto il
gruppo di simmetria delle trasformazioni di Lorentz (proprie ed ortocrone) e possiamo studiare
le conseguenze di questa simmetria allo stesso tempo di altre possibili simmetrie delld Azione che
pure prendono la forma generale (3.37), con diverse realizzazioni della legge di trasformazione.

Per quanto riguarda le coordinate, ci limiteremo ad aggiungere le traslazioni dell’ origine dello
spazio tempo. Queste trasformazioni, unite alle trasforrmazioni di Lorentz proprie e ortocrone,
formano il Gruppo di Poincaré, che é il gruppo di simmetria naturale dello spazio-tempo della
Relativita Speciale.

Rientrano anche nella forma (3.37) le trasformazioni che cambiano i campi ma non le coordi-
nate, ' = x, che prendono il nome di simmetrie interne, ad esempio le trasformazioni della fase
dei campi complessi che considereremo estesamente nel seguito.

In questa Sezione ci restringiamo a trasformazioni che appartengono a gruppi continui. In
questo caso, esistono trasformazioni infinitesimamente vicine alla trasformazione identica. Con i
prodotti di trasformazioni infinitesime possiamo raggiungere tutte le trasformazioni del gruppo
(almeno per quanto riguarda la componente connessa all’ idenitita). Possiamo quindi esplora-
re le conseguenze della simmetria sotto un gruppo continuo restringendoci alle trasformazioni
infinitesime.
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Consideriamo quindi la trasformazione individuata dalle variazioni infinitesime:
't = gt + (3.38)
¢'(z") = ¢(z) + o1

Per semplicita, abbiamo omesso nella (3.38) eventuali indici del campo ¢, che sono sottointesi.
Indichiamo é1¢ come la variazione totale del campo. Possiamo decomporre §7¢ al modo seguente:

org = ¢'(z') — d(z) =¢'(a") — d(z') + ¢(a') — d(z) =d¢(z) + Oud(x)da”  (3.39)

La variazione totale & la somma della variazione funzionale, ¢, e di una traslazione di dz*.
Le trasformazioni del Gruppo di Poincaré e, a maggior ragione, le trasformazioni associate
alle simmetrie interne lasciano invariante la misura d*z. Questo richiede che:

a s _ 92 S\ 37')‘4_4
d*z —||%||dx—det(u+amu)d:(;—d:(; (3.40)
Se usiamo 1’ identité:
det(1 + €) = 1+ Traccia(e) (3.41)

valida a meno di termini di ordine superiore nella matrice infinitesima €, la condizione di
invarianza della misura di integrazione prende la forma:

1 =1+ 0,0z"; cio (3.42)
Ozt =0

In queste condizioni, I’ invarianza dell’ Azione, eq. (3.36) richiede pit semplicemente 1’ invarianza
della densitd di Lagrangiana:

oL = L(¢',0¢',2") — L(,0¢,7) =0 (3.43)

Nel caso delle trasformazioni di Lorentz, la richiesta ¢ soddisfatta se costruiamo la densitéa
di Lagrangiana come polinomio nei campi e nelle loro derivate, saturando gli indici in modo
invariante, come indicato nella Sezione precedente.

3.5 Il Teorema di Noether

Esplicitiamo la relazione (3.43) usando la (3.39). Troviamo:

oL oL oL oL
0_5£+a_“_%‘5¢+aau¢(“"S)Jra_‘w_ (3.44)
oL oL oL
= (57 055100 + 0, [(aam)aw—ax“
dove:
OL _ 0 Ll4(a), du(a),a] (3.45)

Ozt~ Ok
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Usando le equazioni del moto e la relazione (3.42), otteniamo 1’ equazione di conservazione:

oL

Oullyg )36 + Loz] =0 (3.46)

Possiamo esprimere le variazioni infinitesime dei campi e delle coordinate come combinazioni
lineari dei parametri infinitesimi che caratterizzano la trasformazione:

dat = ea (A (@); b =) ea (B¢ (3.47)
A

A

dove A4 e ¥4 sono le matrici che rappresentano i generatori delle trasformazioni infinitesime
sulle coordinate e sui campi. Poicheé la (3.46) deve essere soddisfatta per valori arbitrari dei
parametri infinitesimi, otteniamo le equazioni di conservazione:

oL

QI =0l 5

)840 + (A4 L] (3.48)

per le correnti associate a ciascun generatore infinitesimo. Il risultato (3.48) rappresenta il
Teorema di Noether:

e Ad ogni generatore infinitesimo di una simmetria continua ¢ associata una corrente con-
servata.

La corrente conservata € determinata dalla densitd di Lagrangiana, secondo la formula
canonica:

(JA) = (%)W L@ty (3.49)

La corrente conservata determina una costante del moto additiva, rappresentata dall’ inte-
grale su tutto lo spazio della sua componente temporale. Scriviamo:

12
(T = (T4, %) (3:50)
e integriamo 1’ equazione di conservazione su un volume fisso (z° = ct):
3 9 A\0 = . TA d A = TA
[ (J)+V - J==Q%+ | doii-J" =0 (3.51)
v ot dt 5

dove Q4 = [, dz (J4)°. L’ equazione (3.51) esprime il fatto che una variazione della carica
contenuta all’ interno del volume V ¢é bilanciata da un corrispondente flusso della densita di
corrente attraverso la superficie 32 di V. Se estendiamo 1’ integrazione a tutto lo spazio, 1’ inte-
grale di superficie si annulla, visto I’ annullarsi dei campi all’ infinito, ed otteniamo la legge di
conservazione della carica totale:

%QA =0 (3.52)

Se le trasformazioni di simmetria coinvolgono lo spazio tempo, 1’ indice A include uno o piu’
indici vettoriali e la (3.49) si trasforma in realtd come un tensore di rango superiore.
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Pr simmetrie interne, in cui le trasformazioni del gruppo di simmetria non coinvolgono lo
spazio tempo, la carica totale & un invariante di Lorentz. Per verificare questa proprieté, con-
sideriamo due ipersuperfici: 'y, corrispondente a ¢ = 0 nel nostro sistema di riferimento, e I'y,
corrispondente a t' = cost in un sistema trasformato di Lorentz. Integriamo I’ equazione di
conservazione nel volume 4-dimensionale limitato da queste due ipersuperfici. Otteniamo:

0= / B " d*z = — /F nyu J*dTy + /F n!, JHdTy + I (3.53)
0 1

dove n* ed n'* sono le normali alle due ipersuperfici, che puntano nella direzione tempo dei due
sistemi di riferimento e I rappresenta il contributo delle superfici laterali del nostro 4-volume.
Se facciamo tendere verso 1’ infinito queste superfici, I — 0 ed abbiamo dunque:

/n“J“dI‘():/ n, J*dl; i.e. (3.54)
T'o I

/ Bz JO(Z,t) = / sz 7@, 1).

Il teorema di Noether stabilisce I’ esistenza di un dato numero di correnti conservate, ma non
ne determina univocamente la forma. Possiamo aggiungere alla corrente nella (3.49) un altro
4-vettore purché conservato, in virtu’ delle equazioni del moto o per motivi algebrici. Un esempio
del secondo caso ¢ dato dalla 4-divergenza di un tensore antisimmetrico:

s =0\ TM™ (3.55)

Se TM = —T#X ]a corrente s* & trivialmente conservata: GNBAT“’\ = 0 in virtu’ dell’ antisim-
metria di 7. In questo caso, I’ aggiunta di s# modifica la corrente ma non la carica conservata,
in quanto:

/ Bz " = / Bz 8- T? =0 (3.56)

se i campi si annullano all’ infinito.

3.6 Tensore impulso-energia e tensore dei momenti

Consideriamo esplicitamente la trasformazioni del gruppo di Poincaré, ottenute componendo
le traslazioni nello spazio-tempo e le trasformazioni di Lorentz speciali.
1. Traslazioni nello spazio-tempo. Sono le trasformazioni di coordinate:

' =zt + ot (3.57)
con a* = costante. Per i campi, poniamo:
¢'(z') = ¢(=) (3.58)

(eventuali indici tensoriali di ¢ non sono toccati dalla trasformazione).
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L’ invarianza per traslazioni richiede:

L(#,(0¢),2') = L($,(0¢), ) (3.59)
Ovvero, usando le (3.57) e (3.58):
L(¢,(0¢),z +a) = L($,(04),z) (3.60)

I’ invarianza per traslazioni richiede dunque che £ non dipenda esplicitamente da x.
Dalla (3.58) ricaviamo la forma della variazione funzionale dei campi:

drdp=0=235¢+ (Oud)a*; (3.61)
dp = —(BNQS)CL“

La corrente conservata ricavata dalla (3.49) e dalla (3.61) & un tensore di rango due che
prende il nome di tensore energia-impulso canonico:

oL
THY = Yo — gL 62
8, T =0

In effetti, la componente 00 ¢ proprio la densitd di Hamiltoniana, definita nella Sez. 3.2.

oL

70,0 _
00,

8t¢ - L= 6t¢ - L (363)
in corrispondenza, 1 integrale spaziale di 7% ¢ 1’ Hamiltoniana del sistema, 1’ integrale primo
associata all’ indipendenza dal tempo del sistema (cioé all’ invarianza rispetto a traslazioni del
tempo: ct — ct + a®):

H= / Bz T =E (3.64)
d

—E=0

dt

I’ energia € la componente temporale di un 4-vettore, le cui componenti spaziali sono la
quantitd di moto. Possiamo dunque identificare:

/}inﬂ“::P“ (3.65)

con il 4-momento complessivo del campo.

Il teorema di Noether ci assicura che le componenti di P* sono conservate per sistemi in-
dipendenti dalla posizione nello spazio-tempo. Troviamo cosi’ 1’ importante risultato secondo
cui conservazione di energia e momento sono consequenza dell’ invarianza per traslazioni spazio-
temporali. Per un sistema isolato, 1’ invarianza per traslazioni é associata all’ omogenit4d dello
spazio-tempo: la conservazione del 4-momento per questi sistemi fornisce una prova concreta di
questo importante fatto fisico.
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2. Trasformazioni di Lorentz. Sono associate alle trasformazioni di coordinate:
't = AE ¥ (3.66)
Per trasformazioni infinitesime, poniamo:

Al = §b 4 b (3.67)

I parametri infinitesimi e, non sono indipendenti, perché le matrici A devono essere tali da

lasciare invariante il tensore metrico:
ATgA =g: ie. (3.68)
6,’) Iw T Gux eﬁ =€w t+eu =20

dove abbiamo tenuto i termini fino al primo ordine in € ed abbiamo definito un nuove tensore
infinitesimo con due indici contravarianti, €,,. La condizione (3.68) ci dice che questo tensore
deve essere antisimmetrico nei due indici. Le (3.66) si riscrivono come:

a't = gk 4 ghrPe,p; (3.69)
1
St = §€aﬂ(g“a$ﬂ _ guﬂxa)

Le trasformazioni di Lorentz infinitesime dipendono dunque da sei parametri: tre per le
rotazioni spaziali (e;; = —¢€ji; @ # j = 1,2,3) e tre per le trasformazioni di Lorentz speciali
(€0i = —€i0; 1= 1,2,3).

Per campi tensoriali generici, le trasformazioni sono quelle date nella (3.22). Useremo qui una
notazione piu’ compatta che si applica anche al caso piu’ generale di campi spinoriali. Definiamo
un indice che percorre tutte le componenti indipendenti del campo, che indichiamo con M, N, etc.
La trasformazione infinitesima associata ai parametri €, (u,v = 0,1,2,3) sono trasformazioni
sui campi ¢ps date dalla combinazione lineare di €y, con sei matrici Z‘](/'[’N, antisimmetriche in
v, associate ai generatori delle trasformazioni di Lorentz sui campi stessi:

$ra@') = Garw + Sew iy o (@) (3.70)

(11 fattore 1/2 ¢ convenzionale, la somma sugli indici ripetuti ¢ sottointesa in tutti i casi).
La variazione funzionale dei campi si ottiene da dr¢:

1 v .
5T¢M = EGHVEIJT/IN(pN(:B) = 5¢M + Buqu (5.’17“; 1.€. (3.71)

s = (@) — Oy (0P — PP

Con queste posizioni, possiamo scrivere la corrente conservata infinitesima come:

oL
IMH = ) oxt L = .72
D bor bu + o6zt L (3.72)
1 oL Ao, B A8, pe, B uB o oL af
= — — — — E =

oL

1
= Eeaﬂ[(‘rﬂa Tu!ﬂ _ .Tﬂ Tuya) + E]a\/fBN ¢N]
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Questo risultato ci porta a definire il tensore canonico del momento angolare:

MHeB] = (g B — P Trne) 4 siuleBl, (3.73)
oL
Zu[aﬂ] — 206,3 .
0, M8l —
Le componenti associate alle rotazioni spaziali (¢ = ij) danno come carica conservata il

momento angolare totale del campo, ad es.:

3= / P MO / Pal(2T0% — 51702) 4 $OL] (3.74)

Commento. Sarebbe suggestivo identificare il primo termine nella (3.74) come dovuto al
momento angolare orbitale ed il secondo al momento angolare intrinseco del campo (che in Mec-
canica Quantistica corrisponderd allo spin dei quanti del campo). In effetti, nel caso del campo
scalare, il secondo termine € assente. Tuttavia, i due termini separatamente sono ambigui, come
vedremo nella Sezione prossima. Ad esempio, possiamo ridefinire il tensore energia-impulso in
modo da eliminare completamente il secondo termine. Le uniche quantita definite univocamente
sono le costanti del moto, J.

11 tensore energia-impulso simmetrico Nella Teoria della Relativita Generale, le equa-
zioni di Einstein, che collegano il tensore energia-impulso alla geometria dello spazio-tempo,
richiedono che il tensore energia-impulso sia simmetrico nei due indici. In generale, il tensore
energia-impulso canonico definito dalla (3.62) non & simmetrico. Tuttavia, facendo uso delle
ambiguitd inerenti la sua definizione, & possibile costruire un nuovo tensore energia-impulso,
0" simmetrico e conservato allo stesso tempo. La costruzione generale ¢ dovuta a Belinfante e
Rosenfeld [3].

Il punto di partenza per la costruzione di ##” & I’ equazione di conservazione di MH[eB],
Usando la (3.73), troviamo:

0 = 8, MHefl = b _pha g smlef] (3.75)

La parte antisimmetrica di T"" puo’ essere quinidi eliminata in favore della 4-divergenza di %,
e possiamo definire la parte simmetrica di T"" secondo la :

SH = THY + %BAE)‘[“”] = S¥H (3.76)
Questo tensore non ¢é ancora la soluzione del problema, in quanto S* non é conservato:
8,8 = %axauzﬂ[wl (3.77)
Tuttavia, questo risultato coincide con la 4-divergenza del tensore simmetrico:
R — %[axzw[“] + oVl (3.78)

1
OuRI) = 20,9, 3
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Definiamo quinidi:
1
61 = TH + 0, [LA] 4 slvAl sl (3.79)

il nuovo tensore & simmetrico e conservato. Calcoliamo la carica corrispondente:
1
/d?’x o — /d3$[T0,I/ n 58)\(2)\[01/] 300 _ ol (3.80)

Nei termini con le derivate dobbiamo tenere solo quelli con A = 0, i termini con le derivate
spaziali corrispondono a termini di superficie che si annullano all’ infinito. Otteniamo:

/ B 0 — / PalT% + 3 (3(200) 4 200 — 5100)] = / Bz T (3.81)

data I’ antisimmetria di $#¥N in vA. Quindi il tensore #¥ & un sostituto perfettamente legittimo

del tensore energia-impulso canonico.
Una conseguenza importante di quanto visto dianzi € che possiamo costruire un nuovo tensore
dei momenti basato su 0#”:
MHeB] — gogub _ gBgue (3.82)

Questo nuovo tensore & conservato, poiché 6 & simmetrico e conservato, e rappresenta un legit-
timo sostituto del tensore canonico. Notiamo che, apparentemente, il momento angolare & ora
esclusivamente orbitale, la prova che la separazione tra momento orbitale e momento di spin non
é fisicamente significativa in una teoria relativistica.

Con il nuovo tensore dei momenti possiamo analizzare le costanti del moto associate alle
trasformazioni di Lorentz speciali. Troviamo:

K'= /d?’a:MO[Oi] = /d?’:z;(ctHOi — z%9%) = cost. (3.83)

La costanza di K* esprime semplicemente il fatto che il baricentro dell’ energia, per un sistema
isolato, si muove di moto rettilineo uniforme:

. fd3x .’L‘i900
<z >= T (3.84)
<zt>=ct M + cost
- fd?’:c 000 :

Problema. Mostrare che le cariche corrispondenti al tensore dei momenti nella (3.82) coinci-
dono con quelle del tensore canonico (3.73).
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Capitolo 4

QUANTIZZAZIONE DELL’
EQUAZIONE DI KLEIN GORDON

4.1 Il campo scalare reale

Il campo scalare reale fornisce 1’ esempio piu’ semplice di quanto detto finora. Possiamo
scegliere, in generale:

L= 3(0"6)(0u8) - 3?8 — V() (@)

m e una costante di dimensione [lunghezza] ', V(4) e una funzione di grado superiore al
secondo in ¢.
Dalla (4.1) troviamo le equazioni di Eulero-Lagrange:
o

O¢ + m?¢p + 5 = 0 (4.2)

nel caso V = 0, troviamo 1’equazione di Klein-Gordon:
(O+m?)p =0 (4.3)

che costituisce la piu’ semplice equazione di campo relativistica.
Per costruire I’ Hamiltoniana, calcoliamo la densita’ di momento coniugato (ricordiamo che
20 = ct):

oL 1
cosicche’:
H =m0~ L= 3[c*n* +(V9)” + m*¢* + V(9)] (45)

La stabilita’ del campo richiede che I’ Hamiltoniana sia inferiormente limitata, al variare di
¢ su tutte le configurazioni possibili. Restringendoci alle configurazioni spazialmente costanti,
vediamo dalla (4.5) che V(¢) deve essere limitata inferiormente.
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Le equazioni di Hamilton sono:

Orp = *m; (4.6)
v = =
om=—(m?¢+———-V-V
sostituendo la prima nella seconda ritroviamo, naturalmente, 1’ equazione relativisticamente
invariante (4.2).

Commento . La (4.1) rappresenta la forma piu’ generale di lagrangiana invariante e qua-
dratica nelle derivate. Si potrebbe aggiungere un termine lineare in ¢. Anche in presenza di
un termine di questo tipo, il potenziale V(¢) nell’ Hamiltoniana deve avere un minimo assoluto.
Possiamo quindi eliminare il termine lineare con un cambiamento di variabile: ¢’ = ¢ — ¢y,
oH¢' = OPgdove ¢g €’ il punto di minimo. Lo sviluppo di L in ¢’ non contiene piu’ il termine
lineare.

4.1.1 Soluzione generale dell’ Equazione di Klein-Gordon
Riprendiamo I’ equazione di Klein-Gordon (K-G):
(O +m?)¢=0

che vogliamo risolvere con condizioni periodiche ai bordi di un grande volume cubico spaziale di
spigolo L:

¢('T’ y’ Z’ t) = ¢("L‘ + L’ y’ Z’ )7 etc'
La soluzione generica ha la forma di un’onda piana:
¢ = Ne ™uo" ki = (K0, k)

dove k €’ il vettore numero d’onda. La condizione di periodicita’ implica:

k'L = 2rn!,etc. —» k = 2%(”1’“2,”3) (4.7)
dove n‘ sono interi relativi arbitrari. L’equazione di Klein-Gordon, a sua volta, richiede:
kykt —m? =0
da cui deduciamo le due soluzioni:
K = ﬂ:%; % =/ (m)2 + (k)2 (4.8)

La soluzione generale dell’ equazione di K-G €’ una sovrapposizione delle onde piane appena
trovate. Per ogni k abbiamo due onde piane, a frequenza positiva, e=*?, e frequenza negativa,
et  Scriviamo:

#(x) = ZaN (@)[a(R) e R0 4 o(F) etitt+Eo) (4.9)
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dove N €’ un fattore di normalizzazione che definiremo tra poco e la somma va su tutti i vettori

-, -

a componenti intere. Nel secondo termine possiamo sommare su —7 e definire ¢(—k) = b*(k):

$(z) = SN (w)[a(R) e @ FD (R tilt FD) = (4.10)
= ;N (w)[a(k) e 4 b (k) et

dove, da ora in poi, porremo k* = (£, E)
La soluzione generale (4.10) produce un campo in generale complesso. Per un campo reale,

- =

dobbiamo avere b(k) = a(k) e troviamo:
d(x) = Sz N(w)[a(k) e s 4 a* (k) etFns"] (4.11)

La ¢ data dalla (4.11) €’ reale e dipende da due funzioni reali di E, la parte reale e la parte
immaginaria di a(E). Questo corrisponde al fatto che per determinare completamente ¢ occorre
dare due complessi di dati iniziali: i valori di ¢(Z,0) e di 9;¢(Z,0).

Per concludere questa Sezione, possiamo dare esplicitamente la relazione tra a(E) e i dati
iniziali. Consideriamo il sistema di funzioni fE(x), soluzioni delle’ quazione di K-G a frequenza
positiva:

fi(z) = Ne~thue” (4.12)

Usando le condizioni di ortonormalita’ delle funzioni esponenziali, possiamo calcolare le due

-

proiezioni (ricordiamo che w(k) = w(—k)):
X = [0 (@@.0)" 8@ 0o = wEIN Via(®) + 0" (D))

Y = /d3w [(F5(# )" 0(F, t))i=0 = —iw(R)N? V[a(k) — a*(—k)];

—-1/2

da cui possiamo ricavare a(k). Se scegliamo N = (2w(k)V)~1/2, si trova:

af) =iy = X) =i [ dslf- @) - (@1f;) - Ay
1
V2wV

¢(z) = S [a(k) e e 4 o* (k) etikus"] (4.13)

Il campo di Klein-Gordon complesso. L’ estensione al caso di un campo complesso €’
immediata. La lagrangiana si scrive:

L= (9"¢)(0u¢*) —m*¢”* — V(¢") (4.14)
che conduce di nuovo all’ equazione di Klein-Gordon (4.3) per ¢ e ¢*.

La lagrangiana (4.14) esibisce una simmetria per cambiamenti di fase costante, questa volta
una simmetria interna:

$(z) = eP(x); $(a)" — e g(x)* (4.15)
In termini della parte reale ed immaginaria di ¢:
- ¢1 + Z¢2

=5
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la lagrangiana (4.14) si riduce alla somma di due lagrangiane identiche per i campi reali ¢! e ¢.
La simmetria (4.15), in questa nuova rappresentazione, corrisponde ad una rotazione ortogonale
dei campi ¢? tra di loro:

=0 0To=1 (4.16)

Il campo complesso ¢ si puo’ di nuovo sviluppare nelle soluzioni dell’ equazione di Klein-

-, -,

Gordon secondo la (4.10) ma ora a(k) e b(k) sono indipendenti:

¢(z) == (k) e e 4 p* (k) etthue"] (4.17)

1
Yri——|a
Vowrd
Problema Usando I’ equazione di K-G, dimostrate che:

/ dalfy - () - (Buf7) - 6]

e’ indipendente dal tempo: le ampiezze di oscillazione di ciascun modo normale del campo
costituiscono un insieme di infinite costanti del moto.

Limite del continuo L’ inclusione del sistema in un cubo di spigolo L e’ un artificio ma-
termatico che serve ad avere uno spettro discreto di soluzione per I’ equazione di K-G. Alla fine,
occorre in genere passare al limite I — oco. La somma sui vettori interi, in questo limite, tende
ad un integrale sulla densita’ degli oscillatori, di cui diamo la forma esplicita. Dalla (4.7) si vede
che I’ intervallo An! corrisponde a %Akl, etc.. Quindi:

AELAEZARS d3k
M., - .= —_— ...
g %V/ (@ )? V/ (2n)?

4.1.2 Le funzioni di Green del campo scalare

Consideriamo, adesso, le soluzioni dell’ equazione del moto del campo reale in presenza di
una sorgente assegnata, J(x):

(—0 —u”)g(z) = J() (4.18)

L’ equazione omogenea associata e’ I’ equazione di Klein-Gordon, (4.3).

Le soluzioni della (4.18) si ottengono a partire dalla funzione di Green del problema, la
soluzione dell’ equazione relativa ad una sorgente puntiforme descritta da una funzione delta di
Dirac localizzata nell’ origine dello spazio-tempo:

(—0—p?)G(z) = 6 (a) (4.19)
Data la funzione di Green, la soluzione della (4.18) e’ semplicemente:
mw:/&yaw—yww) (4.20)

come si verifica facilmente.



4.1 Il campo scalare reale 41

Di funzioni di Green ce ne sono, naturalmente, un numero infinito, ciascuna determinata
dalle particolari condizioni al contorno che assegnamo alla (4.19). Queste soluzioni differiscono
tra loro per una soluzione dell’ equazione omogenea, per cui la soluzione generale della (4.18) si
scrive:

b(z) = / s’ Gz — 2)J(z') + bo(a) (4.21)

dove G €’ una funzione di Green fissata e ¢y la soluzione generale dell’ equazione di K-G omogenea
(4.3), che abbiamo caratterizzato in precedenza, (4.13).

Per risolvere la (4.19) si usano le trasformate di Fourier. Data una f(z), definiamo la sua
trasformata di Fourier (ci poniamo direttamente nel limite V' — oo):

f) = [ d'e j@FDs f@) = oy [ ke (122)
L’ eq.(4.19) e la (4.20) diventano quindi:
G(k) = L2 i 'u2;
$(k) = G(k) - J(k) (4.23)

Una soluzione particolare della (4.18) si trova formalmente dalla (4.23):

Ha) = [ et 1

P (4.24)

Per dare un significato preciso alla (4.24) dobbiamo tenere conto del fatto che il denominatore
nell’ integrale e’ singolare nei punti che corrispondonon alla propagazione delle onde libere, (4.8).
Per fare questo, e’ conveniente porsi nel piano complesso della variabile k°. Le singolarita’ di
G (k) si trovano sull’ asse reale, per kX = +w, ed ogni particolare soluzione si trova assegnando
un cammino nel piano complesso per I’ esecuzione dell’ integrale in &°.

Per essere definiti consideriamo 1" integrale:

-1 .
F(z) = / d*k —_§(k)e (k) 4.25
(z) . kQ_lﬁg( ) (4.25)

con §(k) una funzione data, analitica in k° e C' un cammino assegnato nel piano complesso di
k9. Dobbiamo distinguere separatmente 1’ integrazione sui cammini chiusi e sui cammini aperti.
1. Cammini chiusi. Questi integrali danno soluzioni dell’ equazione omogenea. Infatti, appli-
cando I’ operatore di Klein-Gordon, si ottiene un fattore k2 — 2 al numeratore dell’integrando,
che elimina il polo; a questo punto possiamo ridurre a zero il cammino di integrazione, ottenendo
quindi:

(0412 F(z) =0

Usando il teorema, dei residui, si vede facilmente che 1’ integrale e’ uguale a zero, se il cammino
non include alcuna delle due singolaritd, ovvero €’ una combinazione delle due soluzioni dell’
omogenea, rappresentate dai residui degli integrali intorno a ciascune singolarité.
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Indichiamo con C'" un cammino che gira (una sola volta!) in senso orario intorno al punto
k® = +w(k) e definiamo:

1 . )
A (z) = i k) _
iAVT (1) L /C+dk6 R
1 3 0 ¢ —i(k-z),
- <2w>4/‘”“ S o L.
1 Bk L s 1 BE .
<A (+) _ O —i(wt—k-T) - @ —i(k-x)
iA@) = o / e emt / S (4.26)

Analogamente, indichiamo con C'~ il cammino che gira in verso orario intorno alla singolarita’
in k% = —w(k) e definiamo:

A (— 1 4 —i(k-x i
ZA( )(.’,U) = (27r)4 o d k e ( )m,
-1 [dk P
A () - = @ —i(—wt—k-T) _
AV (x) (27r)3/ 5, €
_ 1 d’k tiwt—kT) _ L d’k +i(k-z)
= @op / PP = @GP / PP (427)

-

Nella (4.26) e nella (4.27), k* = [+w(k), k]. Evidentemente,
AN () = —AD) (—z) = —[AD) (z)]*. (4.28)

In conclusione, I’ integrale (4.25) su un cammino chiuso, Cp, da’ una soluzione dell’ equazione
omogenea, combinazione lineare dei residui nei due poli:

1 S L TP
o) = G | 2@+ Gy | P =

- / AP (@ = Yg(a) + / A (@ — 2)h() (4.29)

dove abbiamo posto §(k) = §(w(k),k) e g ed h sono due funzioni indipendenti. La (4.29) ci
da’ una rappresentazione della soluzione generale della equazione omogenea che riproduce quella

data in precedenza, nella (4.13), nel caso complesso (in cui g(k) e g(—k) sono indipendenti) e nel
limite continuo, in cui:

§(k) = V2w(k)V a(k) (4.30)

(da notare che nel limite continuo, V — oo, le a(k) devono tendere a zero come 1 /VV se vogliamo
configurazoini del campo in cui |’ energia totale del campo, piuttosto che la densita di energia,
sia finita).

2. Cammini aperti. Questi cammini danno, in genere, una soluzione dell’ equazione inomoge-
nea. Due cammini diversi danno lo stesso risultato se possiamo deformarli I’ uno nell’ altro senza
incontrare i punti di singolarita’ di G, altrimenti differiscono per combinazioni degli integrali
intorno ai punti singolari, cioe’ per soluzioni dell’ equazione omogenea.
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Tra le soluzioni particolari dell’ equazioni omogenea, sono utili da notare quelle che corri-
spondono alla funzione di Green ritardata o alla funzione di Green awvanzata o alla funzione di
Feynman.

e La funzione di Green ritardata, Gre; corrisponde alla condizione che sia G(z) = 0 per t < 0,
cioe’ che la risposta sia diversa da zero solo dopo 1’ accensione della sorgente nell’ origine
delle coordinate (condizione di causalita). In questo caso, il cammino di integrazione
deve essere tutto al di sopra delle singolaritd. Poniamo k° = Re k° + in e scriviamo
esplicitamente 1" esponenziale nella (4.25):

—ilk- —q 0
e i(k-z) _ e( iRekYt+nt+...)

Per t < 0 devo chiudere il cammino di integrazione nella parte superiore del piano com-
plesso ( > 0). Per ottenere un risultato nullo, il cammino chiuso in questo modo non deve
contenere le singolarita, che devono quindi essere al disotto del cammino di integrazione.
Al contrario, quando pongo t > 0 e chiudo il cammino di integrazione nel semipiano infe-
riore, il cammino include le due singolarit4, girando intorno in senso orario. Il risultato €’
dunque:

) 1 " i _ N N

iBrale) = o /I P = 00AY @) +iAO@) (48]

e La condizione simmetrica, che G sia nulla per ¢t > 0 porta alla funzione di Green avanzata:

iAo () = ﬁ /1 L kQ__1M2 — (AP (@) A (@)]  (432)

o La funzione di propagazione di Feynman si ottiene dalla condizione che essa coincida con
iA(H) (x) per t > 0 e con -iA()(x) per t < 0. Questa condizione identifica un cammino
di integrazione, Cr, che provenendo dall’ asse reale negativo di k* passa al di sotto della
singolarita’ in k° < 0, e al di sopra di quella in k° > 0. In questo modo, per ¢ > 0, quando
devo chiudere nel semipiano inferiore, il cammino gira intorno al punto k% = w in senso
orario ed ottengo iA(+)(x), mentre per £ < 0 chiudo il cammino nel semipiano superiore,
girando in senso antiorario intorno alla singolarita in k° < 0. Lo stesso risultato si ottiene,
evidentemente, integrando sull’ asse reale, dopo aver spostato i poli nel piano complesso,
di una grandezza infinitesima € > 0, al modo seguente:

= —w(k) = k¥ = —w +ie;
K = 4w(k) = k¥ = +w — ic

In formule, otteniamo la definizione seguente:

&k i,
D _ —i(k-x) _
000 = || Gy

/ d*k i k) / d*k i —i(k-z)

= e = e -
(2m)* (KO — w + i€) (kO + w — i€) (2m)* k2 — p? +de

= 0(t)iAD) (z) — 9(—)iA T (z). (4.33)
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Le funzioni di propagazione A*)(x) si possono esprimere in termini di funzioni note,
vedi [5].

4.2 Quantizzazione del campo scalare
Riprendiamo la Lagrangiana classica del campo scalare complesso:
L=0,4'0"¢ —m*¢'¢ (4.34)
che riproduce !’ equazione di Klein -Gordon (KG):
(8,0" + m?*)¢p =0

La Lagrangiana (4.34) é invariante per traslazioni nello spazio-tempo e per trasformazioni di
Lorentz, sotto cui ¢ si trasforma come uno scalare:

¢'(a) = ¢(z) (4.35)
La Lagrangiana é, inoltre, invariante sotto le trasformazioni di fase:
¢ (z) = e d(a); ¢T(z) = e g (4.36)

con « costante.
Dal Teorema di Noether seguono:

e il tensore energia-impulso (simmetrico, poiché non c’e’ parte di spin):
O = grpt oV — g" L (4.37)
e il tensore dei momenti:

M#eB = gognb _ pBgne (4.38)

e la corrente conservata corrispondente alle (4.36) (il fattore 1/h €' inserito per una norma-
lizzazione conveniente della carica):

() = 1 161(0"9) - ("¢)d] (139)

Dalla (4.34) si trovano immediatamente i momenti coniugati e I’ Hamiltoniana:

oL
= — = T' T:
™= 309 0" m' = O

H:ﬂTﬂ—}—VqST-VqS—I—mquTqS; H:/dng

Q- / Prl(x 1) = | / Pz [1(0%9) - (2°9')] (4.40)
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La quantizzazione canonica prevede che le variabili coniugate soddisfino regole di commuta-
zione analoghe a quelle della Meccanica Quantistica non-relativistica:

[91,95) = [pirps] = 0
(9, p;] = ihdi (4.41)

Le (4.41) si traducono in regole di commutazione a tempi uguali:

[6(x,1), 6(y,1)] = [$(x,1), 6 (y,£)] = 0
[r(x, 1), 7(y, )] = [x(x,t), 7! (y, )] = 0
[$(x,t), 7! (y,1)] =0
[6(x,1), 7(y,1)] = [¢!(x,1), 7! (y, )] = ih6®) (x — y) (4.42)
Possiamo anche riassumere i commutatori non nulli come:
[b(x,1), 00" (y,1)] = ih6®) (x — y) (4.43)

insieme alla equazione hermitiana coniugata. Le equazioni (4.43) determinano la struttura ope-
ratoriale della teoria, in particolare i commutatori delle variabili dinamiche con I’ Hamiltoniana
e quindi le equazioni del moto. E immediato infatti ottenere le equazioni di Hamilton:

i = [, H] = ing;

0
ihoom = [m, H] = ih(V - V - m?) ¢! (4.44)
da cui segue la (4.34). Notiamo la regola di commutazione carica-campo:
(6, Q] = +¢ (4.45)

Le soluzioni dell’ equazione di KG sono della forma trovata nella Sez. 4.1.1. Infatti, I’ equa-
zione KG essendo lineare in ¢, le soluzioni sono le stesse, che ¢ sia un c-numero o un operatore.

-, -,

Quelle che erano le ampiezze dei modi normali di oscillazione, a(k) e b(k), diventano ora degli

-,

operatori lineari, con regole di commutazione determinate dalle (4.43). (normalizziamo a(k) e
b(k) in modo da eliminare A dalle loro regole di commutazione):

$(z) = Zf %[a(lz)e—“kw) + b (k)e'tk2)] (4.46)

Invertendo la relazione (4.46) troviamo:
o) =i [ etz @)~ @S o =
o) =i [ dalf; @) - @D - o

=, | ——=—e i (4.47)
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Dalle (4.43) troviamo quindi:
[a(k), a’ (k)] = [b(k), b ()] = 6 (4.48)
con tutti gli altri commutatori uguali a zero.

e Le regole di commutazione canonica danno agli operatori a, a! e b, b! la struttura di
operatori di creazione e distruzione di oscillatori armonici quantistici, due tipi di oscillatore
per ogni modo di vibrazione del campo classico.

Lo spazio di Hilbert su cui agiscono gli operatori di campo é costituito dal prodotto tensoriale
degli stati dei diversi oscillatori. Pia precisamente, lo spazio degli stati comprende:

e lo stato di vuoto, lo stato in cui tutti gli oscillatori sono nel livello fondamentale. Mate-
maticamente, |0 > é determinato dalla condizione di essere annullato dall’ applicazione di
ciascun operatore di distruzione:

as(@)]0 >= b, (@)0 >= 0, per ogni s, 7,7, (4.49)

e gli stati con dati numeri di eccitazione dei diversi oscillatori, ottenuti applicando al vuoto
gli operatori di creazione a' e b:

1
N

[al, (B0 [al, B2)]™ ... [b], (@)™ b, (@)™ ... 10 > (4.50)

N1, mg,...;my, My, >=

La natura fisica di questi oscillatori é chiarita dalla considerazione delle grandezze conservate,
energia e momento del campo, H e P, e carica conservata, Q. Sostituendo lo sviluppo (4.46)
nelle (4.37) e (4.39) ed usando 1’ ortogonalita delle onde piane, troviamo (senza mai cambiare I’
ordine in cui compaiono gli operatori nelle diverse espressioni):

Q- / @z 70 = 5 [al (B)a(F) — b(R)b (R)] (4.51)

Possiamo adesso riordinare gli operatori in modo da avere sempre gli operatori di distruzione a
destra, trovando:

H = 3 huw (k) [af (B)a(k)
P’ = 3. fik' [af (k)a(k) + bT (k)b(K)
Q = % [af (F)a(k) — b (k)b(E)] (4.52)

Gli operatori ordinati danno tutti zero sullo stato di vuoto e danno il numero di occupazione
dell” oscillatore corrispondente, quando applicati agli stati (4.50).

+ b (K)b(K)] + cost.
]

k
k
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La costante (infinita) nell” espressione dell’ energia rappresenta 1’ energia dello stato di vuoto
che (finché restiamo nell” ambito della Teoria della Relativita Speciale) é inosservabile. Misurando
le energie a partire dall’ energia del vuoto, la prima delle (4.52) mostra che tutti gli stati hanno
energia positiva.

I valori dell’ energia e del momento corrispondenti agli stati al (k )]0 > sono quelli di una
particella relativistica con 4-momento p* = (hw(k), hk) e pup = (hm)?. 11 complesso degli stati
che abbiamo trovato é quello di un gas perfetto quantistico formato da particelle identiche di due
tipi (le particelle create dagli operatori ate bT), con eguale massa e con carica 1, rispettivamente.

Dalle regole di quantizzazione canoniche (4.43) vediamo che le particelle obbediscono alla
statistica di Bose-Einstein: ny,neo,...,mi,mo,... =0,1,2,....

Prodotti Normali La traduzione della Lagrangiana classica e delle altre osservabili del cam-
po (energia, momento, etc.) soffre di una ambiguita intrinseca, perché dobbiamo tradurre dei
prodotti di grandezze classiche (commutanti) in prodotti di operatori lineari (in genere, non
commutanti tra loro). Possiamo rimuovere questa ambiguita definendo, come abbiamo appena
fatto, i prodotti di operatori quantistici in modo che essi abbiano valore sul vuoto uguale a zero.
Quando imponiamo questa condizione, diciamo di avere a che fare con prodotti normali, o bene
ordinats

Per formalizzare questa condizione, osserviamo che gli operatori di campo sono la somma
due componenti, caratterizzate dal segno del’ esponenziale in ¢ nello sviluppo in onde piane:

¢ (z) ~ e7P®) (convenzionalmente, frequenza positiva)
¢ (z) ~ etP®) (convenzionalmente, frequenza negativa) (4.53)
11 prodotto normale di due operatori di campo é definito come quello ottenuto portando gli
operatori a frequenza positiva alla destra dell’ espressione ed ignorando il risultato di eventuali

commutatori. Il prodotto normale si indica comunemente col simbolo N o, pit semplicemente
incapsulando il prodotto tra i simboli dei due punti (: ---:). Ad esempio:

N(¢(@)' (v) = $()d' (v) = (6 (2) + ¢ @) () (@) + (41T (@) =
= ¢ )(qs’f) )5) + O WD) + 6@ ) + 66N e

Nel seguito, intenderemo che Lagrangiana, Hamiltoniana ed altre osservabili siano costruite
con i prodotti normali dei campi. In corrispondenza, 1’ espressione dell’ energia é data dalla
(4.52) senza la costante infinita.

4.3 Propagatore del campo scalare
In questa Sezione poniamo A = ¢ = 1. Il valore medio sul vuoto:

< 0] T{p(z)$' ()} |0 > (4.55)

fornisce I” ampiezza quantistica per il piti semplice processo osservabile con un campo quantizzato:
(i) creazione di una particella da parte di una sorgente localizzata in y e corrispondente
assorbimento in z, se z° > %, ovvero



48 QUANTIZZAZIONE DELL’ EQUAZIONE DI KLEIN GORDON

(ii) creazione di un’ antiparticella da una sorgente localizzata in x e corrispondente assorbi-
mento in y, se y° > zY.

La funzione (4.55) prende il nome di propagatore del campo corrispondente e la sua forma
esplicita dipende dallo spin dei quanti associati al campo. Studiamo in questa sezione la forma
del propagatore per campi di spin 0.

In una teoria di campo invariante per traslazioni il propagatore é funzione della sola differenza
T —y.

Questo si pu6 vedere inserendo nella (4.55) i prodotti UTU = 1, dove U é 1’ operatore che
trasla di —y. Essendo il vuoto invariante per 1’ applicazione di U, otteniamo:

<0 T{p()' (y)} 10 >=< 0] T{¢(z — y)$"(0)} |0 >= P(z —y) (4.56)

Quando la particella associata al campo possiede una carica, come avviene se il campo é
complesso, la carica fluisce in entrambi i casi da y verso x. Il propagatore pué essere rappresentato
da una linea orientata che va da y verso .

Il propagatore del campo scalare. Per il campo scalare, il prodotto tempo-ordinato é
definito come: ; o
0) z°>0
wasoy={ 4080 S5 (457)
Possiamo semplificare 1’ espressione di P(z) nei due casi, come segue. Separiamo le com-
ponenti a frequanza positiva o negativa che danno luogo a valori sul vuoto diversi da zero.
Otteniamo:

< 0| T{¢(z)'(0)} |0 >=

_ { < 0] ¢ (2) (1) (0) [0 >=< 0|[¢(F) (), (61)D(0)]]0 >; 20 >0 (4.58)
< 0] (6N (0)¢ ) (z) 10 >= — < 0][¢{ ) (z),¢") P (0)][0>; 0>2° *
Definiamo le due funzioni:
iAD) (z) =< 0|[¢™) (z), (1) (0)]]0 >; (4.59)
iA) (2) =< 0[¢ (), (") (0)]]0 > (4.60)

¢ immediato convincersi che queste due funzioni sono proprio le soluzioni dell’ equazione omo-
genea di Klein-Gordon che abbiamo introdotto, con lo stesso nome, nella Sez. 4.1.2, Eq. (4.26)
e (4.27). Ad esempio, a partire dallo sviluppo (4.46) e tenendo conto dei commutatori canonici,
troviamo:

—i(kz) _

iA) (2) =< 0][¢1) (z), (1) T (0)]]0 >=> 20 (k)V
k

1 Pk _i(ka)

2m)3 | 20(k)°

che coincide con la (4.26).
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—E;, +in
X

Figura 4.1: Seguendo la prescrizione e di Feynman, i poli della funzione di Green si spostano
nel piano complesso come indicato in figura. Il cammino di integrazione per ottenere iDp, Eq.
(4.64), é adesso 1’ asse reale. In figura é indicato il modo in cui dobbiamo chiudere il cammino
per ottenere: iDp = iA() per 20 > 0. Per 2° < 0 il cammino si deve chiudere nel semipiano
superiore.

A sua volta, il propagatore, che indichiamo come:
< 0] T{¢(z)$'(0)} [0 >= iDp(z) (4.61)

si pud scrivere come:
iDp(z) = 0(z°)iA™M) (z) — 0(—2°)iA) (2) (4.62)

e quindi coincide con la soluzione dell’ equazione inomogenea con le condizioni al contorno di
Feynman riportata nell’ Eq. (4.33) con lo stesso nome. Le condizioni al contorno di Feynman
sono le condizioni appropriate per riprodurre il propagatore quantistico.

Riassumendo, se il campo scalare soddisfa 1’ equazione:

(—O0-u?)p=0 (4.63)
il propagatore di Feynman in termini della sua trasformata di Fourier é dato da:

d'k i o ilka)
(2m)4 k2 — p2 + e

iDp () =< 0| T{$(x)$}(0)} |0 >= / . (4.64)

Come discusso nella Sez. 4.1.2 I’ integrazione nel piano complesso di k° é fatta lungo I’ asse
reale e la prescrizione dell’ e nella (4.64) sposta i poli dell’ integrando secondo quanto indicato
nella Fig.4.1.

Nel limite di massa infinita, il propagatore completo diventa completamente localizzato nello
spazio-tempo. In questo limite, le singolaritd nell’ integrazione su k° nella (4.64) vanno all’
infinito, ed otteniamo:

Ly 00 Dr (@) = — 0¥ (2). (4.65)
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Commento. E utile mostrare con un calcolo diretto che il prodotto tempo-ordinato dei
campi scalari soddisfa I’ equazione di Klein-Gordon con sorgente puntiforme. Consideriamo
I’ espressione in (4.57) che scriviamo esplicitamente come:

T{$(z)$'(0)} = 0(t)$(x)$' (0) + 6(—t)¢' (0)p(z) (4.66)
Dalle relazioni: P P
5,0(t) = = 5.0(=1) = §(1) (4.67)

e dalle regole di commutazione (4.42), si calcola:

O T{p(z)$' (0)} = T{0p(x) 9! (0)} + 5()[$(x,0), ¢' (0)] = T{Orp(z)4' (0)}
87 T{p(x)¢'(0)} = T{07p(z)9' (0)} + 6(t)[B¢(x,0), ¢'(0)] =
= T{0; $(x)$'(0)} — i6*(x) (4.68)

ovvero, dato che ¢ soddisfa la (4.63), otteniamo:
(=0 = w)T{p(2)' (0)} = i6™ (2) (4.69)

coerentemente con la (4.64).



Capitolo 5

QUANTIZZAZIONE DEL CAMPO
ELETTROMAGNETICO

5.1 Equazioni di Maxwell in forma covariante

Le equazioni che descrivono il comportamento del campo elettrico e del campo magnetico in
presenza di densité di carica, p(Z,t) e di corrente, J(Z,t), assegnate si scrivono al modo seguente:

— —

V-E=p (5.1)
V-B=0 (5.2)
- 10E -
B--—""= :
rot - J (5.3)
_ 10B
E+-2= = A4
rotE + — = =0 (54)

Queste equazioni si possono trascrivere immediatamente in forma covariante per trasforma-
zioni di Lorentz [4].

Introduciamo il tensore antisimmetrico F*¥, collegato al campo elettrico e magnetico dalle
relazioni:

FHW — _ i
F% = E'; F'2 = B3 etc. (5.5)
e la 4-densita di corrente: 1.
7= (pr7) (56)
Le equazioni di Maxwell non omogenee equivalgono alle equazioni:
o, FH = j# (5.7)

mentre le equazioni omogenee si riducono alle equazioni:
auFu)\ + 8IJF)\[,L + 8/\F;w =0;
(n#A#V) (5.8)
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Le equazioni omogenee prendono una forma pit simmetrica se esprimiamo i tre indici antisim-
metrici in termini del tensore di Levi-Civita e F*¥ in termini del tensore duale introdotto nela
Parte 1. Le equaioni diventano allora:

P9, Fpy =0 =
= 9, (Fm) (5.9)

L’ eq. (5.9) esprime il fatto che 4l tensore duale non possiede sorgenti, a differenza di F#¥. Poiché
il passaggio tra F' ed F' comporta lo scambio tra campi elettrici e magnetici, le (5.9) indicano I’
assenza di monopoli magnetici, cioé dell’ analogo magnetico della carica elettrica.

Potenziale vettore Le equazioni (5.8) sono un vincolo sulle componenti di F#”. In conse-
guenza, non tutte le sei componenti di E e di B sono variabili indipendenti.

I modi di scegliere tre indici diversi, ciascuno con quattro possibili valori, sono evidente-
mente quattro e tante sono le equazioni omogenee indipendenti. In totale, quindi, il campo
elettromagnetico contiene solo due variabili dinamiche. Un primo passo, per isolare le compo-
nenti indipendenti, consiste nell’ osservare che le equazioni (5.8) sono identicamente soddisfatte
dalla posizione:

FHY = 9" AF — 9P A" (5.10)

come si verifica immediatamente usando la forma data in (5.9). L’ equazione (5.10) definisce
un nuovo campo, indicato col nome di potenziale vettore. Notiamo le espressioni esplicite (& =
AY = potenziale scalare):

FU% =9 A% — 9°4" = —9;® — 1
C

o -
5 (5.11)
B =rotA (5.12)

Se usiamo come variabili dinamiche le componenti del potenziale vettore, le equazioni di
Maxwell nel vuoto si possono ricavare da un Principio di Azione, a partire dalla lagrangiana di

Maxwell:

1 1
Le.m. = _ZFMVF“V = §(E2 - B2) (513)

Invarianza di gauge Le componenti di A* sono quattro variabili, quindi ancora ridondanti.
Se eseguiamo una trasformazione di gauge:

Al 5 AT = AM 4 g f (5.14)

il nuovo potenziale vettore da’ luogo alle stesse osservabili E e B, qualunque sia la funzione f.
E’ possibile e conveniente usare 1’ arbitrarieta’ nella definizione di A* per imporre una
condizione covariante su A*. Una condizione spesso usata e’ la condizione di Lorentz:

O A" =0 (5.15)
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E’ facile vedere che questa condizione puo’ sempre essere imposta. Se partiamo da un A* dato
che non soddisfa la (5.15), possiamo ottenere un A’* equivalente che la soddisfa risolvendo 1’
equazione:
0=09,A" = 9,A"(z) + Of (z) (5.16)
che ha per incognita la f(x). Possiamo dare esplicitamente una soluzione particolare di questa
equazione in termini dell’ inverso dell’ operatore 0. Tuttavia la soluzione non €’ unica, in quanto
I’ equazione omogenea, corrispondente
Of =0 (5.17)
ammette soluzioni non triviali (come abbiamo visto nel caso dell’ equazione di Klein-Gordon).
Questo €’ in linea con il conteggio dei gradi di liberta. Tenendo conto della (5.15) scendiamo a
tre gradi di liberta per A¥, ma il conteggio precedente ci dice che i gradi di liberta devono essere
due.
Purtroppo, la ulteriore condizione non puo’ essere data, in generale, in forma covariante.
Questa e’ la fonte di numerosi problemi, che verrano affrontati e risolti nel seguito.

5.1.1 Funzioni di Green del campo eletromagnetico
In termini del potenziale vettore, le equazioni di Maxwell inomogenee, (5.7) si scrivono:
o, F* = 0OAF — 9 (0,A") = J#
che, se A" soddisfa la condizione di Lorentz (5.15), si riduce all’ equazione delle onde:
0,0" A¥ = JH (5.18)
con la condizione supplementare che la corrente sia conservata:
Opd* =0 — k,J*(k) =0 (5.19)

Nel caratterizzare le soluzioni della (5.18) possiamo usare i risultati della Sezione precedente,
nel limite di massa nulla, u?> — 0. Come abbiamo visto, le funzioni di Green dell’ equazione
di Klein-Gordon presentano singolarit4 nella trasformata di Fourier, localizzate nei punti k% =

+4/p? + (k)2. Nel discutere il campo elettromagnetico, conviene tenere in un primo tempo una
massa fittizia, A, piccola ma non nulla, per evitare che le singolarita collidano tra loro quando
k — 0. 11 limite A — 0 si puo’ effettuare alla fine dei calcoli.

Dalla (5.18), vediamo che la funzione di Green del potenziale vettore soddisfa 1’ equazione:

—0OG* (z) = —g" 6™ () (5.20)
ovvero, per la trasformata di Fourier:
E2GM (k) = —g™ (5.21)

La soluzione della (5.18) si scrive quindi (nella gauge di Lorentz, con le condizioni al contorno
di Feynman):

A (z) = lim, Ak 0" 5y e 4 Ak (5.22)
A0 (2m)4 k2 — A2 4" 0 )
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dove Al soddisfa I’ equazione delle onde libere.

Come indicato nel paragrafo precedente, la condizione di Lorentz non determina completa-
mente la gauge e possiamo imporre un’ ulteriore condizione. Per procedere, dobbiamo individuare
una base appropriata su cui proiettare le quattro componenti di A¥.

Fissiamo il quadrivettore k* = (w(k), E) e, in corrispondenza, un sistema di coordinate nello
spazio-tempo individuato dai seguento quadrivettori:

611L,2 =(0,€1,2); k- €12 =0;

-

k
o
€3 = (Oa T);
||
e =n" = (1,0) (5.23)
Notiamo le condizioni di normalizzazione:
€45 Juv = Jap (5.24)
e le relazioni di completezza:
kmE™
Yiz12 €€ = (0™" — ‘E| );

Ya gaaEMGZ = g’“’ (525)

(67
Questi quadrivettori formano una base in cui si puo’ sviluppare qualsiasi vettore.
Usando la seconda relazione di completezza nelle (5.25), riscriviamo la funzione di Green di
Feynman nella (5.22) al modo seguente (il limite di massa nulla e’ sottointeso):

—gh” _ _(Ea gaaE’ofGZ) . (21,2 GZHG;'/)
k2 4 ie k24+ie k2 +ie
(e5e5 — ntn")
5.26
+ k2 + ie ( )
Avendo in mente la condizione (5.19), elimiamo €3 in favore di k¥ e di n*:
k* o w
B iz
k[ |kl
e di conseguenza:
ktEY w w?

EuGU — 77“7']” = pury — Q= ku'f]u + nﬂk“ — (1 — o T]unu 528
e R ) ) (5.28)

In conclusione, possiamo riscrivere 1’ integrando nella (5.22):

4

_g“ j (k)eiz(kw) _

k2 +ie””

- % Jy (k) e7 ko) 4

T2 i [’Zk'f - (x‘:'))z (k0" + n"k¥)] J, (k) e~ "F2) 4 (5-29)
b T e (530)

()?
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Analizziamo i diversi termini.

e [ termini nella prima linea corrispondono alle onde generate dalla corrente, sono onde
trasverse rispetto alla direzione di propagazione, e rappresentano i due gradi di liberta
effettivamente presenti nel campo;

e Nella seconda linea, i termini proporzionali a k¥ contribuiscono, dopo integrazione, con
termini del tipo 9 f, che possono essere eliminati con una ulteriore (1’ ultima) trasfor-
mazione di gauge; i termini proporzionali a k,J” si annullano per la conservazione della
corrente; in totale possiamo ignorare la seconda linea;

e nella terza linea il propagatore di Feynman e’ stato sostituito dalla trasformata di Fourier
del campo coulombiano: questo termine rappresenta il potenziale elettrostatico generato
dalla densita’ di carica elettrica in J#.

Esplicitamente:
; d*k 1 E'EI -
Al — i I (k —i(k-x).
0= | G~ g P B
k1 i
A(z) = / i g P i(k-2) (5.31)
notiamo:

=3 —

V- A(z) = 0;
~V VA (z) = p(x)

In generale, possiamo fissare la gauge in modo tale che il campo elettrico si divida in una
parte longitudinale e una parte trasversa:

E:EL+ET;
V-Er=0;V-E,=p (5.32)

Dai risultati precedenti, otteniamo esplicitamente:

. . . 1 1
Bu(@ ) = —vA° = -V [ ddy— 7
L@t) = =940 = =9 [ Pyt
; 8- 8 [ d%k 1 _, .= KE-JD
Br=-Yi=_2 [ &% —ike j M)y 5.33
T ot 8t/(27r)4 K2+ e 7 HE ] (5.33)

5.2 Le equazioni di Maxwell Lorentz

Specializziamo al caso in cui il campo elettromagnetico € accoppiato ad una particella pun-
tiforme di carica g. Per I’ elettrone, ¢ = —e, dove e ¢ la carica elettrica elementare:

e = +1.60217653(14)10°C (5.34)
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Per una particella puntiforme:

1=
3 =p, -3
p=q6¥z—z); j=q7 0¥ —2(t)] (5.35)
Notiamo le equazioni:
10 __ 4) & oy,
S5l = g VOl —a(?)]
%6 T = gi(t) - ¥ 6Dz — m(1)] (5.36)

V-7=0 (5.37)

L’ estensione al caso di molte cariche & immediata.

L’ Azione complessiva del sistema campo-carica si ottiene dalle equazioni della Sez. 5.1,
specificando la corrente secondo la (5.35) ed aggiungendo 1’ Azione della carica. Nel complesso,
abbiamo la densit4 di Lagrangiana:

L(z) = —é Fu, FP 4+ 63 g — z(t))(—me? (/1 — Z—z ) — ju AP (z) (5.38)

Da qui si ottengono, come prima, le equazioni del campo, nella forma:

B, Fm = j# = q% wp AP (1)) 69 [z — a(t)] (5.39)

dove u# & la 4-velocita e, come al solito, y = 1/4/1 — 2.
C

Per ricavare le equazioni del moto della carica, calcoliamo il momento coniugato (L =
Ik d*zL):

oL

a5 =M T+ qA[Z(t), 1] (5.40)
da cui:
doL d, . 904 1 . o -
e la forza generalizzata:
oL _ —q[VA® — 5, v' VA (5.42)

ox
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Le equazioni del moto sono quindi:

don_om
dt 07 07’
Ly = L) = —g92 T4+ gL DT+ 5 (T4 -
— ]_ by — ]_ —
=qF + a 7 X rot(A) = qF + a Tx B (5.43)

Queste sono le equazioni per le componenti spaziali del 4-momento della carica, p. L’ equazione
per la componente temporale si ottiene moltiplicando la precedente equazione per p ed usando
le relazioni:

Troviamo quindi:

de dp® L o=

L’ equazione (5.44) esprime la conservazione dell’ energia: I’ energia acquisita dalla particella
nell’ unitd di tempo ¢ pari alla potenza fornita dal campo elettrico (la forza di Lorentz, il secondo
termine a secondo membro della (5.43), non compie lavoro).

Le precedenti equazioni si possono porre in forma covariante, notando che:

1

7 E== FOhy,
Y
dp' 01 , 9, 212 331 L
1 + c(v v ) = Uy
Otteniamo quindi:
dp* 1
% = g—F‘“’u,,; ovVVvero
cy
dpt
C% = gF‘“’uu (5.45)

in termini del tempo proprio. Nel caso di pia particelle, otteniamo un’ equazione del tipo
(5.45) per ciascuna particella, mentre nelle equazioni (5.39) dobbiamo includere nella corrente il
contributo di ciascuna particella.

Con la condizione al contorno che non ci siano campi esterni e campi all’ infinito, le equazioni
di Maxwell-Lorentz (5.39, 5.45) descrivono I’ evoluzione temporale di un sistema di particelle
cariche, ciascuna sotto 1’ azione del campo generato da essa stessa e dalle altre particelle.
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Assumendo che le altre forze siano trascurabili, questo sistema di equazioni descrive il com-
portamento della materia in termini dei loro costituenti elementari. Le equazioni di Maxwell-
Lorentz sono il primo esempio di una Teoria del Tutto, una teoria atta a descrivere tuttiifenomeni
presenti in Natura.

La descrizione sistematica delle propriet4 della materia sulla base delle equazioni (5.39, 5.45)
e’ stata affrontata da H. A. Lorentz [6] nei primi del Novecento con notevole successo, ed ha
costituito un passo fondamentale nella comprensione della costituzione della materia.

Per quanto riguarda il comportamento della materia alla scala di laboratorio, 1’ ipotesi che
le forze elettromagnetiche siano dominanti e’ assolutamente adeguata. Su scale astronomiche,
occorre tenere conto delle forze gravitazionali, che possono essere inserite nello schema estendendo
il Principio di Relativita Speciale alla Relativitd Generale di Einstein. Le equazioni di Maxwell-
Lorentz-Einstein danno una descrizione accurata dei fenomeni su scala macroscopica, non ancora
superata.

Su scala microscopica, alle dimensioni atomiche (107% c¢m) e subatomiche, lo schema di
Maxwell-Lorentz deve essere sostituito dalla Elettrodinamica Quantistica (Quantum Electro-
Dynamics, QED in breve). E’ un fatto assolutamente notevole che le equazioni di Maxwell-
Lorentz, una volta tradotte nello schema della Teoria Quantistica dei Campi, matengono es-
senzialmente inalterata la loro forma e sono capaci di descrivere in modo straordinariamente
accurato le proprieta’ della materia condensata e degli atomi.

A livello nucleare e subnucleare (al disotto di 1072 c¢m) entrano in gioco altre forze: le Forze
Nucleari descritte per la prima volta in modo covariante e quantistico da H. Yukawa, all’ inizio
degli anni 30, e le Interazioni Deboli, identificate da E. Fermi, sempre all’ inizio degli anni ’30,
come responsabili del decadimento del neutrone e della radioattivita 8 dei nuclei.

5.2.1 Conservazione dell’ energia e del momento

A partire dalla Lagrangiana di Maxwell-Lorentz, possiamo costruire le grandezze conservate
corrispondenti all’ energia ed alla quantit4d di moto totali (campo pid cariche).
E’ conveniente partire dal caso del campo elettromagnetico in assenza di cariche (cfr Sez. 5.1):

1
Lo, = =7 P F™ (5.46)

Il tensore impulso-energia canonico é dato da (cfr. Parte 1):

oL
Teu% = 8/JA6 8VAﬂ - guVLe.m. =
gt
= FHPQ” Ag + TFWFW (5.47)

Accanto a TF;,. consideriamo il tensore simmetrico, ©%%, ottenuto con la procedura di
Belinfante e Rosenfeld. ©%47, si ottiene, piti semplicemente, sommando alla (5.47) il tensore
conservato:

SHY = —9g(FMPA”) = —FMP (95 AY)
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in quanto, in assenza di cariche, 85F“'3 = (0. Notiamo che:
BuSH = 0; / d’zS™ =0
In conclusione:
g™
O — — g, FPEF 4 TF‘xﬁFaﬂ (5.48)
Esplicitamente, le densita di energia e momento ottenute dalla (5.48) sono:
1 - - . .
Eem = O/m. = 5(B-E+ B B);
P g, = O, = (B x B)' (5.49)
Consideriamo adesso la densitd di lagrangiana completa, (5.38), che riscriviamo per comodité:

L=1Lem + Lq + Lint;
1 1
Ly = —mc® =69 [E — E(8)]; Lint = —juA* = q=69) [ — #(t)]u, A"
g 8
Il tensore impulso-energia canonico complessivo si ottiene differenziando rispetto ai gradi

di libertd del campo e della particella. Ci limitiamo a considerare 1’ integrale spaziale delle
componenti temporali (Ly + Lint = [d®z(Ly + Lint):

oL O(Lq + Ljn "
Etot = /d3$Tt(3;tO = /dg.T[aOAﬂ 80A5 — gOOLe_m_] + % U — (Lq + Lint) =

- / BT 4 mcy + g A7 (2), 1 (5.50)

- ., OLq +Lin - i
= o1l + Alatlin) [ T8, mat ¢ adE 0,0 (65

Il tensore T¢s,. non é pit conservato. Usando 1’ eqazione del moto di F*¥, eq. (5.39) si trova:

dP?
= / BroyTY = / d>r0, T =

1
= —/d3$jﬂauA/B + /df”xEFw(a“F"” + 0°F"F + 0" F"7)

Nella parentesi del secondo termine o # u. Se abbiamo anche: v # ¢ # u, la parentesi
é nulla per le equazioni di Maxwell omogenee, (5.8), se invece: v = o # pu, si annulla per I’
antisimmetria di F#¥. In ogni caso, quindi:

e .
. cfim' = - / dPrjpd° AP = —qdyA° + ¢7 - (8o A);
dP} . y

Trem. _ o (5;A
A qv - (0;A)
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da cui:

dE; o _ dE. . dE, . 0 . -
i di + a qBOA + qU (80A)+

d(mc*y)
dt

come conseguenza della equazione del moto della particella, (5.44). In modo analogo, sulla base
dell’ equazione del moto (5.43), troviamo;

d(mc*y)
dt

—0 (5.52)

+ g0y A° + ¢ - 0A° =

=—qv-E+

dP}, _dP., APy = dmyv® o
= Tem. = g7+ (0,4 A4 VA =
7t 7 + g = (3;A) + 7 + qOpA' + v -V
dmyv . L
= ”;Z” —qE —q(@x B) =0 (5.53)

L’ evoluzione nel tempo del sistema consiste in uno scambio continuo di energia e quantité di
moto tra campo e particella, conservando costanti i valori dell’ energia e del momento complessivi.

Tuttavia, la definizione dell’ energia e della quantitd di moto associate alla particella o al
campo ad un dato istante non é univoca, in quanto queste grandezze non sono, individualmente,
costanti del moto. Una descrizione particolarmente semplice si ottiene eliminando T4y, in favore
di ©L7,.. Confrontando la (5.47) e la (5.48) si ottiene:

THY — QK 4 F“ﬂ(‘)[gA” = @M 1 8ﬂ(F“ﬁA”) — jHAY

La derivata totale si pu6é omettere e possiamo combinare I’ ultimo termine con I’ espressione del
momento-energia della particella. In questo modo ottieniamo:

1 2
B =~ | &z(E? + B?) + ——
2 2
T2
Pl = / Pa(E x By + = (5.54)
e

Nelle espressioni in (5.54) compare apparentemente solo 1’ energia della particella libera. Nel
caso di piu particelle, ci si pu6 chiedere dove sia finita I’ energia di interazione elettrostatica
tra le particelle stesse. La risposta é che questa energia é inglobata nel primo termine, come si
vede al modo seguente. Separiamo il campo elettrico nelle componenti longitudinale e trasversa,
secondo la (5.32). Troviamo:

/d3 E? = /d3 (E? + E2) = /d3 E% + - /d3 (V®) - (V®) =

=3 /d3 5/d3ga<1>(v-vq>) = %/df‘w E%+/d3m op (5.55)

dove @ é il potenziale elettrostatico. Il secondo termine nell’ espressione finale é 1’ energia
elettrostatica che, per un sistema di particelle puntiformi, si riduce all’ espressione:

1 1 qi 45

Vi =i — 5.56
Coul 2 2]471' |.’Z"z(t) — fj(t)| ( )
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Troviamo: \
1 1 1 qiq; mc
Byt = = [ &®z(E2 +BY) + =%, — —— 5.57
tot 2/ z(Ep + )+2 11471,‘@_@'4‘ — (5.57)
62

Il primo termine contiene solo i gradi di liberta del campo di radiazione, il secondo e terzo i gradi
di libert4 delle particelle.

A partire dalle (5.54) si pu6 ricavare, infine, il tensore impulso-energia non integrato, nella
forma:

O = O, + s

1
" = m02; wu’ 837 — #(t)]

Problema . Partendo dalla legge di trasformazione:(A*) (z') = AU A¥(z) calcolare le matrici
del momento angolare, ()%, introdotte nella Parte 1 e mostrare che ©%7, in eq.(5.48) si
ottiene dal tensore canonico Ttsn. con la costruzione di Belinfante e Rosenfeld.

Commento. Per una particella puntiforme abbiamo introdotto le densitd di lagrangiana,
corrente e impulso-energia nella forma:

E’ interessante osservare che il fattore 1/ é essenziale per compensare la non covarianza della
funzione delta e produrre delle grandezze appropriatamente covarianti, come si vede con 1’ argo-
mento seguente. Moltiplichiamo j* per una 4-densitd esplicitamente covariante e per un elemento
finito ma piccolo di 4-volume intorno a (Z(t),t):

A(jA) = A3:(;At(jMA“) = q%uuA“(:i'(t),t) = qAT [u, AH(Z(T), 7)) (5.58)

dove 7 é il tempo proprio della particella. Abbiamo ottenuto un risultato invariante qualungue sia
il 4-vettore A, quindi j* deve esso stesso trasformare come un 4-vettore. Analogo ragionamento
vale per le altre densita.

5.2.2 Formalismo Hamiltoniano e sostituzione minimale

Il momento coniugato della particella é stato gia calcolato nella (5.51):

7= mT + qA[Z(t), 1] (5.59)
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di qui dobbiamo ricavare ¥’ come funzione di p. Troviamo

. cT
v =

|®[? + (mc)?
R=p—qA

L’ Hamiltoniana della particella carica si ottiene da:

2
N RN o 7 / v
Hp:p'v_(Lp+Lint):p'v+qA0_qv‘A+mC2 1—0—2:

0 2 v?
c
Eliminando ¥ troviamo infine:
H, = qA° + /(mc2)2 + (7 — g A)2 (5.60)

Se confrontiamo con 1’ Hamiltoniana della particella libera:
H, = /(mc?)? + (cp)? (5.61)

vediamo che 1’ interazione di una particella carica in un campo elettromagnetico assegnato si
introduce con la Sostituzione Minimale:

0.
H, - H, — ¢A";
pPorp—qA (5.62)
ovvero, in termini covarianti:
pt — pHt — gA* (5.63)

Concludiamo con I” Hamiltoniana del campo elettromagnetico. Si parte dalla definizione del
momento coniugato di A#:

oL
W= oo = F (5.64)

Notiamo che II° = F% = 0, coerentemente con il fatto che A° non é una reale variabile del
campo elettromagnetico. Inoltre, come abbiamo visto nelle equazioni (5.31) e seguenti, possiamo
scegliere una gauge in cui il potenziale vettore é trasverso: §;A* = 0. In questa gauge,

' = —A' = E}, (5.65)
L’ Hamiltoniana del campo é data da:
- - 1
Hepm = /d%{n (00A) — Le.n.} = / d’z{E7 — E(EQ — B*)} =

1 1
=3 /d%{(E% + B?)} - 5 /d?’xE%
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Dobbiamo aggiungere questo risultato all’ Hamiltonian della particella (5.60). Consideriamo il
caso di diverse particelle cariche, troviamo (A = A[Z,(t), ]):

1 1 =
Hiot =5 / d*z(B} + BY) - 5 / &’z B} + TigA + 3 ¢ (mic2)? + ¢(p; — A;)%} =

1 3 2 2 1 _ 4g; 1
= - E B E P — A;)? .
2/d (Br +B°) + 27 4r|z; — 7 " \/m, 0 (5.66)
Nel limite non-relativistico troviamo il risultato ben noto:
1 1 %4 7 — 4 4i)?
H,; == | d®z(E% + B?) + =%, 2 ¥ 5.67
tot = 9 / o(Br + B+ 2 ar|F; — ] o 2m? (567)

L’ effetto Zeeman classico. La sostituzione minimale conduce alla forza di Lorentz e quindi
la sua validita trova numerose conferme nei fenomeni elettromagnetici classici.

Un’ applicazione caratteristica della sostituzione minimale é quella dell’ effetto Zeeman, la
moltiplicazione delle righe spettrali emesse o assorbite dagli atomi quando sono posti in un campo
magnetico, considerata nella teoria classica da H. A. Lorentz [6]. Consideriamo un elettrone in
un sistema atomico descritto dall’ Hamiltoniana:

2

p-
H-= +---+Vix,... 5.68
> (x.-) (5.65)
dove T, sono le variabili canoniche dell’ elettrone e i punti di sospensione indicano ulteriori
termini nell’ energia cinetica o nel potenziale dovuti agli altri gradi di liberta del sistema. Sup-
poniamo inoltre che V abbia una simmetria sferica, V = V(r2,...) con 2 = 22 + % + 22. Le

equazioni di Hamilton sono:

dx _OH _ p.
dt o m’
dp oH ov v

Adesso introduciamo un campo magnetico costante diretto lungo 1’ asse z, generato dal
potenziale vettore:
B
A= 5(—y,x,0); rotA =B

Secondo la sostituzione minimale, la nuova, Hamiltoniana é adesso:

(7 + eA)?

H =
2m

+.o V(L) (5.70)

La simmetria sferica é ridotta ad una simmetria assiale, intorno alla direzione di E, per cui
dobbiamo trattare separatamente le variabili z,p, dalle z,p; e y,py. Introduciamo, al posto di
queste ultime, le variabili complesse:

(=x+1iy; p=ps+ipy (5.71)
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ed inoltre:

B
A=Ay +idy =iz (5.72)

Le equazioni di Hamilton per le coordinate trasverse a B sono:

g oH OH p .
%_sz-Hﬁpy —m-l-zwLC

dove abbiamo introdotto la frequenza di Larmor:

Wy, = %. (5.73)
Definiamo una nuova variabile x(¢) ponendo:
(1) = x(t)e™r! (5.74)
L’ equazione precedente ci da:
‘%eiwﬁ =2 (5.75)
che suggerisce di ridefinire anche il momento coniugato, ponendo:
p(t) = m(t)e™r? (5.76)
La equzione di Hamilton per p si scrive allora:
% = (ili—: + dwpm)ert = —(88—1;:1 + zaa—I:) =
= —%24‘ +iwrp = (—%2){ + iwp,w)ewrt (5.77)

dove abbiamo omesso termini quadratici nel campo magnetico, che sono trascurabili nelle con-
dizioni sperimentali usuali.

La conclusione che si ottiene dalle equazioni (5.73) e (5.77) é che le variabili x e = obbedi-
scono alle stesse equazioni del moto dell” atomo imperturbato. Dalla (5.74) vediamo che al moto
imperturbato si sovrappone un movimento di precessione intorno al campo magnetico con la fre-
quenza di Larmor. Il moto lungo z non é influenzato affatto dal campo (del resto, la componente
z della forza di Lorentz é nulla).

Se assumiamo che il moto imperturbato sia armonico con frequenza wg, abbiamo:

X(t) — ae—l—iwot + be—iwot’ ¥ = ceiwot
per le soluzioni della (5.69) mentre:
C(t) = aeti@otwn)t 4 pe—ilwo—wi)t , — ceiviot (5.78)

per il moto nel campo magnetico.
La riga spettrale con frequenza wy assorbita o emessa dall’ atomo in condizioni normali, nel
campo magnetico si scinde in tre componenti di frequenza wy + wr,, wp. Inoltre, la luce che va
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nella direzione del campo magnetico, cui non pud contribuire il moto lungo z, contiene solo le
prime due componenti.

Le previsioni classiche sono rispettate in un certo numero di casi (effetto Zeeman normale).
In altri casi, tuttavia, la struttura delle linee nel campo magnetico é pii complicata. L’ effetto
Zeeman anomalo si pud spiegare solo tenendo conto del momento magnetico di spin dell’ elettrone,
su cui torneremo nella Sez. 77.

5.3 Quantizzazione del campo elettromagnetico nel vuo-
to

A dispetto del fatto che l'osservazione dei fenomeni elettromagnetici ¢ stata all’origine del-
lo sviluppo della teoria dei campi classici, la quantizzazione del campo elettromagnetico nel
formalismo canonico presenta problemi non banali.

Il punto di partenza ¢ la densita di lagrangiana (5.13)

1 1 1, )

L= _ZFWF’“’ =3 (0"AF —OHAY)0,A, = 2 (|E| — |B| ) (5.79)

dalla quale si ricavano, attraverso il principio di azione, le equazioni di Maxwell in assenza di

cariche e correnti. Le variabili canoniche coniugate alle componenti del potenziale vettore A*,
che si ottengono dalla

o= 95 _ pou (5.80)
0A,
sono (i =1,2,3)
W=F%=0 |, a=F%=0A"-3°A"=FE". (5.81)

Dall’espressione corrispondente della densitd hamiltoniana

3 3
- - 1 1
H=> nAi—L=) E'A;— 5 (IE]> - |B]?) = 5 (E?+B?)+E- V¢, (5.82)
i=1 i=1
con ¢ = A%, segue che (si confronti con la (5.54))
1
H= §/d3x(\E|2—|— B?) | (5.83)

cone si vede facilmente integrando per parti ed usando la V - E = 0.
Le regole di commutazione canoniche per le A* e ©* (i,k = 1,2,3)

[AM(x,t), A (x, )] = 0 (5.84)
[ﬁi(x,t),wk(x’,t)] =0 (5.85)

[ﬂk(x,t), A° (x',t)] - 0 (5.86)
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mostrano che, a causa dell’annullarsi del momento coniugato 7%, la componente A° del potenziale
vettore, a differenza delle A%, commuta con tutte le A* e 7, e pud quindi essere descritta da
un numero, invece che da un operatore. Ci si pud quindi limitare ad applicare il formalismo
quantistico alle sole componenti A?, e trattare A° come un campo classico. Questa procedura,
seguita originariamente da Dirac [?], pur essendo di grande utilitd in molte applicazioni ha lo
svantaggio di non essere manifestamente covariante, in quanto le componenti del quadrivettore
AP sono trattate in modo asimmetrico. La quantizzazione covariante del campo elettromagnetico
presenta problemi tecnici non banali e sard discussa pitl avanti.

5.3.1 Energia e impulso del campo elettromagnetico

Nella gauge definita dalla condizione
V-A=0, (5.87)

il potenziale vettore sodisfa alla

9¢(z)

DA®@) = j(a) - V5 |

(5.88)

come segue dalla (5.3), mentre la (5.1) implica che il potenziale scalare A® = ¢, soluzione
dell’equazione di Poisson

V2g(z) = —p(x) , (5.89)
¢ il potenziale coulombiano generato dalla distribuzione di carica p(z)

$(z) = / g PO (5.90)

x—x'|

Per questo motivo la gauge (5.87) ¢ chiamata gauge di Coulomb.

In linea di principio, il termine contenente ¢ nel secondo membro della (5.88) si puo ottenere
dalla (5.90). Tuttavia, separando le componenti longitudinale e trasversa della corrente, cioe
scrivendo

i(@) = jr(z) +jr(z) (5.91)

VxjL=0 , V-jr=0 (5.92)

e usando la (5.90) e 'equazione di continuita si dimostra facilmente che

0¢(x .

v e (5.99)
ot

cioé che il termine di sorgente nell’equazione che determina il potenziale vettore A si riduce alla

componente trasversa della corrente, jp(z).

In assenza di cariche e correnti, ¢(z) = 0 e la (5.88), diventa

OA=0. (5.94)
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Una soluzione particolare della (5.94) che soddisfa alle condizioni di periodicita sui bordi di
una scatola cubica, discusse nella sezione 4.1.1, si puo scrivere nella la forma

ug(x,t) = € e Hwrtkx) (5.95)

-

dove V ¢ il volume di normalizzazione e
wr = k| . (5.96)
La condizione di gauge (5.87) implica che il vettore di polarizzazione gode della proprieta
k-eg=0, (5.97)

cioé che per ogni vettore d’onda k, ey giace sul piano perpendicolare a k. Possiamo quindi
definire due vettori unitari reali, ex; and ego, tali che (r,r' =1,2)

€y * Ekr! = 57‘1" (598)

e k=0 (5.99)

La soluzione generale della (5.94) che soddisfa alla condizione di gauge (5.87) si ottiene dalla
combinazione lineare delle ug(x,t) (ricordiamo che A(x,t) ¢ una funzione reale)

2
A(X, t) = ZZ Ckrukr X, t +ckrukr(x t)]

k r=1
2
= > laar(t)u(x) + o (i, (x)] (5.100)
k r=1
dove abbiamo definito
Cier (1) = cire ! (5.101)

e le funzioni

1 ik
Uy, (X) = —= € €% . (5.102)
Vi
soddisfano le relazioni di ortonormalita
/ Bz ul, (X)ug (x) = % / Bz et ETK)X = § G (5.103)

Sostituendo nell’espressione dell’energia del campo elettromagnetico classico (si confronti con

la (5.54))
2
/d3 (1B + E[?) /d3 <|V><A|2 + aa—":‘ ) (5.104)
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lo sviluppo di Fourier (5.100) si ottiene

H - %Z}:/fx“m@VXmMﬂ+w$Hw@VX%w®+ad

kr k'r!
ocky octr
+ [ 5 uy, (x) + c.c.] . [ Bktr Uy, (%) + c.c.]} . (5.105)

Il calcolo del contributo del campo magnetico richiede integrazioni del tipo
/ B2 (V % uger(x)) - (V X s (x))
_ / BV - [uger(x) x (V x s (x))] + / B wer (%) - [V % (V x 1t (x))]

- / B e () V200 (%)

K| N
= | VJ €kr * €k/p/ /d3$ ez(k—k )x = wl%’ Oprt Ok
che si effettuano facilmente usando le condizioni di periodicita sui bordi del volume di integrazione
eleidentita (Vxu)-(Vxv) = V-[ux(Vxv)]+u-[Vx(Vxv)] e Vx(Vxu) = V:(V-u)-V2u.
Gli integrali corrispondenti al contributo del campo elettrico sono invece del tipo

e Ocky 0crr o _ s .
¢ Uiy (X) - — g, (X) = wiwgr Opp Ok Crer () ey (T) -

Il risultato finale &
H =Y w? [ (t)cier (1) + ciy (Dt ()] (5.106)
kr

dove le funzioni ¢y, (t) soddisfano all’equazione differenziale
Gar () = —wi ae(t) (5.107)

cioé all’equazione del moto di un oscillatore armonico classico di frequenza angolare wy, e massa
unitaria. Si noti che, se le funzioni ck,(t) sono numeri complessi, [ck,(t)cy,. () + ¢, (£)ckr (t)] =
2¢i, (t) ey, (t). 11 motivo per cui abbiamo scritto H nella forma (5.106) sara chiaro tra poco.

L’energia di un sistema di oscillatori classici di massa unitaria, oscillanti nelle direzioni
individuate dai vettori d’onda k con frequenza angolare wy, €

1
Hose =), 5 (ks +wik,) (5.108)
kr

dove zy, and py, sono le variabili canoniche classiche, che soddisfano alle equazioni del moto

fi‘kr(t) = —w,% IlikT(t) , jﬁkr(t) = —w,% pkr(t) . (5.109)
Confrontando la (5.106) alla (5.108) vediamo subito che H coincide con H,g. se
1 , 1 :
Ckr = m(wkfﬂkr +ipkr) 5 G = E(wkfﬂkr — iPkr) (5.110)
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OVVero se
* N *
Txr = Ckr + Cep 5> Pkr = —twk(Ckr — Cip) - (5.111)

Questo risultato suggerisce di interpretare H come 1’energia di un insieme di oscillatori classici.
Il passaggio al caso quantistico, usando il formalismo descritto nell’Appendice ?? & immediato.
L’energia di un sistema di oscillatori quantistici ha infatti la forma

H= Z (akrakr +akraLr> , (5.112)

che coincide con quella dell’energia del campo elettromagnetico (5.106) se si interpretano i
coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier di A come operatori quantistici definiti dalle relazioni

1 N 1 t
Cr = e Ay , Clr = NG ay, -

Il potenziale vettore A si pud quindi esprimere in termini degli operatori di creazione e

(5.113)

distruzione a;r(r € iy

A(z) = [ak,(t)e—ik-x +af, (t)eik-X] (5.114)

1
———€
%r: vV 2Vwk kr

—i(wpt—k-x) _I_al]; ei(wkt—k-x)]
r

1
%;\/W—wkekr [akre
= At(z)+ A (z). (5.115)

ed é un’operatore nello spazio di Hilbert i cui vettori di stato sono

[Mkyrrs ko« - Ty -+ <) (5.116)

dove my, € il numero di quanti nel modo di oscillazione caratterizzato dal vettore d’onda k e dal
vettore di polarizzazione eg,. Lo stato (5.116) si puo ottenere a partire dallo stato di vuoto, che
corrisponde a ny, = 0, usando la

nkz 7'1

‘nklrlank2T27 . H k rl (5117)

kir; V nk”l

Si noti che nella (5.115) abbiamo separato il contributo dei termini contenenti operatori di
creazione (A~ (z)) e annichilazione (AT (x)). Ovviamente si ha che

AT (z)|0) = 0. (5.118)

Scegliendo (0|H|0) come zero della scala delle energie, I’hamiltoniana del campo elettroma-
gnetico ri riduce a

H=> w N, (5.119)
kr
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con Ny, = aLTakT, e soddisfa I’equazione agli autovalori

HINaeyrys My ) = D Mieiri@hy [Mcrr s Mheors - -) - (5.120)
k;r;

Poiché A(zx) ¢ lineare negli operatori di creazione e distruzione, dalle regole di commutazione

[akraNk’r’] = [akraallwak"r’] = Opr Ok’ Ay (5-121)

|l Nior | = [al,.s alyysaor| = Spdiaoal, | (5.122)

segue che 'operatore Ny, non commuta con A(z), e quindi neppure con i campi elettrico e
magnetico E e B. Questo risultato implica che i valori di E e B e gli ng, non possono essere

misurati simultaneamente con precisione arbitraria. Inoltre, dalla linearita di A(x) negli ay, e

1.

«r» Segue anche che i valori di aspettazione (E) and (B) negli stati (5.116) sono tutti nulli.

Classicamente, 'impulso del campo elettromagnetico ¢ dato dal vettore di Poynting (si
confronti con la (5.54))

a

P:/d?’a:ExB:—/d?’a:%—?x(VxA). (5.123)
Sostituendo la (5.114) nella (5.123) troviamo
1
P = Z k 2 (a;r(rakr + akra;r(r)
kr
1
= Dk (G'Lrakr + 5)
kr
= > kN . (5.124)
kr

Per ottenere la (5.124) & conveniente riscrivere la (5.123) nella forma

1
P:—g/d?’x (ExB-BXE) . (5.125)

In questo modo si vede subito che i termini contenenti due operatori di creazione o due operatori
di distruzione non contribuiscono. Per il calcolo degli altri termini si utilizza la

1 1 o o
/d3x Z Z Wmekr X (k X le,,.l)wk [akraL/Tle i(k—k")x + alt,«ak’r’ez(k k )m]
kr k'r’ v

1 Wk t
- Z Z 2 melﬂ” x (k X €xrpr) (akTakl,,-l + aTkrak'r') Ok’

kr k'r’

1
=5k (aLrakr + 5) : (5.126)
kr
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dove, ovviamente, ), k = 0.

L’equazione (5.124) mostra che il quanto del campo eletromagnetico di energia wy = |K|
ha impulso k, e pud quindi essere identificato con una particella di massa nulla (come segue
dalla w? — |k?| = 0), il fotone. La natura corpuscolare della radiazione elettromagnetica é stata
confermata nel 1922 dall’osservazione dell’effetto Compton, cioé della conservazione di impulso
ed energia nell’urto elastico tra fotoni ed elettroni atomici.

5.3.2 Spin del fotone

Lo stato di polarizzazione del fotone é determinato dalla proiezione del suo momento angolare
lungo l'asse di quantizzazione, che possiamo prendere lungo z>. Applicando la definizione del
tensore canonico del momento angolare del Capitolo 2 (eq.(3.73) e (3.74)) al caso del campo
elettromagnetico si ottiene risultato

3
J3 = /d% D A (mli - x2i> A — (AtA? — A24Y)
i=1
Sostituendo la (5.114) nella (5.127) troviamo che J? soddisfa alle regole di commutazione

[J?’,aLT] =1 (ellwa};z - eira};l) , (5.128)

dove abbiamo scelto 'asse 23 lungo la direzione del vettore d’onda k. Si noti che solo il secondo
termine nell’integrando della (5.127), che possiamo interpretare come momento angolare di spin,
da contributo non nullo al commutatore (5.128).

Definiamo ora i due nuovi operatori

(5.127)

I 08 L % S
akR—E(akl—l—zam) , akL—%<ak1—mk2) , (5.129)

che creano fotoni polarizzati circolarmente, cioé fotoni il cui stato di polarizzazione & descritto

dai vettori
1 1

€ExkR = ﬁ (ex1 +i€x2) , €xL = E (€x1 — i€x2) - (5.130)

Ponendo ex; = (1,0,0) e ex2 = (0,1,0) e riscrivendo la (5.128) in termini dei nuovi operatori
otteniamo le regole di commutazione

[J3,aLR] :aLR , [J3,aLL] = —aLL , (5.131)
dalle quali segue che la terza componente del momento angolare dello stato con un fotone & data
dalle

Pall0) = [ 1%, afp] 10y = algl0) | (5.132)

Pal,|0) = [ 72,al,] [0) = —af,0) . (5.133)

Questo risultato mostra che il fotone ha spin |J| = 1, come richiesto dalla natura vettoriale del
campo elettromagnetico, e che le due proiezioni J3 = 41 corrispondono agli stati polarizzati cir-
colarmente. L’assenza dello stato con J3 = 0 € una conseguenza della condizione di trasversalita
(5.87), che abbassa di uno il numero di gradi di liberta.
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