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PREFAZIONË

Qaestosecondavolumeriprodaoein parte teoriespeoialigiàsvoltonella

primaedizionedei tibro, ohe in questa oostituivano i Capitolida XI a XX,

ed altre naove ne MMOglio.Le prime trattano successivamentedelle de-

formazioniinfinitesime delle saper&oie, dei sistemi oiolioidi Bibanoour,

dette super&oied'area minima e del problema di Plateau, delle superficie

pseadosforiohoo delle trasformazionire~!i di Baoktund,dei sistemi tripli

ortogonatidello spazio eaolideo oon applioazionialte coordinatoellittiohe

ed alte geodotiche deU'elUssoide,in fine doisistomitripli ortogonalioou-

tenenti una famiglia di super&oiea oarvattira costante.

Per altro lo sviluppo che hanno ricevuto, nella nuova forma, queste

diverse toorie e ora più ampio e completo. Fra le prinoipaliaggiunte ri.

leverùnel Cap. XV le rieernhe, traite dal Darboux, relative al rotola-

mentodi una super&ciequalunque sopraun' altra applicabile,enel seguente

Cap. XVI quelle che rignardano l'applioazione sacoessivadella trasfor-

mazione di Moutard ed il teorema generale di permutabilitàper le con-

graenzo W; cosi nel Cap. XYHIi maggiori sviinppi dati alla teoria dei

sistemiciolici ed alle sue relazioni col problemadéliadeformazione.Oiterô

anoora nel Cap. XXIV le nuovecoMiderMionisullo reti di Tobebyohefche

oonduoonoa nuove proprietà della trasformazionedi Backland,assegnando

le formoleeffettive d'applicabilità per le duo falde di una oongruenza

psmtdosMoa; in Sne nel Cap. XXVII lo studio delle relazioni fra le

famigliedi Lamé oompostedi super&ciea onrvatura costanteed il pro-

blemadella deformazionedi una particolare quadrioaimmaginaria,oscu.

lante il circolo all' infinito.

Argomenti dol tutto nuovi sonosvoiti negli attuali Cap.XVII, XIX,

XX, XXI, e XXV. Nel primo si studiano, da un punto di vistagenerale,

le deformazionidelle congruenze rettilinee al mododi Beltrami, ossia le

deformazionidel lnogo dei oentri in un inviluppo di <?' s~re, ooll' iNtento
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principale di arrivare eo~ alla dimostrazionedei notevolissimitooremi di

Chiiohardsulla deformazionedelle quadriohe di rotazione.

Al nuovoed importantemetododi Weingarten per il secondeproblema

dell' applioabilitàsono dodicati i Cap. XIX e XX.

Nel primo di questi stabiliséeil metododi Weingarten,coll'interpre-
tazione geometrioa di Darboux, e ne oolgo t'ocoMioneper &r conoscere

il metodo cosi detto del <We(<~w!oM<ee le corrispondentiformole fonda-

mentali délia teoria deUe saperBoio,sotto ht formapreferita dai goometri
della souolaFrancose.Nel seguenteCap.XX il metododi Weingarten viene

collegato alla tooria dei sistemi ciolici e se ne espoiigoiiole principali

applioazioni,fra le quali segnaleeôl'inversione dei teoremi di Guiohard

e le oonsegnentinuove trasformazionidellosapernoiedi curvatura costante.

In Sue il Cap. XXV, insiemealle ultimeparti del précédenteXXIV,

&dedicatoa 6u' conoseoretatti i recontiperfezionamentiapportatialla teoria

delle trasformazioni delle superficiea curvatura costante. Le nuove tra-

sformazionireali delle superficiepseudosferiohe,corne di quelle applica-
bili sulla sfera, vi si trovano sviluppatesia direttamente comele dedussi

dall'inversione dei teoremidi Guichard, sitt risointe,secondeil teorema

di permutabilita, nelle due trasformazioni elementari ~ma~TMtWe di

BacHund ohé le compongono.Ne)I'ultime Cap. XXVII si estendono in

~inequeste rioerohe allé trasformazionidelle famiglie di Lamé a curva-

tura costante.

Ancho~perquesto secondevolumeil collega prof. 0. Niccolettiha con-

tinuato cortesementea coadiuvarminella revisione delleprove di stampa;
ed io glie ne rinnovo qui sineeri ringraziameati.

Cf. le notizieetoricheal §. 396,pag. 441del presentevolume.

F<M,JM<~o~W~.

AwM'tettttpe)*i r~Maxti.

1 rteMamt dt paf[i)Ut, een<a tnddtMteM Aei volume, riferiacono xt pMMate volume Il.

Per quelli <~e riguardauo a volume I, adottttt la notuaione (t, pftg.). ).
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CAPITOLO XV.

«

MermMiMiinflnitesimeMoMperMee MrrispOB~m

perwt~MMd'okmeaM
44.>-

tMmteM del proMext deUa defoi-mMtmtt tnanttottmo eon q<M)Uedelle ooppto di aapm-aeto

lu oorttopomdcnm d' orteftonaltt& d' élément) e delle cappte dt tapet-aete appUoaMU. La

fhnxtone ctrettart~te~ ? e l'cqMttene fondamentale dt WotaftMtm. Sttperaate aMO.

ehtte ht <um defot)'m"i<'M tntMtethaa. –I<o forme nonnttU dotl'equMtono dt Weinenr-

ten. –8ht<MMeontuxttte permanollte tteUttAeforntMione. Preprtet& detta cen-tepondeaM

per ortogoMUtè d'eteMentt. Le ooag)'M<t!!6d) BibMcen)- Seeoado tnatodo per la

rioeroa deUe defonMt~ont tna~teatmo. –8)ipe)'acie a ttaea dt etu'vttm'a botarme e teoremt

dt Ohtt<teaèt. CondMont detre<t<tHtbrio dt una Mper&ete aoMtbile ed tnettendtbtte.

Itotolamonto di iM Mporaete soprn an' attttt appItoebUe. Db-eotont etMtMtbamento

oonia~te. Stttemt eenta~aM permmentt in defortnMto'tt antta. –TeoMmidi Patemon.

SMpetaete BtMcetMbitidt deformarai oonMrvMdo le )faee dl ourvatum.

§. 323.

OaservMionifimdMMntaU.

Nel presente capitoloriprendiamolo studio della deformazionedelle

superficie ftessibili ed inestendibili per considerarne le doformazioni

tx~t~me~ piccole.Le molteplicirelazioni di questa teoria colla teoria

generale deUe superficiee con quella dei sistemi di raggi, come d'attra

parte il sue nesso intimo colleequazioni a derivate parziali della forma

di Laplace, rendono questo studio sommamente intéressante.

Noi staMUremoqui le formolefondamentali,attenendocialla Memoria

di Weingarten nel T." 100 dei Giornale di Crelle, e ne svilupperemo

poi le consoguenzegeometriche.

Per la superficie S, di cui studiamo le deformazioni infinitesime,

riteniamo le solite nostro notazioni. Il punto P (x, y, <')di S riceva,

nella deformazioneinfinitesima che si considera,uno spostamentole oui

componentisecondo gli assi coordinati siano

6~,t~,6<

dove sono determinate funzioni di u, v ed e indica una costante

Mt~Mt~t~, le CMtpo~~e superiori oNot~<~<<' ~<MCM''<Dopo



2 OAPtTOMXV. §. 228

la,deformazioneil puntoP si trasporta nel punto F che ha per eoordinate

<?'==?+<?, ~c=y+~, ~=a~+t~,

e dovMdo avérai per ipotesi

a~+a~+<~==.<~+<+<

ne risoiterà

(1) <&c<~ + <~ + tb < '=' 0.

Di questa re!azione Moutardha dato la aemp!ice ed importante

interpretazione geometrica segnente.

Si considerino a', y, eom. ''oordinate di un punto P neiio spazio;i

montre P descrive S, H punto P descriveri~una aupetncie S (~ corri-

spondente punto per punto alla S e per la (1) ~«e e~eMe~tM)M~)'t

g!<a!MMgt«'cotTMpoMa~tt!<S, S safOMMOiieMip~-e~o ~w c~o~WM! In-

Yersamentese S è una superficiecon'!spondenteper ortogonalità d'cte-

menti alla S, se ne dedarra una deformaxioneinfinitesima deUa S.

Si pub dunque dare al problema delle doformazioni in&nitesime

l'aspetto Ënito: JO~~wt~a~ sMpef~cteS c&eeo)VM~WM&)Koper o~-

~MM!~ ~*e!etMe~ ad «MaMjjMf~Me<&~<tS.

Osserviamosubito che s! ottiene unaparticolaredeformazioneinSnite-

sima di una qualunque superScieS facendo sabire ad S una rotazione

infinitesima. Coalp. e. una rotazione inSnitesima attomo aU'asse delle x

&rappresentata dalle formole

!~==.y, ~==~a;, ~!=:

onde la supo'nde S corrispondentead S per ortogonaMtàd'elementi e

il piano

~'== ~=–a!, ~~o,

cîoe il piano sut quale si siano projettati ortogonalmente i punti

w Si osservi che se H punto P deM~vesse una curva C e non una super-

ficie, la S sarebbe svilappabUo potchë i suoi piani tangenti sarobboro normali

)t!te tangenti di C. Qacsto caso ovviotrascureremo sempre t&seguito. Potrobbe

ulteriormente P essore immobile Natio spazio, eioè <c, ? eostMttt ma aUora

!a S subirebbe nna semplice ttMtaztone.
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di 8, facendopoi subire ait'immagine Ma rotazione d'un Mgob retto

attornoall' originef.

H problema dette deforinazioniinnnitesiîao pubporsiin un secondo

modo sotto un aspetto 6nito. Essendo infatti S, 8 unacoppia di super-
ficie che si corrispondonoper ortogonalità d'elementi, pongasi

$==!C-)- ~==~+~, C=~+<

dando a < un valore costante qualunque.La superficieS luogo del punto

($,D),0 ha per quadrato dell' elemontolineare

+ + <K*==.<~ + + <&'+ <*(<~+ <~+d'P),

valore che non cangia mutando t in- Se coMideriamoadunque la

superficieS' luogo del punto (~. C) di coordinate

{'=:!C– ~.=,y–<y', ~==jf–~

saranno S, S' applicabili, corrispondendosii punti ($.n).C), (~. ))'.f); il

punto medio del segmento che unisce due punti corrispondentidi S,
è il punto P ==(~,y, <-)di S e la direzionedi questosegmentosegna la

direzionesecondocui si muoveP nelladeformazioneinfinitesimaconaide-

rata. Inversamentesiano X'due superficieappUcabitie ($,ij,C),(~ 0
due punti corrispondenti.Ponondo

2 p 2 2

4-! '1/ r( t-C'

si ha

f~+~~y+~~<=:0,
onde vediamoche: Se due s~x~/Me E, 2' sono o~MaMK, M~~te

Siosservlchequestaeostrnztcne,eomMnattconunatrMiaztonenelpiano
edun'omotetta,è la più goneraleposslbileohé facciacorrispondereaU S un

ptanoper ortogonalitàd'elementi.
Presoinfattiquestopianoper pianoœy la (1) diventa

<<a:<+<<y<~e='00

eda:, y, consideratecornefunztonidix, y, debbonoqnindisoddisfareleequaziomi

<~ ~T &c,i~
o-C–t==tUtS"'=='Ot T'Ut

9a! '9j/ Sj/'az

la ouisoluzionepï&generateë data dalleformole

m~sy~-t, y*=–0!C-t-C, 1
indicando«,b,o costanti.
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8 luogo <M ~MK~<S<~ (Me COt~MM~ t F«~ <Wt~pOMd.M«M<Me<-
<!Mc «H<t<iM-m<M~<M8t~M«es~, M~~a <pMJ!e<~<MCt<Mptot~ <Ï<8

~i~~aH~a~hw~M~c~~w~M~.

§.224.

La aNMioae oaratteriatica e l'eqMMtioaedi WetBafM'ten.

Veniamo ora alla trattazione artaliticadel nostro problema, che con-

siste nel determinare le tre funzioni incognite w, di «, v in gaisa
da soddisfare la (1), ossia le tre equazioni

~3~ ~c °

~a~~
~3M~ '9c9M~

Per trattare aimmetricamentequesto sistema di equazioni,Weingarten
introduee come funzione ausUiatia ? 1'MtPCtW<t«<e(~ deU'espressione
di~renziate

S~~(2~)~+(2~)<~

rispetto alla prima forma fondamentale/e

E~'+2F<!«<~+G~'

'') Se una formadUferenzialeUneaM

Mo!«+N.d'o

st tfMf&nnamediantONnctmgiamentodt va~aMIi«=='<((«',</),e-s «(«',</) in

Md~+N~~
si ha identioamente

9M 9N' /3M 9N\9(M,_c)
9? '°'

\§e"'9M/9(<?,</)
e per&t'esptesaione

T~-j~~M_a~
VËG–F*In \av-3u

è un Invariante(irraaionsle)del sistemadelledue forme

Mdtt+N~, E~+2F~o!e+G<
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della Mpormete S; egli pono eto6

fa*) e<=a– <a-9a!ax 3~-3~
2~EG~T~3M'9~"

c=, 3~3~ ~3~9~
2~/EG-F' ~9~9~'

A questa fanzione y Weingarten d&il nome dt P~'«~<e&MM~s/t<ttc«<Mt;
noi la chiameremo la funzione ca~o~. Essa ha un sempUee s~n!-
Seatocinematico osservato da Volterra (~, rappresentando la componente
seconde la normale deUa rotazione che un elemento aupernciale dl S

subisce nella deformazione.

L'ultima delle (2) Bi scinde nelle due equazioni:

~~VECF-P

(8)

S~E~

Formiamo dalla seconda di queste

9(y\/EG-F*)
9M

ossenando ehe per la prima dollo(2)

9'«! -J~
3u aei av~ âi~aû av~'9M3M~ ~~M~

e facendo uao delle formole fondamentali(I) § 56 (I pag. 116), col ricor-

dare la formola

31og\/EG~F* 11) (12

––3M––==' i;+<2
troveremo

?

S~~ ~ËG-F*

") ~&t <&CMM<!<OM<M<e<!Mpe!e<e/!eMfMMe~<tMtt<Ht<MMH.Bendtcontidei

Uncet, aprile 1884.



6 CAPtTOMXV. §.834

Analogamente operando suUa prima délie (8), ne dedurromo:

~xg

~EG~F'

Escludendo, come già si disse da prineipio,it casoprivo d'interesse
di una S sviluppabile, le (4), (4*), essendo

DD~-D~tO,

risolute rapporto a

v \') v 2.x~.~x~.
danno:

¡

D~-D'~a<. a.. S.
'<n oa! cP

CM
<M 9~.

(5)
K~EG-F*

iy~? Ft'~

~9~
"3M'9~

2.<~-a:.
K~EG-F'

indicando con K al so!ito la curvatura di S.
Le (2), (3), (6) possono ora risolversi rapporto alle derivate parziali

di x, y, e e dannole formole:.

._(~)-(~
Xàx- ( h 3 fi 3v x

(6)
au

/D"ax

K~EG-F~

&(~)x
3x 1 3~~ 311

i' ID 3vav
X

K~/EG-F'

colle analoghe in, y, .?. Di qui si vede intanto che,appena nota la inn-
zione caratteristica <p,si avrà per quadrature la superficie Scorrispondente
per ortogonalità d'élément! alla S, doë la corrispondente deformazione
infinitesima.

Ora dalle (5), derivando ta' secondarispetto a u, la prima rispetto
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a f, e sottraendo, si ha dapprima

/D"D' /D~D'
S.

D'
~) .9. '9f '3'M)~~3X ~~9X

~\K~EG' ~\K~EG~F'/
3X3X

e soatituendo per i valori tratti dalle oquMioni fondamentali
pM <?

(11)§55 (I,pag.ll7), troviamo il seguente risultato fondamentale:

La /«~OtM <!<tf<t«erMMc(ty <~ Md'd'eM ana ~)«M~<weKMe<M~a

derivatep<Mw<af!<<MMc<w<!oor~Me:

f /n"~ n' /n~ n')

(7) ~JL~ ~J~L~L~ .<' =

~E&- F' ( \K~ËG-F'/ \K\/EG-F'/

2FD'-ED"-&D

-?;"

g<«s<a dirà !'egtMhMOMecftM~o~tCtt.

Ora è molto importante osservare che la (7) è b condizioneneces-

M~ e M~MeH<eoui deve aoddisfarey, e cioè ad ogni soluzionedella

equazione caratteristica (7) corrisponde una particolare deformazione

infinitesimadella superficie S. Per dimostrarlo cominciamodaH'osservare

che facendo

a~=y, y=s–«;, ~c=o

si ha una particolare deformazioneinfinitesimadi S (§ 228)ed il corri-

spondente valore di y calcolato dalla (2*)ë ?====X. Dunque i'eaxa.e~otM

<«eW~~ ammettele tre aoi~tOMtF<M~Moh<~X, Y,Z. Dopo cio si

vedrà sabito che, se f è una soluzione della (7), per le (6) è identica.

monte soddisfatta la condiziono d'integrabitità e neristtitacosi definita

per quadrature una deformazione infinitesima della S.

Dalleosservazionisuperiori seguopoi che le deformazioniinfinitesime

della S eonsiatenti in un pMfoMMa~M~ocorrispondonoalla soluzione

?==oX+6Y+cZ

deUaequazione caratteristica, essendo a, b, o costanti.

WSt osM!'ve)'&che U MoBeientedi ? nel secondomembropreciMMnente
la curvaturamediaH di 8.
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§.2M.

TrMfbrmMioM della eqaMioae eM'atteristio& e saperade MMdate.

Alla equazione caratteristica (7) di Weingarten si pao dare un'altra
forma molto importante introducendo i coefticientie, f, y, della rappre-
sentazione sfadca di S (della terza forma fondamentale).Ricordandoche

K~EG-F'==±~e~7', 1

la (7), moItipMcataper \/ËG~F v- si scrive:

,(~-D"D_~

~leg-f°
3u

~Je9_~

âu-~e~

àl7)
+

V~=~~+

+~)!+~=o.

Indicando cogli accenti i simboli di Christoffel relativi alla rappre-
seatazione sferica e ricordando le formoledi Codazzi (I,pag.l88) per
la terza forma fondamentale, la precedente si scrlve:

ra~ (ii)~ ii~ 1
~t3«'")l)~ ôu aj~+~J-"

-2D'f- ~-L~L.2DI
`~~2~'a~2~+f~~`i-~[~ jlj~ 2)~+~J+

j.nf~ 1

+D C 122!

a

wI 221,â 'i-
9~'J-'

="0,
+D[9P- if~hfS+~j~'

owero

(7*) iy (~, +e y) 2 (. +/-y) -(- D(~+FV) 0
~M~H M~teo!M<~ ~Wp~ seconde <!<Wt!Wo~ddla

/!<<M'MKe<!«~~M<'a calcolate Wj~o aN'Me~o lineare f~o.
Ë questa la richiesta trasformazionedoll'eqaazionecaratteristica. Ne

risulta ora evidente la proprietà, già sopra notata, che X, Y, Z ne sono
soluzioni particolari.

A qnesta forma (7*)della equazione caratteristica si leganole seguenti
osservazioni geometriche. Se immaginiamo determinata la superficieS
mediante le coordinate tangenziali

X, Y, Z, W

(I, pag. 172), cioè con W indichiamo la distanza (algebrica) del piano
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tangente di 8 dall'origtne, per le formole (8S) de! § 81 (I, pag. 178)
la (7*) si pub sorivere;

(8) (W.+<?W)(~,-i-e?) 2(W,,+ /-W)(~. +/-?)+
+(Wu+eW)(~+~).=o.

Essendo questa simmotrica ne!!a coppia di f)mzioniW?, vediamo
che se si considera la superficie So inviluppo del piano

a-X+yY+~Z==v.

cioè la superficie S, determinata dalle coordinate tangenziali

X, Y, Z, W.~t',

come è funzione caratteristica di ana deformazione inNuteeimadi 8,
cosiW è funzione caratteristica di una deformazione infinitesimadi 8..

Per riconoscerela relazione geometricacaratteristica fra S, S, osser-
viamo che queste due superficie si corrispondono per jpafaM~MMdi
normali e se con

tD<~+2iy~<)-D"d~
( )

Dodu9 2 Dôdudv + IY'adv'D.~+SD~~+iy.

si indicano rispettivameNtele due seconde forme foadamentaU,la (7*),
essendo

-D.=~u+~, -D'.==~,+/ -D".==.+~,
siscrive

(8*) Diy.-8D'D'.+D<'D.==0,

od esprime che 1' ~tM~Wa~e~MM~aMeo<Me due seconde/bt~K!fonda-
)M<!M<«H(<t) M«n'o.Il signiBeatogeometricodi tale relazioneè il seguente:
aile Unee assintotiche dell' unasuperficie corrispondeun sistemaconiu-
gato suU'altra. E invero se si suppone D=D"=0, la (8*)dimostra che
sihaD'.=0.

Inversamentese due superficieS, S. si corrispondonoper parallelismo
di normali ed alle assintotiche deli'ana corrispondeun sistemaconiugato
saH'aItra, sassisterà la (8*), ovvero indicando con W, le rispettive
distanze dei loro piani tangenti daU'origine,la (8), onde sarà funzione
caratteristica di una deformazioneinnnitesima di S e analogamenteW
per 8,. Chiamando dunque <MMOM!<edue superficie 8, S<quando corri-
spondendosiper parallelismo di normali,alle linee assintotichedeU'nna
corrispondeun sistema coniugato sull'altra, abbiamo: oy~ coppia<?
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M~!<~ <MMe~ la <~<m.fa «M~M~ ~MOddlo «p<M~!<M JWMM

<(t<<~M~<?nna (M~ dfWNM~C<e /~t.M<MMOtt~M~CO! (? «tM!<~f-
<M<M~M<H/!tM<M<M<t~'«Mfa.

Si os8ervor&subito che in ogni coppia di superficie associate una

admenodelle due superficieè a curvatura negativa.E invero, se suppo-
niamo p.e. S a curvatura positiva, e facciamoD'=*0,avranno D, D" il

medesimosegno e quindi, per la (8*),saranno necessariamente Do,Do
di sogno contrario, onde Soavrà curvatura negativa.

§. 226.

Le
forme

MnM!i detl'eqoMione car&tteristiMt.

Riferendo la superScieS, di cni studiamole deformazioniinfinitesime,
a convenientisistemi curviiinei(uv), possiamor;dttrre i'equazione carat-

teristica a semplici forme, che riguarderemocome ~M x<MWM~t.

l.' Se la superficie S è a curvature opposte, prondiamo a linee

coordinate (Mf) le assintotiche avremo

D==0 D"=0

onde !a (7*) diviene

?M+/'?==0,
ossia sviiappando colle formoledel §73 (I,pag.l&8):

3~ ,l9iogp~,191ogp~, 09~+2'~r~+2'~r~+~

Essendouna soluzionedi questa equzione, le formole generali (6),
che dennisconola superficieS~corrispondenteper ortogonalitàd' elementi

alla S, diventano:

~3? /?? 3X\
(10) (x Lf T ax âv="$â `~~)3«==')'X~)'

Ora applichiamola trasformazionestessa che abbiamoimpiegato al

§77 (I, pag. 162) per ottenereie formole di Leiieuvre,cangiamo cioè la

funzione incognita y coi porre

?VF==~;

'') La conventenatdi riferM a questelineeriMitaa priorida cî&cheper
l'eqoMÎoneamdamentate(7)leMneeassintotichesonoappuntole ItneeM~t~e-
yMic~edellaeqtmzione&derivateparzittUeteMa.
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la (9) diventa allora

(11)
a'6 1 ~Jp< f

yp
e le (10) si scrivono corrispondentemente

$ 8 $ C

,,n\

9 8

3K~ 96 90 ~~=-
9<<9M 9P 3~

colleanalogheper y, e, ottenate per permutazione circolare deHolettere

$.7J.
Ricordiamoche & C sonoesse stesse tre soluzioniparticolari della

(11).Ogni altra soluzione8 della (11), linearmente indipendente da {,T),C,
dà un'effettiva deformazione infinitesima della superficie, che si riduce

iavece ad un puro movimento se 6 è composta linearmente con {, C

(C&. § 224).
2."Se la S èourvatura positiva, la riferiremo, corneal § 79(I,pag. 167),

ad un sistema («,<')isotermo-coniugato;l'equazione caratteristica diventa

<f''u+~+(e+~)?==0,

cioë(§80,1,pag.180)

(ls)
(~ 9'y 9!ogp3y 91ogp99(13) +~ + -3,r~ + -9~~ + (~+F)?-0,

e !e (6) ci danno:

r~ .X & 9X ~~A(14)
( ax a-p)

x
( ax a~,

(14)
~=.x~) ~==-

(1~) av ân~ au

Colla solita trasformazione

'~==8,

l'equazionecaratteristiea (13) diventa

310
a'6~+~=M6

0

con

M- ~4.~

M-+~-(,+~),
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e la superficie S risulta definita per quadrature delle fomole

a e
/t~t\

ae8

E

a~ ae9

E

a~~== ? i~ 9$
9<' 9p ~t 9M

coUe analoghe per
Possiamo dunque enunciare il risultato: L'egMOM-~cwa~ oui <~<~w~

~W~MMdM~f~~wMM~M~ «HaM<pa~c~S~ W~M!

alla forma tMt~ttaJe

3'6
M 9

3~

oa~a~~

3'C

~+~<==M6,

~MW~C~~S~O~M~W~M~O~M~M.
Cosi p. e. per tutte le saperScie che corrispondonoalig eqaMioae

-=n
9M~

sapremo completamente integrare il problema delle deform~oni Mtti'

tesime ci6 vale in particolare per le superficie conoidaU rette (§ 77,

I, pag. 166).

§.227.

Sietema coniugato permanente nella defiMmazioneiaB~itesta~.

Consideriamo due superficie associate S, Soe supposto ch~ la Se~bjtia

linee assintotiche reali, prendiamole a linee coordinate («, <').Le Hoee

oorrispondenti formeranno un sistema coniugatoe la funzio~e Mratteri*

stica y, essendo Do===0, D'~= 0, soddisferà alle due equa~ioai a~fl--

tamee (§228):

9~ tllf3?, (11~a~
~ly'a~ ~lya~3~-)l ~+!2!S-~

? jl1r~22i~ (32~=
lt~+ iziS"3v' au 12avav Q,.

Sia ora S la superficie corrispondente alla S per ortogonalità d'ele-



OtMMAOOMOa&TOMMtàtnMm tSg

menti nella detta deformazionein&nitesima; avremo per le (6):

~xM
M

V~T"~

D"

/v~

3X\–c=s tX X–)
V~p~

Avendo riguardo alle (16) ed alle formole di Codazzi (I, pag. 164)

a D

<32~
D

(11~

D"

~<y;~ <2~ ~i~,y~;

22/
D Hl)' D"

âu
(~/e9 ~) 1. ve-~ l 1f

~$gw~7'/ V~~ <
V<'7-7''

<M'~
se si forma daU'ana o d&H'a!tr&delle (c) la derivata si trova

9<tcc

(H~D'22)'D9~
aix-

1=-iiii Mt _122rR
a;v

3M3o~"t2)b 3M l)D"9o

ma per le formole (I, pag. 167)

(12) fll/D" (12) (22)'D

(l)(2iD'' (2!(tiD'"il 12 D' 2
=

1 ]Yi

questa si pub scrivere

!~)9~, (12ô~îav~f
1~3u+~2~âv'9!<9p ( 1 ) 3(< }2 3w

Dunque: a ~ma («, v) <WM~< anche sulla Scov~MM~e <M!S

<~<MM~~ elementie F <g!«Mf~MeJ~ep~acerelativa ai due$!$<e~

coMM~o~ wtea5M<Ma.

Si noterà poi che a!la medeaima equazione di Laplace

3~_(12)36. (12)30
aeiav-l~âu+~2~ôv

ae

9M9e"(l{3M''(2t9c

soddisfa anche l'espressione

a'~+~+~.

corne risulta daU'identita:

3:)!3a!j~ 9~Sa!
~3«3p' ~~9M"
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Se ritorniamo ora alla seconda interpretazioneNNitadata nel § 223

al problema deUe deformazioni infinitesimee consideriamole due super-
ficie applicabili X, S' luogo dei rispettivi punti (~ !), (~ v/, f)

$==a:<ic, ~==~-t-~y, t=='<'+~

~==a;a!, it)'=sy– C't=z~ y

cont costante, vediamoche anche sopra S, y il sistema(«, c) è coniugato

e l'equazione di Laplace relativa È la stessa come sopra 8, S. Diessa,

oître che $, C; $', f è altresl aaa soluzione

(~+Y)'+~-(~+~+C~=:4~~+~-t-

In particolare, dando a t un valore inËnitamentopiccolos, vediamo

che sulla deformata ia6nitesima S' di 8 il sistema («,v) si è conservato

conmgato, onde risulta il teorema:

Il s~s~tMacoMM~o WM superficieS, cheeotyMp<Mt<&«J~ <M~

~c~ una ~Mper~eteSeaMoct~ttad S in una <brM<MtOMeinfinitesima,

si conserva coniugatoWgMCS~a<~<M~MMt<Mte.~«!~ St~~CM S eMV~pOK*

d~e <«! S per o~o~ow~~ <?~Me~ 0 corrisponde<tM<t8ua vdta il

sistema coniugatoMMO~O~O.
Viceversa se consideriamo in ana deformazioneinfinitesima di una

superficie 8 quel sistema coniugato che si conserva coniugato nella

defonnazMM.C' sulla superScie associata S, dovra corrispondervi il

sistema delle assintotiche. Possiamo dunque enunciare il teorema:

'') Cf.KoNNtaa.ComptesBendMdel'Académiedessetencee1.116,pa~.M9.

Questoteoremadl Koenigsriau)t&del restosubitodaU'oMetVMechesudue

superficiea.ppUcaMU,rifëritoal stetemaconiugatocomune,t'oqtMMitonerelativa
di Laplaceé la etMMo ponendo

p == ~~+~+~ /= i (~+!")

siha(I,pag.l47)
p,,=~F.

Di qui si possonotratrc invetaamentei rtsuttaUdel preMntodol testo.

M Questosistemaeontagatopermanentee unicosalvoaei puri movimenti
oveogni sistemaconiugatosi conserva.Indicandocon~D,<!D',9D"levartazioni
di D,D', D"nella deformaztonoinanitestma, il sietemaconiugatopermanenteè

dennitodaM'eqnazionedifferenziato

D~«+D'~ D'<<M+!yde
0

1Dclu+D'à1J D'du+D"àv 1a)<~+%iy<~ !D'dM+~iy<<e
=0
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~MeM un st~eMMe<M<t<~osopra S ectMen'<coniugato in una

d~braKMfMMt~~MM 8 XM~~M'~o e st<~c<6K<eo~ la M«tim-

NM~Msferica di C<tt<M anche tMtttK~~ <<e <MMM~<t<~ una

M<p~cMS,. Le Mfpef~cMS,8,, sonoaiïofa associatein quella (~Ma<~Me

infinitesima.

In particolare a&uchëunnsuperficieammetta una deformazione inii-

nitesima neUa quale le Hnae di curvatura si conservino è necessario e

sufficienteche la rappresentazione sferica dette linee di curvatura sia

isoterma; in ta.l caso la supeilcie associata Soè ad area minima.

§. 228.

Poprietà della co!fi8pondeM&per ortogonalità d'elementi.

Diamo ora alcune proprietà delle coppie (S 8) di superficie che si

corrispondonoper ortogonalità d'eiementi.

l." Supponiamodapprima che la S sia a curvatura positiva e, come

al § 226, seegliaHtoa sistema coordinato («, c) un sistema isotermo-

coniugato sopra S. Le formole (16) possono scriversi

i~-i~ 1~–
6'9<f' 6'9e" 9M~

ondeseguo
9/1M. 9/l~na

y âx~ a (i a~~~\ë'3o~9~°'
ovvero

~4.S~~j.S39~
3M"9~ 69M9M ?9);3p

e risnttttindoterminatonel solocaaoin eni

XD!XD':ay~D:D':D"

Ma, essendo

~(DD"-iy')==DM)°+D":D-8D'~D'==00

e DD"-D*~0, risultadi qui

a)-.H)'D"~0

MQaMtorisultato6dovutoaWeingarten.SttzungsberichtoderK.Akademle
zn Berlin Januar1886.
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colle formole Mmïoghein y «. Ora se indicMamocon
<"

i shnboU di

ChriatofbIperlaSecon

D, D', D"

X, Y Z

i coeBcienti detta secon([&forma fondamentale ed i coseni di dh'MioM

della normale, abbiamo

~+~==[~ + ~]~+ [~ + ~J~+

+(B+D")X,

onde, confrontando colla précédente, si trao

~4.}~)
=.~os9'

ilT~J22
~!nog6'

(1) ~!l) 3M (2 <2

D+D"==0

Quo8t'ultim&ci dice che D, hanno segnocontrario e quindi Ad

MtM«<pe~eMa cM~<t<w«p<Mt<tw8coM-t~po~Hop~ o~MM~~ d'*e!e-

MMH~ao!<aM~M~c~Me S ? CMt~Mfo~a<«M 0.

Cosi, come per le coppie di sapernoie assoeiate (§ 228), anche nelle

coppie (S, S) di superSeie che si corrispondonoperortogona!ita d'ele-

menti una almeno delle due super&cie è a curvatura negativa.

2." Sia ora la S a curvature opposte. Prese a linee coordinate le

assintotiche (u, o) sopra S, le (12) si scrivono

1 1 a E r a;~ a E1~ 9~\ 19~ 9~\

~3M"W e'3t:W

da cui sogue

9/1~ ,3 /I ~L_no,
av(9' au) a {l aul9~~+~9.h-

cioe

3~ _9!og&9~ 91og69~
3M3o"' av 3«' 9o'

H)L'Ttmicocasod'eece~oneè quando

p=,B'S"~0!

ma allora l&S è an piano.
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che e nn'eqaazioM di Laplace ad invarianti eguall. Dunque: Atle MtMa

M~Me~wM<~M~~8M~~MMka~m~~ fHfpe~ë,~
fW~M~M<y<~MM~~ <J"<!eM~<?? S, «? ~M!M CM~t~O ad <)MW-

W<tK4~M<!i'<.

Viceversadi una aupor&oie8 sia noto un aistema coniugato(«, o)
ad iDvafiantieguali si potrà porre

jÏ2 91og69 i2_31oga 9

{121

au 0

{121-

au
(i ~r 2 'r'

essendoC una conveniente funzione di u, v. Determinando {, ( por
quadrature dalle formole

9/ 1~ 9~\ i~
(-~)=_! â~ ~é)

=
av9«W" 6'9M'~M~S;

e dalle analogheper '< t, saranno C tre soloziont deU'eqaMione
in9:

_f9'!og9, 130381.,
a~so~vi [a'loge

+ 1 30 ae
3~"['9~+B'9«~J~'

Consegnentementele formole di LeUeuvre (I, pag. 162)

G

~=" '3M- 9(
9M 9« 9e 9p

deSnNconouna superficiesulla quale le linee (u, v) sono le assintotiche
e checorrispondeper ortogonalitàd' elemonMalla S. Si vede adunqueche

La ricerca <M!e~t~M~~t infinite8ime<Suna Mt~e~ctee}!<t<~

<! ~«~ ~O! (!OMt<~ invarianti eguali.

§.829.

OongrueMe di Rtbanooar.

AUecoppiedi superficieche si corrispondonopor ortogonalitàdi ele-
menti si iega un'importante classedi congruenze,consideratada Ribau-

cour, che si ottengononel modoseguente: Essendo S, S ana tale coppia
di superficie,conduciamopei punti di S i raggi paralloli aHo nomali
nei punticorrispondentidi S; la congruenzadi rette cosl ottenuta si dira
una <w<~t«~t R~M~f e la saperncie S prenderà il nomedi super-
~ete~eH~a~tcedélia congruenza.
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Per determinare gU elementi di MMtale congracaza, appMcMamo
le formol gênera!! de! cap. X. Dalle (6) pag. 6, ponendocolle notazioni

diKammer:

f)9~9X y ~)9a~9X ~3!c9X ~<3w9X

~9«9'M '9.~ '9. '~='3p. t

otteniamo:

-D-eD'~ ~D'-eiy -p ~D-D', FD-~e== ?, jr= T. ~°°* P'
~e?-~ V~ veW ~c~

Le equazioni (B) (D) (1, pag. 308,806), che detenninano rispettiva'
mente le Mcisae dei punti limiti e qM~Uedei faochi, diventano

(17)
yeis'<r.

p'==–.t.

indicando fb i "~g~ principali di curvatura deUasHperBciegénéra-
trice S. L'eqaazione(C) (I, pag. 306) che determina le sviluppabili
della congruenza diventa poi

D<~+2D~~+D"<0;

abbiamo d~mqueil teorema:

J'Mogni coM~WM~adSJ~aweoMf St~Mt~cM~~{~at~Ma, co~v~p<w-
<!eM~per ot~cj~M< <f~em~~ a!~ ~pe~o~ ~aH<?'<<~S, «~~Me
Mc~a <M!atcM~Me~of. Le ~«ppa~Mt ~<; eotts~~Mje'ac<~vtspoMaotM

linee <MSta<o<M~d~H<tM<pe~cMgeneratriceS e ~~Mc eoMs~MeK~-
<M~e (§ 228) la s<(p<Mc <~<K<)tS ~~Wtdbun ~M~Ma coniugato ad

~M~M~<~M~
Dimostriamo che qnest'aK.ima proprieta &caratteristica dello con-

gruenze di Bibaucour, anzi di più: 6~t coM~MeM~ eM<«~paMt

NeUaMotttnztoMneUeeitateformole(B),(D),le quanttt&in queste in-
dicateconE,F,G; e debbonoyiBpetMvamenteMetitniraicon

/!< e, T*.?~'

eonvieneinoltretener preseaMle formole

~D eg-f~

~Diy-D"
e~



OONQRCBNZBDÏ NBAUOOCB 1$

<<~<MM~~M~Mco~~ats~e~MM~~e~t~e~~
di J~fHtCOMfed Me~Mtt eOM~Of~ gttt~ ad ~MtWaM~~MH.

Per dimostrarloprocediamocon Guichardnel modo.seguente. Riprem-
diamole formole del Cap. X, § 147(I, pag. 317), che danno le coordinate

« del punto modio:

f~J~

~-[~~?H~
ove indica una soluzionedaU'equMionodi Laplace

-t-L ~)3p.r9 12 3(12 ,J(19) ZPP +
1121

LP+
1121

+
[! 1121

+ 2
1121

+
f]

= 0
9~+fl)~+ 2J~+~ 1 +9.J3 +~=0.

EsprimiMaoora che sulla superficie media S le traccie (M,v) delle

sviluppabili della congruenza formano un aistema coNiugato.Per <ii6ë
necessario e suNciente che a; <' siano soluzioni di una medesima
equazione di Laplace

~-=P~ ~.Q~
9!<~

==
9M'

essendo P, Q convenientifunzioni di «,

Ora formando effettivamente da una delle (18), coU'oMervare

la (19) e la formola

9T:_(12)9X, 123X
~3<jli9«~ + 2

troviamo:

fSp.(12 19X r9p (12)19X
~+jl ~+~+i2)~+auau av 1 au au 12fP3t1

j-f~~L~~L-j- ps)9pi-
+[k 2r9«h)~+!2)~jlJ9«j~'+ 12 auIl1 P 2 av Il au

che deve sussistero colle anatoghe per y, Le funzioni supposte )P, Q
saranno quindi date da

(20\ p =
1121

+ 31 Q==
1121 +

~1
~)?t+%. <-i?!+~.
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e dowa avemi inoltre:

~[~j-H-

-[~!?!]~
che pei vatod (20) di P, Q si riduee a

~(18 _9.)13)9t<il 9f(S!)'

Questa esprime che le immagini sferiche delle sviluppabili della

congruenza sono le immagini delle assintotiche di una BMperScie(I,

pag. 186). In questo modo appunto Guichard ha stabilité il teorema:

J~eM st~p< «~ CM~«e~<t ~Hso ~«pe~t~ w!e~ S

secondoun SM~MMtcoMM~o~oMeeesMtfMe s~c~e e~ ~ma~KM~

coincidano CoBet)MM<M<(M~ <MSM<<0<«~«?? <Wp~?MeS.

9P 3Û
Si osservi poi cho, essendo ==

g-
codugato (<t,w)

di S ha necessariamente gli invarianti eguatL

Ora 6 facile constatare ulteriormente che questa suporScie S corri-

sponde per ortogonalita d'élément! alla saporMe média S della con-

gmeMa, la quale è adunque una congruenza di Bibaucour. E infatti,

se con K == indichiamo la carvatara di §, sasBiatonole formole

(I, pag. 165)

9togB_ J12! 31ogB_ (12

'~T"' ~(2C {1

e per le coordinate x, di un punto di S si ha(a

R
/3X

~'V'~P~~

B /~X_a*. ( a., y;)..)~e~
che combinate colle (18) danno

~3a:3j ~,3.)!~ ~/9.c~3~ °
S~0.2~~==O.S~~+~0

e dimostrano appamto che S, S si corrispondonoper ortogonalità d'é-

lément!.
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§.280.

BMmpÏdiOMtgnMawdiNbMtMW.

Oonsideriamo ora alcane classi speciali notevoli di congrnenze di

Bibaucour.

l." Un&prima classe &data dalle congruenzeIsotrope (I, pag. 808).
Da quanto ivi fu osservato rtsulta infatti:J~ coM~wtMe~<fope

MKOg«e!~ Spécial CM~?WM<'e<?~B~aMCOMfche hanno ma ~<t per

a~et~Me ~Mfa~s. Del resto dalla prima délie (17) risulta Bubito<
come conferma, che si ha ~==0 se '='~

La rappresentazione anaUtiea délie congruenze isotrope si ottione

subito osservando oho alle aseintotiche della supertlcle media, neoossa-

riamente roali (§ 336), corrispondesulla sfera un sistema coniugato ad

invarianti eguali, cioe un sistemao~otM!e isotermo.Viceversa, partendo
da un sistema ortogonale isotermo arbitrario sulla sfera, colle formole

alla fine del § 228, si troverà per quadrature la piu générale congruenza

isotropa, ossia la pM generale deformazioneinfinitesima délia sfera.

2.' Le congruenze di Guichard (Cap.X, § 161), le cui sviluppabili

tagliano le superficie focali secondole linee di curvatura, sono caratte-

rizzate da questo che le immaginisforiche delle loro sviluppabili couici-

dono colle immagini délie assintotiche di una supor&de pseudosferica;
esse possono dunque ora dennirsi come ~M~e co~Me~e <? JX<6<M«!M(f

e~A~~WMS~w~~yMw~M~~s~w~
8.* Ad ana auperncie qualunqueS pub farsi corrispondere, per orto-

gonalità d'elementi, un pianoS~(§ 224)e la corrispondente congruenza

di Bibaucour ha per superncie media il piano S~Viceversadai teoromi
ai precedente risnita: Ogni<!M)~Me<M'at<~ Aoper s<M wMd'M:un

FMHOttaet<w)~«eM.M!d'tBt6ot<c<M<f.E infatti siccomesul piano qualunque
sistema è un sistoma coniogato,si puo dire che le sviluppabill della

congruenza tagliano la superficiemedia secondoun sistema coniagato. t~

M Dlrettamentesi vedela coMdalle formole(18),poiohèprendendoMpiano

me&opet plam cey, 8z
as

a. eo-OeWs
mediopmpIano!cy,Mr&g.=0, ~'=-0cio&)

s

~+8~j9M 9M (3)s

'+'t?fan
°

a~ 11

"&!?)-~i'
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Ne concludiacM:Per cos~n~e la j~ ~Mwa!eooH~«OMacte ha jper

M~m~~M~M,~J~a~~M~M~'t~MM~WM

~<~Mm~Ss~j~Me%f~M~iN~M~

a!~o!oye«o <~ww<~MM~e~~M~j~ww~~M~<M~~

F<tMt!M~alle normali di S ~t punti cM~xwc~)~.

Segue da queste osservazioni che projettando ortogonalmentesopra
un piano le lineeassintotichedi qualsiasi superficiesi ottiene un sistema

piano ad invarianti eguali; e viceversa ogni tale etema piano' ô la

projezione ortQgonaledelle assintotiche di una superficie.
4.° Fra le congruenze di Ribaucour sono ancora notevoti quelle

MenMa!~L'immagine sferica delle sviluppabili essendo in tal caso un

sistoma ortogonale, la superficie génératrice della congraenza avrà le

linee assintotiche ortogonalie sarà quindi unasuperficied'area minima.

Di qui si conchde: Le <:<M<sM<eMef~di ~~o<(eownormaliSMM<!<#ee M~

~M~fM~~WW~<M~MMM~~M~M~M<M~ma
<Mc<~<~<!Mt~MMt.

Ma supponiamodi più che la saperâcie mediadellacongruenza sia

un piano; le superficieortogonaliai raggi sarannole M~Mt~ Bonnet

par le qaali i punti medii fra i due centri di curvatura giaccionoin un

piano. Queste superficie si ottengono dalle Bupernde8 d'area minima

applicandola costruzionesopra indicata (3."), chedà la congruenzadeUe

normali di una superficiedi Bonnet quando !a S è ad area minima.

§. ML

Secendo metodo par l<tTiaolMione del problema delle deibnnMioni

iBSBit~MC.

Vogliamo ora descrivere un seconde metodo per la ricerca delle

deformazioniinfinitesime,che discende moltospontameamentedalla teoria

generale delle superficie(Cap. IV) e si collega d'altronde col primo per
mezzo delle superficieassociate.

Riteniamo la superficie S, di cui vogMamostadiare le defonnazioni

infinitesime,come definita (Cap. IV) dalle sue due forme quadratiche

fondamentali

E<&<*+2F<~ <&'+&<?'

D~+2D'<+iy&

In ogni deformazione infinitesima délia S la prima forma rimane
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inYMiatae i coeScionti della seconda auMsccaovariazioni ia&titMimo,
cheindiehiamocon

SD-.<r, Siy==eF', 8iy=er',

dove < iad!ca una costante Mnitesima e r, F', r' sono tre funztoni
di «,pv da dotefmiMrsi.Note r, r, r, la deformazione Mniteatma
risulta individuata a meno di un movimentoe, corneora dimostreremo,
la deformazioneBtessa si avrà con quadrature. Intanto formiamo le
condizioniaocessariee sufficientiouidebbonosoddisfarer, r, r' vadando
reqaazione di Gauss e !e eqaMioNidi Codazzi (equazioni (111)e (IV)
§ 66 I,pag. 119); si ottengono cosi inunedi&tMienteqaeBtecondizioni
sotto 1&forma:

(so) Dr-aD'r+D~r~o

.rfu i2)i- n~ 0

(21)
3« hr+Hi 2)r+ 2

(21)
sr 9r',82~,r<23) 12~ (i2)-, 0.
~+ it~~)" iff-jzr~~

Queste ultime possonoanche scnversjt sotto la seconda forma equi.
valente

(

r 3/

(

r (sa) r
~\VEG~/ ~\VEGlF'/ (~EG~

~12
r' ii) r'

0
S ~5~ ~VEG~

(21~

~-Jl-
9. /~r_ j22)

r

~WECTF/ ~WEG~EG~"

_jM) r <in r
<'j tf -ri,} '=o.

~~EG-F' ~'VBG~
Di qui risulta che le espressioai

r
~Y, 3~ r

WËG~~ ~EG~~ WËG~E~~r
e le due analoghe per y, sono tre di~erenzia!i esatti; indicandocon
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a~ < g!i iategrali, avremo

~JL-JL-

(~)
~"VËG~~ ~'EQ~~

~J1_JL-
VEG-F* '/EG~

Riguardando ora come coordinatedi un punto nello spazio,
questo punto (a%, desoriverà una BuperSoie8~ che diciamo essere

precisameateeModof~ ad S nella deformMioMt)iâmte8im&considerata.
E infatti dat!e (22) risulta in primo luogo cheS, Sesi corrispondonoper
paratIeUsmodelle normali; in secondo laogodalle (22) si trae

Dr'-DT DT-D'T
Dr-DT

"« ~°* t e <='

(22*)

Do
~EG-F'

Doo
~EG-F' VEG-F*

(22*)
DT~-J~riJ'eS=!

'/EG-F'
e quindie quindi

DD".+D"D.2D'D'.==0,

ci6 che dimostra essere S, S. superficie assoeiatein una deformazione

in&iitesima.Che infinequesta deformazionedi S sia preclsamentequella
cai corrispondonole variazioni< r, e r, I" di D,D', D" si rileva dal-

l'osservare che assamendosopra S a sistomacoordinato(w,o) il sistema

coningatopermanente (§ 227), si avrà

indi
D'==o, r==0,

D.==D".=:0 r

cioè le (u, o) sulla S. saranno le assintotiche.

Cosi adunque, note l', 1', F', si otten-~ dalle (22) la superficie
assodata S. con quadrature, e calcolata quindila funzionecaratteristica

p==2Xa! 1

dalle (6) pag. 6 catcoleremo con quadrature la corrispondente defor-

mazioneinfinitesima.

§.282.

AppUcf~oNi varie del seoondometodo.

Applichiamole formole del precedente alla nsoluziono di alcune

questioni particolari.
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1.' Se trattiamo nuovamento,col nuovo metodo, il problema delle
deformazioniinnniteaimodi una sfera, vediamoohé,essendo in ttd CMC
D, D",D" propoNionaii,por un fattore costante,ad E, F, G, le (20), (21)
esprimonoche

M r~+sr~~+r"~

appartiene, corneseconda formafondamentale,ad una superficie d'area
minima, di cui

(P) E~('+2F(!M(~+G~

sia !a ~~<! forma fondamentale.

VicevoKa,presa una superReied'aroa minimaarbitrarla della quale
(a), (p) siano la seconda e terza forma fondamentale,le formole (22)ci
danno per quadrature la più generale superficieassociata alla sfera, che
è alla sua volta una secondasuperficiead area minima, corrispondente
inoltre per ortogonalità d'elementi alla primitiva.

2.° Riprendiamoancorai! problema già risoluto ai § 227. È poM<M'e
dare ad una superficieS una <fMt<M~ M~ej~Ma oheCOMM~CMtM.
gato un sistema(«,w) i!«<«!i'MMM<$<WMM~<~)?Preso (M,o)per aistema
coordinato,avremo per ipotesi

indi dalla (20)
D'==0 r==0,

r=~D, r'==-My,

essendo an convenientefattore di propoMionalita.Le (21), osaervando
che D, D" soddisfanoalle equazioni di Codazzi

= Pi D- "tiy ~~?~?~
9" (1) 2;"

(~OLYT~~)~,);9D" 12)~ 22- "'j

diventano
9~== s!1

D.
~~othèc~X

divontano

~2~
22) aiog~_ 1~(11)

-9,r-S~-j~,

oworo per le (2S) § 78 (I, pag. 167)

~2
~==-2~3« 3) 3p i)

gli accent! indicando che i relativi simboli di ChnstonMsono costruiti
per l'clémente lineare sferico di S. Dunque la deformMione supposta
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è poMibitesolo quando sia soddisfatta la condiaione

~H2/ ~il2/
1. J12r 112t

r
9Mh!~3<"2)

ci&che da nuovamente il teorema del § 227.

S." Bicorchiamo le deformazioniMnitesime di unasuperficie rigata,

della quale supponiamo dapptima siano note le assintotiche curviUneo.

Prendendo per linee coordinate v = costante le genaratricie per linee

tf='eoBtaate le altre assintotiche, avremo

D~o
iy'==0,

~0.

La (20) dà r==0 0 e le (21) diventano

~)'

~+!?r-~r.

con una quadratnra rispetto a v si integrerà la prima e con due altre

quadrature rispetto ad « la seconda. Dunque: J~MM~~cte~

<? CMtsiano M<~ ~Meeassintotiche,ri <~B)W<t«tcon<p«!<&~«~la

~OMM~e(~~OtHMhHOMetM~M<eS<<H<t.

cio vale in particolare per ogni quadrira, essendo una superficie

doppiamente rigata.

Osserviamopoi che quando di una rigata non siano note le linee

assintotiche esse si determinano integrando un' equazionedi Biecati (I,

pag. 258) e quindi la soluzione del problema délie deformazioniinSni-

tesimo per la più generale rigata si ottiene integrandoun'equazione di

Riccati e con successive quadrature.

§. 238.

Le saperCdo a linee di curvatura interne.

Facciamoancora un' appUcazionedel secondo metodo, che conduce

ad una bella proposizione di Christoffelrelativa a!!esuperficiecon linee

di curvatura isoterme. Proponiamociper ci&la questione segnente: J~

una ~t!~<~ S ricevere una a~/bMMa.MOM<~Ht<6Mm<tx~~ gMa~ non

paW~MO~o!«rm<M<e o~e raggi ~M~pe~t <? cio~M~? Poichè, in

qnaMasi deformazione, la curvatura totale non variabasterà aggiungere
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la condizioneehe non varii nemmeno la curvatura media. Prendendo a
linee coordinate aopra S le linee M,w di curvatura, la condizione ora
acceimatadiventa

Er+ar==o,
che combinata colla (20)

<
~tW)~r n

~i +~r==o,

esoludondoi! caso della sfera, dà

r==r-.o,

Ma allora le (21*) diventano

aûh
,2~2~`a au~.~S-

-l.g~ 1
WEG/ (~ 1

dalle quali si trae la condizionenecessaria e suSciente richiesta sotto
la forma

~~(~)==0;

questa esprime che le linee di carvatura (u, o) formano un sistema
isotermo.

Supposto cho la superficie 8 soddisfi a questa condizione,potremo
seriverne il <î~, riferito aUo linoe di curvatura, sotto la forma

<=.\(~M'+~).

Esaminiamoora, seconde le formole (22), quale sarà la superficieS.
associata ad S nella deformazione Inflaitesima considerata. DaUe (28)
si ha subito F'==costante e sostituendo a S. una superficie omototica,
potremo fare F'~1, dopo di che le (22) (essendo r=r'==0) danno

~'==L~ <axar, 1 am3M). 9M 3p 3o

queste dimostrano in primo luogo che le Unee di curvatura si corrispon-
dono sopra S, S. ed i raggi di curvatura. della S<sono dati da

`
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Poichô inoltre

<!<(d'M'+<&~

la rappresentazionedi S sopra 8. e conforme.Abbiamo danque il teorema
di Christo&l: Mp~~e S a Ht~ CM~~MMMe~Me se <M

M~~wn~a~Mm~~MWM~MM~MMaw~M~e
<!MT!<!p<MM~<?f<ese~(~t<Mc coM/b~Mealla S perpo~e!<amc narmals.
ChristoM è arrivato al risultato précédente, proponendosidi risolvere

in generale il problema Per a~< co~~ <KaMpo~ «wytopM-
dono Fa- jpof~ei~mo MOfMMtK,ha irosogon~M~fM~e ccM/bnw?

Egli ha dimostrato che, prescindendodalla soluzione ovviadi una coppia
di superficie omotetiche e dall'attra che le due superficiesianoambedue
ad area minima, nel qual caso la rappresentazione ô sempre conforme

(I, pag. 149), le due superficiesono nocessarlamentea linee di carvatura
isoterme e nella relazione sopra atudiata.

§. 284.

TwrMM di ChristoSM e oritMio di Weingarten.

StaMUamo rapidamente questo toorema di ChriatoNelnel modo

seguente. Sia S, Souna coppia di superficie soddiBfaeente al problema
e siane

<~==E<&<*+G<~

<~=E.<~+G.<~

i loro élément Mnearirifen~ allé rispettive Unoe di curvatura. Dimo-
striamo dapprima ehe necesaaricamentele ditteedt cMiw<M'a ee~vM~peM.
<<tM)Msopra S, S,. IndicaNdoinfatti con

~< *'< Pô P<

i riapetMvi raggi prineipali di onryatara di 8, So, saranno

<+~

<~=.~+~~

i rispettivi elementi lineari sforici. Per ipotesi le formoledi rappresen-
tazione conforme di S. sopra S

t<,==W,(M,<'), ~==~(M,P)

trasformano ~o in d! e dso in an elemento propoizionale a &; deve
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danque avérai simuttaMamente

Et3«t3<tt ,G((9t~9~

f~3~3~+pp~rar=~
0

~3~3~ .~<~9~ = 0
~+~9«~

Se supponiamopt'~p' si ha quindi necessariamente

9M.9M,
o

3~9~
9«~

cioÈ: ~~Meedi c«~(~~a coff~otK~MM$op~ S,So.Nel casoesciMop! cp}
la auper&de S. &una sfera, ovvero una superMe ad area minima. n

primo caso non fa veramente occezioMal risuttato uIMmataenteconso-
guito, poichë sulla sfera qualunquesistema ortogonale pa6 coMiderarsi
come di Unee di curvatura.Resta dunqueunicamente escluso il caso in
cai S, S, siano ambedue ad area ranima; aUora effettivamente la rap-
presentazionodi S sopra Soè conforme,senza che si corrispondano le
linee di curvatura.

IntendiamoMctnsoquestocasoe riferitunoS, S,,alle linee di curvatura
corrispondenti «, o; avremo rolaztomdélia forma

~=i~ ~i~ ~~i~
9M 3«" ~g~'

~°~' 9,r=' 9.=~'

essondo f(mzionidi «, p. Ma, poiehè, per ipotesi, E. G.=B G,
avremo e qaiadi (tc, i Se valeilMgnosapetiore, dalla condiziome

d'integrabim

3~\ 9/
~~r~

segue
3)L 9~
~~0. ~==~'

~==costante

e le due superade S, SosonoMtM~e~e.Nel seconde caso ;<.= si ha

e quindi
Do==~D, D'.==.0,, D'.=–XD"

DD".+D"D.-2D'D'.==0,

cioèS, S<,sonoassociatee dalle(28),essendoqui evidentemente r c r' c0,
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risulta ehe S, Soformano una coppta di superncie tMte~ 0 asMoiate.
Le eoMidorazionide! § 333condaconoanche facttmentoa stabilire un
criterio per riconoscere se una saperacie t~e S appartiene alla classe
deUe superMe isotermiche e ad altri risultati dovuti a Weingarten
DeSnita ad osompio la saperacie 8 dalle sue due forme fondamentati

E<+2F<M+G<

Dd'«'+3D'~<!c+.iy'<

la saperacio sarà isotennica se potremo determinare r, r, r' in guisa
da soddisfare le (20), (21) ed inoltre l'altra

EF~–aFr+Gr~o

Ma da questa, associata alla (20), si trae

F~tt(EI/–FD), 2r==.t).(ED"–GD), F''=~(FD'GD'),

indicandocon)i.un fattore di proporzionalità. Introdacendoqueatî valori
di F, r, r' nelle (21), ne dedarremo

~Og~ a ~Og~~Rr.I9M
essendo <, p funzioni note di u, p, onde la richiesta eondMone d'iso-
tennJtastU'a

(28) ==
9<' 3M

Di qui segue subito il risoltato di Weingarten: La o!'oMe<Mi'e
/Me !~<fM~ <~<t~ 0~ MW'<~«M!<MM(~e <~M<e p~t ~M~.
E iniatti, se indichiamocon ==: (a;, ~) l'ordinaritt equadonedella nostra

snper&de S, abbiamo colle solite notazioni di Monge

E=1+F*. F~FS. G'==l+a*

D~

]y==

––f–– iy'Vi+?'+< V!+F'+g* Vi+p'+a*

onde la (23) si traduce appunto in una eqaazione aUe derivate parziali

quarte per <, che & inoltre lineare rispetto alle derivate de! piu alto
ordine.

<"Per brevH&si indto& col nome di isotermte& nna superficie a UnM di
cai'vatn.t&isotenne.

MSttzuN~sbertehte der BerUner Akademie, t. 11, 1888,pag. 1168.
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Ora osserviamoche, quando la S è isotermioa,la formaquadratica

r~~+sFa~~+r~

i cMicoefaciendsi calcolano,come si è visto, con ouadratnre, 6 a cur-
vatura nulla. Se si calcolainfatti la detta formaquadratica nei parametri
iaometrici«, delle Unee di carvatura, si ha pel 5 288

F<~+2r<M+r<t=c<Mp,

essendo e costante. Buta ora rammentare il risultato del Cap.n § 87
(I, pag. 79) per dedurne il teorema di Weingarten

N~~M~MM~a~K~W~~H~~s~o~

MtwaM on g<«~ro<t<fe.

§.286.

Oenno saU'eqoNibrio deUe saperade fteMibilied InestendiMU.

Il seconde metodo, descritto nei §§ precedonti, per la ricerca delle
deformazioni infinitesime sta in una notevole relazione col problema
doU'equiUbriodelle superficie aessiblUed inestendibili,comefu trattato
particolarmente da Lecornu <')e Beltrami in due momoriefondamon-
taU.Vogliamoqui indicarebrevemente queste relazioni,supponendonote
le equazioni fondamentali dell'equilibrio sotto la forma staMHta da
Beltrami.

Se riprendiamole equazioni (20), (21)per la ricerca delle deforma-
zioni infinitesime,vediamoche esse coincidonopredsamonte, mutate le
notazioni,colle equazioni w~Mt<c per l'equilibrio al §4deUa citata
memoria, allorquando si sappongano nulle le forze esterne sollecitanti
i punti dell'interno deUasuperficie ed il pezzo consideratodi superficie
si mantenga quindi in equilibrio sotto raziono di sole tensioni (tangen.
ziali) al contomo. Basta porre infatti

r~~EG–F*. r'EG-F', r~~VEG-F'

per cangiare le (20), (21) BeHe indicate equazionidi Beltrami, ove si
&ccia U=.V=W=0.

Si ha cosi il singolare teorema osservatoda Lecomu (1.c. pag. 24)

M ?? P<~MiM6M<!a)Mr~cM /Mc<Me)et <M:c<M<aMet.Journal de l'ÉMie
Polytechnique t. xx~, 1880.

<" ~fK'ea~KMo <M!. superficie /!eM<M(e(! <M~n<NM«. Memorie <M-
I'Aeeademi& di Bol~ma. -Série IV, Mn (1888).
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Unodata <fap<«~o (? <w ~fwo sttpe~~ /!eM~M!aed ine8lmcllbil6

m~~o a sole/bfj~ ~nt~ ~emf~ co~~M, M~<<~ ww par-
<Mo<«M<!f~m<M'<<M<e<~«esMM<t~at M<~M< ~es~t. Lo studio della
distribuzionodeUe teusioni sulla superficie equilibrata(Beltrami § 7)
rende ragione di questo risuItato.L'etementotinefn'odisdeUaBuperR~e,
Bptecatodal punto («,«) al punto («+<<'«,~+~p), ë soggetto ad mm
tensione diretta sacondo l'elemento lineare $a, che va dal punto (u, p)
alpunto («+9t<,c+9f), la posiidonescambievoledei dueelementiessendo

individuata dalla relazione

(M) rd!tt3M+r(~~+~$M)+r~~==.o.

Tale relazione è evidentemente simmetrica,e i due elementiUnoari
si diconoc<Mtt«~<~rispetto alle <eKs~. Si oseerveràche due elementi

coniagati nel senso di Dupin non to sono in generale s~a~me~e

(nel senso deUe tensioni); perchè questa coineidenzaavesM costante-
mente Inogo si richiederebbe invero la propoMionaUM

r:r:r'=D:D':iy

e per la (20) la superneie sarebbe sviluppabile. Per6 vi ha un doppio
sistema di Unee (reale od immagmario) che è coniugatoinsieme stati-
camente e nel senso di Dupin; sono queste le linee integralidell'equa-
zione d,pag. 88):

D~+D~p 1/~+iy~

1

Ddu -)- D' dv

D' du -)- D"dv
=0.

i' du+ r dv 1" du+ ==o. I
0.

r<~+r~ r<~+r'<~

Se qaeste Uneesono roali, assumendolea linee coordinate(«, f) si ha
insieme

D'~0, r==0
e nelladeformazioneinfinitesimadi S corrispondente,secondoil teorema
superiore, al supposto atato di eqmlibrio questo sistema coniagatosi
coaservaconiugato. Danquo: La <~tK<Mf{oKet~t<e!!tme, MM!tpMMe<a
(M st~o a<<t<o<?egx~Wo <M&!~p~Me ~~t~ ed <t!es<e~tMe,
è quellaMt!~ ~C ~CM<! coniugato<~«? tempo~<<!NM~e e nel
MMMdi Dupin si conservaCMttt~O~.

Quandodue elemènti lineari, staticamente coniagati,sonocoincidenti
si deve avère per la (34)

r<!M'+2F'd'<«~+r"o~==.0.

Le Imee integrali di questa equazionedinerenzialosonoquindi sog.
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<

gette in ogtti loro punto a sola teMione tangenztale. Se si suppongono
Mtdi e diatinte, cio&F~rr'>0, assumendote a linee coordinate

Bi avrà
r==r'~o

e quindi, per la (20) pag. 23: D'='0. Ma allora le (2t~ diventano

~j \/EG-P (~'

a
~EG-F' 2 121

e dimostrano che nel sistema coniugato («, c) risulta

12) 9 <12)
3u~l~~âv~2~'3<t l;~9f(2;'

D! qui vediamo cho: ~a un p~w <Ks«pef~OM'~M~M!oed!t)Ms<eM-

<ï%ti'e<~M~o<a, sotto i!'<M«M~ /<M'~~a~ew~ CM~o~M,!e linee

«~?«6 a sola <etM!MM<0)~eM.M<t~<f<MCKMMun S~e~KtCM~M~«<0ad MMMt.

WeM~e~t«!t!t. 1

In particolare se il doppio sistema di linee soggetto a sole tensioni

tangenziali ë ortogonale, esso coincide colle linee di curvatara e la

superficie è isotermica.

Le linee soggette a sota teMiono tangenziale sono deûnite, rispetto
alla deformazioM infinitesima, da questo che esse formano il sistema

coniugatocomunealla superficieS ed alla sua associata S,. Poichè infatti,
essendo r='f=.0,D'=.0, dalla mediadelle (22*)seguoD'.=0; e vice-
versa se si ha D'eu, D'o='00 nesegae r='r"e'o.

Ora osserviamoche, praso questo sistema («, c) a sistema coordinato,
le (22) si scrivono

?% Sic Mit 9.t)

9«"9M'9.

queste possono porsi sotto la forma

~(~)-&(~)-)

~)-(~')-)-

indicando fattori di proporzionaUtà.Esse ci dimostrano che la con-

graenza formata dalle oongiangenti le coppie di punti corrispondenti
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P=B(~,y, <), Po~(~, yo,~e) di due superficie 8, 8. associate ha per

sviluppabili le «,< e sopra ogni raggio i fuochi, avendo le coordiute

<~ ~a! ~<'
l"=r' --¡- 1-'1-y 1-T l-<r

~+f~ ~e+jry ~+f~
1+r 1+f 1+r

dividonoRrmontetunenteil segmento P Po Dunque: Zesc~MppsM~ della

CO~nMtM'Otformata dalle C<~<M~ t p«M~«~MpOMO~t P, Po due

superficieassociate8, S. ~:<tw CMMMMMquesteswpe~<e «CM<d~un

sistema CMtM~Oad !MM!t'MtM<te~M<~t;sopra ogniraggio t /<«MM<!tM(!t)M

«fMMMcam~eil segmentoP Po.

§. 236.

Ooppiedi rigate applioaMU dedotte da mm ooppia mot&'

di saperOoie applioabiU.

Già al prineipiodel presente capitolo abbiamo notato che il problema
delle deformazioniinfinitesime si pua prosentare sotto l'aspetto finito

della d~wMKMMMe«feMecoppiedi ~Mpef)MeappHeo~. Ora. riprendiamo

questo studio, limitandoci per altro alla deduzione di alcune proprietà

fondameutalie rimandandoUlettore, chevoglia appr&fondire1' argomento,

al Cap. VI del Libro VIII delle J~M di Darboux (IV, pag.111).

Abbiasi una coppia qualunque X,St di superficie applicabili, che

riterremo definite dalla loro prima forma fondamentale comune

E~+2F~«<~+G~

e dalle due rispettive Mconde forme fondamentali,che indicheremo con

D~-t-2D'~«<~+D'~

D, ~M*+ 2 D, du <?p+ <

Immaginiamodi tener fissa nello spazio una delle due superficie,

p. e. X, e di muovere l' altra St si da porla in contatto con X,per una

coppia qaalsiasi P, Pl di punti corrispondenti, e per tal modo che le

w Si osserviche la Mia~one d'appUea.MUt&stabUiseoanche la eonrispom-
denzadellefacciedélieduesuperficie,e le due paginepositivedi 2, S, siassume-

ranno comecordspondenti.In ccnseguenza,,fissatii segnidi D, D', D",lo sono

mc!te quellidi D,, D't,ly~
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direzioni di Si uscenti da P, coincidanocolle omologhedi S usconti da P.
La superncie acquisterà ces! una doppia innn!t& di posizioni, e noi
diremo allora che la a<QM!?MeS, ~Ma ~a M~pe~Me(t~coM~ E.

Par studiare le proprietà fondamentaUdi siNiattorotolamento, comin.
ciamo dal rtsolvere la questione preliminare seguente:

Consideriamounacoppiaqualunque0, 01di curve corrispondentisopra
S, St e tirando per ciascan punto di C una conveniente tangente di S,
formiamo una superficie rigata B circoscritta a E lungo C. Per la legge
di corrispondenza dei punti di E, E, verra fissata una corrispondente
rigata Rt cireoscritta a Si lungo 0; e Mi domandiamo: C~ <~ëwe~

~«~ R <~KcMWs~~ applicabile~a coM-Mp<Mt<~R,. in

guisa che C, Ct soM'a~<~<tMoper pMM<tcon-Mpmtde~?
Coaviene innanzi tutto calcolarel'eiemento lineare della. rigata R,

per il che assumiamo sopra R le coordinate eurvilinee «, definite nel
modo seguente (Cf.Cap.VIII, § 116). Prendiamo per -x 1' areodi C, con.
tato da un suo punto fisso, per il tratto di génératrice deUa B a
partire dal corrispondente punto d'ineontro con C; se indichiamo col
simbolo S gli accrescimenti nel senso delta generatrice, per i coseni di
direzione l, m, n della generatrice avremo

7==,j.~9tt~ 9o~

e analogamente per w,M. Lungo C saranno a!,y,.f, !,Mt, funzionidi a
e per l'elemento lineare di R si avrà (I, pag. 264)

<+2cosO<!a~+(M'p'+2Np+l)~

essendo M,N,0038funzioni di a dennite dalle formole:

~-(S'+(S'+(Ê)'
N~J-4.

dctdx <?«dot d!<)t<~[

wso=I!Lo+ tn~-Y + s dO-+~+~.
Ora 9i ha

~==:i -L
<&t 3M<&[' 9<;<~t

e dalle formole fondamentali délia teoria délie superficie (I pag. 116)
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ttsatta

<? t~JL~~J-.
~=A~+B~+

j.fD~~+D'+~~4.D")x
r Sa 8s + eaj

e le analoghe per m, Mcangiando a-,X in y, Y, indi in < Z, dtweA,B

sono !M<i'<pM<~tda D,D', D", e rimangono quindi le stesse comunque
flettendo la superficieE. Risulta di qui che N e cos 6 dipendono uni-

camentedaU'etementolineare di S, mentre in Mgla parte dipondentedalla

seconda forma fondamentale È data da

n~~j-n'j. jL~
e

ID
~u-

+ D'
(d,~

Liu+
dv

bù
+ D"

dll

81118.~<S~ +~+~~+~

AdunquepereM la RI sia applicabile sulla R è necessario e sunteionte
che si abbia

(a) (D, 7D)du au + (D', I/) (JttSc+~SM) + (D'\ :pD~<~ 0

Il signineatodel doppiosegno facilmente si rileva da considerazioni
di eontinuita. CoUascelta del segno superiore le due faccie corriBpon-
denti per le appUeaMMMsopra B, Bt sono le omologhe delle comBpon-
denti sopra S,~t; collascelta dei segni inferiori viene invertita nMdelle
faccie. Per eonvtncerBenebasta osservare il caso limite

D,=:D, 1 ~==iy 1 D",==~,

oveS, S. sono direttameute congruenti e la scelta dei segni superiori
ronde identica la precedente equazione (x), montre evidentemente due

rigate qualunquecorrispondentiR, RI sono pure direttamente eongraentL
La scelta dei segni inferiori equivale a cangiare D~ D' ln Du
-D\, ossia a sostituire aUa St la simmetrica, p. e. rispetto alla

origine.

§.237.

Direzioni cinematicamente coniugate.

SceM i segni superiori nella (a), la relazione

(25) (Dt-.D) <!«§«-}.(D', D') (~ ~+~ Su)+ (D"t -D") Se 0

ooordina ad ogni elemento lineare ds di Xun secondo elemento !s, in
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relazione invoiutoria col primo, chediremo (perana ragione che appadra
subito) otMCHM<tc<tMeH<econiugato al primo.

La questione proposta risulta ooelrisolutadallacostrazione segaente:
~<MOM~MtMCMHXt<tr6~~ 0 sopra E, CtMMO~Ma S ~0 C i~

rigata B, F~M ~<MM!0h dt<~aM<MttO~MeaM~MMMM~CMt~<t<e
alle tangenti di C; !<!rigata R oa~ ~!ca6~ co~~x~d~t~

Bt, con eo~enMM'~ûMe<~M~/<M<!cOMM~/M)-~<o a E, El.
Cosi la conosconzadi una coppia di superficieapplieabili trae seco,

senza. alcuna integrazione, la conoseenzadi inanité coppie di superficie
rigate applicabili.

Se il rotolamento di 2. sopra E si eseguiscefacendorotolare 0. sopra 0,
per l'applicabiiità diretta di RI sopra R, &chiaro che la prima rigata
rotolerà sulla seconda e ad ogni~momentorasse istantaneo di rotazione
coïncidera colla generatrice comunedi R, Bt. Cosladunque: ~tMttd'0«M

Sttp~M rotodasopra WMst<p~< ap~M~~eX, !'awe istantaneo di
~M'~OMe d!tr~o piano ~~M<e ooMMttea X,Xt d~t~MMe
cinematicamenteconiugata a gM~Ja<Mospostamentodel centro~a~aHeo.

Confrontiamo ora le direzioni cinematicamenteconiugate: l." colle
direzioni coniagate nel senso di Dupin, 2." colledirezioni ortogonali, cio
che dà luogo ai risultati seguenti:

l." Se due direzioni sono cinematicamenteconiugate, e coniugate
inoltre nel senso di Dupin rispetto ad ana delledue superficie, sia E,
taii sono anche rispetto alla secondaSt. E invero sussistendo la (25)
insieme con

si ha anche:
Dd'MSM-(-D'(Q'«~+~9«)+D"ap$o~O,

D, a~ -)-D~(aMSf+~SM) +D"t<~ == o

Vi ha un doppio sistema (reale od immaginario)coniagato comune
a X,Et nel senso di Dupin e quindi anche cinematicamenteconiugato.
Indeterminazione di questo sistema ha luogosoltanto quando

D,:D't:D"t==D:D':D"

cioe (essendo D, D"I D'}a DD" D") quando

D,=±D, D~,=j:D', D"=±D"

< L'opportnna denominMionoAtoltadauna notadelBNMRAm!1Detmoto
~!tM<<Mdi un solidocherio~o~sopraunaK~)MMo.Giomatedi BaMagUnt1872.

Se DisupponeS, deformatainanttestmadi E, le direztontcinemattcamente
coniugate coincidonocon quelle,che al § 235abbiamochiamate staticamonto
coniugate.
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e allora le due aapernciesono direttamente od inversamento congmonti.
3. Attorno ad ogni punto vi à una ed in ~e~MM~euna aola coppia,

sempre reale, di direzioniortogonali e cinematicamente coniugate; esiste

cioè un solo doppio sistema ortogonale e cinematicamente coniugato.
Le linee corrispondentisono (Cap.II, § 89) le linee integrali deU'equa-
zione diS'orenziaIe

(Dt-D)<!M+(I/t-D')~ (D'D~-)-(D"i-D")<~CD~-D)du-(D'D~dv, (D'D~du-(D"Iy~dv

<= o.E d!« + F F du + G dv

Ma vî ha un caso moltonotevole di coppie di superficie appUcabUi,
nellequali a qaatsiasidirezioneè cinematicamenteconiugata la direzione

ortogonale. Perchè ci&accada è necessario e sn&ciente che suMiatala

proporzione

Dt–D:D't-r/:D"t-D"==E:F:G,

ossia che si abbia

(26) Di==D+AE, D~D'+~F, D"~D"+~G,

essendoX un fattore di proporzionaUta.
Ma se sostituiamo questi valori di Di,D\, D, nelle equazionidi

Codazzi, rammentandoche a queste equazioni soddisfa tanto la tema

D, D',D" comeE, F, G, ne deduciamo subito le equazioni

E~- F == 09f 3M

âv au

ondedeve essere nnacostante. Di più dobbiamoavere per l'equazione
di Gauss

D,D"t–iy!==DD"-D",
e quindi

2FD'-ED"-GD
~EG~

Il seconde membro è la curvatura media H della superneieS, che

deve dunqueessere co~~e. Viceversa, esseado S una superficie a cur-

vatura mediacostanteH,le formoleD)= D+HE, D\ c D'+HF, D = D°+HG
danno valori di D, D', D"che soddisfano alle equazioni di Gauss e di

Codazzi ed appartengono quindi corne coemcienti della seconda forma
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fondamentale,ad ana seconda superficieX, applicabilosulla Z; questa ô

alla sua volta a eurvatm'a media costante H. Si vede subito che suUe

due superficie si corrispondono,neIl'appUcabitit&,le linee di curvatura
e i raggi di curvatura dell' una,cangiati di segno, sono eguali a quelli
dell'altra permutati. Abbiamo cosi stabitito il teorema:

0~ M<pe~c<ea <t<n'a~<~meata c~aM<e(non nulta) w determina

MK<tseconda,~!<t«M~ sulla prima concMMenwM~fMe<M~ linee di ot<~

vatura eafinversioneaM ya~ principali di c:<n)a<M~t.~!<e~ecoppieaï

sMpe~Me<t~~a&~ o~wo ~-op~a oaro«eW<!<!<wohesopra esMtutte
le coppie<? d'~t<w< <~o~M<~tsoKoa&f~ cinematicamenteeoMt~o<e.

§. 288.

Doppio sistema di Unee otnematicMMnte Mtecoaiag&te.

Ritornandoal caso generale di due superficieappUcabili,osserviamo
che una direzione sarà cinematicamenteconiugata a sè stessa quando
si abbia

(27) (Dt D) + 2 (D'i D') <?« + (1)" D") ==0

Le linee integrali di questa equazionedifferenziale formerannodunque
un doppiosistema, reale od immaginario,di linee cinematicamenteauto-

coniugate.Se si rammenta il signi&catofondamentaledel quoziente

D~'+ZD'+D"~

E~'+2Fa!M<~+G~

delle due forme fondamentali (Cap.IV, § 61), si puo dire che le linee
definite dalla equazione differeMiaie (27) hanno la proprietà caratte-
ristica di avere sopra Se Xt le loro curvature normalieguali edM~s~MM

segno,e conseguentementeeguali anche le curvature assolute. Che se,
prescindendodal segno,domandiamosolo le lineeche sopra S, abbiano

eguali in valore assoluto le prime curvature, vediamoche, oltre le linee

integrali della (27), soddisfano a tale condizionetutte e sole le Iinee

integrali dell' altra

(27*) (Di+D) du' + 2 (D'i+D")du<&)+ (D",+D~ <~ ==<o

Le Iinee integrali della (27) possono essere reali od immaginarie,
ma nel seconde caso saranno certamente reali, seconde un'osservazione
di Voss, le linee intégrait della (27*),ei6 cheVoss dimostra nel modo

Oe6e''~Mn~WM~eFMc~e! Math.AnnalonBd.46.
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seguente. Indicando conA,A, i discriminanti delle (27) (27*);

A = (iy,-]y)' (D": -D") (DI D)

= (D't+1~' (D",+DO (D.+D),

abbiamo

A==.(DD'\+D"D,-2D',D')-2K(EG-~

~=.-(DD<+D"D,2D',D') -2K(EG-F~,

essendo K la curvatura comune di S, 2'; di qui si trae

~+~=,2K(EG-F~.

Dunque se la curvatura K è M<~ot~<uno almeno dei due discrimi-
nanti A, A, è positivo (non nullo), e quindi: le linee ~<~{ di wtM
almenodelle due <~MM<MM(27), (27~ aMMycc~~e d~M<e.

Quando sia K positiva, cioèambedue le seconde forme di S, E, siano

dennite, l'equazione

D-pD, D'–pD',

I D~ PD'i D' P Dni

0

D'–pl/t D"-pD",

ha le radici reali, e per cio il suo discriminante

(DD",+iy'Dt–2D'iiy)'–AK'(EG–F~'=–AA'

è certamente positivo o nullo. Nel primo caso A, hanno segno con-

trario, onde le linee integrali di una delle due equazioni (27), (27*)
sono reali e distinte, quelle dell'altra immaginarie. Il secondo caso si
eadude subito perche, se supponiamo p. e. ~='0, le linee integrali
della (27) sarebbero roali e eoincidenti, ed assumendoleper linee coor-
dinate fscostante avremo

Dt<==D

e quindi, a causa di A=0, anche D~'=D', dopo di che da

D.iy,-D'}~DD"–D",

essendonecessariamenteD 0 perchè K > 0, segne inDneD"t =D" o le
due superficie S, Si sono allora direttamente congruenti. <"

Assumendoa linee coordinate(u, v) le linee integrali della (27) o (27*),
ridurremo le due seconde forme foNd~menttIi diS,~ ad offrire l'uno

<" Rimandiamo pel caso Kt=.00 alla citata memoria di Voas.
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o l'altro dei due casi seguenti

M i (D<!M'+2D'~M<~+D"<a)'(~
(Dd'«'–2D'd't«~+D"<~
(D~'+2D'<~<~+D~<)~

(El)
IDdU'+2D'cWdv+D"dv'

dv D"dro'
?

(-D~'+2D'<?<t<D"~

g. 289.0

BiatemacOniagatoeheBtcOMMV&CMlittgatO
immm de&nnMdone Cnita.

Termineremo il presente capitolo col trattare per le deformazioni

/!ttt<eil problema che già al § 227 abbiamorisolutoper le deformazioni

lnfinitesime e cioë la questione seguente:
Dft~ una superficieS, e S<!p~ <!??«M<~6M<t<!<m~'<!<0(«, c), ~~O-

M<Meerese esiste una superficieIl applicabilesop~ S, MeKaa't«!~ si-

S<e!M<!(u, f) si <!(!M$e~tconiugato.
Dobbiamo qui avere

D'=.0 D\=.0 0

D D" D, D"t
e per cib

n"
D,=).D, D",==~,

essendo X una conveniente funzione di u, v. Ora D, D" soddisfano aUe

equazioni di Codazzi:

~+~1"-
0

~+t?)"

e alle medesimeequazioni dovrannosoddisfareDf, D" ci&che dà per À

il sistema simultanée

3 /1\ 22)D/1 lliy/, 1\

~M" it~~Y" ~= lUI2 D~)-3üI
==

1 1>">À, au 2 D À-I'

Queste, ricordando !e relazioni (I pag. 167)

(23) D 12)' (11) D" (12)'

<1)D" 2)' ~2)D"h)
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dove gli accentl si riferleconoai simboli di ChristoM calcolati per l'ele-

mento lineare sferico di S, possono seriversi:

~f~==

(2S)
~~=~~

~).

e nella eompatibiUtàdi questo equazionië contenuta la condizioneneces-
saria e su~ciente per la esistenza della cercata deformazione. Ora il
sistema (28), col cangiamontodi funzione incognita

~-1+~ v

si rlduce al sistema lineare

~~i~ ~t~.

La condizioned' integrabilità ci dà

(29*)
~f-]~2{~f!2) 1) j h t2( 9.{2j

e se supponiamodapprima

9 (12)' 9 (12)

9<2! 9«(1)"
>

avremo un unico valore di v, il quale dovra inoltre soddisfare alle (29)
perchè la super&ciesia deformabile nel modo voluto. Se poi

a
12' 12)'9<f 1 2

il problema sarà possibile quando sia nullo anche il secondo membro
della (29*), cioè quando si abbia

/aM 3 9 (12)' ..(12ni2/

lt==~!2)=='~ltf2)-

Ma altora U sistema (29) 6 iHinHtatfunentointegrabile e la super-
Scie X ammetteràuna serie continua, con un parametro, di deformazioni
netle quali il sistema («,<') si conserva coniugato. Studieremo più da

vicino, nel prossimo capitolo, questo caso molto intéressante. Per ora
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Umitiamoeiatl'OBservazioneseguente, che riesce di immediata ovidenza
se si bada che nelle (29) figuranosolo i simbolidi Christoffelper l'ele-
monto Uneare sferico: La j)osMM~, o mew, ~e~ WM a~M~e S
in ~ttM da conservareconiugatoun ~CMa a~M~M~e coniugatodipende
«M~MMK~e<!aK'MMM<MK's/~<c<tdi a'MM<osistema. In altre parole,
se la superficieE ammette una tale deformazione,qualunqueattra super-
ficie2 avente la medesima immagine sferica del sistema coniugato (u,v)
ammetterà una deformazione analoga.

Risulta inoltre dalla discussione précédente: Se una s<~M<' S am-
mettepiù diuna <M-MKM~ cheCOKSawconiugato«? iM~MOO~tOtJ~M~

coniugato,OMM~e«S<tserte continuaad un~<MK~-0di d~M<MMMt.

§. 240.

1 teoremi di PeteKen.

All'osservazione ora fatta si collegano importanti risultati dovnti al

geometrarasso Peterson, che li scoperse nel 1866, e sui quaU soltanto

recentemente P. Stocke! ha, molto giustamente, richiamata l'attenzione

dei geometri.
Siano S, El una coppia di saperncie applicabili, riferite al sistema

coniugatocomune (M,o); sia X una superficiequalunqueavente a comone
con S l'immagine sferica del sistema coniugato(«,c). Per l'osservazione

fatta sopra, esiste una nuova supor&cieX, applicabilesopra~ con conser-
vazione del sistema coniugato comune (w,v). Ora ben notevole (ed in

questo consiste il risultato di Peterson) che note S, Xto Xsi ottiene Si
solo con quadrature e le due superficieS,, Xt hannoa lorovolta a comuno

l' immaginesferica del sistema coniugato (u, v).
Per dimostrarlo indichiamocon(x,y, .f),(xl,y,, ~), (~, tre punti

corrispondenti di 2., 2. Avendole due superficie S, S a comunel'im-

maginesfericadel sistema coniugato(u,v), le formoledel §78 (I, pag. 166)

w Per le defbrmazion! infinitesime 11teorema fh già stabilito al § SS7,dove
si espresse sotto forma semplice la condizione oui deve soddisfare 1' immagine
sferica dol sistema coniugato.

<" Sur la <M/!M'M<!«OMdes 8urfaces. Comptes Rendus de r Académie des
Sciences (Novembre 1896).

~w~e~ und co~t~~e ~~eme. Math. Annalen, t. 49.*
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dimostrano subito che sussisteranno relazioni della forma

''3~ -&e 3~ 9~ -,9~

~3.'=~'9.r~

f~ ,,9!B ,.9y 3~ .a~
'3;==~'9.=~3;=~.

essendo P, Q conveniontifunzionidi u, o. Si ottengono immediatamente
le condizionid'mtegrabilità sotto la forma deUe due equazioni simultanee

per P, Q:
ap 1121

(82)
~+~

0 c

o(M)

(S+t?~
)

au
l'

Ma poichè queste dipendono solo dai simboli
}~

relativi al e
(1 (3

d~' délia 1, riferita al sistemo coniugato (~ o), e la St è applicabile
solla 2, il sistema (u, <') essendo ancora coniugato, saranno pure tre
differonziati eaatti le tre espressioni

p
ax'

Qaxl dv p a3~~
,i- Q~S_!`dv p a~'` du+ dv~~+~ ~M' ~*+~

9

onde potremo determinare tre funzioni y,, in gaisa che si abbia

~_p~ ~_T,~t

(gl*)

1
~–3~' $

3<t'
<)

(

au
=

au1 au 3u
-=

au

~'==û~ o~ n~'
9o '*3o 9~ 9p 3e

R!gaardando xi, yt, come coordinaté di un punto dello spazio,

questo punto descriveuna superficieS,, per la quale hanno hogo, come
subito si vede, le proprietà seguenti:

l." Essa è applicabile salla avendo il medesimo

~'==P*E~+2PQF<<M~+Q'G~

2.' La Xt ha a comunecon1:1' irnmaginesferica del sistemaconiugato
(«, v), il ehe dimostra le nostre osservazioni superiori. t

Applichiamo questi risultati alla risoluzionedel seguente problema: M
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J~ tma superficieE WoeMMuna (~OfaMM~tM tM~aW~ « <?"-

WM~M!e!<M<e<~OMHW~a~

Quiconvienedistinguere dueoui secondeche la superficie 2ammette
una deformazionecoH~tMadeUa natura richiesta, ovvero un'unica tale
deformazione (§ 239). Nel primo caso, prese per linee coordinate so-

pra E le linee di curvatura («,v), l' elementolineare sferico(u, f), che è

ortogonale, dovrà soddisfare atle condizioni(80). Essendo

t~f
9«)1)~~ 8j3u;12~/=~ 2

il sistema sferico (u, o) è anzi tutto isotermo e scrivendo

<~==X(<!«'+<

si dovrà avere inoltre per la (80)

(8) yiog~31og\91og~
9!t9p au 9p

Ma di più, appartenendo l'etemento lineare precedente aUa afera di

raggio~l, dovremo avere altresl:

(~ 9'Iog). j 9'I~ aau' a~

Le due equazioni (p),(1),comefacilmentesi dimostra, non possono
soddis&rsi contemporaneamentein altromodoche assumendoXfunzione

della sola u o della sola < Dunque il sistema sferico («, v) è formato
dai meridiani e paralleli e le superncie domandate sono tutte e sole

le superncie modanate del Mongea svituppabile direttrice citindrica.

QuesteSt<p~o« sono (~MgMe MtM<<!MM<< ~/bnK<M-MMMCO~t-
nua <~ <!MMercctle liMe di e«fpa~<r<t.Questorisultato fu stabilito dal

Codazzi fin dal 1866

Nel seconde case sia

<<!<~+~

l'etemento lineare deUa rappresentazionesfericaper la superncie E, che

supponiambapplicabile sopra una secondasuperficieS; con conservazione
delle Uneedi curvatura. Perchè cio abbia luogoè necessario e sumoiente

L'integrate generale
\=~

délia (~ non pub Mddie&ro la (~ che

eœendo costante U o V.
û~+-v

<"Annali di Tortolini (1866)pa~' ~tO.
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ehe siano compattMUle equazioni (28) in de! § précédente, cioè

9/l\_9IogV~ 1\

~M""9<r'

31og\/e/l
~r')-

Ponendo

ft==' f<==~,>

vengonosoddisfatte le equazioni carattenstiche (I, pag. 167)

~=~ ~9M~9<< 9M av

le quali dimostranoche esiste una superficiea curvatura costante positiva
(non sferica) avente a comune cot!a l' immaginesforica delle tineo
di curvatura viceversa M una tale superficie asiate, la Xè deformabile
nel modo voluto.Ne concludiamo:~<~ee sole le «~~Me, che~MMoa

COMMMecon «M superficiea C!<MM<M~CO~aM~pM~Mt <'MMM<~M!esferica
dellelineeat cw~~M~,possonoWc~weuna deformasione~a co~etw
le Maecdi CMn)0<Mfa.

Propriamente non fa eccezione nemmeno il caso delle superficie
modanate; soltanto allora il sistema sferico (u, v) di meridiani ossendo
immagine di M~t<~ superficie (di rotazione) a curvatura costante, la

corrispondentedeformazionedi S pub farsi in infiniti modi.



CAPITOLO XVI.

LeCoBtrtn~eW

gta
H teoreaM dt Moutard jelattvo atta eqttMteni dt Laplace deUa forma M C. LeD teorema dl Moutard l'tIlatlvo aile oqUl\lloDI dl Laplace della

9M3p
t!o M 6. La

eengmeMe W Bulle oui falde dette Mp~aote fooale ti eottftpoadOM le UMeMdntottdie.
Leto de)-tvt)ttone dtUe deforatMioat ttt6)~te)tme della «npertote fooale. Teorema

dt Halphen ~neratitMto. Le con~nteMe mrmftU W cerrbpendentt alle MMMtoai
9*6

0
9*9 9<0

0. Tooremi di Darboux sulle supergole W, ohe hmno9tt9e
'°*

3<~
D~beax Batte MperSete W, ehe hmmo

i reggt dt ourvatura legati dalla MtMttMMrt
n

Mn k [ff, + n)]. DetenntnMtoae

dt tatte le Mperûete &pptiMbiti nul pambototdedt rotMtoM.-AppUoMtoM aueee~vt
dette tftttfonnMtont dt Moutard ed tnhtfpmtMttOM j~emeMot per le oonp-aeMM W.
CoagmemM W le oui falde della auperitofe foette honoe uguale ourvatura net punti cor.
Mpemdentt. Teorenot dt peM))«tabitt<Aper queote ceagMeate W. Teot'etnt dt OoMemt
tatattyi ane Mperaeie aMeotate dt qa<Mte MperNote foottt.

§. 241.

n teorema. di Moutard e la m&imterpret&ziomegeometrica.

In questo seconde capitolo, dedicato alle deformazioni Mnitesime,
studieremo specialmente una nuova classe di congruenze intimamente

legate a queste deformazioni; taU congruenze derlvano ne! modo più
semplicedall'interpretazione geometricadel teorema di Moutard relative
alle equazioni della forma

MO ~J-~ MH
9.0.+~'=~

dalle quali abbiamo visto (§ 226) dipendere appunto il problema delle
deformazioniinfinitesime.

Rammentiamo per ci6 prima brevementeil bel risultato di Moutard.
Se 0 è una sotuzione qualsiasi della equazione

(1)
are

t=moM 0
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ed R no ë una soluzionoparticolare 6ssa, talche

S-~

risultera, in forza delle (1), (2)

8 R OR
a a

98 ? +~ ? ? =='
9« 9« 3f 9f

onde, indicando una convenientefonzione di v, potremo porre

9 R 6 R

w j~== 99 3B '~==" ?a8 9B
9« 9« 9f 9~

Se scriviamo queste equazioni sotto la forma

1~ -J~ e 1~
R'9M~ 3MWR'3f"°~W

vediamo che soddisfa alla sua volta alla equazione di Laplace

9/19~. 9/13~

3.+~(R'~==~

Qaesta, cangiando la funzione incogaita <['colporre

t=Be,,

prende nuovamente la forma (1) di Moutard

Si-
dove

<"
"'=~

Diremo che <!g«<M'<<Me(1*) <ra~M< JM<~< <Mf<;egtM-
<<OMe(1) <Me<K<~e!« ?)!<?<<?!?particolare B. Ê évidente che l'inversa

di R è, per la (4), una sotnzionepartieolare della (1~, talchè la (1) è
alla sua volta b trasformata di Moutard deiïa (1*)mediante la solazitone

particolare 1 due problemi d'integrazione delle eqnazioni (1) o (1*)

sono equivalenti giacchë,per quantoprécède, fra le loro soluzioni gene-
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4

raU 9, C, passano le relazioni espresse dalle formole

(6) =-R. ~~) =R<93M "3M\R/' 9¡) "B/'

dalle quaU, nota 6, si deduce 01con quadrature ed inversamente.
ScrMamo esplicitamente anche le formolecorrispondenti relative alla

equazione

(s)
310

a'Q =MO(6) s+~
che si riduce del resto alla (1) prendendo per YadabiUM+~,«-<w.
Se R è una soluzione particolare della (6) e poniamo

M ~f~ 9'/l\1f(7) M,=B~+~~j,
l' integrazionedella (6) equivale a quella deBa seguente trasformata

) ~t Mû~) 9«'+9..=~e,,
mediante le formolo

(8) 'L(R.R,9~
0

~R~~ R.9~\(8) a(Re~)~R,a(~) ~J~
91)-= ta

e3~J'

Mediante le formole di LeUeuvre e quelle relative alle deforma-
zioni infinitesime, possiamo dare una notevoleinterpretazione geometrica
del teorema di Moutard. Essendo €, )},C tre soluzioniparticolari della (1)
ed R ama quarta soluzione, consideriamo )a saperËeio S definita dalle
formole di Lolieuvre

')
x

C

(9) 9M'" <~ 3C
9M9M 9it 9e

e quella sua deformazione infinitesima che corrispondealla nuova sola-
zione R ed è definita dalle formole (12) § 226 (pag. Il):

R $ R
9«!
9M ? 9<==" ai SR

9M9M 3f 9p

che danno le coordinate i, i, ~'di un punto della superficie S corri*
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spondente par ortogonalità d'elementi. Se si pone

(M) a!==R~ y==RD)t 1 ~RC,

saranno per la (5) tre sotazioni particolari della (1*),trasformate

di $, T),Ccol metodo di Moutard. Costrmamo ora nuovamente,oolle for!

mole di Le!ieuvre, una super&cieSi riferita alle sue linee assintotiche

(«, v) deftnita, a meno di una traslazione, dalle equazioni

Ct Ct

/n\

C' ~il C~

(")
9C;

9« au 9p

e daUe analoghe in <t.

Disponendo convenientemente delle costanti additive in a; ~t, di-

mostriamo che S~ pua coUocarsiin tale posizione neUo spazio da for-

mare insieme conS le due falde della superScic focaledi una congruenza.

E infatti dalle (9), (11) deduciamo

9(a!t–a;)
C Ci

9«'"
3<t au 9M

fia*) 3~==

w 3f 9o oo

Orale(5)damio

R-~r-
='

~"3.r- ~<r ~~a«

(~) ax a~~l- (r¡_'1/I)aRa(C~ 1:1(C-r.lR
R~($+~ R –~+~ R –(C-K~,

ondefîsnita
e–c,

~j-~i ~-L.~
OM'OM'OM'OM

~+~ C+C.

3~
1

3e ep 9<) w
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colle analoghe dedotte con permutazionecircolare. Sottraendo queste ul-

time rispettivamente dalle (12), (12*), otteniamo

9(~-a!) 9(~)
l Cil l'1/1( 1au ==3u

'1/ C
av

'1/ C

Disponendoadunqueconvenientementedéliecostantiadditive in .?,,

possiamo porre seNZ'altro

(14)~==~+
tj <tC

,~=~+
CCt$<;t

,<f,<=~!+
$~&

SeconsideriamolasuperficieStdefinitadaquesteformoleinrela-
zionecollaS,leformole

$ (~-ic)+it) (~t-~+C (<;t-<)==0

S,(~ -ic) + (y, -) + (t (<t-s) = 0

essendo E,Yj,C proporzionaU ai coseni di di~zione della normale a S,

~t.Ct a qteUi della normale a S~ ci dimostranoche il segmento che

musce due punti corrispondenti

F (~,y,<') Fi (~<'t)

di 8, SI tocca in F la snperncie S e in Fi la superficieSi. Dnnqae S, St

sono le due falde della superficie focaledella congmenzagenerata dai

raggi FF,. Di più sussiste la importante proprietà: <S'«~duefalde S, St

<M!a!~<~e focaledi questa coHS'~<etM'<tcotTMpo)«&MM!e !MMe«MtM-

<e~ c, cib e~ torna 10 a<Mso,< <M<etMt<!Mtt«~.

§. 242.

LecongMteMeW.

Le congruenze,sulle cui falde focaUsi corrispondonole linee assinto-

tiche (o i sistemi eoniugati), si diranno c<M~n<~M'eW per analogia col

caso délie congruenze ttorMa!tdi questa specie, ovele superncie normali

ai raggi sono appunto le super&cieindicate con W al cap. IX.

Per una superficie & a curvatura positiva possiamoottenere formole

del tutto analoghe aile precedoati, senza introdurre immaginarii, col

riîonre la superficie ad un sistema isotermo coniugato (c.V, §§.79-80)
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BMendo~,C tre sotuzioBidella equMione

(15) ~+~-M9,

la superScie 8 6 definita dalle formole

e C

9w""
9c9f 3<t9M

e dalle analoghe in y,< Se R indica una quarta Boluzionodella (16),

le formole S 226)

B E B €
3a) 9a?
aR 3$ SR

9p 9o 9<t 3<t

deSniacoMuna deformazioneMnitesima della S; ponendo nuovamente

~c=R~, @ yc='R~h, <'='B(t,

si ha

(17)

9~SR
~(R{,)=.-R~+~.

e si veriScher&subitoche le formole(14) danno ancora uaa congmenza

W, poichè avendosi conseguentemonte

Ci

~~=- ~y,, ~'==:

9M 9c

9p 3p 3M9M

sopra le due superficie focati8, Si si corrispondonoi sistemî MnhgaM.

Ora, se si osserva che per le (10) {,C C sono proporzionall aUe

componenti?, ~dûHo spostamento che riceve il punto F~(af,y,z)

nella deformazioneinfinitesimaconsiderata di S, possiamo enunciaK il

nostro risaltato col teorema: Si c<MM<d~«Me<wM«<M<)M<M)~M<es<Ma

gMOH~w <? «MO!~Mpef~eMS e per <~ jp«~ ~8, tte! piano &M~eM<e,
coM<&(cail y<t~ MOfMM~aNotaSf~~MM<M!o<po~MeM<oa«M<o<M

PMM<0;!e CM~tMM<M!a~ CM~Mt<a«M<t<M)!$M<aM«W.

Qnestoteorema présenta Mturalmente un case di eccMdono,quando
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cioe la costrazione in esso indicata, anziche ad un siatema <?' di raggi
dia luogosoltanto ad un sistema <a'. Cio accade soltanto quando la su.

perficie 8 sia una superncie rigata e la direzione dello spostamentodi
ciascunpunto nella deformazionesupposta sia normale alla génératrice
che vi passa. Sarobbe facile dimostrare che ogni supor&ciorigata am-
mette deformazioni Mnitesime di questa specie.

Quiohard, at qualo sono dovute le formole precedenti por le con-

gruenze W, ha osservato altresl che esse danno le più genoraU con-

gruenze W. Andiamoa dimostrare questo importante risultato che, pel
teorema precedente, possiamo anche enunciare cosh

C!hM«tM<tfalda <a«tM cM~Mea~aW M<M<Me <? «H<ta~wM-
<~ ~~Mta, ~<t quale <'0Sp(~<MMCM<0<? pMt~O0!M~Mp<t-
fa~M'fMM~«K<tM<MWM~M«!punto MtTMpOMd~<MJ"0~'<t/M<t.

Consideriamonella dimostraztoneil caso in cui mUe due falde S, St
le linee assintotiche (u, v) siano reaU, l' altro caso potendosi trattare
affatto analogamente. Essendo (x, «),(a?, ~) due punti corrispondenti
di S, St ritoniamo le due superneie definite dalle formole di Leiieuvre

<'ia\
t <

(18)
10

=
3'q

3t

1
LO=+

1 1

3t

1

3«~' 3C 9t~+ 3C
9M au 3p 3p

(19) 9i<
+3«' ~°'

au au

dove ~,(; $t,Ct sono rispettivamente proporzionaMai cosenidi di-
rezione delle normali a S, St nei due punti corrispondenti.

Ponendo

<'+~+C'==p, ~+~+<3=p.,
saranno

1 1
(20) K==-- K,

le curvature di S, S,.

Si ha per ipotesi

(~) + ~) + C (<<) ='0

6t (.Ct-<c)+ v), (yt-y) + (~) <==o

e potremo quindi porre, indicando conm un convenientefattore di pro-
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porzionaUta

(21)iCt–<B'=M
~CJ

'e=.)M
CtSt

,<='M
!t~Ct C <<!

Derivando queste ultime rispetto ad <te moltipUcandole equazioBi

ottenute ordinatamente per $,<),<, indi per ~C) e sommando,si

ottiene:

€)!C C S~C C !<)C C $<)( C

~) ==M ==<M

~~}9C'
9«9«9M 9«9M3<< 9«9M3« 9<<9«9w

Similmente operando rispetto a v, segue

~C C ~']C C ~T)< t ~< C

(&)
C~

=.M ')' =,M

~}~~

·

av av ~v 3'vav âv av ari âv9t)9p9p 9t~3f9c 3p9c 9c 9t) 3c 9p

Ora non possonoessere simultaneamentenuIH i due determinanti

6 C { C

~)t Ct C)

9~ 9: 96 9C
9« au 9« 9o 9p 9o

cM altrimmti si avrebbe

~+'
0

~+~+~

indi la proporzione:
€i Ct==€ T) C

e, le normati in punti corrispondenti a S,S, essendo parallele, queate
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due superficie coinoiderebbero, cio che Mctudiamo. Le (a), (6) danno

eonseguentemente
~csl 1

e possiamo fare senz'altro

w=sl,

cangiandonel caso contrario 1 segni di St, tj,, C).
Cosi avremo le formole

(22)~'=.o+ ,~=~y+
Ci &

t
,~==~+

€,

< CC 6 t

le quali derîvato rapporte ad «, v, osservando le (18), (19), damio le

proporzioni

~H,au âu

a~ a~ a+ +

Possiamo quindi porre, indicamdocon a, due convenienti faMioni

di«,

~).).
(m)

~),(~.

Deriyando le tre prime rispetto a v e sommandolecolle corrispon~
denti della seconda linea derivate rapporte a u, ricordando che t},(
sonosoluzioni di una medesima equazione di Laplace

<
s~

0

otteaiamo
av

(.M-)~

(2M-2~L==~-M%9c 3«~' ~o 3M/~

~M 9.R ~~f <~t)Zm –'Zctp
=-

–j c == )– .]
<~ 3~' \9o 3~



66 OAHTOMXVt. §. 242

e quindi, non sassistendo la proporzione ~Ct='$:ij:C, si avrà

~o9p 3M

2M==2.p+~+~.

Indicando con R una nuovafunzione di «, v, possiamo duaque porre

3togR 91ogB
"3M- P==-

e la secondadelle précèdent!diventando

n i

dimostra che R è soluzione della (24). Ed ora le (28) si riducono alle ]
(18) del numero precedente, e il teorema risulta cosï dimostrato.

Coi riaultati ora ottenuti si vieae a dare una elegante interprotazione

geometrica del teorema di Moutard. Presa infatti un' equazionedi Mou.

tard (t), 8<aB tma aua soluzioneparticolare mediante la quale la (1)
si trasformi, coll'indicato processo, nella nuova equazione (1*). Prese )
tre soluzioni particolari $,it),C della (1) e costruita colle formole di E
Leiieuvre (9) la corrispondentesuperficieS riferita alle sue assintotiche

u, r, l' equazioneper le deformazioni infinitesime della S è precisamento ?

la (1). Corrispondentemente alla soluzione scelta R per passare dalla

(1) aUa (1*),abbiamo una deformazioneinfinitesima della S, per la quale
costruiamo la corrispondente congruenza W. Z'egMfM'Mwddle deforma-
~<<Mt~<M~<~MC secondafalda St J)~OtS<~)MeM~la ~-a~NM!~

(1*) di Moutard. Di qui risulta in particolare: per le due falde di una

congruenza di W si equivalgonoi due relativi problemi délie deforma-

zioni innnitesime.

§. 243.

Naova dimostr~lome della proprieta fondamentale deUe oongraense W.

Si è visto nei §§ preeedenti che proprietà caratteristica delle eon-

gruenze W è la seguente. C'KMCMK~falda d~e c<w~Mewaè M<see«t<M~

di una <i!f/bMM<Mr~KeMt~~MO~, M~OgMO~e ~<M<<MKCM<0<?ogni pt<M~
cttWMMeFaf<tB~a)H~ alla normale H~ ~«~ cotv~pOMd~c <M!'«~-<t

falda. Diamo una nuova dimostrazionedi questa proprietà fondamentale
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appoggiandocisuite formole ganera!1date al Cap. X, relative alle due

falde focali di una congruenza qualunque. Rlprendendo le formole e

notazionidel g 149(I, pag.321), cerchifunola condizioM&ecM8&riae snf-

ficiente a~acM esista una deformazione iN&nitesimadeUa prima falda

focaleSt neU~ quale ogni puato (~, y,, ~) di 8, si sposti paralletamente
aUa normale ({t, ~) della seconda S.. Le compouentidi questo spo-
stamento saranno

eM$,, 9M-<)< <M~

dove s ë una costante Mnitesima ad n una ÛtnzioMdi u, v da deter-

mmami dalle condizioni (§ 224)

'S'o \M~'j.~ ~)~n n
(26)~=0, ~+~==0,=0

Ora dalle citate formole del Cap. X si traggono subito le seguonti:

~(~~)~
~gson A

2 à t742 2 à t74)
X.

~+-+~

indi te altre

'L', =0, 2 Vîi sonR
n

V ~3:r;1
S~-0,2~2V6sen8p~~=.0,

S~-2VG~(A~).

~[~t?H.

2~l1~(~)'

Dopo di ci6 le (25) si ridncono aUe due aegttenti:

31ogw19p 1 9 log aena (12'9<r' p9M'"22 2
91og<t 12) 1

9!og80NQâu ~1~~2

1 a

w

sonSI
+ cotub

'~T ij"3–9,+cotSB

Se formiamo la condizioned'i)ttegrabt!it&,o8servandorequazionedi
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Laplace oui soddisfa p (I, pag 317) e t'idontit&

(26) LA
+ ~B~+~VEGa.na,

che segae dalla formola di LiouviHeper la ourvatura (I, pag. 185),
troviamo per la richiesta condizione

irtl2~
+

129p.l9p3p1
== 1

/? 9a\
pt.(l)9«'2~'p9M~Jseya\3M;'

A causa dei valori (I, pag.822) dei coemcienti D,, D',=='0, D"

Dt, D', = 0, D", dette secondeformefondamentalidi S,, S,, !a conffizione

superiore equivale aUa proporzione

D,:D\:D'D,:D'D"

onde risulta dimostrato il teorema in discorso ~Me~ una falda <M~

superficiefocalect~M<~<!«?« <~OfM<MWMeM~tt~MMa, MeK<tg«<~eo~«soMM

pMM<osi <!pos<<jMf<!Ke!(MMeM~ea~c Montre cotr~otM~e dM!'<<t /M<&
6 Meees~)we si~ch~e che M«'!edue /Mde con'~<M(!<MM HtMeas-

~M~O~tC~.

Dimostrato cosi nuovamente il teorema fondamentale, osserviamo

che ogni congruenzaW si trasforma per una projettività, o reciprocità,

ogualmente ia una congruenzaW, onde risatta: Per due ~p~~<~ ~ot-

sformate pr<fe o ~ec<pMcAeJ!'<ttM dHfaMm t problemi della ricerca

delle <?e/&MMa.M<MtMt~t~uMe sonoproblemi ~Mtoe~eM~t.
Dalle formole generali del Cap. X, già sopra utilizzate, possiamo

dedurre una notevole proprietà doUecongraenzeW, osservata da Biban-

cour, che generalizzala proposizionedi Hatphen relativa alle congruenze
W normaU (I, pag. 282). Se dalle foono!e (38).del § 149 (I, pag. 823)
calcoliamoil prodotto delle due curvature deUe falde focali, troviamo

per le (84) ibid.

/sen8~D,D~
0

(2T) gl g'
(sen 0\'

D.D{'
(1)l~

(27)
K,E,=~

MLa formola(87)st appUettaltresladun' altraotasMdi oongraenze,oarat-
terizzatadalla proprietàche aile MBimtotiohedetl'ana&dda fbotdooorrlsponda
sun' attra faldaun sistemaconiugato.QuestapKp]'iet&si traducenella retMione

D,D',+D,]y,~0 0
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Ora -y– è la distanza dei due punti limiti, e poichèle congraenze

W sono carattorizzate dalla propriété

D,D".=D,D<

M dedueiamo11teorema: ~eMe eoM~-MOMeW, e<?m a~e scK~o, ?

prodottodkKeOtfM~tfed~Kedue /M~efocali iny«M4corrispondenti~«t-
!<ws<! dMi'ag«a~ po~atMa)dM~<(~~M'<t dei punti

§. 244.

Le supwaoie con defbrmazione inaNitMtma la sè medesime.

Per le applicazioni che dovremo farne fra breve importa ora che

risolviamola questioneseguente ~!«~t s«pe~!e 8 <MMMe«M!0«Me<~0~.
maiMOMeMt/~M~esMMa tMcoCe~mc?Se voleaBimoutilizzare i primi

principiidella teoria di Lie dei gruppi continuidi trasformazioni,baste-

rebbe osservare che l'esistenza di una trasformazione iDûnitesima del

corrispondente<~ in sè medesimo porta all'osistenza di un gruppo con-

tinnoad unparametro di applicabilità delle superficiesopra sè medesima

per dedume (I, pag.280) che la saperncie S deve essore applicabile

sopra una superficie di rotazione.

Ma condueiamola ricerca direttamente, ci6 che ci fomirà il valore

della funzioneearatteristica di Weingarten per la corrispondente defor-

mazione.La direzione dello spostamento di ciascunpunto di S avYenendo

per ipotesi tangenzialmente alla super&cie, prendiamo a linee u quelle

inviluppatesopra S da queste direzioni e a linee c le loro traiettorie

ortogonali,talchè l'elemeato lineare di 8 8ar&dato da

<&'==E<~+G<

Indicando, corne al § 223, con

e~, ey, e~

le componentidello spostamento, avremo per ipotesi

1 1 9y 1
J~.

fi p
G

au'
J~

au 1

e qnindi le congmonze in discorso godono della proprietà caratteristica

1

KtK,=.–g),1

indicando D la distanza dei punti Umiti. H teorema ora dedotto dalla (87) &
dovato a Waelsch ~'<w~~M Rendus de ~c<KMt)t<edes &:<~MM,1.118 pag. 786).
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essendo un conveniente fattore di proporzionalità. Ora le condizioni

~3~3~ ~3~3~ 0

~~9~.
~~3~ °

danno
9E = 0,

13X 1 3VG
~~0, ~~0, ~==~

Di qui risulta che si pub fare

E=l \==~==f,
essendo f una funzione della sola « e per ci6 la aMpe~te S <MCM-

s<a~«MeM~<tM)!«M&~sopra una superficiedi ~<M~<MM,come già sopra
avevamo dette.

i~
Di più se si calcola ora il valore della funzione caratteristica y di

!t)

Weingarten:

_~An~3~1
(y ~-0âu âat

3v,
'"2f~~9t< ~'9t<~

si trova subito == Dunque:
r

B~M~~M~S~W~M~eM~f~M~W~t~M~M,~
C

elemento!<K«:M

<~=,+~ 1

« M!<ere<M~/«tM'~Me<tfo#erM<tcache <M!o<~Ma«MM<o<M~s~w-

/!etc <M«i!estMM,Ff~M'MM~ a
CtM

Dopo questi risultati possiamo facilmente dedurre nuovamentedalle

proprietà generali délie congruenze W il teorema di Weingarten salle
evolute délie superficie W ed il suo inverso.

E infatti, se una cengmenzaW ë una congruenza normale, ciascuna
sua falda ammette una deformazioneinSnitesima in cui ogni punto si

sposta parallelamente alla normale dell' altra falda, cioè tangenzialmente
alla superficie; dunquè questa falda è applicabile sopra una superficie
di rotazioM (teoremadiretto di Weingarten). Inversamente se una super-
ficie è applicabile sopra una superficie di rotazione, le tangenti alle

deformatedei meridiani formanouna congruenzanormale W, onde segae
il teorema inverso di Weingarten.
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§.346.
9~

0<M~HMMWWCMn'tftp<MtdMtt&g.='0.

Diamo ora aicuni notevoti esempt di congraenzoW, che ci faranno

conoscereimportanti risultati dovuti a Darboax '').

Prendiamo per equazione fondamentaledi Moutard la equazione

&="'
1

di cui assumiamo tre soluzioniparticolari

(29) $=.~(«)+~(<') ~(w)+?,(<') :==/;(«)+~,(.), 1

e mediante queste costruiamo colle formole di Loueuvre

/.M+~M, /,(<')+<~(")
=--1

fi

M+'fIt(,,) f a (~) 1~(") ~(«)

/.(")+?.(<'), /.(«)+~(<')
I~M ~M

la corrispondente super&cieS, di cui le M,v sono le linee assintotiche.

ApplicMamoalla (28) la trasformazionedi Moutard, adoperandola aoln-

zioneparticolare R ==1, aicchëla trasformata coincidecolla (28) stessa.

Se colle formolo del § 241 costruiamo la corrispondentecongruenzaW

di cui ta S è una falda della superficie focale, per la seconda falda St

le (18) (pag. 60) danno

(29*) -=.?i (f A ("). =' V M -("), t, ==?, M (u)

e consegaontemente si ha

11'1=111+
M–(<t) ~M-(«) (u)

1~M+~M <~(<')+/,(")(a)I

~<==y+
Ifs(fi) fa(~) 'PI(v) fi (u)

~(")+/.M, ?.(<')+/.(«)

xm I~-l'fil

(fi) fi(u) l 'fit(v) fa(u)

1~(<')+/t(«), ?,(<')+/,(")

? J~MMe&.t. in, pag. 878M.
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Indichiamo ora con8, la suporncie media di questa congruenza W,
con xo,y,, < le coordinate del punto medio sopra ogni raggio. Dalle
formole

~==~(~+!e), ~.==~t+y), -e'='~(~+~)
e dalle précèdent! risnita

~«~
(80)

1
l 9

(:b) f 1

fa (u) 1
lu

= If'

ro

v 1

(o~ ==t

/(<'), ~(«) =s= ~M ~M

coile formole analogheper yo,ao.Comesi vede, la superficie média S. di

questa congruenzaW è una superficiedi traslazione, di oui le linee «, v

sonote curve generatrici (I, pag. 142). Inoltre si vede subito che fi, fa
sono proporzionati ai coseni di dh'ezione della binormale alla curva v

sopra S, e y,, a quelli della binormale alla curva u, onde risulta
che clascun raggio della congruenzaW, uscente da un punto P di S~,
è l'intersezione dei due piani oscnlatoridelle linee «, vche passano per P.

Inv ersamenteprendiamouna superficie S, di traslazione arbitraria,
doSnita dalle formole

(31) ~==Ft(<<) +<(.), y.-F,(«) + 'P,M, ~==F,(«) +<(.), f

e dimostriamo che, assumendoconvenientemente le funzioni

/t) /<t /9 ?h ?<t~t f

si p)to fare coinciderela (80) colla(31). Per semplicità prondiamoa pa-
rametri «, v sopra 8~ g!i archi delle linee coordinate, cioè supponiamo

F'Î(«)+F'!(«)+F~(«)=1 1

~M+~M+~M=1.

Per le linee u, v sopra Sotenendole solite notazioni della tooria délie

curve,apponendo aile quantità relative l'indice u, o v seconde che si rife-

rlscono alle curve «~costanto o v costante, basterà porre infatti

/V'T.='VT.==V'T:~

?t==\~T. ?.=='V~T.;)~, ~==V-T.

per far coincidere le (81) colle (80).
Abbiamo dunque il teorema di Darboux: & o~w punto «~

~Mpa~CMS. d't ~'<M&M'tOM? <!()?(&«?f<~«! ~M<6fS6f&)M~dei due JM<Mt
<MOt<!o<M'tdellecurve~eMera~rMche passano, st f ormauna coM~n<<ï W,1
sulle oui /(~<~aM~ ~e~~ focalele asst~o~c~ c~~pottd'OMoalle ctttfe

tfeMeM~ctdi So.
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Si osserverà per altro che le torsioni deiie due curvogeneratrici do-
~ramnoessore, per dar luogo ad una costruzioneMâle, di segno contrario.

Ricerchiamo ora se ira le congruenze W, costruite seconde il teo-
rema précédente, vi sono delle congraenze normali. È per cio nocessario
e Moiciento che si abbia

ossia
~t+~~+CCi-'o,

/?(«)+~(«) +~(«) -(f) + M+~M,
il ohé dà, per le (82)

T.==:-T.

e siccomeT. è funzione della sola u e T~ della soia v, abbiamo il risal-
tato LeMpe~cM <?~OM'MKe ftc~~e $MM<«~e, cui curve?<'Mef(!M~
~<MHO <<M'M<MtîCM<a~~~M<)M!<e <? «~Mocontrario.

Dimostriamoora che le superficieortogonaii ai raggi deila congruenza
sonoquelle di Weingarten (c. IX, § 135), i cui raggi principaii di cur.
vatura sono legati dalla relazione.

~(~–ft)==sen[~(~+)-,)], (k costante).

Per cio osserviamo che le due falde deUasuperficiefocalecorrispon-
donoalla equazione di Moutard

-=.0

e la soluzionedi questa, che dà lo strisciamento della superficiein se me-

dMima,è R = 1, quindi il corrispondente valore délia funzione earatte-
risdca y di Weingarten ë dato, per le formole al § 226 da

~-L,
.Vp

essendo
K==-

la curvatura délia falda S considerata.D'altra parte,
se con

<&*=.<+~<~

indichiamol' elementolineare di S riforito allé deformate dei meridiani
e dei paralloli, si ha per il teorema al § précédente

f-
e siccome

TT 1 1 <~

K==-~=-
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ne risalta, per detonninare f in ftmzionodi <t,l'eqaazione

<f /A'\<
<M~f~tTTt**='<rf)-)
oM' W

owero

A/ 1 \2~

dacai
\W/

== 2 r
dQl

?) "a~ir'
~coatanto).

Abbiamo dunque

`

e ponendo
d!s'=(<ji!)~-)-~dp'

y~=eMn~,
ne risulta i

~='4~(~+'a'sen'~<~)

che & appunto la forma den'elemento MMarotrovata al § 186(I,pag.
292) per l'una falda deU'evolutadelle indicate 8nper8de W.

Inversamente ognisuperûciecoU'elementolineareprécédente ammette

per funzione caratteristiea dello strisciamento in se medesima

1
? e=!

e qTdndiR=l per soluzione deU'equazioaecorrispondonto di Moutard,
la quale 6 adunane

M

9t<

Ne nsalta che la costruzione précédente dà tutte le super&cioW,
le cui immagini sferiche delle linee di curvatura sono eMisaied iperbole
confocali. Abbiamo cosi stabilito il bel teorema di Darboux:

Per cos~MM-e<M«e sMpe~te W i cwt pntMtpa~t eMfpo~

MW~M~dM~t~M~M

(~-)'t) sen &(f,+y,)

<')n catcotodirettodi queetafonmobnono&-6dMaMitâ,ma qui rtm<mdiMM
per tale veriaea diretia al tuogooitatonet DMbûNx.
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6

tt MM<ab~ma ~pe~c~ S, (M~o~<M~oMe, oui cto~M~MefaM<tab-
&<ff)M'~~CMt costanti,~«ai't e ~M contrario. Per ognip<t)t<0P di S.

aonducail rs~o ~s~OMe <&t<jf<«!~<<~t <M<!<«f<~oft(Mj'ecMt~e~eMe-
fsM~ tMca~ da P; g'!<~c sistema di raggi MM ~ema )M)w<t!ee
MMsuperficie0!OM< sono le generali SM~~ W W<

§. 246.

Saperade applicabiti enl paraboloide di iwtMioM.

Prendiamo in seconde luogo l'equazione

f~ 3'S1
~+3~0'

e siano C tre sue soluzioni p&rtico!ari, colle quali costruiamo, me-
diante le formole

-<! C C

9<t" 9C 9. 9~ 9C
9f av 3tt 3<t

e le analoghein y, una superncie S su cui il sistema (ts,e) è isotermo

coniugato.Consideriamodi questa superNcieS la deformazioneinnnite-
simacorrispondentealla soluzione R =1 della (A), e costruiamo la eom-
spondente eongruenzaW. La seconda superficie focale S. è definita dalle
formole

(34)a!,==a!+Ct,t==~+C),+(84) Itl==:11+
'fi

,1/1= 11+
C

,HI = 8

+ a 'fi l'

dove6t, sono le soluzioni coniugate di $,v),C della (A),che soddi-
sfanoalle equazioni (17) §. 242 (pag. 82)

9~_ 3~
9« 9c

Le coordinate del punto medioa!y.f. sopra un raggio di questa
congraenzaW soddisfano alla loro volta alla equazione stessa (A).

Per ottenere congruenze W di questa specio normali, basterà porre
la condizione

~t+Yj~+C(t'==0

cioèLa <!o~«e~s W < dalle (38), (34) sa~ «Maco~-x~o nor-
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<M<~e,M~<M/MM<~Ht

&+~, ~+~. C.+~ C

~e tWM~e ccM~~a «+~ y ~HO soMMa<M!<~ gtM<&'<~<~<«~e

<!<?MtKtcostante yeoJe:

(88) +~)' -)- +~)' + (C,+<C)'=. <t.

In particolare, se <t=0, rinscira.

~+~+:+Y)'+:
cioè

Er=K "),

ossendo K, Ki le curvature delle due falde focali S, St. Qaests ultima

osservazione, combinata conqueUadeHanota al § 130 (I pag.288), basta

già per dimostrare che, nel caso ~<=0, la congruenza W 6 formata

dalle normali ad una saper&eie ad area minima, che ë la superficie

media S< del sistema e le superficieS, Sfnon sono altro che le due falde

deIFevotuta.delta superncie minima S, f.

Per ricercare, per quatsiasivaloredella costantea nel secondemembre

della (35), su quale sapernoie dt rotazione sarà applicabile la S e ana-

togamente per la St, basterà procedore come al précédente numero,

osservando che per la nostra superncie S il valore délia funzione carat-

teristica, che dà lo strisciamento della superncie in se medesima 6

1

v~
essendo

la curvatura. Per determinare r in funzione di a (§ 244), abbtamo qui

< Si osserverAche, seinvecediprenderela eosttmteadet secondemembre
della (86)nuH&,si assumassea pummenteimmaginaria,nella corrispondente

eongmenzaW le faldedellasupefûctofocaleavrebberoancoraegnaleoujvatum.
A qmMtopropositonon sata ÏnutUeosservareche ad ognt sistemaorto-

gonale sopra t'evolventoS,,corrtspondesopra le faldeS,S~dett'evolutaun si-
stema coniugato, in particolaread ogni sistemaisotermoortogonatod! S, un

sistema isotermo coniugatosopraS, 8t. Qnestaproprieta,Mmefaoitmentesi

vededalle formole del Cap.IX § 129)appartienea tutte le saparaciea curva-
tara media coatante.
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adunque t'equMione

S=-~(~~costMte),d4t'
= k4

r ikA costante)

onde
1

~b+k'r~,
~'='+~

b +~ 1

con b costante, e quindi per l'elemento lineare di 8

(36) <&'==(&+~<~+~.

Inversamente per ogni super&cieS con questo elemento lineare è

? =' valore corrispondontedella funzione carattcrisMca,e quindi la
Vp

corrispondenteequazione di Moutard, avendo per soluzioneRa'l, é

S'S j- 3'~ n
~+~==~'

Si vode adunque che le nostre congruenze W ci danno nelle loro

superficie focali tMtte le superficie coU'elemento lineare (36).
Ora per riconoscere la forma della saper&de di rotazione, su cui

la 8 è applicabile, conviene disUnguero a seconda del segno di b nella

(36) che eorrisponde, come ora si vedrà, al segno di -a NeUa(38).
l.o Se &<=0,l'elemento lineare (86) diviene

<~ == + M<

e appartiene alle evolute deUesuperScied'area minima (I pag. 292nota).
È il caso che superiormente abbiamo già visto contraddistinto dal va-

tore s =6délia costante nella (35).
2." Sia &>0; allora possiamofare, senza alterare la gen.era!ità,6=' 1

~=(1+~~)~+~

e la superficie di rotazione corrispondoute è il ~ratoM~ ~t ~M-MMe

~<K.)=~
·

Se d'altronde poniamo, iatrodueeado mm fmizione ausiliaria M:

y r = senh
(~-)
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risulta

(87)
~~jcosh~'+Mnh'~j,

c~

Ora, esprimendoi raggi principalidi eurvatura fn f, della evolveute,
troviamo facllmente colle formole del § 134 (I, pag.289)

(88) ,<h~ ,±Mnh~~2 2

ondeper la secondafalda Si

(87*) ==e'
(senh~

+ MBh'

che corrtspondo,comesubitosi vede, alla forma(86) dell'elementolineare
con b negativo.

D'altronde; calcolandole curvature K, Ki degli elementi lineari (87),
(87*),risulta

K-_J__j~ :=: R.t =s

4<)'eo8h~ éc'senh~

p == 2 c cosh* = 2 c sonh'

p 2 e > 0

onde la costante della (86)

a~(~+~+(;)-({'+~-t-0=~-p P

avràunvalorenegativo.
Di qui si vede che è inutile considerare il caso6<~0, il quale cor-

risponde ad assumere? a nella (85) positivo,e possiamoenunoiare sotto
la forma segaento il risultato conseguito da Darboux

Se ~+t<, Yjt+tTj,~-m sono tre ~(M.fMNtqualunque della C~MiM~

CMMp!eM<!M+tP ~0<e dalla ~OMWMe

(B) (~+~)' + (~+~)' + (Ct+ tC)' ==costante

le /ofMoi'c(88)o!~w per ~M~~e pw generaleMpe~Mesp~?M~~e
SM!paraboloide di fo((MMMte,se la costante secondomembrodelta (B)
è )M~o< e le loro superficiee<wtp~m<M~nel caso opposto.Se poi la

d~a <!<M<a~eM«M(t, si c~e~oMO<Me (88) tude le evoluted~e m~e~.
/Me <?afee minima.
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In fine OMerviMMcho l' elemento lineare sferlco,riferito alle im-

maginisferichedelle linee di curvatura della superficieovolvente,prende

la forma oaratteriatica (I, pag. 290)

+

B~h.~)

·

VediMMdanque cho si pub risotvere per quadrature il problema di

ridurre l'elemento lineare sferioo a questa forma.

§. 247.

AppUoMieMMcoeMiv&delle tra~naMioni di Moutard.

Abbiamogià osservato, at § 242, ehe i problemi delle deformazioni

infinitesimeper le due falde di ttna congruenzaW aonoproblemi equi-
valenti(a meno di quadrature). Vogliaino ora dare a questo risultato

una forma più goometrica addentraadoci maggiormentenello studio,
iuiziatoai §§242, 248, delle relazioni ehe intercedonofra la teoria delle

congruenzeW e la trasformazione di Moutard.

Cominclamodal dimostrare il seguente teorema, relativo alla appti-
CMtoMsuccessivi delle trasformazioni di Moutard:

? due ~<«MMMtdi Laplace

ale alo
A-=M,6, ~-==M.e
9tt 9~ 3M9p

a<mtM<<<M!0«M ~as/'<M~K!<a<XMM«Hedi JMo«<<M'(<!
,< ==:MC,esse ne am-
CM<W

tM<«<MOuna ~mpKoeM~MM, <~tpeM~eM<eda «w costanteaf~<M~.

IndichinoBi, R, le rispettive soluzionl della equazionedi Laplace

&aaâ w M.9'

mediantele quali, applicando la tra~formazioMdi Moutard,si passa a!le

rispettive equazioni
n

(41) ~M,~

? 1 HmttaMdt questo § del seguente fttrono dati la prima volta In una

mta nota St<<<o!M<e)'~M<<M<OHe~eomett~cetdel <MfeHM<« J)<oM<9M!.(Itendiconti
deUt B.' Accademia dot Uncol 1890).
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talchè 9i abbia

~=,MR ~=MPat1aPJMRl a~~a"M f~MR,, ~~=MR,,
M-R M 3' /I~

3' (1.\1M= aua~9~J' ~(Rj-

Indichi ora R', quella soluzione della (41), oo~Met~euna <xM~«M~
aW~'<tW<t,che è dedotta dalla soluzione B, della (40) mediante la tra-
sformazione di Moutard e pu6 ritenersi definita (a meno appanto di una

costante) dalle equazioni simultanée (5) § 241

(42)
~R.R~==R~(~~(R~B!

·

Se scriviamo queste ultime sotto la forma

~42*) = R' B' R~ c. 3 /B'\
3«~ 'Br~3«~ =~

vediamo che ponendo

ir~ Ri R't=
RT

possiamo riguardare R', come soluzionedélia (41*), trasformata della

BoluzioneRtdella(40)mediantetaR,. Ora d!ciamo eheco~fMeKd~a-

~ma&t Moutard fM~t (41) mediantela s~tM!OKeparticolare R'Il
ovverola <~M/o)'MM<a)di (41*) mediantela sua M~MM particolare R'
si ottiene una sola e MMQ~tttM<g«a.fMMe(HLaplace

-M'8 0,
9M9<'

con che appunto verra dimostrato il nostro teorema.
Ora l'asserzione superiore equivale alla identità

R' JL~-W
S*

~'3~3«~

che è facile verificare. Ed infatti essa si scrive dapprima

9' /1 R, 9' /R, 1
ri

` ~uw(R;~
= R

` R~aû ao R, ~ïJ"R,3~~R'J

ed oquivate quindi all' altra

== S.~ j- 1 3 /R,\
au 9p \R~ R'. 9M~Rj R', 3M 9c
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Questa, essendo

~ya, .9'B,
~'3~"~9~'

puo serivemiper le (42)

2~R'9R'S'B' 9Ri9B<_
Rt~M~ (~ ~S~~t

__1~9 l9R',3
(RIR'I)

9R~R. 9B~3R,
3« R

R'; au 9<; R') =

e la sua verifica ë immediata, ove si osservino le (42).
Dimostrato cosi il nostro teorema, resta chêne diamo l'interpreta-

zionegeometricaper mezzo delle congruenzeW. Ricordiamoche, seconde
i risultati del § 242, da ogni deformazione infinitesimanota di una data

superficieS si dedace una congruenza W, che ha per una delle falde
.focalila superficieS, colla costruzione segnente: per ogni punto P .di S
si conducequel raggio che giace nel piano tangente ed è normale alla
direzionedello spostamento di P. La seconda falda focaleSi de!!a con.

gmenza W cos) costruita si dira, per abbreviare, la trasformata di S
mediantela deformazione innnitesima considerata.

§.248..

InterpKtMione greometrioa per le oongraenze W.

Il signincato geometricodei risultati del § precedente per la teoria
delledeformazioniinfinitesime delle superficie è dato dal teorema se-

gtente: & <? «M~superficieS 9Ma!«Mg«e coMs~ratMdue diverse<(~-
a«M'M M~~esMKee si a~e~MMMtMO,colla c<M~WKMeora ricordata, le
(?;?rMtpeMteest~~M trasformate S:, St, esisterà «tM sewpi'tcetM~M~
fK~C~Me S', <(Ct& con una quadratura, CMMOtMM(~e quali ammette,
MMe S, medesima coppia~Ma S,, S, sxpe~ trasformate (t'.

Dimostreremoil nostro teorema supponendoche la S', e quindi tatte
le sue trasformate, abbiano le assintotiche (u o) reali, la dimostrazione

per l' altrocaso essendo del tutto simile, quando ci si rlferisca ad un
sistema isotermo-coniugato.

(i) n lettore osservorà che il rianttato analltico ottenuto at § precedente
Mpie benst da questo teorema, ma non equivale tntcratnente aMeproprietà
geometriehepiù complete in esso contenute.
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Riteniamo la superficieS definita dalle formole di Lelieuvre e cioè.
indicando con {, i}, C tre soluzioni particotari della equaziono (40) di

Laplace, che è altresl i'equazione delle deformazioni infinitesime per
la S, definiamo le coordinate x, y, .f di un punto P di S colle formole
(di Leiiouvre):

~a\(48)
3w" 9C 3.== 9C

3M3!t 9o 9p

e le analoghe per y, < dedotte con permutazionecircolare deUe lettere.
Essendo poi Rt una soluzione della (40) si determinino, seconda le (18)
(fag. 50), i~, Ctper quadrature dalle formole

(44) 3~+~ <og~ 9(!) ,<,<~Iog~
~?<T~ "~T' "37"

==
?+ :S-

e dalle analoghe per Ct; allora le formole(16) pag. &2

C'

y~
=

y

Ci !t

(45)~==a;-t-CI

C
,yt==y+

C
,~=~+

€ ~)

deaniranno una superficie S. trasformata della S mediante una defor-
mazioneinËnitesima appartenente a Bt. Similmente, considerando una

seconda soluzione Ra della (40), si determinino S<, C, dalle equazioni

~(~ au a~ 1 av av

e le analoghe per $,; le formole

(46*) ~==a;-}-
') C

,~==y+
C<<*&$

,=.~+
{

deûniranno una seconda superficie S,, trasformata di S per una defor-
mazione infinitesima apparténente a B<.

Ricerchiamo ora, per verificare il teorema, se esistono altre superacie
S' le quali abbiano come S, la medesima coppiaSssa S), St di superficie
trasfonnate. Indieando coll' accentole qnantità relative ad una tale super-
ficie S', dovremo doterminare E', C' in modo che sussistano simulta-
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noamente le formate

(46) <B'~a;,+ )

C
~e=y,+

'(~
==.?,+

t~ Ct f !Ct !!t ~t

(46*) !)<'==<%+

·

f ,~=~+ <r
,~=~+

<< C. !<

ed abbianoluogo le formole di Lolieuvre:

~f
(47) ~==- 3~ ~,==

9M 9« 9p 9p

Intanto dalle (46), (46*),sottraendo, e confrontandocolle (48), (45*)
deduciamo

<r-! c-c ~-$

I ~1 =0, ci C8 El<=0, I El c0, f

onde,indicandocon un fattore dt proporzionatità, dovremoavere

(48) ~=~+ ~), ~=.Yj+~ (~ e'.e+ (c,

Sostituendonelle (46) o (46*) riaulta

(49)~=a:+- t
~t

,~==y+-
] Ct 61

,~=~+- i
Si ~t(~9)x-x-~C. I~ I~Or&ledueequazioni

2~-0, X~O,
tenuto conto delle (43), (44), (44*), si tradacono per Xnelle due equa-

zioni lineari

~+&(~

~(R~+~),

le qnati, posto

(50) R~-R,\ a

coincidonoprecisamente colle (42) del § précédente. Esse sono donque
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eompatibili e danno (o R',) eon una quadratura, D' altronde con questo

valore di sostitaito nelle (48),(49), si verifica subito che le equazioni

(47) di Lolieuvrerisultano soddisfatte, come pure evidentemente le (46),

(46*), ed H teorema enunciato risulta cosl stabilito.

Non lascieremo di osservare che se si considerano quattro punti

corrispondenti P, ?“ Pq, P' delle q'~ttro superficie8, St.S,, S', la doppia

infinità di quadrilateri sghembi P PtPtP' è cosl costituita che ciascun

lato genera una congruenza W, i due vertici sul lato essendo i faochi,

e i due piani condottiper questo lato e per ciascunodei due coasecutivi

ne sono i piani focali.

In fine notiamo che se si tengonofissedue superficiecontigue, p. e.

S, Si, e si fa variare Se,varierà pure S' e farà conoscoretutte le defor-

mazioni infinitesimedi Su supposte note quelle di S. Cosl ci rendiamo

geometricamente ragione dell' equivaleuzadei due problemi delle defor-

mazioni infinitesimeper le due falde S, S; di una congruenza W.

§. 249. '~)

Le oongruense W a falde iboati di egual oarvatNKt.

Passiamo ora a studiare un'altra notevole classe di congraenze W,

di cai le congruenze pseudosferiche (Cap.X, §180) sono un caso parti-

colare. Proponiamoci per ci6 la ricerca di quelle congruenze W, le oui

falde délia saper&ciefocale hanno in punti corrispondentieguale curva-

tura. Ci limiteremo per altro a trattare esplicitamente il caso in ouile

!M<eeassintotichesulla superficie focale siano reali, sebbene anche nel

caso oppostosi possano stabilire risultati simili,usando convenientemente

dell' immaginario.<

Assumendo a linee coordinate le assintotiche M,p, utilizziamo per

la ricerca le formole di Guichard al § 149 (I, pag. 321). Essendo per

ipotesi
K==K,,

si hasi ha

(M) ~+~+c'-$î-nï+c!,

1 risnttati dî questi ultimi §§ del Capitolo ftirono stabiliti daU'Mtore

nella memoria del 1890.&tpM alcune M«OMc<aM<di eMpe~~e e <H~~em< <<'<pK

0)'<<~<MH. Annali di matematica S.' 8.* t. XVin.

0 La questione a cui qn: si acoenna verra poi ripresa particolarmente nel

caso più împortaate delle superNete a curvatura costante pM«<ca(V.' Cap. XXV).
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e inoltre, indieando cono l'angoto dei piani focalir

(61) ~t+~~+CCt==pC08<

Ora prendiamo le tre prime equazioni (13) 241 (pag. 50), motti-

pMiamole ordinatamente prima par $, poi per ~tt ed ogni

voltasommiamo,avendo riguardo aUe (60), (61), con che ottontamo

~+s~- au 2 au 3u

-.(.R~+S~j..

Di qui sommando deduciamo

3co8o0
+

.91ogf' ri
(M) -(i+co~)-

e Biaulmenteoperando colle tro ultime (18) pag. 50

~(1~0B~.
a

av ) av

Da queste risulta

~<t+&t"ï v (1 + cos0) 3U +
3u

(1 cos,,) av
=s 0

ossiaper le (62), (82*) stesse(o

31p n3M~
e perd6

~=-~(«)~(.)]"

indicandocon (u) una funzione della sola u, con <j'(f)una funzione

délia solaf. Dunque: Se in una co~e~tt Wle due falde focalihanno

in ~MM~corrispondenti~MO~ ourvatura, la curvatura K, esp~eMMpei

paMUMeMM,v delleKx~ assintotiche<tSSMMMf«la forma <!<M'<!«et~t<!<t(58).
Per le formole di LeMeuvresi vede che: ricerca <M<eeM~M~Me

<M!<td'être(68) sE~'ad'xce<!Ma!M<!aMeM<enella f<<!e~adi g'«aM'e~«e~tOMt
di Z<p!ace

ase –Mf)
9<~==~'
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le p«~~ e;!)<<MMtre ~<t~<<!o!<M'tso!tt<~<Mttv),C <aK <~

$'+~'+C'=?(M)+t(.).

Dimostreremo nel prossimo § chela condMone(58) è pur suBciento

par t'esistenza di congruenzeW dellaspecie richiesta, aventi S per una

delle falde focali.

Qui osserveremo due classi apeeMi importanti di queste superficie,

e cioè:

l." Le superScie pseudoBferichecorrispoudentiaU'ipotesi p («), <)'(c)

costanti.

2." Le superficieau oui le Unee di egual curvatura (K = costante)

sono linee assintotiche e quindi; pel teorema di Enneper, a torsione

costante per ciascuna, ma variabile dall'una all'altra assintotica. Esse

corrispondono nella (53) a supporre costante una sola delle fanzioni
°

? («). M. Viceversaogni superSciesulla qua!eciascunalinea assintotica

di un sistema è una curva a torsione costanteappartiene a questa classe.

Una superficie semplice di questa ctasseÈ evidentementel'eUcoide rigata

ad area minima, sulla quale le assintotiche curvilinee sono le eliche.

In fine, come superficie appartenenti alla classe generale (53), citiamo

le superRcioconoldalirette Cap. V, §77 (I, pag. 165), date dalle formole

a;==–«~(f) y=='M<'
<'==<[p<j/(e)–tM]<~<

r i

nelle quali la curvatura K ha per espressione

~=='"[M'+.'+<{.'(.)]''

§.260.
OoBtrazionedeUe particolari coagmeMe W da Tn&falda

della superftoiefocale.

Andiamo ora a dimostrare il seguente teorema: 0~ SM~Me S,

la cui eMfpofMt~K, e~e~a parametri M,v ateBe<MMM<o<tc~,abbia

forma (83), appartiene eomeprima /M<~/<x!0t!ead Mt!a<!cM'~<M~t~
di cot~~<etM'eW dM~ apeetef~~«; data !? S, la We~ca queste oo1

COM$tn<eMM<H~K<~<M!'tM~<M~Me<?MH'egtM.MOM~dKJStOCS~t0.

(1)Analiticamenteelbeigni9aachedaogniequagionedi Laplace ~M 0W
AnaURMmented&9i~taeachedaognieqaMdonedil<<tptMeg~a.='M9

per la quale esistonotre eoinztontparticolari~'j.~ t&Uehe P+t)'+<?'='
'=*? («~ + (!))si deducono,per .traaf&rmazionedi Moutard,00 equMionidetia

stessa spec1e1 lnoltre per quutetmsformaterimanela steaMl<t8omma<j'(«)+'Ko).
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Supposta data la SMperSeioS, della classe (68), per costrtiire le

congrMBzecercatedovremoin primo luogocalcolarel' angolodalle (52),

(62*), che integrate danno

<
~v~.

(54) ~g2
V

(~')±

indicandoun& costante arbitraria.
b

Ora dimostreremoche ûssato comunquek si pub costruire, cordspon-

dentemente al valore (54) di < una semplice Mnità di congruenzeW

deUa specierichiesta, aventi 8 per prima falda focale.

Intanto dalla formola di Ribaucour (§ 248)

1
K~=~,>

essendo D la distanza dei punt; llmiti e dall' ipotesi K===K)
==–

deduciamoD==p, onde la distanza focale 8 sarà

S=='psen<

Consideriamoora in ogni punto di S le direzioni delle linee di cur-

vatura, i cui coseni di direzione indichiamocon X), Yt, Zt; X<,Y<,Z..

Sulla sfera rappresentativa queste due direzioni sono le bisettdci delle

linee coordinate(u, e valgono quindi le formole stabilite al § 148

(I, pag.320) che qui, per maggiore chiarezza, riportiamo: <')

SY Q 0 ~Y Q Q

§-~8en~.X.+co8~.X,j,~==V~X,+~.X.)

M ~AX,8en~X,BX<+Vy8en~X':t
asc

a-
2 av BX.+vgsen2"'X

aI..1- 9 al.1- Q

.AX.eos~X.BX.cos~.X

19Q /e 1
~J 1 M

~~+V.!i!
\13)

~_l9a ~(12}' 199
B=!+

fl{12(senn=-aQ.~"2~+ ye}2)~~="29<

M Leformoledel testosi riferfseonoall'elementoUneMesferico

<.?*'='e<!«* 2cosS ~e~dude-}-~de*

e con
a' t T' indicanole oM'v&tnregeodettohedeHelinee a~rieheu, o.
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Per le coordinate!?,y, d: un punto F di 8 le formole del Cap. V

(I, pag. 166) danno

~)

~–P~(cos~

9

X,+Mn~X,).

Ora se indichiamocon l'angolo Incognitod'inclinazione del raggio
F F' della congruenzarichiesta sulla direzione (Xt, Yt, Z;,) uscente da F

sopra S, per le coordinate a! y', det secondofuocoF' avremo eviden-

temente

~=s~+p6em(X)Cosy+Xt8en')))

(55) ==y --(-p seno (Ytcos +Y, sen ?)

,/e==~-)-p8eno(Zteo8~+Z,8en?),

ed ora dobbiamoassoggettare aile condizionirichieste dal nostro pro-
blema. In primoluogola normale in F' alla S', luogo del punto F", deve
essere normale al segmento FF'; secondariamente essa deve essere

inclinata dell'angolo o sulla normale (.X,Y, Z) di S in F. Indicando

adunque conX', Y',Z' i cosenidi direzionedi questa normale in F*àUaS',
dovremo avere c

(56) X'=Xcoso+6eno(X,cos?–X,sen?)

e analogamente per Y', Z'. D' altra parte X', Y', Z' debbono soddisfare
alle due equazioni

Y~ n Y' f)
~X~~O, ~X~=0,

che, calcolate per mezzo delle (55), (56) e deUe formole precedonti, si

traducono nelle due equazioni simultanée per l'angoto incognito -p:

~=~(~§)
(87)

3-p 1+ COS"

clos

Q)

9p l–eost <~

~B-
Ora diciamo che questo sistema (57) è ~wM<ntM~e ~e~<t&~e.

Per verificare questa proprietà basta tener conto deU'identttà (26) già [<

segnalata al § 243 (pag. 58)

3A aB

~+~=-V~senQ3v au 1
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ed inoltre delle formole

(M)
~=8(l+~)j~2(l-coso)j~.

che seguonodalle (62), (&2*)e dai valori

?MP=~aPf 91ogp (1~
-=-3~j, -==.-2j~

Colle (68) si verincano poi facilmente le due identità:

9/l–coso\ ~l–coB<12)' .H-eos<!l2)'
)t,'c –) ~/g pog –{ t ~-y<t )

(Y)
9MV' Beno J sena (li 1 sen c 2)

(ï)
9/l+M8o\ ~l+eos'!l2)' .l–cos<!l2)'
–~t\/<t==~nffmQ–

t–.t/p_ t9< seno a l VFC08M (
v<. a

dopo di che la condizione d' integrabi!it&per le (67) risulta identieft-

mente soddisfatta.

Dopo di eio risulta Msicurattt Fesistenza di una soluzione délie

(57), di cui sia dato ad arbitrio il valore iniziale yo in un punto («,,~)
di S. Si osservi poi che alle (57) si puo dare la forma di un'equazione
a differenziali totaii del tipo di Riccati, assumendocome funzione inco-

gnit&
«

Resta a dimostrarsi che, pres& per ? una qualunque soluzionedelle

(57), la congraenza costruita sarà una eongruenzaW e la eurvaturaK'

deUa secondafalda 8' in F' eguaglierà quella K di S in F. Ora, la prima

propriété si verifica facilmente, veri&cando che hanno luogo le due

equazioni

~0 ~0~3M3M ~<9c""

esprimenti che le if, v sono assintotiche sulla S'. Queste due equazioni

infatti, calcolate per mezzo delle formole precedenti, si traducononelle

(68). Dopo di cio anche la seconda proprietà K' = K risulta subito

dal teorema di Ribaucour K K' ==
fi

Cosi danqne è pienamente dimostrata l'esistenza di oo'congrnenze

speciali W, a falde focali d'egnal curvatura, delle quali sia assegnata
la prima falda focale 8. Nello stesso tempo abbiamo un processoper

dedurre da una superficie nota 8 della classe (63) una doppia iDDnitadi
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taU nuove superficieintegrando un'equazionedi Riccati.Per !o proprietà
delle equazionidi Riccati, basteranssato nella (54) il valore della costante

eonoscere una deUe superncie trasformate S' per dedurre tutte le
altre °<" con quadrature. Se si applica poi nuovamente la medesima
trasformazionead una delle superficietrasfortuate S', per essa conosciamo

gi& una particolare trasformata, la superficieprimitiva S, e per ci6 con
sole quadrature troveremo tutte le trasformate di 8' (fermo rimanendo
il valore della costante k).

§. 261.

n teorema di permutabilita per le trasformaaioni deUe auperaoie 8 =

della classe (63).

Studieremo in altro capitolo più da vicino le trasformazioni sopra
°

segnalate pel caso singolarmente importante delle superficie pseudosfe-
riche. Ma già per le superficie generali S della classe (53), appoggian-
doci sui risultati ottenuti al § 248, dimostriamo come it metodo di
trasformazione sia suscettibile di un notevole perfezionamento che per-
mette, sotte certe condizioni,di evitare le quadrature. Precisamente
dimostreremo che Se di MM~<~o<e S ddla classe (53) si conoscano
<««e 00' superficietrasformate8', per CMSCKMa<Mqueste ~'ORp~C~~W
SMCCCM:f<t(M ~M<0<~ trasformaione Wc~(~M M~M~Ocalcoli algebrici

°

e <Nd~tOOK~Me.

Consideriamo della superficiedata S dellaclasse (53) due particolari
trasformate 8., S, corrispondentiai rispettivi valori &t,ii;,della costante &
nella (54). Diremo, per abbreviare, che SI è dedotta da S con una tra-
sformazione Tk, ed S, con una trasformazione T~.

Seconde il teorema generale al § 248, esisterà una semplice innnità
di superficie S', deducibile con una quadratura, ciascunadélie quali tanto
con Si quanto conS, forma la superficie focale di una congruenza W.
Ora nel caso nostro particolare dimostriamo il teorema:

A) ~a eo SMpe~teS'ce neha, o!~e8, «tMted MK<!soltanto S~ei~
ha in ogni punto la C!<rM)<Mt-acomune S, S,, S, ed 0<<eM~ da Si per
)M~~od't una delle nostre ~<M/b)'m<M'<omT'~ a e<M~K<e e insieme d'à
S, con <ttMt<r<M/<M')M<M'MMcT' Siecome,secondel'enunciato, si perviene
da S a Sasia colla trasformazionecompostaTk, T'~ sia co)l'altra T~,T~,
potremo scrivere simbolicamente

(S)T~T~(S)T~

i
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e daremo per clù a questo teoremail nome dt ~~wo! <?<yefMM~<!&~<
Per dimostrarlo cominclamodan'osservare che se neUasérie <a di super-
acie S' esiste la superncto supposta Sa, essa sarà 'unica e determinata.

E infatti, riprendendo le notazioni det § 2~8, dalle formole

(&9) ~=={+~(~==~+~(7;Yj,),C,==<:+~(,)

quadrando e sommando,tenendo conto della ipotesi

~S~!='S~-2~-p.

deduciamoper il valore unico

)60
1, e g, i-â

·

La nostra superScie 8 sarà poi definita dalle formole del § 248

(61) a-+- l
Ci

,~==y+- i Ct
,~=~-t--

i
(ff1) xg x

!< ~I
tJa=

C. $.!
~'a=~

m

e, seconde i risultati del § ora citato, basterà provare che sussistono

le relazioni

a~~ VEa~:ts=o
2~-0.2~-0

per avere YeriScatele asserzioni de! teorema. Ora indichiamoconOb~t
i valori deUefunzioni3, y de! precedente relative alla superficieSi, e

con < quelli relativi a S~.

Per le (56) abbiamo

!i'=Vp co80tX–6eno,6on~tX) +8enOtCos~X~{

~t= ~p } coso~X sen o,sen X; + son o, cos X~

per cui la (60) dà intanto per X il valore

?0*)
1 –cos o, co~~ son son-Jt cos ('f. ?<)

cos o. cos oi

e successivamente,ponendo

~=.~pX.VpY,,C,==VpZ,,
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le (69), (61) diventano

(59*)
X9==X+.- (eos9t-co8oJX+(se!io,8eay,-8en<Benyt)X)

+ (sen 0, cos sen o, ces
X,

(61*) a!,==a:-)-
i sono,sen o, sen(~) X +

+ (senOtces cos sen o,coso;cos~,)Xt

+ (sen~tcoso, sen~t sen opcosOtseny,)X,
Of:

J
?

Dopo di cib, calcolando le somme t<

S

9a!) \t v
~3«

col tener presenti le (57),(58), si trova appunto che esse sono identi-
camente nulle. D' altra parte dalle (59), (60) si ha subito

2 ~-=2~.

2~==2~. Il

onde segue che la normalealla S, fa collenormalia S., S, i rispettivi an-

goli o<,tt che la normale alla S forma collenormali a Si, Si. Dunque S,
è legata a S. da una T~, e a S: da una T'y-

Dal teorema A) di permutabilità cosi dimostrato segue poi la dimo-
strazione delle proprieta enuneiate al principio del §, osservando che
note S, S,, Sp,la quarta superficieS: si ottiene senza alcuna integraziono.
Suppongasi invero che delta S si conoscanotutte le oo*trasformate.
Sceltane una Si, si tengano nsse S, Si e si faccia variare S~nella doppia
innnit&nota di trasformate di S; ogni volta si avrà la corrispondente Sa
senza caleolid'integrazione. Ora questaS, pereorreappunto le x' trasfor-
mate di Si, le quali sono adunque senza altro note.

Cosl p. e. il lettore verincherà facilmente che se si prende per S
l.° la pseudosfera,2." l'clicoido ngata ad area minima,3." il paraboloide
iperbolico equilatero, le oo'tt'asformate délia S si avranno per quadra-
ture, dopo di che l'applicazione successivaed illimitata del metodo di
trasformazione alle nuove super&cie della classe (53) via via ottenute
non richiederà più alcun calcolo d'integrazione. <
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§.252.

SuperSeie(MbrmaMIi in modo oonthmo con ooMervtMione

di un 8i9tem&ooni~tgato<

Le superficieS délia classe (53) che abbiamo studiate negli ultimi

tre paragraft stanno in una notevole relazioue col problema generale

gH accennato alla fine del § 289, e cioà colla dcerca delle superRcte
sascettiMUdi una deformazionecontinua nella quale un sistema coniu-

gato si conservaeoniugato.Si è visto già, al § 289, che l'immagine
sferiea un tale sistemaconiugato («, f) 6 caratterizzata dalle relazioni

~i=ai~
~!l ~~)2t==~l! )2J

Ora il sistema sferico (u, f), essendo

~(12/~(12)' 9M~("2)
1

è altresl l'immaginedelle assintotiche .di una superficieS, per la qua!e

posto comeal soUto

–?.
1

si ha

~f?f.j~.

e la secondadelle (62) si traduce nella equivalente

9"!ogp, 9!ogp91ogpp 0*t'
T., –5~<'ttf!' CM <W

ossitt

9'P
x-x- ==0.
9t(9p

Di qui si condnde: Le ~p~e~e 2 <~<WMMMHin MM<~<!OH<tM«ocon

CMse~XMtCMttt un <MeM<!coniugatosono <<<«ee sole le M~M~ctca~o-

MDellesuperficiestudiate net presente§ si ara già oceupatoPHTBN80N

(Cf.STÂOMh:BlegungenwtdM~t~Me Systeme§4). Più completamentef<u'ono
trattate net1891da CossBtM.T(ComptesRendusde l'Académiede Paris1Se 19
octobre1891).
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OMf<fM~ <()fM<MM~ {M~<a}~ alle Mpa~CM!S la oui CMft~MMtK,
es~-esMjwt ~wa~~t M,v oMJeaMMMtc~, ha la forma (53)

__1_
[?(«)+'K<')]"

alle ctMt~o~eAe S coT~poM~ ~opraXil s~emo coniugatou, v perma-
nente ndla d'e/bfm<MMMe.

1 risultati ottenuti nei §§precedenti sulle superficiedella classe (58)
ci pongonoora in grado di trovare consolequadraturequante si vogliano
classi di super&eie XdeformabHicon conservazionedi un sistema coniu-

gato. Basta infatti conoscereuna super&cieS ed una sua deformazione
inSnitesima e se ne dedurrà in termini ûniti una superScie Xassociata
ad S in quella deformazioneinfinitesima.Ora si parta da una superficie
S della classe (53) della quale: l." si conoscanotutte le deformazioni

infinitesime, 2.° si conoscanotutte le oo*1 trasformatecolletrasformazioni
del § 250; questo è ad esempio il caso se per S si prende una pseu-
dosfera,o un'elicoide rigata ad area minima, o un paraboloideiperbolico
equitatero.Per i risultati al § 25.1l'applicazione successivaed illimitata
del metodo di trasformazionesi farà in termini finiti; nello stesso tempo,
per le proprietà delle congruenze W (Cf. particolarmente § 243), si

avrannocon g«ajra<t~e tutte le deformazioniinfinitesimedelle superficie
trasformate. Dunque con sole quadrature si determineranno tutte le

super&cieassociate S, come sopra abbiamo asserito.

Ora è da osservarsi che, nota una superficie S della classe (53) ed
una sua superficie associata S, per trovare le eo superficie deformate
délia E con conservazionedel sistema coniugato (u, o), occorrerà l'inte-

grazionedi un'equazionedi Riccati, che permette di risalire dalle espres-
sioni note doi coefficientidelle due forme fondamentalidelle super&cie
deformate S' alla conosceazadelle superficie stesse in termini finiti. Per

altro i teoremi di Peterson (§ 250) ci dimostranoehe: J~a !'<!gt<<t-
~«Me JÏMea~per la ~e~/ÏcM S, per ~««e ~e~M (~KaM«~t)M<t

classe aventi a comune con 1 ~'ttMMM~tKe<!e!NM<~MO;coniugato (u, v),
c«~ per tutte le altre associe di S, basterannog«<t<&'a~ determinare
!e corrigondenti o~d~M'm~.

Aile co superScie Xapplicabili con eonserrazione del sistema coniu-

gato (u, v) corrispondeuna série <o di superficieS délia classe (53), série

che è perfettamente determinata da una delle sue superficie. CM
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M<MM«<? <0~<tMfM«S M<«WOmetodo di ~'<M!/OfM<<WF~* M<pe~')MeS
o~<t c!<Mse(59),<<~r~o)M «M'e~Ma~o~ Jï~oo~p~wM~eM~ (!t

~a!t<f~ MM<[wWew' N:~e~o!e S da una ~< Queste nuove trasfor-

mazioni sono di natura aSatto differente da quelle studiate a! §§ 250,

261; in particolare per le superficie a carvatora costante esse sono

le cosl dette trasformazionidi Lie-Bonnet, sulle quali ritorneremo in

altro capitolo.
Terminiamo coU'addurre atcani esempi di classi di superficie ï.
l." Come primo esompio addnciatno quello, già ritrovato al § 240,

delle superncie modanate a sviiuppabite direttrice citindrica deformabiti
con conservazione delle linee di curvatura. La superficie S associata,
avendoper immaginedelle assintotiche il sistema ortogonale ed isotermo

dei meridiani e paraUeli, non è altro che l'eticoide rigata ad area
miNima

2." Si prenda ora come superficie della classe S il paraboloide iper-
bolico equilatero. Le immagini sferiche delle assintotiche (generatrici)
essendo qui circolimassimi, cioè geodetiche della sfera, si ha

i?f-. )?!

quindi pel sistema coniugatQ(u, c) sulia superficie

tl2 12)

)i zh~

Le superficieS associateal paraboioide equilatero sono dunque super-
ficie di trasiaziene, che di più hanno le cuive generatrici piane e

precisamente in pianiporpendicolari (paralleli ai piani direttori del para-
boloide). Vieeversa ogni superficie di traslazione di questa specie è
associata al paraboloide equilatero ed è quindi applicabile sopra una
serie ao'di superficiedelta medesima classe.

") Por ftocertaMencbasta OMMvareche montre le trasformMtoniantiche
conduconoda una superBeteS a nuovesuperficiedeUastessaclassedipendenti
da quante si voglianocostanti arMtMrie,le nuove coneidoratoora ne! testo
introduconoona solacostantearbttraria.

") NeUaprima edizioned! questoUbro6 tndicatainvece,perorroM,come
eupeta~e associatail catenoide.
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8."Da ultimo prendiamoperS una Baperadep6eudo8feric&qu<Junque.
Le sue auperAcieMMciatesono superficiedi VoM(vedi § l&l I, pag. 826)
sulle quaU le Unee u, f corrispondenti alle assintotiche di S, formano
un sistema coniugato di Unee geodetiche. 1

Ne deduciamo: (%wt?~0-~ ~OM ««ee~M'e <?«Mo<&/WMM-
<~M e<w~~< M<~ ~e~ ~<&)p <'o~a~ o<w~w

COHt!~<~0.



CAPIT3LO XVH.

Morm~MB delle MBgMeMe
KMMMe Mcpp!

sfeM

DefM-nmttono dl tM eonjtntenM rettUtnea al modo di Bettnnoi. tnvUmpptdt utM doppla

MMt& dt t~re o defonnoetone della ttttpet-aeic dei centri. Formole fendMnentaU per

ttt defoMMMttoae
deUe oon~ueMe o degti invttuppt di «fera e ctticato de~U elementi Mta-

ttv! aHe dae Mde S, X deU'tnvUnppo. Bteetoa di tutti gtt tnvftappt dt ofero net qaat!,

la qMMBot defomaxtoae, te due &tdo et m<mtengomo ?a ourvatura media H ce~tante.

(!SM dt H-O) la Mpereote dei contri S,e ttpptteabtte <al paMbototde dt MMone.

Primo teorema dt antehMd. CMOdi H 0; Itt MparOeie dei centrt appUMbito enH'e!)t<-

toide aUNngato «iperboloide dt j-otaxicM a due fhtde e teeondo teoTema dt Gtttohaïd. CaM

ta oui te due falde S, N )d montangono a oarvntura cMttUtte negttiva; t tre Npt dt «tpe~

Ilote dt rotMtoae ~eorrhtpondNttt. Caeo in oui S, S si rtducMM a ourve od a Mperaoie

evituppaMU. EMme di un probtema générale o t)M rtdMfoM )tt OMt di Weiagerten e

OtUohard.–tuvUnppi di tfere tett! l." ehe o<Ute due fotde at oorrixpoadMtO te tinee dt

ourvatura, 9.° che at ettttcmt ortogonali Butte due falde eorriepondMO t tiatomt eoatagttt

Mtta Buptttteie dot eentft, S." tt ~temt contugati di S, S i etatetni eoniagatt dt 8~

Jxvttappt dt ttiire Mi qttaM lo dne falde sono oontigne par tttttfotmMtonf dt Moutard ad

una mcdMima Mperaete. Le due f<tde X, N hanno la steoxt otrvtttma cootante ed

hxtmooe'tmBfonNtte conttgae dt Moutard fra le quali due (!-eaU<Mttmma~tnM-te) eolla

medettam ourvatura eoetante.

§. 268.

Deïbnn&zicmedélie congMenze e dei sistemi eo di a~M.

Nel presente capitoloriprendiamo !o studio delle generali congraenze

rettilinee per considerarne le deformazioni nel senso del teorema di

Beltmmi, dimostrato at § 144- (I, pag. 311).

Le teode eaposto nel presente Capitolo sono tratte dai primi pMagraa

della momoria detl'AntOM: <S'«/&t <e<M'<adeKe <MS/~M)M<!<o<!<<?? «fper/Me a

curvatura costante. (Annali di matematiche, série 3.' t. 111,1899).

Avendo in mira soltanto le applicazioni alla teoria dette superficie a ctn'va-

tura eostante, tralaclamo di occuparci delle deformazioni più generali delle

congraenze. Fra queste le più intereseant!, dopo le deformazioni al modo di

Beltrami considerate net teeto, sono le defbrmazioni ad modo tN ~&at<cot<r, nelle

quali i raggi giacc:ono indtviduatmente noi piani tangenti di una superficie S

che s! deforma MM traaportando i piani tangenti ed i raggi ivi invariabil-

mente asaatt. Per queste det&rmaztont !t lettore pub consnttare la memoda di

RtbawMU (Journal de Mathem. 1891) e t'attra m!a memoria: &'«?! (~/brm<M<Ot!e

<!eKe eon~rtMMe e sopra a<c)MM c!<M~ <K ~xpe<c<e <tHp!<eo6<H. (Annali di mate.

matica, serto 8.' T. VI, 1901).
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Immaginiamo i raggi di una congraeMa KO~M~C uscenti dai punti
M. di una superficie initiale S,; se la superficie 8,, supposta aessibile
ed inestendibile, si déforma seco trascinando i raggi di C, invariabUmente
connessiagli elementi del piano tangente di S,, dh'emoche la congruenza C
si déforma o~ modo <HJ~~<tM!t. Colla deformazione delle congraenze
rettilinee normali si collega la considerazionedeU'inviiuppodi una dop-
pia in6nità di sfere aventi i loro centri sopra la superficie iniziale So.
Ed anzi la considerazione degli inviluppidi sfere porta insieme a sta-
bilire il teorema già ricordato di Beltrami ed il teorema di Dapin rela-
tivo alla rHIessionodelle congruenze normali (§ 144),come andiamo ora
rapidamente a stabilire.

Riferiamo la superficie S, ad un doppiosistemaortogonale (M,v) e sia

<~=E.~+G.~

l'elemento lineare di S..
1

Definiamo poi una doppia inSnità di sfere aventi i loro centri nei

punti Mo~(~, .<) di S., dando il raggio Rdella sfera in funsione
di (M,v). L' equazionedella sfera mobile sarà

(a) ~)'+(y-~)'+(<)'=R'

e i punti ove essa tocca l'inviluppo saranno dati dall'associare alla

précédente equazione le due che se ne ottengono per derivazione rap-
porto ad u, v, cioè

(~~)-L~+(.L~+(.RJL~

(o)
~E.3" \/E.~ \/Ë:S«

~+~L~+(.~)-L~-R-L~
V& VG.~ VG.~

av
\/G.~

I due piani (b) si tagliano seeondo una retta normale al piano tan-

gente di S. e i due punti M, M (reali od immaginarii)ove questa retta
incontra la sfera (<t),simmetrici rispetto al dette piano tangente, sono
i punti cercati ove la sfera tocca il suo inviluppo. Questo inviluppo
consta adunque di due falde X,Y, che sono i rispettivi luoghi di M, M.
Le normali di X sono evidentemento i raggi M. M, quelle di Yi raggi s

rinessi M, M. Ora l'osservazione semplicissima,ma fondamentale, che <
le equazioni (a), (b) auggeriscono è la seguente: Se la ~etT<!<~S. ?«<~o
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dei CCM<W<~MM, seco<MMC<M<MM!osfere, JpMM~ M, M <B<-<W~O

o~ s~a cd suo ~~«ppo M~<tw sfera una jp<M~MeMtMt-

W«6~ rispettoO~M~emeKMdei piano tangente di S,.
Di qui segue nuovamento il teorema di Beltrami, insieme a quello

teste ricordato di Dupin.
Le due falde dell'inviluppo possono essere reali od immaginarie,

come sopM si ë detto. Dalle (a) e (b) si vede subito che ha luogo il

primo od U seconde caso seconde che i'espressione

L~j. 1 pR\
e

E.~M~'G.
che non è altro che il parametro differenziate primo At R, calcolato

rispetto a <&“ë minoreo maggiore dell'unità. Il caso &, R==l mérita

speciale considerazionepercM allora soltantole due falde deU'invilappo
coineidono. I puati M, Mcoincidendo, si vede subito geometricamente
che i raggi M. M sono le tangenti ad un sistema di geodetiche di S,,
la quale è una delle falde dell'evoluta di 2.

Alla deformazionedetia superScie dei centri di questi speciaUinvi-

luppi di sfere si lega uno dei più importanti teoremi della teoria delle

superficie, il teorema di Weingarten(Cap.IX. § 132) sulle evolute deUe

superficie W. È chiaro infatti che possiamo enunciare il risultato di

Weingarten cosi: quando la super6cieS.eapphcabile sopra unasuper-
ficie di rotazione, ed il raggio deHa sfera mobile egwaglia l'arco di
meridiano contato da un parallelo fisso, la superficie E, nella quale
coincidono le due falde dell' inviluppodi sfere, ha i raggi principali di

curvatara legati dà una relaxione Sasa al deformarsi di S.. Una sem-

plicissima coMiderazionegeometrica dimostra d'altronde l'esistenza di
circostanze analoghe in attri inviluppi di sfere a /Md~ non co~MCM!
Se si consideranoinfatti le sfere di raggio costante aventi i centri distri-
buiti sopra una superficiea curvaturacoatanteSo, deformando comunque
So le due falde S, 2 delt'invihtppo (parallele ad S.) avranno évidente-
mente i raggi principali di curvatura legati da una relazione fissa.Og-
getto principale delle nostre ricerche nel presente capitolo sarà di
trovare tutti gli altri casi pai quali, deformando comunque la superficie
déi centri di un inviluppodi sfere, si présenta una circostanza analoga
per l'uaa o per l' altra falda dell'inviluppo. Perverremo per questa via
ai recenti, eleganti risultati che Guichard ha ottenuto nello studio del

problema deUa defonnazione delle quadriche di rotazione.
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§.354.

formole fondamentali per la defMTNMionedelle congraNUte.

Consideriamo una congruenzaC che si deformaal mododi Beltrami.
Sulla superficie di partenza S. pei raggi della eongruenza prendiamo
a linee coordinate « quelle che sono normali ai raggi della con-
gruenza, <')a linee v le loro traiettorie ortogonali. La S,, in ogni sua

speciale conSgurazione,sarà perfettamente definita dalle sue due forme
quadratiche fondamentali

<):=.E.<!«'+Û.<!e'

D~M'+2D~<~+iy,< Bicordiamo che questi coemcienti sono
legati fra loro MMM!OMe~edalla equazione di Gauss

m D.D"D'S
E.G.~o

dove K, iudica la curvatura di S., e dalle due equazionidi Codazzi

~~L~~D-LL 1 ~.1! o
~0~~

(II)

~~Yt 1 ~tY~n
=0

~\V~E.G.~ ~9<r~

Per le ricerche seguenti è fondamentale1'osservazioneche: g<«!~Mg«c
aUra ~oMWMein termini /!M~fra Do,D'o,D"oe e~-MM~M~onMa-
Mt (Ma «<pef~cMnon pso a<M:~ ~~e le ~eM!OHtdi S., M non
diventa M~'t<J~M~in ~Ot <egM(~.M<aM(1) di CatM!.

In caso contrario infatti la (I), insieme alla nuova equazionein ter-
mini nniti fra Do,D'o,D"o,«, v, servirebbe ad esprimerep. e. D' D". in
funzione di Do,<t,v, e sostituendonelle (11)avremodue equazionisimul-
tanee del primo ordine per Dola oui risoluzione (aupposta possibile)
darebbe tutte le flessioni di S.. Ora cio é assurdo, ii problema della
deformazionegenerale di una superncio dipendendo inveceda un'unica

Ne!solocaaoche la congruenzaC sia quelladotlenormaUa 80,queste
UneereetanoMetenoiMtei potrannoalloraMegUmaiin modo&ûhttoarbitrarlo.
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equazione del 2." ordine, l'equazione de!t*applicabilité (1, pag. 289).
Dalla osservazionesuperiore segue in particolare: OtKtf~oM~M~~e

fra Do,D' D".

wD.+pD~+fiy~+9==0,

ove a, p, f, 9NOM/~<M.~Mt~~SM <t,f, non fHW ~~0 lutte 16

/OM~ 8.M nrna MM'<oteM~C<<~<tc=:p==!-r==~==0.
Indichinoora xo, le coordinate di un punto M. = (u, f) mobile

sopra,.S<e

XI Yt 1 Zf

X) < Yt, Z,

X), Yt, Za

rispettivamente i coseni di direzione della terna ortogonale uscenteda

M. e formata: 1.' dalla tangente alla linea v, 2.' dalla tangente alla

Unea u, 3.' dalla normale alla superficie.Le formule della teoria géné-
rale delle super&cieci danno allora le formole fondamentali septenti:

3a:o X,
3A

¡¡:r Xe~==V~x, ~-va-~

3X~ 13~ D.
3X, l~G.

~+~. ==

(1) 1 1/(1)
3X, = 1 3t/E.D~ 9X, 1 9~& ,D~- $,
W==~+~==-+~

9X,_ D. y D'. v 9X,_ D~
VE. \/E. VG.

colle analoghe che si doduconoper permutazione circolare deUelettere.

Indichiamo ora eoa '-)=='o(M,<')l'angolo d'inclinazione del raggio
della congruenzaC, emanante dal punto (u, v) di Se, sulla superficie,
cioè sulla linea e. 1 coseni di direzione X, Y, Z del raggio deUa con-

gruenza si potrannoasswmeredalla formola

(2) X=XtC08o+X98en<! C

e dalle analoghe.
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Derivando la (2), con riguardo alle (1), troviamo

j aXa sen o Do a°l X sen c Dy° cosa a
v`E°l

~(~(~)-

-)~.

v

(3)

~&~)~)~
au-

\4~~° +1-1) `l~~o ~~°l
X. +

+~.Y-~+~x,.
\VE.

:Ka.

Se ora introduciamo per gli elementi della nostra congruenaa 0 le
notazioni di Kummer (§ 187,1, pag. 298), ponendo

~3X~ ~9X3X ~/9X\'
'~==2~ ~=2~

~9X3a%) .9X3! ~9X3~ ~)3X9~

~9M" ~3«3p' ~9.'

trovefemo subito dalle (1), (8) le espressioni seguenti:

~Y, ~en o D'. coso9~'
p

''WË. ~VG.

G=~+~+~V

9

\~E. ~E.
(&)

T'=~D<' aa ~Y ~semP'. co8<!3\/JE.\
\J~ âuu~CJ~

+
~"l CvG°

+
V13''V~~

/eoso9~/G. D'l\

~L~+~~
(Ci*)

~.E. ~G.0 V~

~-vE.sen~~Y
~+~

f.
WE.

1 g =

\v~ V~



Catco!andodi qui i vatori delle tre quan~t& foadamemtaU:

E' ~E'-(/'+~F+e(y.

troviamo

E'G'-F"=M', ~E~-(y+~F'+e~==:

(.,

~(~~)~(~)

( ~semVE.G.M,

dove si è posto per &bbM?iMe

D. cos o 9 VG. D~\'r
fsen~Do.coso 3 V~\

VG.

Tenendo conto deU&equazione(I) di Gauss, si vede subito che questo
fattore M si esprime tinearmente per D., D'o,D~ colla formola:

M_coso9~~ ,/co8o 9VE. 8eno9o\
N==-M-D,-f-t _r'+T=a.; D""

\yE.G. VG.

__8Mo3o- C08o9V~9<!

VG.~ "VE:

G°
Va.

Queste formole Yalgonoper qualunque congruenzaC, normale o no.

Ma, poichè la nostra congraenzaC è supposta normale, dovremoavère

(I, pag. 310) /'==/ cioë per le (&*)

(7) 9(~.)~

MMOMMNMMBNTAM 93
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§.856.

mementi relativi aNe due Mde E, SdeU'invilwppe di sfere,

Indicando eon X una delle superficie ortogonali alla congruenza 0,
sia M~(a;, .?) il punto ove il raggio di C uscente da M. incontra S;

ponendo Mo M== T, avremo

(8) a!=~+TX,~==y.+TY,~==~+TZ,

dove T sarà da calcolarsi in funzione di u, v dalle due condizioni

'x~–o 'y'x~–o2,X.0. Z~g.-O

che danno (I, pag. 81l):

9T < 9T
o.

~==-VEcoso,~==0.

Dunque T è funzione della sola M, definita (a meno di una costante

additiva) dall' equazione

(9)
d~

(9)
~=-yEcos<

Dalle (8), che deBniMonola superficie S, derivando abbiamo

ax 33:0 3g .r. ax 33:0 3X
~+T~ ~+T~.au au rEcosoX,p = ap

Se indichiamo dunque con

E<i'<t'+3F<~<?o+G~

D~M'+2D~~+D"~

le due forme fondamentali di 2, ne dedurremo subito:

JE=T'E'+2Te+E.sen'o,F.'PF'+2T/ &=.T*G'+2T~+G.

"j –D=TBr+e, –D'==TF'+/, -D"=.T&'+y.

Indicandoconri, f, i raggi principali di curvatura di S, dalle formole

(I, pag. 164)
2 Ye -79'D" WD2F'D'-E'D"-G'D

DD–D,
~E'G'-F"

(*'Siecomeadoperiamoqui le formole di rappreMntMionesferica per
la S, escludiamonaturalmenteil casocho S sia sviluppabile,doè che si abbia

E'Q'-P'~0,os8iaM==0.
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pet valori procedenti di,D, D', D", si trae

~jL< 2T(E'G'-F~)+eŒ-2fF'+~E'+t.,=
–E~~r–

T' (E' F~') t-T (e 2 +g E') + e.?
E'&F~

Sostituendo i valori (6), col porre inoltre per brevità

(H) N-~D.+Mn'~D'~VG.sen.cos~(11)
VE. ~G.

son 0 008

ne dedurremo le formoledefinitive

~+~=2T+~
(12)

.T'+T~

Osserviamoora chese in tutte le formoleprecedenti si cangia in «,
la (7) è sempre soddisfatta, ed X, Y, Z si cangiano in

X==!CosoXt–sen oX,,Y='cos<!Yt-senoYa, Z===cosoZ[–senoZt

eio6 la congruenza C si eangia nella sua riaessa sulla superficie S,. Se

manteniamo a T il medesimovalore, ci&che è lecito per la (9), la super-
6cie S verra a cangiaMinella saperScie S definita dalle formole

e siecome
~==~+TX,y==y.+TY,7=~+T~

~–a;=–3TsenoX,, ~==–3T8en«Y$

~–<-=–2TsenoZ,

~(~+~)==~+TcosoXt, ~-(y+y)==y.+TcosoYt,

(~+~?.-(-TcosoZ.,

vediamo che due punti corrispondenti M, M di E, sono simmetrici

rispetto al piano tangente di So in Mo.Dunque: Le due ~CM S,X

MMo ~<M/M~ ~'<)!e:<«~ <ësfere di f<~M = T (u,v), <teeK~ i loro

ee~n sopra So. Tutti gli elementiretativi alla super&cieX si caicoleranno

dalle stesso formole precedenti, ove si cangi semplicemente o im–o.
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§.356.

Oaso in oui la eaperBoie S rimfme a cnrvatara media oMtfmte.

Cominciamonel presente § ht ricerca che ci eondurraai teoremi già
accennati di Guichard, proponendoci il probtemaseguente: Per 9<«~t
tKt~w~ <? s~e accadeche, (~/b~MaM(~<!OM!fsa't<ela superficie80 luogo
dei ce~M, la falda Z ~'w~MpFo rimanga semprea oMfM~a media
co~a~e?

Indichi H il valore costante della curvatura mediadi Z. Le formole

(12) ci danno subito

1 j. 1 == 2TM+N

T'M+TN-senoVË.G.'
indi

(e) (HT'-2T)M+(HT-l)N-H8enoVË.G.=0.

A causa dei valori (6*),(11) di M, N, questa ë una relazionelineare
intera fra D.,D'o,D" ohe dovendo aver luogo per ipotesi in tutte !e
flessionidi So deve ridurei, per le osservazioni fondamentalidel §254,
ad nn'idontità. Eguagliando a zero i singoli coeScienti di Do, D'o,
!y'o ed il termine costante neUa(c), si ottengono le quattro relazioni

seguenti:

(.)
(H'r-3T)~~+(HT-l)~==0

0(HTt 2
& <w

+ (Il T

~j~

0

(P)
(HT'-2T)~~+~o 0Ir;¡)

\VE.G. VG.~

0

sen"
sen3-1

+ (HT 1)
v'Eo

(7) -(HT'-2T)~~+(HT-l)sen'~==o 0

~V~G~~~4
ôû âü

`~ ÿ ~o
ôv â"

` 8enoKo ~,oGro
~'f.

+(HT-l)jVG.senoeoso~~)-H8enoV'~G.~O,
+ yGoaü

-seno cos 0 fi S6no vEoGo= 0,
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le quali, insieme colla (9)

~p
? ~'='f'E,co8o,

contengonotutte le condizioni del problema.
La (p) dimostra che deve essore:

coso~VE. 3o
0

~9T+~

percM in caso contrario si dovrebbe annullare HT'-3T e la (ot)non

potrebbe soddisfarsi. iMiemo alla (p*) dovendo sempre veri&c&Mila (7)

cos.V~Mn.~0,

ne risulta che dovrà averst simultaneamente

3~ 3,1

r.
OTvoro o==-

Trattiamo subito il secondo CMC,che è il più semplice. Allora le

M) ?. (ï). ? si riduconoalle due sole

HT-l==o, (HT-2T)K.=–H,
cioè

T==~ K<=H'.

La superficie S, è dunque a curvatura costante positiva K(,==:–
e

le sfere hanno il raggio costan~<-R. Perveniamo cosi al teorema di
Bonnet: Le due $<M jpa~e!e ad «~ st~pef~MSo di ourvatura co-

etasüepositiva Ka-r e distar~tâda queaEadi R has~uwâa ourvdura~M~pM~~zK,==~He~M~~d~~w~<~Rj~MM ~em~~w~

wM<S<teos~~e
H='i~.

È qnesta, come si vede, l'unica so!uzionedel

problemaproposto quando il raggio delle sfere ë costante.

Dobbiamoora, servendocidelle (18), corcare le altre eventuaU solu-

zioniconT variabile. La prima delle (18)ci dice cho le linoew s costante

sono geodetiche di Soe prendendo per parametro u l'arco di queste

<
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geodetiche,contato da una traiettoria ortogonale Nssa, faremo

Eo=l.

Inoltre, per la seconda delle (13), sarà una funzionedella sola «

o==o(«)

le cai derivate indicherom) con accent!. Paragonando le (x),(y) e ricor-
dando che necessariamente HT'-ST~O, si ottiene

(14) sen
fsen

ces
o + VG~ ==0(14) sen Ben0 cos

CM + r
p<(/

= 0

Ora l'annullarsi del primo îattore sen 0 cornspoode evidentemente
al caso di Weingarten (~=0) quando i raggi della congimenzaC sono

tangenti, lungo le geodetiche v, alla S<e questa è l'evoluta di una su-

perficiea curvatura media costante. Lasciandoda parte questo caso ben

noto, < la (14) puo scriversi

3 log V G 3 log cota

9M 9M

e integrando abbiamo

VG~Vcoto.

Disponendodel paramett-of, possiamofareVa 1 e l'elemento lineare
di S, diventa

< =' dur + cot' 0 d'e*

che, essendoa funzione di Msoltanto, ha la formatipica di una super-
ficiedi rotazione.Rimane a vedersi se potremo determinareo in funzione
di « in guisa da soddisfare a tutte le condizionidel problema. Ora per
i valori

VE. == 1 VG.== cet o
si ha

1 yVG._ 2<
Ko

Vo' 9M' son o ces « sen'o

n lettorepotrà del resto trattarlo direttamentedalleequazionidelteste,
che si riduconoalledne

(HT'-8T)~+(HT-1)VG=.0 0

gT
~1.
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Delle nostre equazioni(a), (~, (7),($) la ?) è identicamente soddi.

s&tta, le due (<t),M coincidononell' unica

(1&) (HT*-2T)9'==(HT-l)seno 0

e la (9), tenendo contodi qa&sta,diventa ly

(16) (HT–l)(3<cot-<)==:H9'coso.

Tutto si riduceadunquea determinare a, T in funzionedi « in guisa
da soddisfare alle (16),(16) ed alla (9)

(17) T'==–cos-9

Facciamo intanto l' osservazioneche le nostre tre equazioni fonda-

mentali (15), (16), (17) non mutano oangiando ') in a e lasciando T

immutata, onde si vede intanto che, supposto il problema solubile, OHM~

la secondafalda X <M!'tMp~«~o sfereocKse~efà la (medesima)eMM)<t-

tura media costante.

§. 257.

Oasodi aaa saperaoie Xd'ares minima. Primo teorema di Guichard.

Per la discussioneulteriore ci conviene aeparare il caso H = 0 dal
caso H 0. Cominciamodal primo, nel quale adunque la prima falda

S dell' inviluppodi sfere fecoMeguentemeate anche la secondaE) deve
rimanere costantemente ad area minima. Essendo H=0, le (15), (16)
diventano

2To'==seno

o"==3<coto

Quest'ultima, integrata, porge

(18) o~sen'o,

denotandok una costante arbitraria, dopodi che la prima ci dà per T
la formola

1
(19) 2T-L,(19) 2 T

&sen'o0

D'altronde, conquestovaloredi T, la (17) risulta identicamentesoddi-

sfatta, a causa della (18). Cosl adunque il nostro problema ammette

(i)Per trastormarela(!!)ncHa(16)convienemoItipHcarela(~ pera', ci&che
è lecitoessendonet casoattualecertamentea' ~0,comeTtsulta.dalla(16)steasa.
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un'effettivaBo!<Mione,assumendoporBMporScieSoluogodei centrideUe
afeMunasupermcied'elementolineare

cioeper la (18)
<&<~+cot'o<!c',

(M) ~+cot'<

e dandoal raggio(variabHe)T dettesfereil valore(19):T=y,~~6eno($
La nostrasuperficie8, è applicabilesopraunae quindisopraw'

super&dedi rotazione;resta soloche caratterizziamouaa fra queste,

dandonetacurvameridiana.Cangiamonella(20)«in e ponendopoi?

f e=! COt0?
avremo

<~=(l+f~)~+~<

QuestoelementoUneareappartieneat paraboloidedi rotazione,!a
cuiparaboiameridiana(assumendoperassedeUeo l'assedi rotazione)
ha l'equazione

k&~
~==-2--

Dipiùsi osserviche la (19)dà petraggiodellaeferail valore

T==~(l+~,

cherappresentaappuntola distanzadiunpuntodeltaparaboladalfuoco.
Siamoeosïarrivatiat risultatoseguente:
& MMMMJM~OsfereF~ (M~a~Opf~ <~<COMMMgMe<~tT!MtK&)

!<!s~pe~eMS, ~o ceK~, ~M<ï (e gMMtdKOM<~ ~<!OK<~
/<tM<t~'Mf~M~post coK~ef~sempreMKNsxper/Med''a!'eatNttMtma,d4<e
e<MtsoKa~ojpossoMO<&t~,e ct< j: S~è <tpF!Ma&<~~fa ~'eM-
~<t dft«M<t~<pc/~c!eM~MMO)e due/a~ ~'M«~t~po <t fMMCoMO
aKeSM~at~MtKMtMMte!)o!peM<e(c<Mo ~<~<M~eK~ ~~Mc
S. ~Heo~ jpara&oMde ~o~ e, W<MaS. ? a'!<e~<<M)M<t
/bfM<t,~e s/~e ~<MS<ïtMF~' /MOCO'

La singolarepropriétédet paraboloidedi rotazione,contenutain

questoteorema,costituisceil ~MM<eoreN!<t<? ~xM~rd',checonverrà
porresottoaltra formacorriapondenteaU'enaneiatodeU'autore.Perci6
osserviamoche per unadeformataqualunqueS~de! paraboloidedi ro-
tazionei segmentiM<M sonoterminât!nei pantiMallasnpernciemi-
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nima ed assamondo 89 la forma di paraboloide di rotaxione, mantre S.

traseina seco i sogmonti M<M, i punti M si riuniscono nel fuoco F del

paraboloide. Ne segue che la proprietà trovata de! paraboloide si pao

enunciare aotto la forma Mguente: MM~a~~o~ di ~<M~< rodolca

sopra una MM<pK~«M~MesuperficiedeformataS., ~MOOF fi~MWtWma

s~er~c~ (Paréo minima.

Siccomepoi il paraboloide (corne qualunque superficiedi rotazione)

è applicabile sopra se medesimocon inversione deUefaccie, oosi il ro-

tolamento del paraboloide eopra So pu&avvenire indi~erentemente sul-

l'una o sull' altra faccia di S. e le due superficie d'area minima X, S,

che formanole due falde del nostro inviluppo di sfere, sono i due rispet-

tivi luoghi del fuoco F nell'uno e nell'altro rotolamento.

Aggiungiamoin fine le osservazioniseguenti, che servonoad illustrare

in un caso particolare, il bel teorema di Guichard. Fra le 8Upor6de

applicabili sul paraboloide ve ne ha (I, pag. 232) una serie <N'di super-

&ciedi rotazione e prendendo per superficieS< sulla quale rotola il pa-

raboloide una tale superficie di rotazione, anche la superficie ï luogo

del fuoco sarà di rotazione ed avrà per meridiano la curva generata

dal fuoco della parabola che rotola sul meridiano di So; ma poichè 2 è

una superficie d'area minima e di rotazione, essa è necessariamente un

catenoide. Dunque: Se si /? ~c~fe <MMparabola sulla curva~t~tï~om~

<?ma sMpe~ctedi w<<MtOMeo~pKcaM~sul corrispondenteparaboloide. «

fuoco«M~ pN~(~<! genera «M<!C<!<t!MaW<t.

In particolare la superficiedi rotazione S. pub restringersi indeSni-

tamente attorno all'asse fino a ridursi aU'asse stesso, onde il ben noto

teorema: La o«nx! generata dal fuoco (Huna p(M'aMache rotola sopra

una retta è unacatenaria, aventela ~~<t ~M<itper <?tfe~we.

§. 258.

Oaso di mum curvatura média oosttmte.

Secondo teorema di Guiohard.

Riprendiamo ora le equazloni (16), (16), (17), per discutere il caao

in cni la curvatura media H non e nulla.

('' Si osservi che in questo rotolamento è per~ttamente assata la legge di

corrispondenza det punti della parabola e del meridiano deformato, dovendo le

ourvature de!ia due s~peracie di totazione essere eguali in punti corriapendeuti.
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DaHa(16)6itrMDana (16) si

HT 1
Ho'COSO0

HT-1~

e derivandolarispetto ad u, coll'osservare la (17), avremo sopprimendo
il fattore H (non nullo):

d'/ </cosoa

du(8~a-d)`~~sa~0.~(3~coto-~+~

Questa, come facilmente si vode, puô scriverai sotto la forma

log (8 0" cet 0–.o") ==
log (son'o coso)

onde integrando abbiamo

(21) 8 do cot 0 o"~=.c sen*cos 0

indicandoc una costante arbitraria.

Dopo di ci6 la (16) diventa

TT~
(22) HT-1=- csen'o a

e la (17) è naturalmente soddisfatta.

Resta per altro da soddisfarsi la (15), la quale, pel precedente valore
di T, si riduce alla seguente

(23) ,1 1 1

c'seR'o CM~o~H*
1

doveora possiamo trascurare l'equazione del secondo ordine (21) per o,

provenendoquesta per derivazione dalla (23) stessa.

Sinoti poi che alla (22) si puo dare, per la (23), la forma equivalente

(22*)
HT-l=~/l+J~

(22'~ H T 1
y 'csen'o ()

Cosiadunque,determinando o («) dalla (23) e prendendo per T il valore
dato dalla(22*),soddisfacciamoa tutte le condizionidel nostro problema.

La costantec rimane arbitraria; per6 limitandoci noi a considerare

le soluzionif~ del problema, la (23), scritta sotto la forma

~=.(~+l)-eo8'c,
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el dimostra che dobbiamo assoggettare c alla diseguaglianza

(24)
<'(~+l)>0.

Resta ora soltanto che esamîniamola forma delta curva meridiana

per la superficie di rotazioneS~che risolve la questione proposta. Il suo

elemento Uneare è dato da

~'==d'M'+COt'<!<

che per la (28) pu6 scriversi, cangiandovtv in kv (~costante)

= cot'odsô
c 800~(1

+ .psen'oj 0

70'coI'. adv~

Indicando CON~="}<(f)l'equazione della curva meridiana, confron-
tiamo questo elemento lineare coll'ordinario

<=[l+~(t.)]~+~ t

ponendo f=~cot' ne risu!terà per determinare ~(f) l'equazione

,JW _1

'(i+~)'
Di qui si trae ltrae

1+~
1+~().)=~- r'
x

~c o
l+g,+~

cioè

f~ c*
(1-~e) 1 +~j-

(28) M=
°

~(l~+~)

Della costante possiamo disporrea nostro arbitrio, ci~ equivalendo
a scegliere convenientemente la formadi S. fra le superficie di rotazione

applicabili. Prendiamo k in guisa da annullare nel numeratore della (25)
il termine costante, cioë determiniamok dalla equazione

w'('+?).
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che per la (24) d&un valore reale per &.La (25) diventa allora

t ey
H

e integrata porge

~==~(r)=~V<

eioè

H'cy'==l

La curva meridiana è un'eUisseod un' iperbola,secondo che c<;00

o c>0. Poniamo

H==~
r

.==?~.
f

e roquazione délia conica Mr&

~~6'==~'

mentre nel caso de! segno superiore la diseguaglianza (24) si traduce

in <t'> Dunque la 8Hper6eiedi rotazione S. un eUissoideallungato,

owero un iperboloide a due falde, Fasse principale neU'uno e neU'attro
n

caso avendo la lunghezza 2<!==~;
invece Fasse secondario(minore o

coniugato)resta arbitrario. La formola (22*), che ci dennisce il raggio T

detia sfera, diventa innno

HT-1=A/1+~'+(H'+<!)~,

ed il valore che ne risulta per T combina, come subito si vode, colla

hmghezzadel raggio focale.Dallanostra discussioneraccoguamoadunque

che tutte le soluzioni de! problema enunciato al § 256 si ottengono

l." prendendo per S, una superneie applicabile sull' evolutadi una

saperneie a curvatura média costante, nella quale evolvente coincidono

le due falde delTinvilappo di sfere (caso di Weingarten).

8.' prendendo per S. un ellissoide allungato di rotazione, owero un

iperboloidea due falde, e conaiderandole sfere che hanno i centri nei

punti délia saperacie e passano per l'une o per l'altro faoco.
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U terzo CMo che abbiamo trovato al priMipio del § 256 (teorema
d! Bonnet) non è che n casoparticolaredel seconde,quandoFeMissoide
si riduca ad una sfera.

Conconsidération! analoghea quellesvoltonel § 267,possiamoenun-
ciare le proprietà de!l'e!!issoideed iperboloidedi rotazione cosi trovate
col seo~db <eoreMa 6«tctaf<!?

Se un cK<M~(~~MHj~O fO<<M~,oveeroun iperboloidedi f0~-

~t<Mead una /<~< lungh88zadei oui asse p~M<~e ()M«~'e o

<~w< SM= 2 a, wMa s<!pf<tuna sua qualunquest~Me a~<<!<

e~MCM~fuocoo~~e «sa M<pe<~c~a 0!<nM<(f~<!mediaco~oM~eH
a

Al teorema generale di Guichard facciamoora seguire alcuneosser-
vazioni important!.

1.' Il rotolamento deUaquadrica di rotazione puo avvenire mdine-

rentemente sull'una o s~U'attra faccia deUa superficie applicabile 8.,
cosicchë,nota So, si ottengonopropriamenteg'!«<~<!superncie a curva~-
tura media costante e cioèle quattro falde dei due inviluppi di sfere.

Queste quattro superficiesono due a due parallele e distanti di 2 ?;
ognivolta la superficie mediafra le due È,pel teorema di Bonnet (§256),

una superficie a curvatura costante positiva= 1

2.' Se si fa crescore all'infinito l'asse principale deUa quadrica,
tenendo fisso un vertice ed il prossimo fuoco, la quadrica tende verso
il paraboloide di rotazione e si ottiene, al limite, il primo teorema di
Guichard (§ 253).

3." Se si prende per Souna delle deformate di rotazione della

quadrica, ne deduciamo il teorema: Ns /aMM<M-e«M'eKtMeoa!un' i-

pe~Ma meWdMttM<? ma s«p~Mc fo~Moso<~fcaJ&~ sulla qua-
drica generata <M rotare <M<tcotttcaattorno <~Mo asse ~MC)p<e, la
traiettoria a~oW~ dal /MOMè meridianodi una ~«p~cte a curvatura
media costante. (~

In particolare se, restringendoindennitamonte So attomo all'asse,
si riduce Soall' assestesso si ritrova la proposizione di Delaunay:

La curva d~cW~ frtocodi «M'eBMseo <?«M'tpc~ohK!~ t~o!<t

S0pf<!MMCf~ meridianodi una superficiedi ~<M'M<Ma curvatura
Me~Mtcostante, !'<MMdi n)<(M'<<WMessendola f~a

fi)Cf. la nota a piè di pagina 101.
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§.259.

CMCin oui la. falda X dell' inviluppodi sfere rimame

a enrvatura costante.

Collatrattazione del problemaenunciato al § 256,data negli ultimi §§,
abbiamoesaurita l'espoaizione det risultati di Guichard in quanto si

riferiseonoa quadriche di rotazione reali. Ora ricordiamo che la con-

gruenza C associata alla quadrica di rotazione ne! secondo toorema di

Guichard, e la sua riflessa C', rimangono, in tutte le deformazioni,nor'

mali a due superficie a curvatura costante Fo~~a, sicchè queste due

superficieX, X sono le due falde di un inviluppo di sfere aventi i

contri distribuiti sopra una superficieSo applicabile sa!Ia quadrica di

Guichard.Proponiamoci ora il problema: Trovaregli wMH!t<~<Ks~fe

~tM~î,deformandooomunquela St~pef~CtCSo del MM~,<ttMt falda E

<JM!'i)K~<tM'('fMtMMea curvatura tt~oM<tK costante~O~Mt, 0 negativa.
Se K 6 positiva,il teorema di Bonnet ci dimostra che non esistono

altre soluzionidei problema all' infuoridi quelle già trovate per le super-
ficie a curvatura media costante. Resta ora a trattare il caso di K

negativa, cio che ci oondurrà a nuovi risultati dal punto di vista reale;¡

pero nella discussione che segue lascieremo da principio indeterminato

il segno di K.

Ricorrendoalla seconda délie (12) e ponendo K==-(A costante),

le condizionidel problema si traducono nella relazione:

(86) T<M+TN-senovTE,,Qb=.AM.

Procedendo precisamente come al § 256, ed escludendoal solito il

caso o===0,già noto come corrispondente al teorema di Weingarten,

ed il caso
o ==

che non da attualmente alcuna soluzione del problema,

si trova subito che si deve avere

a y~ 30
0,

senocoso-? +~5. 5- ==0,fM dM
onde si pub tare nuovamente

~Ë.'==l VGb=~coto.
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Dopo c!6 la (26) si ridnce alle due seguenti

(37) (T'-A)</=Tseno o

(28) T(S<coto–)==o'co8a,

allé quali ë da aggiungersi I' altra

(29) T'+coso~O.

Ricavando T daita (28) e derivando, colFosservaro la (29), ne segae
come al § S58:

(30) 8 <~cot o < ==c sen' o coso (ccostante),

dopo dl che la (28) diviene

(31) T=. o sen*o
e, soBtituendonella (27), si ha

f82~ –L– A)
0'sen'a esen'oo

la quale formola trae seco per derivazione la (30).
Determinando («) dalla (82) e prendendo per T il valore (81), si

ha quindi la sotuzionepiù généralecercata del problema. E si osservera
anche qui che non solo la prima falda S ma anche la seconda falda X

deU'inviluppo di sfere ha la curvatura costante
Secondo la (82),

la nostra superficie di rotazione Soha l'elemento lineare

~en~(l~A8en'.)+~

Per determin&rela curva meridiana poniamo, come a! § 268

fc=&coto,
indi

r.= kcoto,

(I-fc) (l+~)-~c'A
(g8) (r) `

~c)l+cA+~)

Il caso di A positive = riporta naturalmente ai risultati del§ 268.

Considerandoora il caso di A negativo poniamo A == R', cioè sup-
poniamo la S pseudosferica di raggio R. La (32) ci dimostra che in
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questo caso, per avere soluzioni reali, eonvieno dare alla ceetante c un

valore positive e porremo per ciô

1

Attualmente,se diapoaessimo di Mn guisa da <mnaUarenel Mme-

ratore della (33) il termine indipendente da y', non avremmo pi&una

solMione reale del problema. Annulleremo invece il coeNcientedi y',

ponendo
j6*oc=l, ossia &'=='<t.

Dopo di cH la (38) diventa

Rr

~M-<?~

e la curva meridiana ha par equazione

(,.)
,-tM-R/

La formola(31)che deanisee il raggioT detia afera diventaper la (32)

T~L-R',
sen*<!

ossia

(35) T'==<R'+~.

La forma delta curva meridiana è diversa secondo che 1.*o ==R,

2." a<R, 3.<'<ï>R.

c<Mo<t==R. La curva meridiana (S4) 6 la curva logaritmica

~==RIogf r

e il raggio T della sfera eguagtia il raggio del parallelo. Quando S.

a~etta la forma di questa superacie togaritmiea di rotazione, una delle

falde S deU'inviluppodi sfere si riduceevidentemente aU'asse di rota-

zione i'altra falda X è la pseudosfera.

e<Moa<:R. La curva meridiana ha per equazione

)-==!t/R'–<~co8h(~)\R/

e si dirà la e<~eM<M'«!ace<w~~ perche proviene dalla catenariacomune

f!==Bcosh(~
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accorciandole ordinate r nel rapporto Il raggioTde!lestère

ëdatodtt

T-a'aenh~).

Si OMorvoràohé nel caso limite ?= 0 il catenoide accorciato diventa
l'ordinario catenoide e le due falde dell'inviluppo di afere coincidono
nell'ovolvente pseudosferica.

a." caso a > R. La curva meridiana ha por equazione

f==~]~8enh~
W

e la corrispondente superficie di rotazione ai dirà il ~«MM~ tpe~M~.
n raggio T delle sfere ë de&nitoda

T==y~~R'eo8h~.
W

In tutti tre i casi: deformandocomunquela sMp~cM yo~a~~
trovata, <~eseco<fosc~ !e ~e coi ce«M d!ts~!<~ sulla «QM~cM, le
due /M<~ <M'<~po sfere W<M<tt~<MMMmpfe e«pe~cM jpse<M&~e.
riMe di raggio <==R.

§. 260.

Catd in eui la aaperMe degenera in tma earva
cd in ana svNnppftbUe.

Per rendere complete le ricerche del § precodente conviene coMi-
derare anche il caso in cui la costante A sia nulla. Quale ne è il
aignincato geometrico? Siccome allora ~f,=='0, la falda E (e quindi
anche la seconda S) deU'invihppo di afere si riduce ad una curva r,
le cni normali costituiscono la congruenza C associata alla So.Le for-
mole precedenti si applicano ancora a questo' caso, in particolare la
(32) diventa

c'

~-costante,
onde segue

« =' a cot o, (a costante).

L'elemento lineare di So ha la forma

~==d«'+t<f',

cheë quello del piano in coordinatepolari, e quandola Soha la con-
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figurazionepiana )t, la formula M==<!tcot') dimostra che le sfere aventi
i centri distribuiti su n passano per due punti simmetriei rispetto a x,
situati alla distanza ± a dall'origine 0 sulla normale a 1r in 0.

La congruenzaC è dunque formata dai segmenti M P che dai punti M
di x vannoad un punto P fisso nello spazio. È facile vedere geometri-
camente che comunque si deformi x, cheseco trasporti i segmenti M P,
il luogo degli estremi P sarà in effetto una curva F di cui i segmenti
M P saranno tutte le nonnaii. E infatti segniamo sul piano x le ao'1

rette g chesi cangiano nelle generatrici della sviiuppabile deformata 8.
I termini P dei segmenti M P uscenti dai punti di una generatrice g
di S saranno sempre riuniti in un .solo punto e per cio intanto il luogo
degUestremidegU<?'segmenti MP per la sviluppabile S sara una curvaF.
Che poi questi segmenti siano tutti normali alla curva r si vede facil-
mente considerandosulla sviluppabileuno qualunque dei circoli geodetici
aventi il centre nel punto 0: i segmenti M P che partono dai punti di
un tale circolosono normali al circoloed hanno tutti eguale lunghexza;i
per cio la curva F luogo degli estremi P è pure normale ai segmenti
stessi c. d. d.

Dalla nostra analisi risulta poi: ~Mc~ d~~M~o comuque la
s«pef)!cteS, di y<ti~MWdei raggi di wMtco~nMM~~ Ho~Mt!eC, gMC~
si appogginocostantementead «Ma cx~ è necessario e M~OMs<eche S,
sia sviluppabilee gtKHK?0S, ha la COM~M~~OMpiana, t raggi di C
concorranoin un Jp!<K<0~M dello ~)<M'M.

Un altro caso limite della ricerca del precedente conviene consi-
derare a parte; il caso in oui la costante A sia infinita, cioè le super-
ficie normaUai raggi della congruenza C che si deforma siano svilnp-
pabili (a curvatura nulla). Allora dobbiamo avere in tatte le deforma-
zioni di 80:

M==0.

A causa del valore (6*) di M, escludendo il caso ovvio
==

ne

deduciamo

~~0 ~=0
9c ~r

o
~-0 ~=0.

Si puodunquetare
E, ==1 G< <==1

con a costante qualunque, dove attualmente non occorre più nemmeno
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eseladere il caao
<t '= Dunque: Se t raggi <? «MotcoKt~MM~a0, <M

a«<~ttt~<«<~onM<M~OMe<M!ea~e~te 8, pa~e~a, WtM<~<MMwt~M~~

ad una ~~F<!&tJe, la So deveesseresuilappabilee g<«MtdfoS, s<~~eM<~

ad piano i raggt della CO~MM'a!C debbono<!(M~KM'~in raggi ~<M'~ej't.
Come si vede, possiamo considerarequesto corne un caso limite del

précédente quando il punto P in cai concorronoi raggi, montre S. ha

la configurazionepiana, si allontana all'inflaito.

§. 261.

Esam. di un problema geneKie.

In tutti i risultati conseguiti nei §§ precedenti (256-260) abbiamo

inviluppi di sfere nei quali, deformandocomunquela superficie dei centri,
una fatdM(e quindi anche la seconda)dell' inviluppoha i raggi prinei-

pali di curvatura )'t,~ legati da una relazione &B6a.Domandiamo di:

trovare tutti i casi p<MM~, )tM 9'~ «tM~Mc clell' inviluppo<? sfere
COM~erpS< raggi di CM~a~M~ f, legati da «MC~<M~OMe

/'h,~==o,

<!OHt«K~«edeformandola aMpe~Medei ee~

Le soluzioni del problema che ci sono note fin qui sono: l." la solu-

zione corrispondente al teorema di Weingarten quando l'inviluppo di

sfere è a falde coincidenti e la superficie8. luogo dei centri è appli-
cabile sopra una superficie di rotazione.

2.' la soluzione evidente che si ha negliinviluppi di sfere di raggio
costante coi contri distribuiti sopra una qualunquesuperficie a curvatura

costante.

8,0 i varii inviluppi di sfere trovati nei §§ precedenti, nell' esame

delle proposizioni di Guichard e délie loro complementari.
Dimostreremo che il problema propostonon ammette altre soluzioni,

all'infuori di queste già note; per tal moao dsulterà meglio provata
la singolare importanza dei teoremi di Guichard.

Supponiamo che la prima falda Xdei nostro inviluppo di sfere abbia
i raggi di curvatura rl, r, legati da una relazione fissa. Se questa rela-
zione avesse la forma

ri !=:costante o r, + '==costante

saremmo ricondotti ai casi gia esaminati,poichè nell' ultimo caso po-
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tremmo sostituirealla Suna superficieparallela ad area minima.Esclusi

questi casi,comegià noti, potremodare alla relazionesupposta la forma

ft~'='F(n+~,

ossia, ricorrendoaile (12) pag. 96

(A)
~T~=F(2T+~).

Questa devra, per ipotesi, susoistere in tutte le flessioni di 8~ e

siccome N 6 per la (11) lineare in Do,D"o,se nella espressione (6*)di
M sostituiamoa D', il suo valore

D'.== ~D.D"E<,E.G,,

la (A) dovrà ndarsi ad un'identità in Do,D" Ora, se esc!«~<MMo« <!<Mo

o ==0 ~f~M~M, dalla (A) si trae in funzione nota di «, v
M Jil

i w
e per cio considerate come funzionidi Do,D" dovranno essere

fra loro (HpeMde~.Dunque il determinante funzionaledi M, N rapporto
a Do,D"odovrà annullarsi

a (MIN)9(M,N)(85) gp.TBQ"
Ma avendosi

9D~_J~ 9D~ Do

3D.2D'9D"2iy.'

dalle espressioni(6*), (11) dl M, Nsi rileva che la (35), moltiplicata

per D'o, si scrive:

coso 9 ~G, ~coso 3 ~E, seno 9o
~6.

v~~T~+s~ 'r"
==0

seno~o- l/coso
9~Ej

seno99\~

=0

'T=' & 2 T=~'
'~r'+ "<= -x.~G. \VE.G. Vu. ~G.

qnesta si decompone(§264) nelle due:

~o~j.seno~-O 0sen Oq_ u
Vu.

sen<!C08o~+~~==0.
9M 9M
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a

Poasiamo laseiaro da parte il casoo=* ove è geometricamente

évidente (e si puo subito confermare coM'analisi)che la soluzione corri*

sponde a qaetia giâ sopra osservata in ouile sfere hanno raggio costante

e la S, luogo dei centri è a oarvatam costante. Per <! le due preee*

denti, unendovi la (7) ~==0,
danno

~-<. ~-o

91og ~G. 31og cot
3a

––9M"9M"'
1

onde si conclude al solito che si pubporre

~E.==l VG,==coto.

Dopo cio le espressioni di M,N diventano:

o'cos?-, o~sen' o~coso o"
j N'= Do l~OT

(86)
aen'oa

D°
cosaa

~o
aen'oa senoo

f N == coto D. +~ïy.+2</cot<C080

Ora se fosse =='0, ne risulterebbo che la S. sarebbe sviluppaMIe
e le linee (tt,v) costituirebbero un Bhtemadoppio ortogonale di géode*

tiche, onde, se S. assume la confignrazionepiana, i raggi della con-

gruenza 0 risulterebbero paralleli. Qaestocaso,ove le superficie normali

ai raggi sonoa curvatura nulla, è già stato esaminato alla fiM del § 260.

Lasciandoioora da parte, potremoseriverela seconda delle (36) cosi:

N==–~M~ ~(8o"coto-

e la relazione (A) diventa

n< ~sent
T(3o''cot~-o")-</co8o o

~A; l-.i-

=.F(2T-+~~).

Ma poichè questa deve essere on'identita nelle tre quantité M, u, v,

rignardate corne indipendenti, ne pub M sparire contempotaneamente
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dal primo e secondomembre deUa(A*),devra manifestamentela F essere
una fanztone lineare intera nel suo argomento e la relazione supposta
fra ri, f, ha dunque la forma

ftf,==<t(f,~y,)+& b

con a, b costanti. Sostituendo alla superCeio X una sua paraUela (alla
distanza c), possiamo rhtarre questa relazione alla forma

'==costante

e le soluzioni corrispoadenti del problema.sono unicamente quelle osa-
minate ai §§259, 260, c. d. d.

§. 263.

tmviinppi di sfere snUeoui falde si oorriapondono le linee di curvatura.

Fra i punti delle due falde X, X di un inviluppo di sfere viene sta-
bilita Ma corrispondenza,ove si riguardino come corrispondenti i due

punti di contatto di ana medesima sfera con X rispettivamente; cosi

pure ad ogni punto M di X (o M di S) riguarderemo come corrispon-
dente sulla superficie8u il centro Modella sfera. Per gli inviluppi di
sfere nei teoremidi Guichard queste corrispondenze godonodi proprietà
speciali, che importa di esaminare in vista di future applicazioni. Nello
studio di queste proprieta noi proeederemo m guisa da determinare nello
stesso tempo tutti i casi nei quali la relativa proprietà sussiste, comun-

a'!«!d'e/bfmatM~la superficieS, dei centri delle sfere.
Comincieremodal dimostrare che suHe due falde S, S di un inviluppo

di sfere nei teoremi di Guichard si corrispondono sempre le linee di
curvatura. Per ci&proponiamoci il seguente problema generale

.De~MMMre<~ inviluppi di sfere cui ~<j'e X, Ssi c<M-n-

<pOM<&)KOsemprele Macedi cMr~Mfa, comunquedeformandola superficie
8, des ceMM.

Dobbiamoin primo luogo scrivere i'equazione differe)u:ia!edellu Huco
di curvatura per la prima fatda detrinviluppo, ossial'eqaazione dif-
ferenziale dellesviiuppabiUdella.congruenza normale C (formatadai raggi
MoM). Seconde il § 140 (I, pag. 805 equazione (C)) questa equazione si
scrive

(~E'–eF')~+(~E'-e&')~M~F'G')<~==o.

Ora, formandoeffettivamentele espressionidei tre binomiicoeNcienti,
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dalle (6) (&') pag.9a()'icordando che qui /"='/), si trova

~=-~E.~of'~+~Mf E' e F' a sen

aCsenaD'°

cos

o YÉoIVG. VG.

~Ti" Vn'/D'' L~ o t /s'. /eoso9VGbCt ~)
~F-eG =. VG, -~+~ +/E.sen'j -8en< ~.M

~E. ~E, 'j

~=.+~.M.
6 quindi per requazione cercata la forma:

(37) -a'oD/+~senoeo8~ ~'+
~G. vG.

~(~)~~( 1~D'o ~o

sen olD" J' +
VC:io ôu`

div+

t-~D~+\/G.==0.
\VE.

D'. + die 0

Onesta ë dunque t'equazione di~ereNziaIedelle Uaeo di curvatura

sopra E; l'analoga per la seconda &!da Xse ne dedurrà, secondo le

osservazioni al § 255, semplicemente eangiandoo in o. Scrivendo che

queste due equazioni diBferenziaUcoincidono,si ha

D~p~t.~p~~

VOen ~< n" senocoso9~\

~D.D.+-

indicando con p un fattore di proporzionalita. La condizione richiesta si
scrive quindi

(38)

VG~.D.-VG~

-~senocoso ~D'.==0.
Vol sen

acosa D"9-- 0
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Per interprotaria geometricamente ë bene oaservate che ossa pa&
soriversi, introducendo i coefScienti della (87)

f~D~D.D.~sen~D'~\E.
0+v 0

(VE. ~G.
sen0u 0

/9o
8enocoso9~G.

-~sen'.D'.+~semc.so~O;
ï

WG.
sei? o0

VG.

sen li WB0 0,
a
e

sotto questa forma essa esprime che le linee integrali della (87) trac- «

ciano sulla superficieSodei centri un sistema coniugato. Prescindendo

dalla condizione, specialeal nostro problema,che la (88) deve verificarsi

m tutte le SesMonidi So, possiamo enunciare questo risultato sotto la

forma seguente, che dà un teorema di Dupin:

J~M~ ~t~poM~ una <!OK.<;fn<eM~normale C si coMMfo~

per ~t/Ke sopra una <:(pe~c SoM~~sartO e ~!c~M<e che esse

~HtK) 8. ~ecMtdO«? SM<em<!coniugato.
Ma veniamo ora alla nostra ipotesi speciale ove la (88) deve aver

luogo, comunquesi deformi S.. Per cio ë necessario e suNciente che

si abbia

n 9'' _j_ senocqsoOt/G. 9\/Ë.
3. 9« ''3<r=='

<')Per vederlobasta applicarela condizlone

D,~«~+D'.(~5p+(:t)~)+D"~c5t'~0,

'che esprimeesMrodueetementtHaearidt S~eon!ug'ati,ai dae elementiuscenti
da un punto (!<,c)d6neUneeintegralidf nn'equazionedMeronziate

ci&che d&:
A<<*+B<!«(!N+Cd~–0,

CD.-BD'.+AD",=0.

0 Nonci tratteniamoqui a spiegarela ragionogeometricadi questorisultato,
che il lettore trovo)'&sviluppatain Darboux,t. II, pag. 281e segucnti.
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Ne segue che possiamo porre

<)==.<!(«), E,=sl, VG~eseOtO; ¡

e poichè in tutti gli invUuppi di sfore che si presentano nei teoremi di
Guichard (§§256-259) le condizioni superiori sono soddisfatte, ne con-
cludiamo che suHe due falde detl'invitupposicorhspondono appunto le
linee di curvatura. La nostra analisi ci fomisee di più la soluzione del

problema generale proposto col teorema:

Per ottenere <<~ ~<~((p~ ~e, ~e falde si c<M-WspMt<~sc
le ?«? curuatura, cowxM~«edeformandola superficieS. luogodei centri,
~'e~aM per So «Koa'M~MMgMes~pe~te ~<c<~t~ sopra <OMsuperficie
<? )~<M~M-, C!~elementoHt!C<t~ SO~ca

o~=~«'+cot'od'p', oc=<o(«)

e ~-MtdM raggio T <M~ sfera variabile dapan~o FCtt~iMo~(Mx~
la /<WM<o!a.T==*0 J' coso <

§.263.

Oaso in oui ai sistemi ortogonaU di X oorriapondono

i siatemi coningaû sopra 8..

Proponiamoci ora il problema seguente:
2%W< ~t WC~t~pt di sfere pei <j'<K~t,comunque deformando

la superficieS~dei ce~, accade che ai sistemi ortogonali ~<a prima
/M<&:S oMX'tt~~Mppocorrispondonosopra Soi sMe~ coniugati.

Esprimoremo le condizioni del problema col sassistere delle pro-
porzioni

E F G

Do D'. D~

ossia colle due equazioni

ED'FD.=0, GD'FD'~O,

che pei valori (10) di E, F, G (pag. 94) si scrivono

T'(ErD'F'D.)+2T(eD'D.)+E.sen'oD'.==0 0

T' (G'D'. F' D".) + 2 T (y D'. yD".) 4. GoD'o= 0.

Sostituendo i valori effettivi (8), pag. 92, di E', F, G', si trova subito
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che essediventano

~(~~)~)+

+ /Mn« D' coso
9~\ /cos ces <. 3

~VG. ~A~

–senoK.E.G~j ~+

+ 2T V~ sem
(D. D'. +E. sen'aD'.==0ff oM/

(~+~('D-0.)+
+r Eo av ât.

./co8~Mn~D'coso3\/G:
+

A~~

+~~D~L

+.TW.(~ vEo au
Go0 av

Osserviamochepero== (e quindiTcostante)questedue si ridu.

conoaH'unicaK. !a superficieS.èa curvatumcostantepositiva

e S,S sonoiedueparaHetea curvaturamediacostantediBonnet(§256).
Questaè unaprimasoluzionede!problema,ai sistemiortogonaUsopra.
E, S corrispondendoi sistemiconiugatisopraSo.

Per discuterail casogénérale t prendiamo!apnma(89),cheè

unarelazionefraD~D'~sussistenteper ipotesiin tatte le Sessioni;
essadevedunqueridarsiad un'identità.In partieolaro,eguagtiandoa
zero i coef&cientidi

D!,D~,D.D'
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troviamo

ai
0 .r 3., 3 V Go

~O.~=o. ~+sen.cos~=.0.

dalle quali, disponendo al solito de! parametri u, v, risulta

~Eo==l, \/Ga==COt'J, 0=-3(M).

Dopo di ciô la (39) si riduce alla seguente:

(40) T*(3o"cot3 -<?")–2To'cos<!+sonocosoc=0,

ed alla medesimaequazione si riduce anche la (39*).Ora se si prende
l' espressione della curvatura media di S, che, seconde i calcoli eseguiti
al § 261, 6 data da

H==-L4- ==, (2Ti'-Ben'))M+3'eot<<
n

=
(T'<Tsem)M+ T(3<eot'o'coso

si vede che la (40) esprime essere la frazione del secondomembro indi-

peudente da M. D'altronde il suo valore

aTo'-seno a

T'Tseno a

è una costante perchè la sua derivata rapporto ad u, a causa della (40)
e délia

T'==:–C08<

ë identicamente nulla. Vicoversa se la curvatura media H è costfuite,
comunqueflettendo S., la (40) è soddisfatta. Per i teoremi dimostrati
ai §§ 257, 258 ne concludiamo:

MM~«p~ S~M ~«!~t, in quadunque~MM <M!<t~t~pef~CM
So<~ oe~ SM~MtO~OK< MMfalda <MftM<«~<' corrispon-
donoSM<eMtco~~t sopra Sosono <~ e so~ g!«!!i e~ presentano
nei <eo~~ <? <?MM~~a'M<~d'o M~c«! dei centri è applicabilesopra
una quadrica di rotasione e le due falde < tM~M~'o sono a ourvatura
media costante.

Ora si osservi che la proprietà vale tanto per la seconda fatda X

come per la prima 2 e quindi sopra 2, X si corrispondono i sistemi

ortogonali, ossia: La c<M'fM;potM!e~<tfra i pMM«delle due falde a CM~
tura media costarate<~H !<M~Mpptdi sferenei teoremi ÛMM~o! è
MMCMVMpOM<~Hi~OMt/OMKe.
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Aggiungiamo,omettondo per brevità la dimo8trazione, che anche
questa proprietAdeUacorrispondenza conforme fra le due falde deU'in-
viluppo MMt«eWs«<)(tper g!i inviluppi di sfero dei teoremi di Guichard,
quando si osiga chela propriété sussista comunque flettendo la superficie
dei centri.

§. 264.

OonispoadMiM dei eistemi coniagati di Sai sistemi oonittgatt di S,.

Un terzo problemache possiamo facilmente risotvere col medesimo
metodo è il seguente:

2hwa~ ~HMpiJ'~ <?sfere a'«a!tai sf~eNMeoM~a~ ~a~W~M
falda S <M'!M<~«MX)CO~TtSpMt~OMO~eMt COM~< sdla M~p~c~ S.
!«0!iK)dei ceM<W,in ~«MgMe ~MfKe <p<e~o.

La corrispondenzadei sistomi coniugati sopra 1:,S. si esprime colle
proporzioni

D:D~D"=D.:D~:D"

che pei valori (10)di D.D'.D" si traducono nelle due equazioni

~T(E'iy.-F'D.)+eD.D.==0

T(~D'F'D".) +FD'D". = 0.

Gli effettivi valoridei binomii che qui comparisconosono gli stessi
che al § précédentee le due equazioni calcolate sono dunque-

(41)
Ti~+~fD.~D.~+

t~E.

+ +co~9y~ 9~E.,y

~9.+

+~~D.-senoK.E.~
+

+~sen~-D'==o
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~(~+~)(')+

/coso3j/~ s8mD~coso9v''Gt~,coso9\).

~A~~ ~vG~ vrau v~ ~=
+

0
Dl'

av 0

+~D't-D"~0;+
WE.

D'o
cos

0 0¡
vEo ats vU.3v

esse debbonosussistere, per ipotesi, comunqueflettendoSo. Eguagliando
a zero nella (41) i coemcienti di D~, D, D' Dt se ne trae, come al

§ 263, che si puo porre

VË.==1 V~~coto, o==o(<t)

e le (41),(41*) si riducono all' unica

T(3o"coto-o")– o'cos<!==0

Una prima soluzionecorrispondea o'='0; allora la 80 sviluppabile
e si ha precisamente il caso consideratoalla finedel §260. Qaando o~O
la précédente equazione, che coincideprecisamentecolla (28) § 289, d&

luogoaUe medesimeconseguenze e cioè aUe equazioniivi segnate (30)

(81), (S2), onde sogae: prima e la NecoM(!o/M<~(M'~M~Mpposono

st<jce~M a curvatura costante. Dunque le aniche soluzioni del pro-
blema ora proposto si hanno in quegli inviluppidi sfere del § 259 nei

quali le due fatde S, dell'invilappo hanno la (medesima)curvatura

costante, comunque deformando la superficieS. luogo dei centri.

1)1particolare segue di qui: ~MMedue faldeS, S <~ questi wp~~t

sfere si corrispondonosM~aX coniugati, cioèle H)teeotsstM~M~e.

Qaesta proprietà deUa corrispondenzadei sistemi coniugatisopra le

due falde X,X valo non soltanto per questi inviluppidi sfore, ma anche

per le due superficie ad area minima associate nel primo teoroma di

Guichard ad ogni deformata del paraboloide di rotazione. E infatti al-

lora S, S sono in rappreseutazione conforme,doè si corrispondonole

linee dl lunghezza nulla. Ora queste sopra una superficieminima for-

mano un sistema coniugato e i due sistemi coniugatideUelinee di lun-

ghezza nulla si corrispondono sopra S, X. Di più si corrispondonoancora

sopra S, X i sistemi coningati formati dalle linee di curvatura e per
cio tutti gli altri sistemi coniugati.
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Ritornando al casodelledue falde S, X a carvatara costante, agglun.

giamo che: arohi di <M!oi~ cof~OMa~t sopra le duefalde X,S

a curvatura costanteNMM~t~.
E infatti pei valorl (10) di E, F, G D, D', D", .H<~ della E si pu6

scrivere

ds' ==(-TD+Tc+E.sen'o) du' + 2 (-TD'+Tf) du <~ +

+(-TD"+T~+GJ~

e lungo un'MStntotica è adunque

ds' =. (Te+E.sen'o) du' + 2'T~ -<-(T~+G.) de.
1

Per la corrispondente assintotica sopra X avremo (canglandot in 0)

== (T~+E.Ben'o) <??'+ 2 T f dudu + (T~+G.) d'f',

onde

d!==TJ(e-~<i't<'+2(/7)<?«d'e+(y-<

e quindi per le (5*),pag. 92

d~ = 2 T seno (Do<j'«*+2iye du dv+D"o

espressioneche è nulla lungol'assiniotica essendo D D':D": aDo:D'o:D"o.

§. 265.

Bioerca degli inviluppi di sfere nei quali le due falde sono oontigae

per trasïbrmMione di MontMd ad una medeaim&snperCoie.

Terminiamo il presente Capitolo col far eonoscere un' importante

proprietà deUe due falde X, a oM~Mt~~costantedi uno qualunque
dei nostri inviluppi di sfere, proprietà che ci servira poi in seguito

(Cap. XXV) a collegare i teoremi di Guichard colle trasformazioni (dt

BacMMd) ~ea!t od tmms~ttMtt'Mdelle superficie a carvatura costante.

Per ct6 riprenderemo i risultati dei §§ 247,248, relativi alla appli-
cazione successive delle trasformazioni di Moutard, e dimostreremo:

A) Se le due /M<~X, di un inviluppo di sfere sono cc~Me, per

~o~M~MMWHedi Moutard, ad WM superficie,e quindi (§248) ad una

semplicetM~M~A superficie,le s<~e~<e S, S A<MM«!la stessa CMHMf~a
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tM<<M~ee !Mt~pc <~<tM~con«Modi ~MeK~<twa~<o!see<Mt~o~wet~

<? 6~«~ (§ 258) e colle~fopM~~t co~aae~a~ (§269).
In altre parole (§ 248) ciascuna superneie S. di questa Bompiicein-

6nit&forma tanto con S qaanto con X ta superScie focalecompleta di

una congruenza. W.

Segaondo il metodo dei §§precedenti, dimostreremola proprietà in

questione facendo al tempo stesso una ricerca più generale e prescin-

dendo dapprima dalla condizioneche le congruenzele cai falde focaU

sono (E,SJ, (S, Si) debbano essere congruenze W, domandiamodi

B) trovare gli !MpMM~di N/efc,pei ~t«~t age due falde X,X ~«0

<!Moe<<tMuna <e~<tSt~cte Si, che /<w~ eea S c~econ X super-

ficiefocale completa <Huna co~~$M<e)M'<~fe~tMeo.

Siano M == (x, y, i'), M=3(:c, .e')due punti corrispondenti di S, 2

e sia MI== (~, y,, .6'.)il punto corrispondentedella superficiesupposta St.

Questopunto MI dovrà trovarsi Bullaretta r d'intersezione dei due piani

tangeuti in M, M~a X,X rispettivamente; i coseni di direzione della

retta r sono, nelle nostre notazioni fondamentali (§§.254-255)

X., Y,, r Z,.

Ora il piede P della retta r sul piano M MoM delle due normali

a S, X ha le coordinate

zo T
T

XI yoT
T

y~ T
T zl

~+~ ~+.o~+~~

e se poniamo

PM,=Atgo

dove A sarà una funzione incognita di «, v, avremo

(42) ~==~+~Xt+Atg.X,.x` x°
cos (1~i -f- a XSt

colle formole analoghe per ~t,
Restera da determinare A in guisa che la superficieSt luogo di MI

abbia in MI il piano MMIM per piano tangente. Mala normalea questo

piano,essendo normale alla retta M M (coicoseni di direzioneX~,Y:, Za)
ed alla retta MM., avrà i cosani di direzione proporzionaliai binomii

(43)~AXt-T8enoX,, Djc.AY.-TsenoY,, ~AZ,-Tsen<tZ,.
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La nostra funzione incognita deve dunque determinarsl dalle due
condizioni

(44> ax~
= 0 gax~

= a2~=0. 2~-0

Ora daUe (42) e dalle formolefondamentali (§§254-886) si traggono
le seguenti:

~Y~t TsenoSo l 9VE.
;+~

~X~A-tg.-L~h cos'o9p 3M
VGo

~Y~ T 1 3~
)t.t.

(45)
9M cos~,/n 9t( ces'')3M

n aa
(46)

~-3a;t_ T 1 9~&. 9A A 9o
SX.

=V~+~9,r+~+~~

~X~=-+Atg.

Go
+ t 0

aA
+

30

cos.

'~3~
T

I~D~
~+~

Dopo ci6 le (44) dannoper determinare A le due equazioni simultanee

T sen
aaA 1 a

(~+A~Tsen~=~(T'+A')

(~g)

3M i/~ 9e
J

(46)
3A

'TMn.(T'+A')-T~coso.
VE~

au

Intanto, siccome in queste ultime equazioni non figurano i coe&-

cienti Do.D'o.D". della seconda forma fondamentale della superficieS,

luogo dei centri delle sfere, vediamoche se la proprietà voluta sussiste

per una particolare configurazionedi So, sussisterà anche comunquede-

formando questa super&de ed i punti MI della superficieSI rimarranno

invariabilmente collegati alla S, nelle sue deformazioni.

Dobbiamo ora esaminare se le (46) ammettono o no soluzioni in A
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Oostruendo la condizione d'integrabiMtà, si trova subito l'equazione
seguente

(47) (A'+D
~g(Tsen.)+rio

~(Tseno).t.K,V~, +~~°
a-v- ôv log (T sen 0) + Kor EoGo

}
+

+2cot~A+~(~~+sen~s~=0.

Poichë questa è di seconde grado in A, si vede che esisterà o una
sempliceinfinità di superficie 8., o altrimenti al massimodue tali super-
ficie isolate

n primo caso è quello che a noi intéressa; allora la (47), risotven-
dosi in un'identità, dà le condizioni

3 V~ .1- 3" G
~~+sen.c.s.o

0

a VGôd
log (T sen c)

3IVG;
~(Tsen~.

Ne risulta che si puo porre

VE,=1 VG.==coto, o==o(«)

e l'aitima integrata porge

(48) Tsomoc=– (o costante)c son o

Questa combina procisamente colla (81) pag. 107 o ci dimostra che
le due superficie S, S hanno la stessa curvatura costante; viceversa per
gli inviluppi di sfere al 259, le cui falde consorvanocurvatura costante
in qualunque deformazionedeUa superficie dei centri, il nostro problema
B) ammette oo' soluzioni.

(" Per l'esistenzadi una o duo d: tali snperaoteisotateS, 6 evidentemente
necosMfieche una o tatte due le r<MHot:n della(47)seddisanopoile(46).Corne
esempio,abbastansngonerale, oittamoil seguonte.Prendaaiper S, una super-
Neiedirotazioned'elementolineare<<='<!<t'+~<!o' epongasiT~Va* f'
essendoa,b due costanti. Ponondo allora noUe (46)\/Ë,'=1, ~c=.~ indi

_t
coa«c.T*='si soddisfanocontemporaneamentsle(46)conA'= j: b.
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§.266.

OeniepondeMttdelle M~ntotiohe sopra S, 81.

Per dimostrare completamente la nostra proposizioneA) resta ora

soltanto a provareche sopra X,81 (o X, 8, ) si corrispondonoi sistemi

coniagati. Ora intantonel nostro caso la prima delle (46) diventa~O,cM
onde A deve M~oreuna fuazione della sola v; la seconda(46) diventa

per la (48)

4A .0" cos'o0
es c A' -)- 'i,–«f c sen' o sen'o

Ma indicandocon il valore costante della curvatura per le due

falde X, S de!invituppo, la equazione (32) pag. 107 ci dà

1
0 1 =cA
csen'oo sen'o

e quindi l'equazione differenzialeper A resta definitivamente

dA
(49)

~-<A+l+cA'.

Pongasi ora

A'S' A' -a9~3~t
~3M9M ~'9M9p~~3M'

A" ax,
~3t!9.'

e saranno A, A',A"proporzionaliai coeBScientidella secondaforma fon-
damentale di 8;, sicchèla nostra proposizione equivalealla proporzione:

(50) A:A':A"=D.:D'D~.

Ma dai valori (43) di $,Tj,C, derivando risulta

96 T a«n' «

-==M8o(8eno–To')X,-t-AD.ËL?D')X,CM COS0

~~+~)X.X.+(A~D.~
x.3'11 ( sen 0 1

sent0 0
cos0 0)
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e coMegaentemente:

..(Ben.-T~+(AD.D.)(~D~A~D~)

~.(Beno-T~+(~'+.A+l)8eno)+

+(~D~.A~D.)

~~T~+~D.)(~D~A~1 sen a ` cosa cosa

Da queste formole e dalle précèdent! risulta faeilmente la verifica

dalla proporzione (50).
Veniamo in fine alla osservazione, per noi più importante, che col-

lega, come già si è dette, i teoremi di Guichardcolla teoria deUetra-
sformazionidelle superficiea curvatura costante.L'osservazioneè questa
che lu (49) OMt)M<~e!e due $o!'<MMH<y<t<~tco!aWco~M~t,~aK od tM-

NMt~WtW&

(61) A~

Dimostriamo faeitmente che le due corrispondentisuperficieS, (reali

od immaginarie) hanno la medesima curvatura costante di E, o con

ciascuna delle quali formano le due falde focalidi una congruenzapseu-
dosferiea. Proveremo per cH che è costanteil segmentofocale M Ml ed

inoltre l'angolo 8 delle due normali alle due falde 8; della congruenza
in due punti corrispondenti M, Mt. Intanto pel quadrato

p'==:M~!==.~(~-i)!)'

del segmente focale si ha subito

Ma, per le (31), (32) pag. 107e:

e quindi, per le (51)

(82)
p'=~.

c

P'-(A'+D~o.

T'=A+--4-,c sen'o
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I coseni di direzionedeUerispettive normaU a S, in M, Mt sono

XiCoso+XtSana, Y)C09o+Y,aen< ZfCoso+ZtSeno a

AXt-TsenoX, AYl-TsenoY, AZt–TsenoZ,

VA'+T'son'o VA'+T'sen' VA'+Psen'o a

e si ha quindi

cos9
A cosa

VA'+T'aen'o a

Aeoso _A_

'"VA'cos'o+p'cos'o a VA~r?'

o in6M

(M)
c.B~y~i.

Seconde i risultati dei §§. 258-269, suddistinguiamo ora a seconda

che la curvatura
è è positivao negativa per esaminare ogni volta colle

(51), (62), (53), se i corrispondontivalori di A, p, sono reali ovvero

immaginani.
1.* caso A positiva

Sia A ===?'; allora avremo (§ 258)

c===7u

secondo che la superficieSoluogodei centri delle sfere è applicabile sul-

l'eliissoide o sull'iperbotoide di Guichard.Le (51), (52), (M) diventano

A'==–(a'?6'), p'==Tf,cose=~==.e.

In ogni caso A è (puramente)immaginarioed immaginarie (coniugate)

sono quindi le due superficie8,. Se la superficie So dei centri è appli-

cabile sull'ellissoide di Guichardla lunghezza p del segmente focale è

puramente immaginaria e l'angolo 9 dei piani focaliè reale; l'opposto

accade quando So e applicabilesull'iperboloide.

3.* caso A negativa.
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Poniamo,come al § 269, A '=' B'; allora e &necessariamenteposi.

tiva (ibid.)e, posto o '= ne risulta

0080= ~Rl=aA~==B'-a', p~a, 0080==!

Suddistinguendo i tre casi

a)a=R, p)a<B, v) a>B,

abbiamo:

e,)a = R La superficie80luogo dei centri è applicabilesulla super-
ficie logaritmica di rotazione. Le due superficieSi coincidono in una

sola, che è complementare comune di X, X.

P)<t<B–La supei'8eie S. è applicabile sul catenoide accorciato.

Le due superficie pseudosferiche Si sono reali e distinte ed insieme

con 2, costituiscono le quattro superficie pseudosferichedei teorema

di permutabilità (§ 261).

f) a > R La Soè applicabilesul sinusoïdeiperbolico;A e 9 sono

puramente immaginarii, mentre p ë sempre reale. Le due superficie

pseudosferiche St sono immaginarie coniugate.



CAPJTOLO XVIII.

sistemi ciciic!

OottgrueMe normatt <ttearve. ConxrmeMe neramti dt cm'vn piano a teorem dt BibMcear.
Fot-mote g''nen))i pef te ooojjfaeMe nortMÏt <![ehtioU (ttototnt eMict). –Obtemt oMM ttac-
cttttt net plant tangenti dt tMMMperHete S. RetMzione col problemft della defonttMtone
(Teommn dl Darboux). Sixtem! etetM nonottU ad mut dttto Mperecie. Shteuit di
nlgglo eoetttute. EelMhM eol proMem<t della rappreoentMitono B&rba. Sbtemi
etoUct MnnttH nd tum xfem o ad M piano. Shtenta trtpto ortogonale eoUegato Bd
MKwixtcmtt cfoItM. Le cen~'meMe rettttinee ctettchc. Con~ntenze fnanito volte
oteMche. Congraenze eieUche nortnttU. Determinmitune dette tmnMgtni«&rtohe dette
congntMMe eieltehe. ta~tttpp) dt ti'ero a!iUe cul falde ei em-tiopettaotm le ttnee dl
CtUTatUM.

§. 267.

Ooap'ueBM normali di curve.

Intimamente legata colla teoria delle congruenze rettilinee e della
deformazione delle superficieë la teoria, di cui andiamoa trattare nel

presente Capitolo, relativa ai sistemi oo circoli c~ oM~Me~ow«Ma
serie di sMpe~Meortogonali.

Un tale sistema di circolisi dirà brevemente un SM~NMnormale di

cM'coK,od anche con uua denominazione di Ribaucour, fondatore di

questa teoria: un $M~M cM~.

AI nostro studio dobbiamopremettere alcune ricerche più gênera]!
relative ai sistemi eo* di curve (eongruenze) che riempiono io spazio
od una porzione di spazio in guisa che per ogni punto dello spazio
passi una curva del sistema.Diremo che una tale congruenzaè ttOt~tK~e

quando ammette una serie di superficie ortogonali, e per prima cosa
dovremo ricercare la condizioneche deve verificarsi in questa ipotesi

Seriviamo ie equazioni delle eurve della congruenza sotto la forma

(J)'
·

~==~(«,<<),v!==''i(",<<),C=:(M,<

Cf.Brn/TRAMt.~tceMitedi aHa~ ajSipMca~«Ma~NMMe<)-&Giomale
di matemattche,vol.II.
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essendo u, v due parametri i eui singoli valori < individuano una
curva Co del sistema, la variabito t definendo poi i punti délia curva.

Supponiamoche esista una superReie ï ortogonalealle curve (1) e sia

(2) <==~(«,~

la furzione di u, v che occorre sostituire in (1)per ottenere la S. Per
un punto (u, v) di X passa la curva

@=={(M,P,~), t)=.~(M,p,<), C==:C(«,0,~),

ove M,fs'intendono fissi e t variabile. La tangente alla eurva avendo
i coseni di direzione proporzionali alle tre derivate

9(
9< 3< 9r°

dovremo avere per ipotesi

3~ d 4 + Ôq dn at dc=o,~~+~,+~~0,

quando si calcolino<?, dt dalle (1), sostitaitovi per H valore (2).
Se poniamo

(3) T=y~'
a

U==~~ V~(8)
T- ~). 1 U aEaE aEaE~9~' '~2<

la precedente prende la forma

(4) T~+U~M-f-V~~O.

n valore cercato di t in funzione di u, v deve dunquesoddisfare a

qnesta equazione ai differenziali totali. Perchè esista una serie continua
di superncie ortogonali alla congruenza è quindi necessario e suffi-
ciente che la (4)sia illimitatainente integrabile, cioèrisulti identieamente

soddisfatta, in t, u, v, la condizione d'integrabUità

(5) T + U + V o
~p 9«/ 9~

Se tale condizione non è verificata, potrauno al più esistere super-
ficie isolate ortogonali aUa congruenza, c cio avvert'à qnando la (6) dia

per t uno o più valori che verinehino i'equazioue diSerenziaIe (4).
Osserviamo che qualcbo volta, in luogo di.esser date le equazioni (1)

in termini finiti della congruenza, potranno esser definite le curve di
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questa come curve integrali del aistema di equazioni differenziali or.

dinarie

X Y Z

dove X, Y, Z sono funzioniassegnate di x, y, In tal caso ogni super-
ficieortogonale alle congruenzedovr~essere un intégrale dell'equazione
a differenziali totali

X~+Y(~+Z<~=0,

e la congruenza sara normalese sara identicamente soddisfatta la condi-

ziono d'integraMI'tà

/9Y 3Z\,y/3Z 9X\ /3X 9Y\

~+~+~
(ú*) X + y

+
ay ax

= 0

§. 268.

OongrMMe di ourve piane. Teorem&di Bibauoour.

Consideriamo i! caso particolare in cui le curve delta congruenza
sono piane, e supponiamoche i loro piani formino una <~o~pt<!~M~.
Essi inviiupperanno una superficieSo, che potrà in particolare ridursi

ad una curva, owero ad un punto. Esaminiamo dapprimaHcaso (generale)
di un'effettiva superficieinviluppoSo,che riferiamo ad un sistema coor-

dinato curvilineo (u, o) ortogonale; e riteniamo le consuete notazioni

del § 264 (pag. 90), utilizzandole formole corrispondenti. In ogni piano

tangente ad 8, in un punto Moavremo una curva 0. délia congruenza
cho riferiamo, nel suo piano, a coordinate polari aventi il polo in M,
e per asse polare la direzione (Xi,Y,, Z~ indiohiamopoi inoltre con t

l'angolo polare e con R il raggio vettore onde sarà

R~B(M,c,0,

e la specie di questa funzionedoterminerà la natura delle curve délia

congruenza. Le coordinate 6,7),C di un punto qualunque della curva C

saranno date da

~-='~+Rcos<Xi+Rsen<X~

e dalle analoghe per (. Derivandorapporto a t, u, f, ecU'ave)' riguafdo
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alle formole del § 25é e preciaamente aUe (1) pag. 91, troviamo

~=Sco8<-RBen~X,-(- Ssen~+Rcos~X,M \Cf

"E.
+~~+B.

X.++

+~
X.

+E!cM<s:+«n<~)X.
~E.

~R~~
îv au

lEo

+!~+~sen~Rco8<jx,( <?
y~ e~

Ty n"\

+Bcos<+sen<X9.~E. y&j

Ca!co!andoora, seconde te formole (3), i valori di T, U, V, abbiamo

T=B'+(~)'

9

(6) ~+~
t

~RaR ~jGosentaR-f-R I a~Ë°+R1 ôcost.
V~~+~~+B~~+B~c.

Se con questi valori di T, U, V formiamola condizione(6) d'inte-

grabi!ita, avremo evidentemento per la funzione incognita R delle tre

variab! M,c,<un'equazione derivate parziali del 2.* ordine; ogni
soloztOMdi questa ci darà una congruenza nonnale di curve giacenti
nei rispettivi piani tangenti di S..

Ora, se ossemamo che i valori (6) di T, U, V dipendono soltanto

dai coe~cienti E~, Go délia prima forma fondamantaledi S. e nulla
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a&ttto da quelli D., D' D".della secondaforma, siamo condotti ait' ele-

gante proposizione di Ribaucour(1). & si KM oo~n«wa (C) nor-
M<~e CMnw~MMeC e ~/braM comunquela superficie80 inviluppo
<Mloro piani, in guisa 0~ la SMpe~~ S, ~MpO~! MMi M«)<piani
tangenti e le cxn)eC tviMtMmaMM~e/e, c<~?~~e<M'«(C)rimarrà

sempre, in <K~ele MMeott~t<f<M't<MM,una co~)'i<e~« tM?~Mti'e.
Di più si osservi che, l'eqt;Mione stessa (4) delle superficie traiot-

torie ortogonali essendoindipendente da Du,D'o,D" si puô onunciare
il teorema: Se M segnanoi p:<~tP ovele cMnx'C ~aM «)Ms«pe~<!tc
ortogonaleS, !M~Odei medesimipunti P, ~-<M~~<!<tinvariabilmente
da SoMtg<«~MtKj'MC«? ~MtOKe,darà WWp~una SMpCf~ S <M~<~<MMJ'e
oKa oo~~w~a C nella s«a M<«K~co~ywraMtOtM.

Ci~ vale evidentementetanto net caso dt congruenze normaUcome
nel caso di congruenze (C)ortogonali soltanto a superficie isolate.

Abbiamo supposto fin qui che la doppia infinità di pianidelle curve
C mviluppasse un' enettiva saper&cieSo.Non 6 senza intéresse esami-
nare il caso in cui questa superficieS, si riduca ad una curva r ed i

piani delle carve C siano quindi i piani dei fasci aventi per assi le

tangenti di r. Prendiamo allora per variabile « t'arco della curva r,
contato da un suo punto fisso,e riteniamo del resto per r le consuete
notazioni dei Cap. I.

Assumiamo poi per variabilev l'angolo d'inclinazione del piano di
una curva C sul piano osculatoredi l'. Allora si vedrà subito che le
formole fondamentali del § 254 rimarranno ancora applicabilialla super-
ficie S~ ridotta alla curvar, quando si facciano le posizioni seguenti:

\==1 VG.,=0 0

_1_ 9\/E. cosc

v'G.

v

D.==-D~O,~==-=,.
P V Go

:.=
T

y~,(rloVG. VG.
e si assuma

Xt=<!t Y.=p 2.=.~

X,=$cosc+~senc, Y,~cosw+[tsenf, Zt~Ccose+ysenc tI

X),='~coso-{sent', Y,=itcose–~senc, Z~s'vcosc-Csenf.

MMo<re<t<fts <MM~e~~e destMr~tcMcott~~M(§119e eegaenM).



OMtaMBNM! NNHtAH Dï OCRVBMANE 186

Con cH)infatti risultano soddisfatte le (1) pag. 91 e te formole di

Codazzi (ït) (pag. 90). Cosi potremo ancora applicare il nostro calcolo

precedente, e pei valori di T, U, V si avrà

°-+-~<R'
t

1
â~ ât ri

aR9R1

Comesi vede, dei due raggi di curvatura di F Sgura qui soltanto

il primo p, onde la proposizione di Ribaucour prende ora l'aspetto

soguente: Se le curve di una coK~«eM<'<tttcfma~ (0) sono <faeeM!<e

t~H o)' piani tangenti di una curva r, torcendocomunquela curva r

se!M'aaJ~<M~ela /?e~Mtte,la oo~~T~tMa(0),trasportata invariabilmente

~e d~bntKM'tOMt r, W)M<~Tasempre una c<MtSM«tM'<tnormale.

§. 269.

Formole generaU pei sistemi oiOUd.

Veniamoora a considerare il caso di unt congruenzadi circoli.Per

deSnirla analiticamente basterà dare in funzionedi due paramotri u, v

le coordinatea!),y), ?t del centre del circolo,i cosenidi direzione-x,p, f
della normale al piano del circoloed il raggio R del circolostesso. Nel

piano del circolo(t4,v) tracciamo due diametriortogonali,del reste arbi-

trarii, e indichiamocon

«nPt.Yt P<)1f<
i loro coseni di direzione. Se con t denotiamo l'angolo d'inclinazione

di un raggiodel circolosulla direzione (x,, Yt),le formole(1) pag. 130
diverranno nel caso attuale:

(7) {==~+R(e(tCoa<+M,son<),Kj==yt-~

+R(~,co8<+p,8en~C==~+R(f,co8<+f,8en<),

e tenondo eonto delle relazioni

S<î==l ~=1 2~==0.
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per FequMione a differenzMitotali (4) pag. 131 troveremo:

(8)
R«+JCOS~BM~~+BX~J<~+

+j~S~<S~+RS~~)~-o.

La condizione d'integraMIita (8) assume qui la forma

(9) A+B8en<+Ccos<=.0,

dove A, B, C sono funzionidi u, w soltanto. Esi8ter& una serie <c' di
superficie ortogonali ai circolise saranno soddisfatte le tre condizioni

A==0, B'=0, Ce=0.

Queste, calcolate ordmatamente, portano aUe tre equazioni fonda-
mentali seguenti:

fD R*~?.it~(I) R1 Clta~6 «ta~ +9!9tt 3t~ 9«~~3<r+

2~2~2~=00«1au Ott3tI Otlav a~~
=

(II) Rf 3~1 a=axl v a~1 v a ax, +R~S~+

9~ 9 3a:,
+~~al ~«t 1+'9.9M 31~+

9~ 9B 9~ 3R
+~9«-3."3«-==0o

(III) Rf agaa' «,ax, esaa, v a ax, +(III)
R2~2~

.9~3~ +
+9,,2.)+

9~1aR 9a;i9R
+~~3. 9.

Se queste non sono identicamentesoddisfatte, la (9) fomirà ad M<M.
~MMdue superficieortogonaliai circoH ne segae il teorema di Ribaucour
~B t <!Mw!t «MOcongruenzaMtMMOfMo!ta <fe (ÏKWrSeMtM~CM,!o
«MM «M'<~em MWe00' di M~ef~CM.
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È importante poi osservare che la (8), prendendo per incognita

A==~~
assume la forma di Riccati

<?A==(? A*+ b A + e) du + (a' A' + &'A+ e) d'0,

essendo a, b, c; a', b', c' funzioni note di u, c. La nota proprietà delle

equazioni del tipo di Riccati che il rapporto anarmonieodi quattro
soluzioniparticolari è costante (indipendente da u, o) trova qui il signi-
ficato geometrico corrispondente nel teorema di Ribaucour0. <~«~o
superficie<M<<:serie ortogonaleai circoli determinano?<tutti i c<m)!tdel
sistemaun gruppo <? quattro ~tfM~t,il oui f<~0~0 tttMt~OHMOCW~

§. 270.

Sietemi oioMcitracciati net piani tangenti di ~masuperBcie 2.

Facciamouna prima ed importante applicazionedelle formolegenerali
del § précédente alla ricerca dei sistomi oo*normali di circoli giacenti
nei piani tangenti di una superficie data S. Il teorema di Ribaucour

(§268)ci assieura già a priori che-la risoluzionedei problemadeve dipen-
dere unicamente dall' elementolineare di X. Per la superficieS riteniamo
le solite notazioni del § 254 (pag. 90), le cui formoledovremoqui nuo-
vamenteutilizzare. Nel piano tangente in Moalla superficieï indichino

A, B le coordinate cartesiane ortogonali del centro M[ del circolo, ove
si prendano le due direzioni (Xt, Yt,ZJ, (X;, Y,,ZJ comeassi; avremo
cosl evidentemente

~+AX,+BX,

~==~+AY,+BY, Ys

==~+ AZ,+ BZ,

e neUe formole del § precedente potremo porre fnoltre

a, X,, p,== Yi, 7,==Z,

~=:X,,p,==Y,r,==Z,.

Per convtueorsonebMt&osaorvarocho
.\=~'6ilpar&metrodei raggi

del fascloche dall'estremo del ragg'todi diMzione(<tt, Y,)pretetta t punti
del oircolo.
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Dopo dt cia H ca!co!o dei coeSciMti deU'oquMionea diabronzia!!
totali (8), avendo riguardo atte formole del c:tato § 254, conduce ai
valori seguenti

~3A + 1
1 9VE.

~«.~
VE.

+~+B~

aA nJL.
9M

9a!9B 1 9\/E.
~r

==V&+~+A~~«.~ V~f~~
A~

9<'t_ l_9vE<
~~9.-

9«t 1 9yG.
VE.

Perchè il sistema sia eiclico dovranno essore soddisfatte le condi-
zioni (I), (II), (III), che assamono qui l'aspetto segnente:

~R'E.VM+(VE;+~+B~+~+

~~J_9~B_, J_9~A i 3VG.\
p

VE. VG~ ~7"

(IM ~-B-L~9R~
3M ~M

-(~+~+~~)~

-~+~+A~+ 3M 0«'

/9B .1 9VE:\3R
R À

+~3.=R~
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indicandoKe la curvatura assoluta di X. In queste formole,conformemente
al teorema genorale di Ribaucour, vediamoSgurare soltanto i coeNcienti
detl'olomento lineare di X.

3R 3R
Se risolviamo le (II*), (III*) rapporto a avendo riguardopM

alla (I*) e supponendo K.4=0, cioë 2 non BviluppabUo, troviamo

aR eA 3B

R~=~
(10)(10)

~9R3A9B,"9c"
ossia

(10*) ~-(R'-A'-B')==2AVE.

~(R'-A~-B')=2AVG..

Di qui risulta che

AVE.<!t<+BVG.~

deve essere un differenziale esatto, onde indicando con t una funzione

incognita di u, v, potremo porre

fm A- R- 1
~l~ A == f! ==A

VE.~
B

VG.~

e le (10*) potranno compendiarsi neU'unica.

R'==A'+B'+2ï
ovvero

(11*) R' A, T -}- 2 T

doveA,t indica il parametro differenziale primo di T calcolato rispetto
a X. Resta a soddisfarsi soltanto la (I*), che si mutera evidentemente
in una equazione alle derivate parziali seconde per t. Avendorignardo
ai valori dei simboli di Christoffell (I, pag. 92), la (I*) ei puo scri-
vere cosi:

(~+E.)(~+G.)–TÎ, .A o <.0+ K, (~t + 2t) <=0

dove tu, tM,fn indicano le derivate seconde covarianti di r.

In questoCMO,il oui esamodirettolasciamoal lettore,i pianideicircoli
formanosoltantoan sistoma<o'.
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L'equazione per T, da cui dipende la soluzione dei nostro problema
puo scrivorai adunque sotto formainvariantiva:

(A) ~t+~T+K.(~T-t-2T)+l==0.

La forma di questa equazione suggerisce subito il paragone con

quella a oui soddisfa il semiqaadratop della distanza dei punti di X da

un punto dello spazio, cioè colla equazione (0) ottenuta alla fine del

Cap. IV (I, pag.147):

~p–~p+K,(A,p-2(.)-j. 1=0

L'equazione (A) siriduceinfattiaquesta ponendo T= -p. Vediamo

quindi che il problema attuale si collega con quello della deformazione

(finita) della superficie S.

§. 271.

Teorema di DarboM:.

Al legame ora accennato, fra i due problemi della ricerca delle de-

formazioni di una superficie Soe della determinazione dei sistemi nor-

mali co* di circoligiacenti nei suoipiani tangenti, si pub dare una forma

geometrica espressiva mediante un bel teorema di Darboux che in

sostanza è già contenuto nelle'osservazioniprecedenti ed occorreora sol-

tanto sviluppare. Per questo, riprendendole considerazionidei Cap.XVII

relative alla deformazionedelle congruenzerottiiineo,immaginiamoche dai

punti Mo di Sopartano i raggi di una congruenza normale e sia M il

punto ove il raggio asoente da Moincontra una delle superficieortogo-
nali E. DomandiamoaUora: JÈpoMtMeoh~tfM'e ~e~cM S., che

secotrascini, <~~Modo Beltrami, î segmentiMoM, in ~M~<ta~ dopo
!? <~M'MMMWMegli estremi M dei~aMM~ tWM~aKOa ~MM~t in un punto
dello spa~M?P

Biferendo il punto M al triedro colvertice in Moe cogli spigoli nelle

tre direzioni

(X~.Yt,ZJ (X.,Y,,Z,) (X.,Y,,Z~

come a triedro coordinato, indichino

A, B C

le coordinate di M rispetto a questotriedro. Le coordinate assolute x, y, .e'

JLefOMetc. T. III. n. 761pag. 864.
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di M in una qualunquoconngHrazionedi M sarannodate da

!0=.a).+AX,+BX,+CX,

y==~+AY, +-BY.+CY,

~==~+AZt+BZ,+ CZ,.

NeHacoangurazionefinalesupposta di So, i punti Messendoriuniti in

un solo punto, dovranno risultare nulle le derivate parziali rispetto
ad u, v dt a;,y, <

Facendo uao deUe formole de! §. 2C4 ( (1) pag. 91),si trova subito

che le dette condizioni si risolvono neUe sei segnenti:

0
YDOâu ~j~ a~

rD±-~ A~_9v'E.

VG. VG.ô7Go
au

Vô7
a'll

~+AD, BD,
VG.

r j. l 9.Va.

a'o
yuo

7F=,o
au

(~ c~==~-B-~
\/E. \/E.

~+A~+B~=0,
\/E.

allé quali sono da aggiuagerai le equMioni di Gt~SBe Codazzi per

D., D' D" Intanto aile due ultime (12), (12*) si puosostituire per le

precedenti il sistema

~+~+~+~=~
0

(18)
+ 114+ A = 0

~+~+~.+~av av
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L'equazionedi Gauss, a causadei valori di Do. D'o, Do forniti dalle

prime due (12) e (12*), diventa

(14)
C'E.V~~V~+~+B-~)(~+~+ V~

4. A ~A-L~ ~-B~L~.+
au B

A .l.
âv J (3v

B

1-

8

luV~
au

~< V~
av

/r VË.
3u

D'altronde basta che A, B,C soddisfinoalle (13), (14) perchè i valori

di Do,D'o,D" tratti dalle (12),(12*),soddisfino alle equazioni di Co-

dazzi ed esista quindi la deformazionerichiesta di S~, per la quale i

termini M dei segmenti M.M vengonoa riunirsi in un solo punto.

Ora se si osserva che le attuali equaloni (18), (14) vengono pteci-

samente a coincidere colle (10) e colla (I*) del precedente, quando si

faccia
C'==-B',

ossia
C==~B.

l'interpretazione geometrica di questorisultatodà il teorema di Darboux.

Se si considera infatti il punto di coordinate(A, B, i R), rispetto ad un

sistema di assi 0~, Otj, 0! come ana sfera di raggio nullo

($.-A)'+(~-B)'+(e~B)'==0,

la sua intersezione col piano (=0 è precisamente il circolo

(6-A)'+(v)-B)'==R'.

Possiamo dunque enunciare il teorema di Darboux:

Per eo~t'M~e~t i sistemiMO~MsH circolitracciati KMpiani tan-

~x~ «na S!<pe~c«S,, si <w)M<a'e~<Ma~MMgMe sx~Me S'oappli-

CoMesopra S. e, presa una afera~SM<?raggio)t!~< si <f<tCCtMOi circoli

d'~e~se~OMedi questa ~aoot piani <aK~eK~ S' & deformaS',

in ~Ot che prenda la forma So, i ciroli <f<MCtM<t~tt~!a <M<t.MOHe

daranno il <M<eM<tcercato.

Nell'enuMiato di questo teorema, cho assogna il legame geometrico

fra il problema della deformazioneo quellodei sistemi cicliei, non ci si

préoccupa della distinzione fra reale ed immaginario. Ma se vogliamo

restare al reale, vediamo che quando il sistema ciclicoè reale, la con-
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SptTMione S'o di 8, 6 neoesMriamente immaginaria, poicM i valori di

D,, D., D" catcoiati dalle (12), t'isattano paramento immaginarii. Ana-

fiticamepte, per !e proprietà fondamontaU do!ta teoria delle saper&cie

(I, Cap.IV), M dodurremo sempre tre funztoni {, ~,( di M,ota!i che

~+~'+d'==E.+G.

ma faciîmento s! vede che due delle funzioni, p. e. si potranno an.

eora prendere rea!t, mentre taterzaC sarà puramente immaginaria <

Dunque: J~a~ nel campo Ma!e, dire che aa ogni a<<<em<!e~w
i <-? cM-c~t~accMKo MM~Mt~ ~~e~ <MM~e~cM 8 <f~e-

MeM~OHt)~~

as* ==.E <?«' + 2 F <~ <~ + G Q!p',

~r~pOH~e «M<t<e~MÏ~~e <? /!<tM'!<M)t~y,~

<~ + d~ <&*=3 E <~ + 2 F <~ <~ + G ac*,

e t~ecet-M <«! ~etw <wy~)OM<!e<ot j!<~MM ote!

80 ntorniamo aU'equazioM de!l'appUeabi!ità (1 pag. 339)

A.6=(1-A,8)K

ove solo le sotazioni p6r le quati A, e<: 1 avevano un significato geome-
trico reate per !a deformazione, vediamo ora che anche le altre Mluzioni

che rendono At e> 1 hanno un signincato geometrico reale, corne deter-

minanti i sistemi o!)' normaU di circoli giacenti nei piani tangenti della

super&cie.

(" Por convincersone basta oaservare che snpponendo m,y reali e s pura-
mente immaginarto risultano D, D',D"puramento immaginari. D'altronde senelle
formole fondamentali del Cap. IV si caogt&

in
e

< s
e contemporaueamente X,Y,Z !a

<X,<Y,-Z
D, D', iy in < D,<D', < D"le formole fondamentali (II) del Cap. IV (I, pag. 117)
restano inatterate montre le (I) (I, pag. 116)vengono canglate solonel segno del-
1' ntMmotermine. Corrispondantemente to equasioni di Codazztrestano inaltorate
e quelladi Gauss diventa

DDD"-]y

-EG~F'
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§.272.
Netemi cMioi aermaU ad una data eaperSoie.

Sistemi di raggio coettmte.

Data una superficie So, cerehiamodi costruire un sistema oo*nor-

male di circoli ortogonali alla S,. Trattiamo dapprima il problema nel

modo seguente: da ogni punto ModiS,, tftngeuzia!meate alla normale

di S~, uscirà un cireolo del sistema; consideriamo la traccia dal piano

del circolo sul piano tangente di S. e prendiamo a linee coordinate <'

sulla 80 quelle inviluppate dalledette traccie, e a Unee « le loro traiet-

torie ortogonali.
Potremo applicare le formolegenerali del § 269, ponendo

a't==~+RX. yt=='y.+RY, ~==~+BZ.

==: Xt pt ==Yt 'jf~==Zt

(tjjcstX~, ~'='Y~, ft==Z)

Applicando le solite formole fondamentali del § 264, si trovera:

~t ~B'*~9.<~9M+~' ~9.

Y,ax, = no ax,il rra
3~ë==R~ S~R-~

VE.

Do

~V~

ed ora, calcolandole condizioni(I), (H), (111)pag. 136 perchè il sistema

sia normale, col far uso delle formoledi Codazzi, si vedrà che le (I),

(in) si riducono aU'unica

(15)
~( ( 1 SV~n'-L~~TV~

(1S) R -===
Go

9M"T'3J" "('
'VE.G. )

/1 9R. 1 -n

+ ) g-+1)
Do D. ==0

\V~~ V~~

e la (11) d&semplicemente

91ogR 3!ogVE
'~r'
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10

Si osserverà che la (13) contiene non solo i coemeientidell'elemento
MneareSo, ma anche quelli dalla seconda forma fondamentale,per oui
se la superficie 8~ si déforma, seco trascinando la congruenzadi circoli,
quosta cessa in générale di essore una congruenza normale.

Possiamo subito risotvere il probiema di ~of~e MMt M~e~ CM~tCt
0~ W)K<H!~MOC<~Mt,eOWit~'M«Ct!/bfm~a'0W!<t<M/e~M~~CMO~OK~.

Suppostoinfatti cho questa sia la So, la relazione lineareomogenea
in Do,D' D dovrâ nsuttare un'identita e si avra quindi:

~=0. ~~0

(17) R-1-~+.L~~i~o.
~M;

Si pub dunque porre E., 1 ed, essendo R tnaziono della sola «,
sarà pure

9!og\/&.
3M

funzione della soia u e si potrà tare

V G. =~ ==?(«)

cioè la superficie S<è applicabile sopra una superficie di rotazione. La

(17) si riduce allora a

~(R.)+.=.0
0

e dà quindi

(18)
R==~(C-,T~),

indicandocon 0 una costante arbitraria.

Dunque: t SM~etw<M<~ <&))Ma~?(~~to ~Mc~chesi o~eM~oMo~e~-
< ~e/-S. una ~e/cM ~(M'MMe,ed a~MMeM<fo )'<t~o R del
ce~AMnormale in MMpunk a S. seeoMd'0 formola (18).

Che un tale sistema ciclico rimanga sompre normale, comunquede-
formando S,, risulta del resto anche dal teorema di Ribaucour § 268,
poichë in una quatunqoe conngurazione di S~ i detti circoli sono trac-
ciati nei piani tangenti della superficie complementare S', ed invariabil-
mente legati aile nessioni di questa.

In questi particolari sistemi le traccie dei piani dei circolisu! piani
tangenti di S, inviluppano un sistema di geodetiche, le geodetiche v.
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Viceversa, se supponiamo che questo accada, la (16) ci da

9R
0

~.==0,

dopo di che la (1&) diventa

~~+~+~=0.\/6.

Se si annulla il primo fattore si trovano le soluzioni precedenti.
Quando si annulli D', le linee («,v) sono linee di curvatura, e per cio
la S. è una generale superficie modanata (Cf. 1pag. 177 nota). Si vede
facilmente chequesti uitimisistemi ciclicisi ottengononel modosoguente:
sopra «? piano !t si ~oc~ ad arbitrio «HM~ma œ~ di otfeo!~e si facoia
~o~are, seKj~a~MCtafe, il piano una g!«~MMg«eeM~îeM ~«p-
poMe; il sistema oo' c:f<!o!tdescriveràla CM~~ft~M~a<&MMOM~a.

Facciamo ancora un' applicazione dello formole de! présente § alla
ricerca degli interessanti sistemi ciclici di raggio costante, scoperti da

3 Vf
Ribaucour. Se ii raggio R è costante, la (16) dimostra che si ha e. 0

<?
e siamo quindi nel caso sopra considerato.Lasoiando da parte il caso
che risulta dall'ultimo teorema, se si supponeR costante, avremo che

la So sarà applicabile sopra una superficiedi rotazione e precisamente,
essendo

1

7=-R'
1

sulla pseudosfera di raggio R. In questo caso la superficie complemen-
tare S', è essa stessa pseudosfericadi raggioR (I, pag. 296), ed i circoli
sono tracciati nei suoi piani tangenti col centro nel punto di contatto.

Dunque: 1 <~Mt OM~ct raggioR costante~escMt~ettdb(M casoovvto

sopra )!o<a<o)si ottengonoprendendouna p«~<(a~!<est~e~iMpseMdOs/~Wca
di raggio R e <~<'WceM<tM ogni piano tangente colcentronel ~«~0
contatto <w ce~M raggio R; le M<pef/Me<M~M~ o~)~ sono<??

stesse ~se!K?<M/rM~ raggio R.

Si puo osservareche e questo l'unicocaso in cui i circoli di un sistema
etelicosono traceiati nei piani tangenti dellasuperficieluogo dei centri. Le

formole (10) pag. 139, supponendoA=B=0, danno infatti R =costante

e suceessivamente la (I*) (pag. 138) diventaK,= RI
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§.278.

NaovemododitrattMeilprobtema.

Il problema del precedente pub trattarsi in un secondemodo,che

conducead importanti risultati. Prendiamo una delle superficieS nor-

mali ai circoli e riferiamola alle sue lineedi curvatura («,<'),mantenendo

le nostre consuete notazioni. Avremo le formole:

r ~==VËX.. ~VGX,

9X._ JL~~Ev ~E~ 3X, 1 3VG~

(a)
~V&

Xs
A3 VE~~

At

Vc~S~_J~9VE 9X, 1 9VGy VG-aXa= J. Xl 3X,=-.l. XI LGX,9M "v~ i~" VE'
A3

9X;_ VE
XI 9X,_ ViQ.,

3M f, '9<T -TT""

Da ogni punto P di 8 esce un circolo(«, v) del sistemanormalmente

ad S; per individuarlo basterà dare il suoraggio R e l'angolo cho la

traccia del suo piano sul piano tangente di S fa colla direzione (X,

Yn Zt). Con queste notazioni, le coordinate a:i,?t del centro del

circolosaranno date da

(19) XI= x + R (cos y X.+seny XJ

e dalle analoghe per ~i, a,.

Per applicare le formole generaii del § 269 potremo fare

(20) ai == cos XI + sen y XI Kji== Xs,

e analogamente per pt,Yt; ~,Y<.
Da queste formole e dalle (<) si trae

~==VE.o.,+~, 2~=~+~a~s
= r cosfi â~ a~

= r sen'F+ av

9~ RVE
WB

3~ RV&

S~==–~enph av ri

3~ VË cos ? 9~ VGsen?if
~~9M~ 2~



148 OAPÏTOMXVIII. §. 278

onde l'equazione a dMerenziaUtotali (8) pag. 136 diventa:

~-j(~+~)~~+~(l~)j~+

~1 3R VGsen'~ VG son. J
(1 9J +

B~
+

"T" ~+~ )

Quanto alle condizioni d'integraMUtA(I), (II), (III) (pag. 186), esse

riduconsi alle due seguenti:

(

/VG8en~
')

9/VEco8~ 0

(IV)
9«~(

R R«V)(IV)

3 /~Gsenp 1\
9 A/Eeos?

1\
VECt

~+sen cos,
/1 1\

0.
~+-R<VC.0.

Lasciamo per ora da parte il caso che la superficieS sia una sfera

(od un piano) nel quat caso (chetratteremo più avanti) le due equazioni

(IV) si riduconoalla prima soltanto. Servendocidelle formole di Codazzi

fa~ 1 i ~E\ 1 3 ~Ë
(fi) 3..

rJï~1
1 a

J~ a
lJ~~ i

a
J~

9«~i/ 3<< 9p~J")-, 3c

3R 3R
risolviamo le (IV) rapporto a 3,

ed otterremo il sistema equi-

valonte

9& 1

9~E\ cos~p

(IV*)

= cotp R- Ecos,

(IV* ~==cot~ )

.R-~EcoBy

(IV.)
9R 1 9~

~-tg~~+~J.R-~sen?.

Se supponiamo dato l'angoto cioèfissata la giacitura dei piani dei

circoli, il sistema (IV*) per determinareR è iineare; ora è importante
osservare che, se esso ammette unasoluzionein R, sarà ~m~atMea~

~e~-s& cioè se esiste un sistemacicliconei piani assegnati si avrà una

semplice inSnità di tali sistemi, deducibilicon due quadrature appena
nota ?. E infatti la condizioned'integrabilità del sistema (IV*)si scrive

R t L.. 1 9 ~S\1 9 )' 1 9 t~Yh

~~r'j~r'jr'
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e non pu6 quindi esistere una soluzione B del sistema se non ë illimi-

tatamente intograbilo. Cosl adunque l'equazione del 2.' ordinepMy

~L ~p, 19/&M 9' /9y l9.~Ë\')

~3.+~~J+~

1

a J~~
o(22)âu.l `âv JEn J av le

=0

limita la giacitura dei piani del sistema ciclicoe, per ognitale giacitura,

si hanno <?' sistemi cidici corrispondenti, deducibili con quadrature.
Alla equazionedel 2." ordine da cui dipende la risoluzionedel pro-

blema si pu6 dare una forma semplicenotevole,procedendocornesegue.
Per la prima delle (IV) deve essere

~?~+~~

un differenzialeesatto. Indicando con («,v) ttoa convenientefttMione

ausiliaria, poniamo dunque

~E cos _I~ ~Gseny _i~
B ~3M B 4' 9f

1

dopo di che la seconda delle (IV), avendo riguardo alle formoledi Co-

dazzi (p), da por l'equazione finale di Laplace:

(V)
9Iog/E9<& ,9Iog~G3<î'

9«~~ av 3~~ 9M 9p

Viceversa, se una soluzione délia (V), ne dedurremoun sistema

ciclico corrispondente colle formole

1 1 /91og~ 1 /3!og~'

(VI)
R' E au + &~j

B91og<& sen R91og~
c06

4>

~==- ~==-

Ê da notarsi che se si aumenta di una costante, l'angoloresta
il medesimo, ma cangia il valore di R. Si hanno cosi gli w' sistemi

cicliei, già sopra considerati, corrispondenti ad una giacitara nssa dei

piani del sietema.
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Colla introduztone della funzione aosUiada<t', l'oqaazione a dtifaren.
daU totall (21), prendendo per hcognita

A==t~.A=tg2"'

assume la forma lineare

~)-)- dA.A~lo<f> r -8u jdu+(.lo l J ri
dv

e d& con una quadratura

~(~).

indicandoC una costante arbitraria.

Con questa formola vengono cosi a determinarsi tutte le superficie
ortogonali ai circoli.

Ponendo
W~(+~~ o~), la (VII) si scrive

(VII*) tg f C ~q
(VII*)

tg~=~.
V~f

§. 273

TrMformMione delle formole in ooordiBatecurvilinee qualunque.

Per semplificareH calcolo abbiamo supposto, nel § précédente, la

superficie S riferita alle sue linee di curvaturaM,v; ma possiamo facil-
mente liberarci da questa restrizione e trasformarele formole ottenute
in coordinate curvilinee qualunque. Per ci6 cominciamodall'osservare
che l'equazione (V) di Laplacesi pub scrivere,coi simboli delle derivate
covarianti

~-0,

e poichè si ha insieme F==3D' = 0, ne risulta che la forma cbvadante

~<'+ 2~M<~+~

posto per <~una soluzione qualunque della (V), è una combinazione
lineare omogenea delle due forme fondamentalidella suporneioS. Tale

proprietà si conserva, per la sua natura invaiiantiva, in qualunque tra-
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aformMionodi coordinate, onde si concinde: L'<~M<MMnedel ordine

da oui d~~ la )'«??? <M~Mt <0' HOMM~t(? Û~M~ C~OKO~~ad

<«? data superficieS, <M««MMcoordinatecMfM~Meg««~MM<j't<ela /bfWM:

~H ~t ~M

(a) E F G =0.

In secondo!nogo conviene che trasformiamo ancora, in coordinate

qualunque, le relazionifra la funzione e la W, che nei parametri delle

linee di curvatura si scrivevano

In coordinate generali assumeranno evidentemente la forma

dove i coeCcientia, 9 resteranno nssi al variare della soluzione

della (a). Ora basta osservare che tre soluzioni della (a) sono

<&==: y, 0

e i corrispondenti valori di W vengono dati da

per dedurne che i valori di <x,9, Y,3 sono precisamente gli stessi corne

nelle formolefondamentali (I, pag. 117)

e le domandate relazioni si scrivoso quindi:

?
aw F D" GD' acJ> F D' E D" a<T>

D D' D"

9W~~<~ 9W_1~.r. -=--
au ft 3M 9c

~J.8~
_p~.

9W

W=

.9~
'~=~9M'+~'

W==X,Y,Z

ax a ax
9,t""9,< av

9X_

=

ex ax
'9p"9o

3W~FD' -GD9~ FD-ED' 9~

3<t EG–F* 3tt' EG–F' 9p

3W FD"-GD' 9~ FD'ED" 9~

9p EG-F' '3<t EG–F' 3c
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Quando adunque, por una superficie S riferita ad un qualunque
sistema curvilineo, si conosca una soluzione<t' della (a), M verrà indi-

viduato un sistema ce' normaledi circoli ortogonali alla S, situati nei

piani normali alle linee < = costante 0 di raggio R == –r=.. Calco-
\/At <f

lata, con una quadratura, la corrispondente funzione W dalle (&),ne

risulteranno determinate, in termini finiti, tutte te superficie S ortogo-
nali ai circoli mediante la formola (VII*)

C–W
M ===
"2

Osservando che, secondo le formole (20) e le (VI), si ha qui

q,= ~q.==X,R==
4>

(XI= --=- et., = X, R = -=-
Ai4' \Af 4'

t A,(C–W)' 2(C–W)~At<f

~~==A,~+7C'=IW/ ~+(C-W)'

le formole (7)pag. 136, che danno le coordinatedi un punto (x, y, ~) mo-

bile sopra tma superficie S ortogonale ai circoli, diventano

2~CD ~h~2~(C–W)~
M

~=="-A~+(C-W)'+~~(C-=rw)'~

colle analoghe per y, Convienecalcolaroaitresl i valori dei coseni di

direzione X, Y, della normale alla S dalle formole

X='<!ttC08t–~sen~,

che, avendo rignardo aile precedenti, ci danno

(~
2(0–W)

g F
A,(C–W)* X

~== ~+(c-w)~~ ~F(c~

colle analoghe per Y, Z.
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§.274.

RelMioM col problemtt de!!&rappreMntMiona s&rlc&.

Se in luogo della funzione ausHiaria introduciamo l'altra

/19~, 1 1
W==/(–<t+–-=" )~3M '~3f av

chegià comparenella formola(VII), all'equazione di Laplace(V)veniamo

a sostitnire-r équivalente

31ogy'E'9W 9tog~G'3W
9M9f" 90 9M''+ 3M

1

dove E', G' sono i coefficienti dell' elomentolineare sferico rappresenta-

tivo di S. La (V*) non è altro cho l'equazione dalla quale al Cap. V

(I, pag.174) abbiamo fatto dipendere la ricerca delle superficie aventi

a comune con S la rappresentazione sferica. delle linee di curvatura.

Già da questa osservaxione appare che: il problema <MJ<!f<ceMa

sistemi<!MMKO~M<~ad «M<tdata S!<pe~MS equivale alla d!e<ef)MMMï-

~OMedelle s!<?c<e S' aventi a eoM<:<Mecon S !Mwa~tKe sferica delle

H!Me cwpa~fm. Vogliamo ora studiare più da vicino la retazionegeo-

metrica fra i due problemi.
Sia dunque S' una superficie avente la medesima immagine sferica

(delle linee di eurvatura) di S. La normale in. un punto M' di S' in-

eontrera (ortogonalmente)il piano K,tangente nel punto corrispondente
M di S, in un punto M; := (a:ty, ~). Indichiamo con A, B le coordinate

cartesiane ortogonali di MInel piano K,riferito alle tangent! alle Unee

di curvatura v, u come assi; avremo

~==a!+AX.+BX,, ~==y+AY,+BY,

<'t--<-+AZt+BZ,.

Dobbiamoora esprimere che le svitnppabiHdella congruenzaformata

dalle parallele condotte pei punti MI (~1,y,, .)) alle normali di S

corrispondonoalle linee di curvatura M,v; per tal modotroveremo evi-

dentemente le condizioninecessarie e sunicienti cui debbono soddisfare

le incognito A, B. Ora i eoeSicienti della rappresentazione sferica della
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nostra congruenza sono

~_E G
I'0.

G~

e percM l'equazionedifferenziale(C)141 (I pag. 305) delle svUap-
pabili della congruenzasi riduca a

~M~~O 0
dovremo avere

Ora
/'==-==0.

f-(~
B9~Gf_ a_x,a_~ir

~IÉ~a_A~a a_'SM9p
"~j~~jE'a'M"

/'=\=~(~ A 3VË
au r, 9M VG9p

dunque le condizioni per A, B sono

M ~=iL~ KB A 9VË

3c 9M 9<t ~Q
Di qui si trae

~(A~)=~(B~).

onde, indicando con ana funzione incognitaausiliaria, potremo porre

A 1 3~ 1
9~~o; A'=' B==–

VE \/G

e sostituendo in una delle due precedenti (y) troviamo per <' precisa-
mente l' equazione(V)di Laplace. Cosl vediamo nuoyamente che i due

problemi considerati dipendono dalla medesimaequazione.Di più, para-
gonando le formole (28) colle seconde (VI), possiamo scriverle cosl:

(28*)
4> CD

(23*) A
=. cos y B

= sen

L' interpretazionegeometrica cercata si ha evidentemente nel teorema

seguente. Per eo~<we tutti t sts<~ oMM normali ad (M<td~ super-
/!CMS, si CO~MM~Muna ~<~«! gMtJ'MMa'xeS' <!<WM<ea comune <!(~S

i!M<~w s/e~ ~Mee ct~pa<«~; t ~M; coM<&)~per du
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Mtw~t c<M-Wsp<M<!eM<tS, S' sono i ptaw~<M s~~Mt c~M <WM<~e i

<!OtVMtp<~aB6M)Kae'~MHtdc~M~ Ot~HtMC<Mtquadrature.
È da osservarsi che data la coppia 8, 8' vt sono oo' 1sistemiciciici

corrispondentinormali ad S. Inversamente, se supponiamo nota S ed un
sistema cicticonormale a questa, si avrà con una quadratura e le (23)
determinerannouna delle congruenzerichieste. Le superficieS' normaU
a questa congruenzasi otterranno con una seconda quadratura, chepor-
tera suU'espressione (I, pag. 811)

9~ 9~)
-~X,X,

doè sopra

~E,.+BVG,~
ft

cosl con due quadrature avremo le corrispondenti superficieS' aventi a
comunecon S la rappresentazione sforica. Si osservera che, moltipli-
cando per una costante, si otterranno oo' di questi sistemi paralleli
di superficie S.

Una consegnenzanotevole risulta daH'identità dei due problemisopra
esaminati, quandosi osservi che se si ha un sistema ciclicoed una sua

superficieortogonale S, un'inversione per raggi vettori reciprocito can-

giera in un sistema ciclico normale alla superficie inversa St.
Ne risulta: &~f «~ s!<per/!cMS si <WMNMMo<««ele SMpet~cMaoeM~

a comunecon S l'immagine sferica delle linee di C!<n~Mf<t,&<!<<e~MMM

<<MM~Mfeper risolvereil problemastessoper ogni aura ~ef~cM S, che

<&n<'<da S con«o'tttpef~otM. <*)

§. 275.

Sistomi doUcI normali ad una sfera (o ad un piano).

NeUa diseussioneal § 373 abbiamo lasciato da parte il caso che la

superficieS, di oui si vogliono trovare i sistemi ciclici normali,sia una

sfera od un piano. In questo caso basta servirai dei teorema generale
di Ribaucour al § 269 per ottenere tutti i sistemi ciciici domandati.

Prendasi infatti una qualunque superficie S e si costruiscano gli M' cir-

coli C cho sono normali insieme alla S ed alla sfera X siccomeogni

(')DABBoux./.ep<MMT. IV n. 981.
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tale eircolo è normale due eoMea 2, la nostra eongruonza di circoli

ammette tre, e quindi oc' super&eieortogona!i,cioèë un sistema ciclico.

È facile anche vederea quali soluzionidella equazione(V) di Laplace

corrispondono questi sistemi cMM normali insieme a 8 e ad un piano
o ad una sfera fissa, L'equazione(V) possiede invero le soluzioni par-
ttcolari (I, pag. 141)

~,< a!'+y'+~

e quindi anche qualunque loro combinazionelineare; a queste soluzioni

corrispondono appunto i sistemi cicUciora considerati.

E infatti se si fa p. e: <&==.c, si ha

==A,'<' ==1 Z!

R~
R 1.l-Z!

R* R*
R cest '=3 Zf, R sen =< Z,.<& <?

Di qui risulta

== <' +B cos y Z, + R sen p Z, ==0

cioè i centri dei circoli sono sul piano x y. I coseni di direzione della

normale al piano del circolo sono poi dati da cos y X, son'p X.,

cos ? Y, sen Y;, cosyZ< sen ? Zi e nMmoè nullo per le formole

precedenti, cioè i circoli sono normali al piano .? c. d. d.

Se facciamo invece

4' a;' -{-y*+.e'c(ocostante)
abbiamo

~=3~X.=2W,
~E~

-==SS~X,==3W,,
~G

2 al X. 2 2W.

indicando W, W. le distanze dell'origine dai piani principali di S. Se

MAlla medesima conolnsione et arriva mediante eonstderaziont di metrioa
non enclidea. Si rtsraMdi infatti la sfera (od U pianoS) come t'aMohtto della

rappresentazione conforme dello spMto non enclideosnUospazio piano. 1 ctrcoU

ortogonali alla sfera S rappreseatano le geodetiche detto epazto tperboHeo o la

congruenza dei circoll C eoatrntta nel tMto è, neUo spaiito iparbolico, la con-

g)-nen!!adelle normali a S che ë dunque normale a tutte le anperaeie paraUeIe.
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no trae

~<&=4{W;+W;j==.4)<f+c–W),

dove al solito W==X:cX,.

Le formolo(VI) danno quindi

R.=R
4)<t)~-o–W'{

R* R*
R cos y = 3 Wt R aen y* 2 -W,.R cos = 2 <i> WI, R sen 'P =or 2

d)

Ora, indicandocon 3 t&distanza del centro (~, ~) dall' origine,
abbiamo dalle (19):

y==!i<+~+~==!~+c~R'+2Rco8~W, +2RaonyW,

ossia per le precedenti

4Rt

~~c+R'+e-W},
0 iNËM

$' R' ==,C

Questa esprime evidentementeche tutti i nostri circoli taglianoorto-

gonalmente la sfera

~+~+C'==c c

col centre nell' origine.Questa È reale per c positivo, riducendosi aU'o-

rigine per ossO, nel quat casoi circolipassano tutti per l'origine stessa.

Se c ë negativa,si pubdire che i circoli tagliano in punti diamotralmente

opposti la sfera reale

{.+~+:'==-c.

Nei sistemi cicUciconsiderati nel présente § tutti i piani dei circoli

passano per un punto fisso.Vieeversa: & i pMtHtaMcM'coK MnM~eMM

cidicojpMM~MOper un punto /!MO,i circoli del sistemasaranno ortogonali
a<!una sfera (reale od ttMMM~Mtar~co! ee~o nel punto

E infatti se i piani del sistema ciclicopassano per l'origine, dovremo

avere

Sa;(cosyX<–8on~Xt)==0,

ossia

cos W, sen p Wi==0,t
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e quindi per le seconde(VI)

1 3<& i a~
(24)

VE~

indicando un fattore di proporziouatità. M~dalle formole (~ pag. 147
si trae

'J.3VG 9W, l 9~Ë~

E ~='9<r~!
au

VË au.
au

VG au

e poichè <Pdeve soddisfare Ia(V), che si pub scrivere sotto l'una o
l'altra delle due forme

-~JL.~=,_L3V!: JL<~
(_

1
3<J»

1 3 VË1 34>

~WG~/ \/Ë '~Ë~

~.f-L~ 3VGJ_3<&
~WE~'yG
31)vËau

v au d av

dalle (24), avendo riguardo alle (25), segue

~-0 ~-n
9M" ~=~'îu olv

oioè costante. Dalle (24) integrando avremo

~==a~+~+~+ costante

cib che dimostra il teorema.
È da osservarsi che quando i piani del sistema ciclico passassero

per un punto comane an'in&nito, fossero p. e. paralleli aU'asse deUe
si avrebbe

cioè
cos~Z,–6enyZt~=o,

JL~ 19~yÉ ~7~Z1, =).Z.
VEVÈ

au
vu

av

e con un procesao affatto analogo al precedenteno dedurremmo

==).<' +o~,ccostanti).

In tal caso i circoli del s~tema sarebberoortogonalial pianoIl
c
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§.276.

8tatematdploerteg<m~eooUeg&to~Tmsi9tMMcic!ice.

Riprondendo ora to studio generale dei sistemi cictici, as8ocieremo
alla considerazionedel sistema ciclicoquella della congruenza degli assi
dei circoli,cioêdelle normali ai loro piani nei rispettivi centri. Servendoci
delle formolegenerali del §273, consideriamouna superficieS ortogonale
al sistema eictico ed in un punto qualunque P di S tiriamo le tangenti
PA, PB aile linee di curvatura <'==costanto, «== costante fino aU'in-
contro <MH'aMedel cu-ooloC uscente da P. Se con {,,
indichiamo le rispettive coordinate di A, B, troveremo subito

~+~Y~.=~
lOI

cosfi cos'f
l,

cos '{I

~y+~Y.Z,.

`~`x
s nq~

~`' fi `' y
-I-ân

Y'
sen ff

Ze.

Derivandole prime rapporto a v, le seconde rispetto ad M,coll' os-
servare le M pag. 147e le (IV*)pag. 148, M deduciamole proporzioni:

~f. 3<
9!9!9~~9M'9«'9<t

==cos'pX,–seayXt oosyY~–sen'pYt cos~Z.–sen~Z,.

1 tre ultimi termini essendo i coseni di direzionedell'asse del circolo,
queste proporzioni ci dicono che i due punti A, B sono, BuU'Mse del

circolo, i due fuoehi di questo raggio nella congruenza degli assi dei
circoli. Danque: Le ~«pp~tK d~ eo~~tewa degli o<Mtdei cM-eoM,
w un $M<eMMciclico,sonosempre fe~ e cornQMttd'OMO<!Nelineedi Ct<f-
vatura di MMN~MMgtM SM~~OMS ortogonaleai Ct~co!t; ~X~t in
«H punto g«a!tn~MeP di 8 a!!e sue !Mtee curvatura WMMOad incon-
trare l'asse del CMV~OMd~ecM~o ~«e fuochi.

Da questo teorema segue che sopra tutte le superficie S ortogonali
ai circoli le linee di curvatura si corrispoudonoe quindi, pet teorema
di Darboux-Dupinal § 172 (I, pag. 383), abbiamor importante risultato
di Ribaueour: Le oo~SMpef/Moo~o~aM ei~t un sistema ciclico
formano sempreuna ~m~M! Lamè, c~ appartengonoad MH~e~

~a~
Senza invocare il teorema inverso di Dupin, possiamo dimostrare
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questa proposizione fondamentale colleosservazioniseguenti. Indichiamo
con S, ie superficie luogo dei circoli M~costante, con S, quelle luogo
dei circoli f–costfmte. Poiehè una 81 tagUa tutte le 8 ortogonalmento
lungo linee di curvatura, queste sono altresl linee di curvatura di S,,
che ha dunque per secondo sistema di linee di curvatura i circoU
u = costante. La normale in P aUa S~ ë quindi la tangente P A alla
linea di curvatura (v) di S e similmente la normale in P alla S, sara la
tangente P B alla « sopra S; dunque: le tre serie < <!Mpo-~ S', S' S',
cM~MMo un sistema triplo ~<~M~e, c. d. d. Osserviamo poi che se
si indica con 2 !a distanza focale ABsuU'asso del circolo e con la
distanza del centro del circolo dat punto medio dell'asse, avremo

R'+S'==p',
onde potremo porre

S==!p coso, R==p sen o,

indicando a un angolo reale.

Ritornando alla proprietà sopra dimostrata, che le svHuppabilidella
congruenza degli assi dei circoli corrispondonoalle Unee di curvatura di
una qualunque delle superficie S ortogonaUai circoli, non sarà inutile
provare che la proposizione si pub invertira ed enunciare il teorema:
La eoMdMMMM~c~otfM e ~~cM~e a~w~ un sistema oo'~ circoli
ortogonali ad MtMtSMpef/tCM8 sia un SM~eMMMWM<~eC~ le M~M~pa.
MMdella co~j~te~a (~K assi dei ct~t eoM-Mp~~w alle linec di
curvatura di S. Si è visto che la condizione è necessaria; per provare
che è anche sumtciente suppongasi verificata e sopra ogni asse del circolo
indichM con T,, T, le ascisse dei faochi, riferiti al centro dei circoli come
origine. Per le coordinate ~t, (. dotl'nn faoco avremo

6t== + R(cos ? Xt sea X,) + T, (cosy X, son ?XJ

e analogamente per C..Se snppoaiamo che questo fuoco corrisponda
alla sviluppabile M==:eostante, dovremo avare le proporzioni

9:,
cos Xg aen X,3<i~ ~==cos?X,-senyX,:

cosY, sen Yi eos yZ, sony Z,.

Con un semplice calcolo si trova che esse si risolvono nella seconda
doUe(IV*)pag. 148e T\ deve avere il valore Tl = R Similmente



CONGBCBNZBBBTNMNBB OIOMOM 161

tt

considerando le svituppabitif, si trae T,==Bcot?e8iritrovaiaprima

delle (IV*), ci6 che dimostra il nostro toorema.

§. 277.

Le oongraecze KttiUaae oioUohe

Dit'emociclicauna congruenza rettilinea quando i suoi raggi siano

gli assi di un sistema ciclico.Vogliamo ot'a ricercare a quale condizione

dovrà soddisfare una congruenza rettilinea perchè sia cictica. Cornesi

vedrà, la condizionedipende uatcamente dalla immagine sferica delle

sviluppabili, che sappiamo dovere essor sempre reali.

Tratteremo solo il caso generale supponendo che queste immagini

sferiche delle sviluppabili formino due sistemi distinti di linee «, v e ci

serviremo delle formole di Guichard ar § 147 (I, pag. 316) che danno

le congraenze con assegnata immagine sferica delle sviluppabiH

(26) <?' = E~ + 2 F du dv + G

Ricorderemo che il problema dipende dall' equazionedi Laplace:

9'P 12 3p fl2 .f3 12 9 (12)
(27)

~+ 1 ~+!2 9.+~ 1 +9.J2.!+~ali b 1 1 ou 2 av ats 1 à-V2,f
l,

a cui soddisfa la semi-distanza focale ad ogni soluzione p di questa

corrisponde una congruenza delta specie richiesta, e le coordiuate del

punto medio (~,y,.<f)del raggio sono date per quadrature dalle formole

(82) § 149 (I, pag. 321):

=[~]~au a,. 2 2 2
l'

(28)

~==-[~2J~.]x~~sen~,X,+VGc.~pX,.a1)30 ft,+ 2 1 (1X- VGsen2'pXI+ vGC082"pX,.

Indicando, come alla fine del § précédente, con

==f. cos R ~= p sen

la distanza del contro (.r,,y,, <) del circolo dal punto medio (a!,y, t)

M1 teoromisallecongruenzeclclichedi quostoe dei seguenti §§ ftirono

,stabilitidaU'AutoMnoi tomiXVIH e XIX(serieseconda)degU ~MMaH(1890).
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ed U raggio, dovremoporre nelle formole generaUal § 269

iCt't-pcosoX, ~=~+peo8eY,~==.f.t-pcosZ,

ind! potremo fin

at<=.X, p,==Y,, ~–Z,

<)t,~X, P,==Y,, T.~Z,.

CtdcoUMaoora reqaMtono a dMoreMiaUtotaU(8)pag. 186, aerven-
dooi delle formole (80) § 148 (1, pag. 820), e troveremo dapprima:

ë -[~(i+~)+.]x-

~E son (1 cos o)pX, VËcas p (1 ces o) X.
(29)

ë~~j,(l-.c..)j~]x-

-V5son
~p(l +co8o) X,+ VScot)

~p(l +coso)X,,

indi per FeqnazioM a diforenziali totaU:

(80)
~Etg~coa~~+~+At

VGcot~co8(<+B)<!c,j/ )

dove si è posto (I, pag. 820)

~"29«+ Vah

1 38 1 /G (12B
1 m +

V112Iseng.~=2~+ VEJS12

La equazioM (80) offre ta nettoie particol&ritadi dipendere uai.

camente dalla immagine sferica deUe svi!uppaMideUa congraonza, onde

segue: 3««e coM~«etMfee~ AaKMoa coMMOM!aM~ttM ~t<M <M!e

M~t~paMt «M «?? eM~Me~Mc~~ <MMct~te~.
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Scrivendole condizionid'integrabUità per la (80), coU'oaservare
dontità (§ 248, pag. 68)

a_A â_B son Q,~+~VEGsen~

troviamoper le condizionirichieste:

~ot~E ~.ot~osC-jtg~

~(~tg~=~~tg~.S~/Ë~CO~.

0

e queste, esprimendole derivate dei coefficientipoi simboli di Christoffel,
si convertononelle équivalent!:

Scoso° 12)

(31)
-=2(C08.-1)

(31)
au

COS'3-
21

Scoso

°

(12(-~r-~cos.+i)~

La condizioned'integrabilità per queste equazioni ci d&:

M
~?-~?t]–~?+~?)-j'.1j?.

onde, se questa non è un'identità, ne dedurremo per cos oun valore
unico e determinato,e la congruenza sarà ciclica se questo valore di
cososeddisferà le (31); di più, se il sistema ciclico è reale, devra risul-
tare feoso~<; 1. Ne coneiudiamo:Ad una cot!$tw~M'<to~tca si pt<6,;M

generale,oMMCta~uno ed MM$~0 s~eMa ciclico,i CM~assi ~!0)Mt raggi
<i'eK<!«M~MaMa.

La forma delle equazioni (31) snggerisce it confronto colle formole

analogheottenute al § 239(pag. 42) quando abbiamotrattato il problema
di riconoscerese una superûcie puo rieevere una deformazione finita,
nella quale un sistema (u, v) attualmonte coniugato rimanga coniugato.

Leformoleattuali (81)si riduconoinfatti alle (29)del citato §,ponendo

«=, cos<'+l 1

e quindi, prescindeNdocome nel teorema di Darboux (§ 271) da! reale
od immaginario,abbiamo il risultato
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~~M~t~M~MM~z~MKwM~M~~M~M~MWwe<
<~ FtMnM~twf~tca delleMM~MMppaMta<<toM~ J!'H)Mt< <?un
sistema ooniugadodt una sMp~te c/te eo~n~ c<Mw~a~ «tMtd~

MM~we~g~
Avvertiamo pero subito che se il sistema ciclicoè reale la corri-

j
spondente deformazione di una supet'8cie 8 reale, avente per immagine
di un sistema coniugato quella (lello svUuppaMHdella congruenza, è

necessariamente immaginaria, poichè, risalendoalle formole del citato

§239nerisulta

cio6
~+.).

cioè Il

o )

~<tg~.

1 nuovi valori di D, D" (D' '=' 0) per la superficie deformata sono

dunque puramente immaginaMie, ~olendo restare nel reale, con~erra

realizzare la nuova forma di S nello spazio d'elemento lineare

<i~==~+<<&

Dalle formole precedenti pub dedursi un'altra conseguenza impor-
E

tante, contenuta nel teorema di Ribaucour: tSM~asuperficieinviluppodei

piani dei CtMO~!in un sistema C<C?MO,~e M~ttp~~ della CO~~<eM.e'<t

degli assi fc!oëalle Httecdi MO'M~Mfadelle superficieo~OMo!~ ai e~

coli) corrisponde«Msistema coM!M~o<o.
Indicandocon Wla distanza dell' originedalpianodel circolo,abbiamo

W==~Xa;i== ~Xa;+(.coso.

Formando le derivate parziali

3W 9W ~W
3«'3e'<)«9f

facendo uso delle formole al § 148 (I, pag. 820) e delle precedenti, si

trova facilmente che W soddisfa l'equazione di Laplace

~~i~ p)3W p~â_'w
t1213W -11213W tFW=O,9M9f (1 {2(~

ci6 che dimostra appunto il teorema (Cf. I, pag. 174).
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§. 278.

Oongraenze iaCaito volte dcliohe e oongfaeaze cidiche normaN.

A) II teorema sopra stabilito che una congruénza rettilinea cictieaè
ma so~ pe~ ciclica so&e un'eccezione molto notevole; questa si pré-
senta aUora ed allora soltanto quando la (82) risulta ua*idontita, par
la quai cosa debbono sussistore le relazioni

«

)~{ o <12

9«!l)"3<'(2h~ 1 h

Seconde il calcolo già eseguito al § 868 sulle identiche equazioniM

segnate (62) (pag. 83), queste esprimonoche le linee sferiche («, v)sono
le immaginidelle assintotiche di una superficie8, per la quale la cur-
vatura K ha resproBsiono:

10- _1_K
[~M+'K")]'-

Di queste superficie abbiamotrattato ai §§249-251 possiamo enun-
ciare il nostro risultato col teorema: Le uniche coM~~M~MiM<~ siano

p~ <?<MMvolta e quindi injinite eoKe cidiche sono le co~n<ewe di
JR~McoKf(§ 229) Me hanno per s~~cte generatriceMM<tsuperficie(M!<t
classe (A).

Inoltre la (82) ci dimostra che esse sono le uniche congruenzedi
Bibaucourcidiche, poichè se la congruenza è di Ribaucour si ha

12 (129p 2 3M( 1

e, se essa è cictica, per la (32) dovranno sussiatere le (88).
Un'altra proprietà degli attuali sistemi cidici pub dedursi dalteo-

rema di Ribaucour alla fine del precedente, ove si consideri la super-
neioX inviluppo dei piani dei circoli. Sa questa il sistema (M,v) sarà

coniugatoe, corrispondendola Xper paratlelismo di normali alla 8, t&S
nonë altrocheuna delle superficieassociateconsiderateal § 252. Dunque:

ogniSM<eNMcidico t CMt<MM/b~<MOMfM(iOM~tM-MjM!<S ~t6«<MM<f

(c~ abbia quindiper superficie~~M~Woeana ~er~M 8 d~ classe(A))
FMM~po dei piani dei circoli una superficie2 SMseeMM~ MtM<
MXM<<MMcontinua <:teconservaun S~S<eaMCOMM~<!<0.
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Notevote è il caso cho la superficie8 sia pseudosfortca;aUora si ha

!'f-.t?)-~

e la congruenza degU assi dei circoU ô una congruenzadi Gaichard

(§§ 151e 230), le cui s~iluppabHitagliano le due superSciefocaliseconde
le loro linee di curvatura. In tal caso, per le (31),l'angoto o puo avere

Gunvalore c<M~~equalunque, cioè sopra ogni asse il centrodel circolo
divide (internamente) in rapporto costante il segmentofocale. In parti-

colare per o
== ogni circolo del .sistemaha il centre nel punto medio

deU'asse,ed il sue raggio eguagUa la semidistanza focale. 3~
jp<!t<tCo!<M'!~~PMt CMM, C<M'<!<<B)-M'~(M~ ~<~W~ C~ centro <M
CM~O<~P!<~SOp~œogni asse <?rapporto CO~OH~t!~m~O/OCoi~, i~M-

<~«p~odei FMtMt<~ etycoH «Ma wpet~c~ FMs.

B) In secondo luogo ci proponiamo qui di determinaretutte le con-

graenze che sono ad un tempo cicHehoe normali, Intanto dal teorema
alla fine del § 272 segue che le normali di una qualunque superficie
pseudosfenea formano una congruenza ciclica e, pei risultati generali
al § 277,anche per qualunque superScieavente a comuneconuna pseudo-
sferica Fimmagine sferica dette linee di curvatura le nonnali formeranno

una congruenzacidica. Si pub facihnente dimostrare che queste sono le

uniche congruenze normali e cicliehe.

Applicandoinfatti le formole de! § 277 per le congruenzecicUche,
neU'ipotest di una congruenza normale avremo

n– ;12; 9tog VË 12)3Iog/G
"2 (1)" 2)""3!T''

e le (31) potranno scriversi

~M~~ '(~_9iog~
3w oM 9c 9f

Cangiandoi parametri «, v, potremo prendere semplicemente

~Ë=cos(~, ~=sen~),
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e par l' elementolineare sferico avremo

<?''==cos'9<+Ben'8~,

ovesi è poato 6e Ora queste linee aferiehe «, waono appunto le im-

magini delle Unee di curvatura di una superficie pseudosferica, poichè
ponendo

r, ==.cot 8, == tg 6,

con che r, r, =='–l,8i soddisfano le equazioni di Codazzi (I, pag. 167)

~-("3v
== ri rI) 311

âr,= (r,
r¡)logJc~

~-(~

Dunque: Ze co~M~e MOt~Mt~~cMM~esono lutte e sc!e queUe<~He
MonM~tad una ~Mpc~/Meaventea comunecon«Masuperficie~MM<eWc<t
~MtMtM~Mtesferica <~e!!e!MMe CM~a~a.

§. 279.

Forma dell' elemento Uneare dello spaido riîiNritoad un siatema ddico.

Ritomiamo ora ai sistemi cidici generaU per considerare il sistema

triplo ortogonalecorrispondente (§ 276)e calcolare la forma dell'elemento
lineare dello spazio riferito ad un tale sistema.

Essendot una soluzionequalunque deU' equazionea di~Brenziatitotali

(80), le formole

!'=a!+pcosoX+pseNo(XtC08~+X,Mn<)

(84)

je

= y + pcosoX + p sen0 (XIcos + X. sen t)(34) ~=y+pcosoY+pseno(YtC08<+Y,sen<)

C==.t! -}. pcaso Z+ p sea o (Z. ces + Z, sen

danno le coordinate $, t),t di un punto mobile sopra una delle superficie
ortogonali ai circoli.

Ora indichiamo con w la costante arbitraria che entra ln t, e ri-

guardiamo {, )},C come funzioni delle tre variabili u, v, ?. Derivando

le (84),coU'osservare le formolo già sopra usate del § 148 (I, pag.320),
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troviamo fj

~-AX+BX.+CX, X, S

(84*)
~=A'X+B'X,+C'X,

~==. X,+p X,,

colle analoghe per it),(;, dovoponendo

9& o H\ 2cos<!tl2

L==~-VEtg~eu~.+~ ~+~
-PP

01
(8~)

fM ~P~Vr~~ S\ 2co8t(12
f~

fM==~+V&cct~en~p-
.p.

si ha
?

A=(cos<!+l)L B=senocos~L C==8enosen~L

A'=(coso–l)M B'==senoco8<M C'=senoMn~M

3~ fM
a ==' seno sen p au p= sen a cest p g-

-c

vW ëw

Da queste formole risultano subito le altre

2~)'(;)L'. 2(~(;)M..

~)'(S)'

,9

~j~
~3!<9e ~9to'9M3<c'" o

Per il quadrato <~s*=<+<+~ dell'elemento lineare dello spazio,
riferito at sistema triplo («,p,<p),otteniamo quindi

(36) = 4
cos~

L' 4 son' M* sen~ ~r
\</ W<P/

In questo calcolo non abbiamo fatto uso che delle formolegenerali
a! § 277 senza riferirci at teorema di Itibaucour (§ 276), il quale ne

risulta cosi nuovamente confermato,poichè la formola (86) ci dice che:

sistema (M,C,?) MM<<9<MMCMp~O<~<~OtM~.



1M

§.280.

DetennicMiOM delle immagiai aferiohe delle congruenze cioliche.

La ricerca dei sistemi ciclicisi puô decomporre in due problemi suc-

cessivi,ecioe:

l." Trovare tutti i sistemi di linee sferiche M,v, che sono immagini
dolte sviluppabili di una eongruenza cielica.

2." Costruire le congruenzeche hanno un'Msegnata immagine sferica

delle sviluppaMU.
De! Mcondoproblemaabbiamogià fatto conoscereal § 147(I, pag. 316)

la trattazione di Guichard, che to riduce all' integrazionedi un'equa-
zione di Laplace.

Quanto al primo si pno risolvere completamente, facendo UEOde!

seguente teorema:

~a le C<M!«M.M<!K!!«!Ae,aventi a comune i"MHBMf~MMS/efMMdM!e

~<(~<t6~, se ne possonosempre scegliere infinite pef gMo~ti c<m)H

CC~TMpOKt~tp<!SSMtOper un punto /!sSOdello ~<M'
Per dimostrarlo, supposte flssate le linee sferiche M,v, indichiamocon

con<ouna soluzione particolare qualunque della equazione a difforenziali

totaU (30) o sia woil corrispondente valore di w. Determiniamop dalle

due equazioni simultanee

L==0 r M==0

ossia dalle due;i

~(~§)-~i?t
au 2 2 cos +1 12

~91ogp t~ Q\ 2coso 12

––==–vGcot-.sen~ 4-2 2/ coso–l 1

le quali, in virtu delle formole al §. 277, risultano fra loro compatibili
e danno per appunto una soluzione della equazione di Laplace (27).

Nel corrispondente sistema ciclico avremo, a causa delle (34*)

~-o 0 1 ~-n
~-o ~-o g~-o

aE ¡hl

per ? == Mopert/!= t/loi
~-n 0 ~-n ~-n
~==0 1 ~==0 1 ~=0
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dunque la superficie w'=<~ si riduce ad un pnnto(~Ct), pe! quale
vengono conséguentemente a passare tutti i ctrcoUdel sistema ciclico. j

Ne risulta che si ottengono tutte le immaginisforiche delle svijup-
pabili delle congraenze cioliche coûa costruzione seguente:

Prendasi una superficie arbitraria S e per un punto 6s8o 0 dello )

spazio si conducanoi circoli normali ad S; questi costituisconoun sistoma )
cidico 11)e le immaguu sferiche délie sviluppabilidella coagraenza dei
loro assi danno le linee più generali richieste.

§.281.

Inviluppi di eBaresalle Mt &lde ai oor~spondono le linee di curvatura.

Termineremo queste ricerche sulla teoria dei sistemi ciclîci col di-

mostrare che essa puo anche riguardarsi cornela teoria degli inviluppi
di sfere s<<Necui falde si co~MpMabMO ~Kee OM~

Consideriamoinfatti un qualunque sistema ciclicoe due superficieE,S'

ortogonali ai circoli, riguardando sopra S, r cornecorrispondenti i due

punti P, P' d'incontro col medesimo circolo0. Le normali in P.P'aa E,E'

(tangentia C) s'incontrano in un punto 0 ad egual distança da P, P' e

la sfera deseritta con centro 0 e con raggio OP=OP~ tocca 2 in P

e l'in P'. Facendo variare la coppia(P, P') abbiamouna doppia infinità

di sfere e le due falde del loro invitappo sono I,S'; dunque:
JO«Cg«aJ«Mg)<Csuperficieortogonali ai C~CO!~di un MS~eMMciclicosono

le due /M~ «? tMt~M~o di sfere, che si CMTt~pwd~oper linee di

curvatura.

Inversamente dimostriamo: Sesopra le Jw faldeE,I' un MM~Mpjpo

sfere, riguardando cotne corrispondenti i aile P, P' <? <!OM<a~o

<? ogni sfera COMX,S~,si c<w<sp<MM~le linee di curvatura, i CM*~

tM~MO~tin ogni C0pp«!<!tJK<M<tCO)yM!pOK~M~P, P' a S, S' <!M~t«NC<MM

?; S<S~MCM<<!0.

Deduciamofacilmente la dimostrazione del nostro teorema, insieme

a!l'inverso già dimostrato, dai calcoli eseguiti al § 262 (pag. 115) per
la ricerca degli inviluppidi sfere sulle oui falde si corrispondonole linee

di curvatura. Riprendendo le notazioniivi adoperate, vediamosubito che

<"CMrisulta, se si vuole,dal §876,e più semplicementedati'osservareobe
na'inversioneper raggi vettori reciprocirispetto al panto0 tfM<!M'm&i detti
circolinelleNonnalialla superficieinverMdella 8.
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le coordinate ~1, del centre del nostro circolo C saranno

~=~+c~" ~'=~+~ "'="+~cos13 cos0 COSG9

montre il suo raggio R ô dato da

B=='Ttga.

D'altronde, poichè la normale at piano del circolo ha i coseni di

direzione
X<,1 Yt, Z~ e

potremo applicare le formole generali del § 269 ponendo

«t C=!Xt Pt====!Yi 7t <==Zt

«, = X, ==Y, e 7, ==Z, ·

Il calcolodei coefficientidell'equazione a differonzialitotali (8) del

detto paragrafo, avendo riguardo aile formole fondamental!dei §§. 264,

285, porge:

9~ TsentSo 9a!, T aeno9o
a~âu cos' a âu x' w coB$aW 9« cos'o9M 1 9p 'MS'V~

y~~JL.D'L y«~!==JLD±
'Stt COB'J~ '3pv

COSO~

¡ a:, D ax, cos

0
'¡Eo

V Do D'c

~CIt-= ,~(I!t-=-'

Costruendoora le equazioni di condizione(I), (II), (III) § 269 perché
il sistema di circoli sia normale, si trova che la (II) è identicamente

soddisfatta e le (I),(III) si riducono all' unica:

./s~Tt /frf9o,8enocoso3~G. ~E. 9~

v&D.G,+–"=–
D'(,8moco8o-T)',=0.

~G. ~G.

Ora questa coincide colla(38) § 262ed esprime appunto, per quanto
ivi abbiamo visto, che !o linee di curvatura di S, X' si corrispondono.

Possiamo evidentementeenunciare i risultati ottenuti anche nel modo

aeguente C~M~M~ûMenecessariae ~!<!teK<ea~McMun $M<eMaoe*di CM~-

oli, ortogonalia due s«pef/!oMS, ammeeta«?'?<<?? ~eWedi superficie

ortogonalic~ «)pre S, S' si con~pMt<&tMO!c MKccdi <x<t~a~<fa.



CAPITOLO XIX.

n MMometodod!Wei~Mtenperla rîcercaMe MperMc

appMUi
~N.

DMeffztoae del nnovo motodo d) Wefnj~ftea corne oollegato alla dofortMztono dettm falda
focale dt une congttteMa dt rtt){): OttaotdertMfontgoomotriche dt Darboux relative
aile oMonde Unsa dt ttringimento «utta Mdtt fooate. Ftn-moto generali dl Darboux
relative et tr!odro mobllo od e~tttvtdeMtt dl etea atta fonnote dt OedttMt e di QauM.

Forme rldotte del <!<*émue Mddh6MeaM ulla condttioM
Kt/E~~F'j:l.Catoeto

della nnevtt eqmuiioM (W) di Wehtcart'm per t'appUenbHttit e eotritpottdem~ Aelle tne
MtMiont elle defon!Mt)!toni dette xuperMe pt-imiMve. –t!Mmedei OMteocaetoMtt Mcondo
HeMenberg.BtdnxieM del otM getMHttta an'oquasiono dt Amp~m:

ar.
Pl Pt at, (pl+ps) ae,

~P'+~<P'+')+~

§. 282.

PrelimiaMi.

AUo studio delle propnetà generali delle superficie dedicheremo

ancora questo ed il seguente capitolo, nel quale riprendiamoa trattare

il secondo problema dell'applicabilità (I, §§.108e seguenti) per far co-

noscere i nuovi ed importanti riBtdtati conseguiti da Weingarten nella

memoria del 1894: Sur la déformationdes sM!a< elleriportava il gran

premio delle scienze matematiche dell' Accademiadi Parigi Il prin-

cipale risultato ottenuto da Weingarten colle sue nuovericerche consiste

in una radicale trasformazionedetl'ordiMria equaiiionedoirapplicabilità

(A) ~e==(l-A,9)K.

Seconde quanto abbiamo osservato alla fine del §. 271 (pag. 143),

l'equazione (A) abbraccia in sostanza due distinti problemi geometrici
e cioè l." il problema della deformazionedi ana superficie S di dato

elemento lineare, 2." il problema della ricerca dei sistemi of' normali

di circoli giacenti nei piani tangent di S. Le soluzioni8 della (A) cor-

rispondenti al primo od al seconde problema si distinguonodal rendere

") ~C&!JMi!<MMa«M)t.80.
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nel primo casa At9<:t, nel seconde At9>i. Un primo effetto della
trasformazionedi Weingarten è di separare aettamento i due problemi,
seindendolianatiticamentein due distinte equazioni del secondo ordine,
che hanno ancora ciascuna la forma di Ampère e delle quali qui verra
studiata solo la prima.

Un altro e più importante vantaggio offre la trasformata di Wein-

garten. Se si'eccettua il caso delle superficie svilqppabiliK=0, l'equa-
zione (A) non si sapeva in alcun altro caso completamente integrare,
non ammettendointegrali intermediarî del primo ordine, n&rientrando
in alcuni degli altri casi noti di integrabilità. Eppure erano già note,
per via geometrica, classi complète di superficie applicabili e cioe: l.e
tutte le evolute delle superficied'area minima corrispondenti, secondo il
teorema di Weingarten, alla forma

~==~+«~'

dell'elementolineare, 2.' le evolute délie superficie W con

i!!(f,-).t)==sen&(~+f,)

corrispondenti(I, § 186pag. 292) a

<b'=:!aen~<M''+eo8'8(!o'{

A queste abbiamo aggiunto, nel Cap. XVI § 246, la classe compléta
delle superficieapplicabili sul paraboloide di rotazione, ed altre classi

impareremoa conoscerefra breve, la cui scoperta 6 dovuta ancora a

Weingarten.Ora la trasformata di Weingarten dell'equazione dell' appli-
cabilità possiede in tutti e soli questi casi due integrali intermediarî del

primo ordine, ovvero è integrabile con altri metodi noti. Cosi la nuova
forma dell'equazionedeU'applieabitità rende ragione dei successi otte-
Mti fin qui nella ricerca delle superficie applicabili e la ricerca analitica
viene posta sopra una nuovavia, ove le conaiderazionigeometrich&rave-
vano già da molto tempo preceduta

§.283.

OMMiderMionigeometriohe di Darboux.

n nuovo metodo di Weingarten, corne ha rilovato Darboux, nella

esposizioneche egli ce ne ha dato negli ultimi capitoli del suo libro '')

si collegaesseMiaImentealla teoria della ~/bfMMM'!OMedellecoM~we,

~MMetc.t.IV,Ch&p.XIII,XIV.
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la cui importanza per la teoria délie saper&cie già pia volte abbiamo

avuto occasione di rilevare nel corso di queste Lezioni.E qui, prima di

adde~trarci nello studio del metodo di Weingarten, vogliamobrevemento

OBpon'ole osservazioni geometriche di Darboux.

Si consideri una congruenzaC di raggi tangcnti ad una superficieS,

invartabilmente legata aBeflessioni di questa sua falda focale.Se doman-

diamo di costruire quelle rigate della congruenza C che tanno la loro

linea di stringimento (I, pag. 256) sulla falda focale St, una prima ed

evidente soluzione si ha nella serie di aviluppabili di C circoscritte alla8.

Ma in generale (salvo, corne ora si vedrà, il caso di una congruenzaC

normale) esiste una seconda serie di superficie rigate di C che rispon-

donoal problema, e queste rigate (cornele dette sviluppabili) rimangono

sempre costituite, secondo un'osservazione di Darboux, dai medesimi

raggi, comunque si deformi la coMgraenza.
Per dimostrarlo si nforisca la superficieS ad un sistoma curvilineo

(u, v), di oui le linee 11siano quelle inviluppate dai raggi di 0, a sia

(1) ~.==E<M'+2FoM+Gd~

l'elemento lineare di S. 1 coseni di direzione dei raggi di C saranno,
nelle solite nostre notazioni:

1 ex y 1 9y y ?<'

~t-='
< it 'r g*t ~t g'.

VE VE ~E

Se prendiamo sopra 8 una linea L e vogliamo che la rigata formata

dai raggi di C uscenti dai punti di L abbia questa linea per linea di

stringimento, dovrà verificarsilungo Lla condizionenecessariae sufficiente

<&:«~t + <~ <?!'t+ dZt == 0

Le linee cercate L sono dunque le linee integrali della equazione
differenziale

3X, 3X, ax9X,\+~.2:+~1~+~)+

+~C 03v
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Ora si trova subito:

\0 \n ~~9X,
EG-F'(ll)~9« 2.9~
'E~ts)

y~9X.
EG-F*

(12~3~~
E~E

i simboli di Christoffelossendo calcolatiper la forma differenziale (1).
La noatra equazione differenzialesi decompone adunque nelle due

~=0,
)~<h<+ ~j~~O. ·

Le linee intégrait della prima sonole !'= costante e danno comeprima
soluzionele svilappabi!i di C circoscritte ad S. Le seconde danno luogo
alla seconda série di rigate; queste sono sempre distinte dalle primo

salvo
quando

=0, ne! quai caso le <~sono geodetiche, ossia la C è

una congruenza normale. 1 coe~cienti della equazione differenziale

(2)
~+)~~=0,

dipendono unicamente dalla forma (1) del M e per ci6 la (2) rimane
la stessa in qualunque nessione di S, cM che dimostra le asserzioni su-

periori. Cosl rimane stabilita la proposizionedi Darboux:
ad MMrigata si inscrive,secondola linea di stringimentoL «tK!

Mpe~e qualunque S, indi si defoma comunquela S <~ seco~<MOt~
le ~eM<M<rMd~a t~ HtMa eo~a~ yMM~a sempre liMa di

sMM$W!eH~.
Cio premesso, alle flessionidi una superficie S si associ la conside-

razione di una congruenzaC formata da raggi tangenti a S ed invaria-
bilmente legati alla superficie.

Sulla falda focale S le seconde linee di stringimento L rimarranno

sempre le stesse, comunquesi deformiS.

Ora délia congruenza C si faccia la consueta immagine sferica e sia

(8) <!s"='eeM'+2/(?o+~~

il quadrato dell' elementolineare sferico rappresentativo, in coordinate'

qualunque «,c; se supponiambche («,e)!==costanto sia l' equazione
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delle iinoe L di stringimento, sopra S, in una eerta eonngarazione di 0,
il fondamento.de! nuovo metodo di Weingarten consiste natta seguente
proprietà: Il jpo~m~ro 4' d~~ linee di ~~MMeK<o &<MMM/aad «M'e-

9<«MtOMe? derivate paf~M!~ del secondoordine <i~<t/O~MMa~~lM~e,
formata conparametri ~<~eM<n<tHF?'~t e secondi<H c~coM ~~o
alla forma (8) dedd'edementolineare sfewo rcc~wesentatâvodellaeongruer~a.

È questa la nuova equazione s/h~o f~eMM/~tw <?eNa co~Mea~È questa, la nuova equazione deirapplie~bilita di Weing~rten (equa-
zione (W) § 288); ad ogni sua soluzione reale nota <~ corrisponde una

deformazione reale della superficie S, che si calcola con quadrature.

§. '284.

D triedro mobile e le formole rel&Mveelle rotMioni. ,)

Per eseguire i calcoli relativi a!Io sviluppo del nuovo metodo di :<

Weingarten adottoremo il procedimento stesso usato dall'autore fou- t.

dato sul metodo del triedro mobile. Cosl avremo occasionedi porre le B

formole generaU della teoria delle superficie sotto la forma preforita dai

geometri della scuolaFrancese, sviluppata sistematieamentenella classica

opera di Darboux. Già in varu luoghi delle presenti Lezioni abbiamo ,1
adoperato in casi particolari questo metodo, che ora andiamo a fare

conoscerem tutta la sua generatita, servendoci per agevolare i confronti 3j
deUe notazioni medesime usate da Darboux -]

Data nna superficieS, riferita ad un sistema qualunquedi coordinato

carviUneo«, che dia aU'etemento lineare la forma

(8) (~'===E~M'+2F(~)-Gd~,

pensiamo ad ogni punto M di S associato un triedro trirettangolo di

vertice M, di cui uno spigolo abbia la direzione (positiva) della normale

(X~Y,, Za) alla S, e gli altri due spigoli, coi coseni di direzione

XI,1 Y, Zt

X<t1 Y<, Z),1

giaccianocomunquenel piano tangente di S. Per altro si supporrà questa

giacitura fissata esdusivamente rispetto alla prima formafondamentale

(3), sicchë, quando la super&cie S si deformi venga a trascinare seco

WM.c §1 (~e<<tt. 80).
t') Cf. apeoialmenteLeçon etc. t. I, Chap:Ve t. II, LivreV, Chap.I.
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il triedro invanabiimento legato alla superficie. Se indichiamo dunque
con y (M,f) l'angolo di oui deve rotare sulla paginapositiva del piano

tangente, e nel verso positivo delle rotazioni, la direzione (X;, Yt,ZJ

per sovrapporsi alla direzione positiva della linea v, bastera nssare il

valore di y in funzione di <t,v per avere definito in ogni punto di S

la posizione de! triedro mobile

(X,,Y,,Zt) (X,,Y,,Z,) (X,,Y,,Z,),

che supponiamo direttamente congruente colla tema degli assi coordinati.

Consideriamo dapprima il nostro triedro mobile trasportato, parallela-
mente a sè stesso, col vertice nell'origine 0, sicchë il nuovo triedro T

avrà il vertiee nsso in 0 ed assumera al variare di «, v, una doppia
infinità di posizioni. 1 nove coseni di direzione degli spigoli di T, che

scriviamo nel quadro
X, Y, Z,

(4) X. Y, Z,
X, Ya Za

sono funzioni di u, v che formano i coeScienti di una sostituzione orto-

gonale. Ora, se in una linea del quadro (4) sostituiamo ai coeNeienti

le loro derivate parziali rispetto ad u af, il determinante corrispon-
dente È manifestamente nullo, < e per ci6 queUetre derivate sono le

medesime combinazionilineari omogeneedei cosenidelle altre due linee.

Scrivendo per disteso le formole corrispondenti pei coseni della prima

verticale, coll' averriguardo alle condizionid'ortogonalita, si vede subito

che esse assumono l'aspetto sogMente:

cAt <?Ai w <y
~.=~X,-<?X, r ~<X,?,X,

(1) axe v x axe X(1) ~==pX, ~=~X.X.

) 9X3 9Xs
ay.

= qXI-P Xe 1 ax.
= giXI 1'1X.r'g~-==?Xt–,px, -==~Xt-ptX,,

au au au
'P~.

X, Y, Z,

X, Y, Za
ax ay az

~+~~+S~<
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dove (p,g, f), (p), g,, f,) sono due terne di funzioni di «, f, alle quali
facilmentesi riconosce il significatooinematicodi ~<MM~ < AUeoqaa-
zioni (I) stesso soddisfano naturalmente le altre due terne

(Y,, Y,, Y~ 1 (Z,,Z,,Z~; i

e se scriviamo le condizioni d'integraMM dette (I), troviamo subito
che le rotazioni p, q, r; p,, ql, debbono soddisfare alle tre relazioni
fondamentali

9jp 9j)t
~<?~

r

3)-r 9~
~9.

Inversamente, se p, q, r; pi, gt, y, sono 6 funzionidi M,v che soddisfano
le (II), dalla teoria dei sistemi di equazioniai differenzialitotaUrisulta
subito che le (I) formano un sistema ~t)M~<MK<M~~~06~ e dalla
sua forma speciale, procedendo precisamente come abbiamo fatto al

Cap. IV (I, pag. 124), risulta altresl che potremo scegliere tre sistemi

integrali

~f ) X~ X~

Y, Y, Y,

Zi t Z* t Z<,

che formino i coefficientidi una sostituzione ortogonale, e resteranno
ancora arbitrart i valori iniziali dei nove coeScienti stessi, per un
sistema iniziale («. vo) di valori delle variabili, In altre parole Le fe!~
~<Mt(H) CCS~MMCOtM<!<W~«)~tMCe~S~e ~M~CtCM~,oui debbono&'0<~
<0fe sei ~<M'M~p, pi, 9t. n in un Me<&-0MM6<Je,in «KOdoppia
<~M!~ ~MMtCMt,con un pMM<0~0.

q, r sonole componentiattorno agli Msi di T della MtMÎoneohe
subi8ceT tenendoflssav e &eendovartareu; analog~mente~,?“ f, quandosi
facciavariare la sola v.
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§.286.
Formole relative atle traaltMdoni.

Venendo ora a considerare il triedro mobile T, parallelo a T, e col
vertice M~(a;y<') variabile sopra S, eominciamodaU'osservare che,
essendo nulli i determiNanti:

ax ay 0
9« 9M 9!< 9f av 9f

XI Y, Z, XI Y, Z.
X, 1 Y, Z, X, Y, Z,

gli elementi della prima linea in ciascunosaranno combinazioni lineari

omogeneedi quelli deUealtre due linee, e potremo quindi serivere le

formole

~X,+7)X,Y~Y,Z,+~Z,
(ni)

aa: ag ail

ax
Eixi ~ue ilYW"ni Yp~a~n EiZi y 2:~~X.+~X,, ~=.~Y.+~Y,,~Z, +~Z,,

dove E,t}; ql sono quattro funzioni di M,f, che rispetto al triedro

mobileT hanno il significatocinematicodi ~<ts!<M'!<(Cf.Darboux 1.c.).
Dalle (III) si deduce subito che le trasiaxioni sono legate ai coeffi-

cienti dell'elemento lineare de dalle formole:

(4) $'+~-E. ~.+~,==F, ${+<]!=G,

dalle quali segue

(~)){,)'~EG-.F*,

e ponendoper brevità

A-EG-F*,
avremo quindi

~t==±~

doveal so!ito con ~A indichiamoil valore positivo del radicale.
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L'incertezza del doppio segno si toglie ricordando che,per le con-
venzioni fondamentali (Cap. IV), si ha

e d'altronde essendo

dalle (np risalta precisato il segno colla formola

(4*) ~=.+~.

che de&tiscono(I, pag. 88) l'angolo m deUe linee coordinate, si vede

subito che le quattro traelazioni $t,n})possono esprimersi per un

unico angolo ausiliario f colle formole

(8) (
€ ==t~Ecos<p === VËson y

e poichè dalle (ni) sogae

vediamo che il significato geometrico di y è precisamente quetiofissato

nel § précédente, che serve a definire la posizionedel triedroT rispetto
alla superficie, eioè: y tMMMfola ~<M't<WM~o$t~e<tche~ewoompiereM«!

piano <ot~eM<ela ~fe~M (Xi, Yt, Zt)per eot~e~M-MaBa <f<MOMepori-
<t<M<M~ tangente alla !<tMae.

3<c 9y 3~
9M 9« 9«

<~ (~ 3~ cs+~A,
3c 3c

X. y. Z.

X: Yt Zt
X, Y, Z, t=:+l,

X, Ya Za

Avendo riguardo alle (4), (4*) ed alle formole

F /S
cosm= sen Mc= <

~EG ~EG

f!t==~§cos(M+p), ~==VGsen(«+p); i

ax~) 1 <?
~s

~VE~
'P

Y) 1 v

S~9«-~==~~
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§.28C.

Pomole fondamentali per la teoria delle superficie.

Dobbiamo ora serivere le condizionidi integrabUità delle (III), per
la quai cosa basta svilupparel'espressione

~~X,+~)-~(~X.+~X~,

che secondo le (I) si cangia in un'espressione Uneare omogenea in

Xt, X~X~,ed eguagliare quindia zero i rispettivi coeacionti di X., X,, X,,
cib che dà le tro equazioni:

9€ 9~

(IV)(IV)
au

(IV)

9M 9Mt r $ rx~=~

(V) –~t+~t+!t9f–~F='0.

Ora, se nelle (IV) sostituiamoper le traslazioni i valori (8) ed ab-

Mamo riguardo alle formole seguenti

9M /ri)ll,l (12)1

(6)
~==-t2 +ati)

9M r 1 (12) 1 <22 ')

~[Ëht+eil i
che danno le derivate dell' angoloM,0 le (IV), risolute rispetto a

vtt oC
ci danno

~A 11)

(7)
~1 –t t

At

m

a:£

~t

r

(12)
~E~)"

") Per ataMIIrtebastaderivarele due

F ~w~. ~°COJ!tt)°a– Mn <u

VE9 ~&
esprimendole derivatedei eoeNcienttpei simbolidi CMatoiM.
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Queste ci dimostrano intanto che: le n~<M<<Mt~ ottpetM~Mo«?<<)«-

mente <M~e!eHM~o dMS e <M?« po~«)M$ scella M~o~oT.
Niminando poi y dalle (7), dedueiamo

~f~ ~fV~)9f 3M 9fLE 8)J 3Mt.E!8)J: t

il secondomembrodi questa formola non 6 altro che K 'A, indicandoK
la curvatura assotnta di S onde la precedente si scrive

(8)
3r ari

KM

Se supponiamoscetto in modoarbîtrario, cio che fissa la posizione
del triedro T rispetto alla superficie, le (7) ci daranno i valori delle
rotazioni f, ri e le altre quattro rotazioni p, q; dovranno soddi-
sfare le (II), (V), cioè le quattro relazioni

9p 3~1= gr, !ill'~-S-?~
r

9a 3a't =r
(B) 3M

p~g==K\~

~jp–€,g+~t==0,

dove le traslazioni E,~;$t, ~t hanno i valori (6) e le rotazioni y, i
valori tratti dalla (7).

Inversamente è ora facile dimostrare la proprietà fondamentale:Se
le M~M'<oM<p, q; F,, gt soddisfano le a'M<~)-oegM<M'K)M~(B), le <fO!<<t.MMtt

E, ifj,avendoi <~<M-(6) in /)<tMtOKe<M<o~o?o arbitrario <pe le
ro~MtOHtr, ri eM~<~.e<~c~o<edalle (7), ne ce~Mwd'tpMM~a WMs«p~-
/!c~ S del <Moelementolineare (3).

E infatti, essendo soddisfatte le (II), il sistema (I) sarà iUimitata-
mente integrabile, e sceiti tre sistemi integrali

Xt X~ Xa

Yt Y, Y,
Z, Z, Za

formant! i coemcientidi una sostituzione ortogonale, le formole (III)

MVedi§ 87&nnela(V)(I, pag. 77).
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donnirannoper quadrature x, y, o, le eondizionid'integrabitita risultando

identicamento soddisfatte. Il punto x, y, <' descriverà cosl la superncie
richiesta.

Il sistema di formole (B), unito alle (5), (7) che doSnisconole tra-

slazioni $, '~j;!t, e le rotazioni r, ff, tiene perfettamente il luogonella

teoria generale delle superficie delle formole fondamentali del metodo

di Gauss (Cap. IV).

Notiamo in nne le formole seguenti che danno i valori dei coeScienti

délia seconda forma fondamentale di in funzione delle traslazioni e

deUe rotazioni p, q; Ft, gt

(9)
D==~-Sa' D'==.~jpt–$g,

(9)
]Y =ne 91q ]y. ni Pl e~q~.D' g D" <== p, ~g,.·

Esse risultano subito dalle (I), (ni), derivando le (ni) rapporte ad «, v
e nei primi membri sostituendo i valori

(11)~ (11

!lJ9«+!2 9;+D~i- au 2 av

tmtti dalle formole fondamentalidel Cap. IV (I, pag. 116). Paragonando
i coefBcie&tidi Xs dall' una e dall' altra parte, si ottengono appunto
le (9). Se si paragonano invece i coenicionti di XI, X, si otterranno i

tjh
valori dei

simboli
di ChristoS'elespressi per le traslazioni e per le

rotazioni.

§. 287.

Forme ridotte det <b*.

Andiamo ora ad applicare le formolestabilite alla nuova trattazione

dei secondo problema deU'appticabiHta,nel modo già indicato alla fine

del § 283.

Sopra una data superficieS fissiamole linee coordinateu, lasciando

per ora indeterminate le v, ed associamoalla S una congruenza C di

sue tangenti tale che le linee u sopra S siano le <eMM<&linee di atrin-

gimento (§ 283).

Facendo coincidore !o spigolo (X.,Y,, Z~ del triedro mobile T col

raggio della congruenza, esprimeremo che le Unee u sono le seconde
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Uneedi stringimento, scrivendoche~o una Kw~M'acost'* deveessere

S <~ <!X.<= 0

ossia

~~9X, 0
~9<i~

A causa delle (I), (III), questa si traduce nella relazione

~n==0.

In ogni caso deduciamoche la condizione imposta si ridaee a

n-o;

poichè, se fosse Tj~O, si avrebbe per le seconde (III)

Y v 7
~=~-9;

ctoè la congruenzaC sarebbe formata dalle tangent! aile linee «, nelle

quali dovrebbero dunque coinciderele prime e secondeUneedi stringi-

mentoe per ci6 (§288) le Msarebberogeodetiche,ossia sarebbe
22 =

0.

D'altra parte in questo caso il valore deU'angolosarebbe manifesta-

menteif"=2x-M e il paragone delle due ultime formole (6), (7) dà

nuovamente

fj ==0

Dunque: Z'<!MM!<?~t~t<M<tfo&M':OMeri csprima la e<w<~M'«)MetMCM-

sana e M(~CMM<eperchèle !<Meeu siano le seo<w<~linee di stringimento

per la coM~'aeMFaC.

L'angolo ? risulta cosl determinato dall' unicacondizione

9p_~<12
9p" E (2

o per cio si ha ? conuna quadratura, a meno di una funzionearbitraria

della « additiva in y. Di qui si vede che, fissate le linee u, esistono

iannite congruenzeC di tangenti alla S che ammettono le linee « come
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seconde lineo di stringimento; e, scelta una di queste congruenze, si

ottengono tutte le altre, facendo rotare tutti i raggi di C che partono

dai punti di una linea « di un medesimoangolo,funzionearbitraria di ?.

Ora, per rappticazione dot metododi Weingarten, è esBONziatedi-

mostrare che si possono scegliere le seconde linee coordinate f e la

congruenza C in guisa che, montre la seconda rotazione ë sempre

nulla, la seconda f acquistiBemplicementoil valore

f=±f

A causa della (8) pag. 182, ci6 richiede in primo luogo che le iinee

coordinate M,v siano tati da rendere

(10) KVA=±1,

ed è molto facile vedere che basta una quadratura per effettuare il vo-

luto cangiamento delle linee p.

Se faeciamo infatti il cangiamentodi coordinate

«'==='« </=' f (u,v)

e indichiamo con A' il nuovodiscriminante, avremo

3~

A'
ôP1

-A4'
9</

3M 9!'
cioe

av
cioè

A'~=Aw

e per rendere K 'A' = ± 1, bastera assnmere

'W ..¡-~K~,

ci6 che determina o' (a menodi una funzionearbitraria U additiva) con

una quadratura.

Quando per una data forma del <~

~E~«'+2F<M+G<
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ë soddisfatta la (10), diremo con Weingarten che la formae t~o~t <
Ora notiamo che, avendo per not VA il significato del valoreposi-

tivo del radicale, dovremo nella (10) scegliere il segno superiore o
l'inferiore secondecheK 6 positivaonegativa. Nello ricerchecheseguono
dovremoquindi întendore limitate le nostre considerazioniad una regione
di S, ove la curvatura K coMarMsempreil wM(!!e!~)Mosegno.

Supposta dunque la prima forma fondamentale di S ridotta, posto

= 0 t f ==-± c s

la condizione(8) è soddisfatta e le (7) determinano y con una quadrtt-
tura, a mono di una costante additiva. Cosi è dimostrato quanto sopra
avevamoasserito.

§. 288.

La nuova eqoMioM deU'appUcabiUtà.

Ci6premesso,veniamoa calcolarein coordinate«,<'v l'elementolineare
sferico rappresantativo deUa nostra congruenza C, cioè

~=<!X!+~+(!ZÎ.

Le prime formole (I) pag. 177, essendo

~e=o f==±c
danno

(11) <==(~+~<?M'+2gg'd'p+~<

È qui subito necessario avvertire che l'applicazione del metodo di

Weingarten richiede essenzialmente che l'immagine sferica della con-

gruenza C non si riduca ad ana linea, cioè che il discriminantedella(11)
sia diverso da zero. Supporremoquindi in ei6 che segue che sia~~O,
riservandoci ad esaminare più tardi questo caso eceezionale.

Per fissare le idee eseguiremo i nostri calcoli nel caso in cui valga
nella (10) il sognosuperiore, cioè la superficie8 sia a curvatura K posi-
tiva ne!]a regione che si considera e valgano quindi le formole

KVA=1 f,e=.o f==o,

(')La condMonedi riduztoneMsnnt&daWeingartenë teggennentoOlverM;
qui abbiamoadottata,cônep!ù semplice,quellamodiÛMt&di Darboux.
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e quindi, per le (B) pag. 182

(B*) 9g) Pl v

Dobbiamo ora calcolare, rispetto alla forma (11), diversi parametri
differenziatie seM'attro s'intenderà nel segnito choi simboli dei para-
metri differenziali si riferiscano a! <&)!dell'immagine sferica della con-

gruenza C. In primo luogo daUa(ll), calcolandoil parametrodifferen-
ziale primo ~1u, risulta sabito la formola fondamentale

(12) Ai « es

Indicando con una fnnzione qualunque di u, v costruondo il pa-
rametro diSeronziate misto

abbiamo

'<(~

Se facciamo saccessivamente

ed osserviamoche per le (I)

ne deduciamo

ces) adunque si avra

(13) X,=~(Xt,M), Y,~PV(Y,.M), Z,=ev(Z,,«). ·

CoUe(12),(13)abbiamo cosl espre88if,Xt,Y,,Z, per mezzo di

parametri diSerenziati e le formole(III), che deSniseonoper quadrature

la mper&cieS deformata, diventano

(14) dx = X~Y)f 7 (X,,?)] d'a + [~ X,+% o v(X., ?)] <~

9Xt ..v v v
~=..x,-<~x, ~-==-a'.x,,

1
~-S–

S-~=~'

FSt–M==l.

V(9,"),

e==x,, z.,

7(X,,M)=~X,;



188 CAPMOMXIX. §. 288

Per le proprietà dei parametri di~erenziali, queste sassistono rife.
rendo ii< dell' immaginesferica ad un sistema qualunque di coordi-
nate carvilineeM',f'. In qtieste formole (14) easendo~)); fanzioni
M<~edi «,v e v determinata per mezzo della « co!!a formola (12)

1

\/A~

basterà conoscere Il in funzione di «', </ perche i secondi membri
deUe (14) siano pienamente detenninati. A tale scopo convienepaseare
al caleolodi parametri differenziali secondi, dal quale risultorà che «,
considerata come funzione di M',c', deve soddisfare ad un'equazionede!
secondo ordine deUa forma d'Ampère.

Calcolandom primo luogo i simboli di Christoffel

(iir J12)'

asr

h) h) 1)

per la forma differenziale (11), col sostituire i loro valori eCettivi dati
dalla tabella (A)al §. 48,(I, pag.92) ed avendo riguardoalle (B*),troviamo

~~=,~ ~~=Mi i22)'_F,9,
il <h) f'h!V

Per le derivate seconde covarianti di M

«u 1 «a, Mo
abbiamo quindi

uu e u1~r Ua

,~u g
u19 a

-pql
~,hl Ÿl

Ed ora se calcoliamoi due parametri differenziali secondi

.«n-2Ft«.+E,«M

~EtG~F;

A-«==~
EtGi-F!

notando che si ha

E.==~-t-g* Ft~~g, Gt==~

EtG,–F}=~
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ne deduciamo le formole

M ~"==~ ~M«'=-
<~t t~'

In fine se dalla (12*)calcoliamoil paramètre differenziale seconda

7(~M,«)==v(~.«) )
troviamo

? V(~«~)'=~.

Mediante le (et),(&)esprimiamoi tre rapport! per pa-
ît St

rametri differenziaU di « col!e formole:
91 qL qi

(16)
~=~~w ~==~V(A,«~)

~~V~)-

Ed ora !n fine se naU'uMma delle equazioni (B), divisa per a't:

~+~2' 3' 8t

sostituiamo i valori (16), troviamo l'equazioM finale

(W) -M+~,«+~v(<t,~<()=~0.

Essendo qui 6,St,~ f)mzioni note di u, v, e v detorminata per

mezzo di « dalla relazione

""V~'
la (W) ë precisamente per « un'equazionedel seconde ordine della forma

d'Amp&re.Ê qnesta la naova equazione deU'applicabilità stabilita da

Weingarten.
Si osserveràche, eMendo«,c v indipendenti,la solazioneM della (W)

ë tale che ~t « MM /wM.MOM<!~H~ s~ M, cioÈ sulla sfera le limée

«=eostaate non sono geodeticamenteparallele.

Abbiamoesegaito Hcalcolonell' ipotesiKVA=] ae fosse KvA= -1,

indi f=! -«, si arriverebbe ancora, corneil lettore facilmente veri6cherà,

alla medesimaequazione(W)e allé stesse equazioni (14), dove soltanto

i!,<)tsarebbero sostituite da
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§.289.
OorriapondeMa &&le soluzioni della (W) e le deibrmMioni della S.

Possiamo riassumero i risultati sopra ottenuti nel teorema:

S? 8 una superficiedel dato elementolineare rldotto

~'==.Ed'«' j-2F<!Md'f +G~

coNe/wMo!edel § 287 <MMo!aBo S una <'<Mt~KCM~«0 di sue <<Mt-

~eK<t,tale c~ !e linee « sopra S s~txe seconde HMee ~tH~HM~,
indi si eop~MMMi coseni di ~M~tOMeXt, Y,, Z, del raggio MtWttMe

~t 0 per due t~tt~oMt tMd~eMd~t ~<«!J«Kg!<e tf. Supposto e~ !'t<a-

ttM~Mesferica (M!~CM~s~M~M~C M<w riduca ad MM!~M< ?eM~t~ca

Pe~em~o lineare

<==E'~+2F'+ G'~

aM!« f<tMM'CMM<tiMMtMsferica di C; la u, considerata come /)<M<<<MM«?

< t~, sarà «M<tsc!<t.m<MM<?eK<tea'«<Mt<tMe(W), e AI u M<wsarà /«tM~Me
<Ma!se!'<t«.

Inversamente dimostriamo ora che ad ogni soluzione « della (W),
<t~ che«, At « MtM fra loro indipendenti, corrisponde una superficie8

del dato elemento lineare, che si otterrà con quadrature.
Essendo Xt, Y,, Z, funzioni note di «',< e posto

~-J=.
M

supponiamo dunque che « sia una tale soluzione della (W), indipendonte

da Se prondiamo seconde le (18)

(16) X~=ev(X,,«), Y,==.f7(Yt,M), Z,==ov(Zt,«),

avremo

X,X,+YtY,+ZtZ,-0 0

X:+YÏ+Z;==~S(7~))'==~<=~

doë X,, Y,, Z. saranno i coseni di una direzione ortogonale a (X,,Yi, ZJ.
Associandoviuna terza direzione (X,,Y8,Z,) ortogonale ad ambedue,

potremo esprimere i nove coseni per le due variabili Mt<eM<~M<tu, v,

e se supponiamo

<!X!+<?Y!+<S:;==Ei~'+2Fid'«~+G,a~, 1
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le (16) si scriverMDo:

~9Xt p9X,

Y~°' t)

E.G.-F}

t

coUe analoghe per Y, Z,. Ne deduciamole formole

(17) Y, v
LX,= X aXI 0~)

S~=.,2x,o.

D' altra parte par la terna ortogonale(X,,Y,,Z,), (X,, Y. Z,), (X,,Y, Z~
sussisteranno formole del tipo (I)pag. 177 e le (17) ci dimostrano cho
in esse sarà precisamente

Ora le formole
f ==; c <==o

~X)_ .<, 9Xt
-~==«X,–gX,, -==–~x,

danno, come già si osservo al priaeipio del § 238:

Et=o'-t-g',F,==~ G,==~

ed il calcolo stesso eseguito alla fine del § citato prova &hesasBistono
le (15) e quindi, poichè« è una soluzionedella (W), saranno~ g;pt) St
legate dalla relazione lineare (V)

(V) –~t+~t-j~jp~O.

D'altra parte, pel modo come furono calcolate $, T};6t, sono sod-
disfatte le equazioni (IV)

9$ 3$,
'°'"

V

<9~ 9«
Queste, insieme colla(V) costituisconole condizioninocessarie e suN-

cienti (§286) perchè siano tre differonzialiesatti le espressioni

~X,+~XJ~+(~X,+~X,)<~

~Y,+~Y~~+(~Y,+T),YJ~

({Zt+)}Z,)<!«+(~Z,+i),Z,)~.

Con queste considerazioniabbiamo dimostrato il teorema hverso:
<&))~MK<t/on)M ~MM~e W<~<t

E~+SFt&t~+G~
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!?9t«t~,He!NKxjb~<c<~o §287,~w coM~e c~~oMN~~
/)<tM~~ M,f,

!)~)!~t.~t'

JE~e~Xt,Y.,ZtJecoof~M<edtMM~tf~odella~a fc~p~e~

~pM~Cperaf<M<XMT<!&~g«<MtKj'«eM', e pO~Ov== M~a
V~tM

«M<tg««!«M~~tM'~M~<M<<«M~OMC(W)

-IlàntÀ + àtu e
4'tjHltI' v(,U,à.le) 0

-«+~A,<<+~v(«,~«)~0

(~ i F<tfo<H~~<~t~'6tMM~~MMca~co~<~pe~a«'e!eMteM<oi'~ttfe

s/erteo.<SMppM<aJa ~o!<«MMeu taleche~i« MtpeM< M,

/0~!e (14)

a;== n$Xt+t)e7(Xt,«)~M~-)~X,+-)),fV(Xt,«)
<!f

(VI) y= n~Y,+~~(Yt,«)1<?<<+f~Y,+')),f~(Y,,«)
<!p

L J L J

n$Z,+))~(Zt,M)hM+~,Z,+~fA(Zt,M)]~L J L J

~M~aMtMperg!«K&'a<<<fe«Ma<!0~<pûM<~M<eMtpe~c~S <!e!aMoe!e-

m~o !<M<a~e

d~+<~+d~==E~+2F<!M~-t-G~

§.290.

EaamedeiCMiecoeziMUtU.

Ladiscussioneprécédenteciha dimostratocheadognisohzione
reatedellanaovaequazione(W)deU'appticabiUtàcorrispondew~eMen~
unadeterminatasuperficierea!edeU'assegnatoelementolineare,evice-
versaadognitale superficieunasoluzionedetia(W).Per&l'nnae
l'altraproprietaso&onoancoraeccezionicheconvieneesaminare.In

primoluogo!8eventuaUsohtzionidella(W)cherendonoAt«funzione
diM(eqaestesoltanto)noncorrispondonoadalcunasoluzionede!pro-
Memadetl'applicabiUtà.Esistonoeffettivamenteditalisduz!oni?Ëfaei!e
vederecheneesistonosempre,perqualunqueformaassegnatade!

<&E<Ï«'+2F<j'<«~+G~
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M

E infatti M prendiamo l' elementolineare sferico sotto la forma nor-

male, riferita ai meridiani ed ai paralleli

<~==aht'+se~et~, t

potremo certamente soddisfare alla (W)assumendo in particolare u fun-

zione della sola a, con che

A,«.=.«"(?)

(l'aceento indicando derivazione rapporto ad a) sarà appunto funzione

di u. Sostituendo in (W) si avrà manifestamenteper « (ot)un'equazione
differenzîaleordinaria del 2.0ordine.Ogni soluzione di questa ci dà una

delle soluzioni eccezioaali cercate.

Cosl adunque anche nella nuova forma dell'equazione dell'applica-
MIitàsi conserva, benchë in grado assai minore, l' inconvenientechesi

veriflcavaper l'antiea:

~8~(] -At8)K;

e cioe vi sono soluzioni della (W)alle quali non corrispondono soluzioni

del problema dell'applicabilité.
Di più, se si considéra ora la questioneinversa,pub t~o~ che qualche

effettivasoluzione dol problema d'appiicabUità sfugga all' equazione(W),
la quai cosa non accadeva nella forma antiea deITequazione stessa.

L'eMme accurato di questo caso singolare è dovuto adHessenberg
ed il Weingarten stesso, che nella citata memoria lo aveva escluso, se
ne &poi occupato in una nota inserita nel t. 22 degli Acta.

n detto caso d'eccezione si presenta quando neUa deformazionecor-

rispondente della S si ha S)==0, cioè l'immagine sferica della con-

gruenzaC si riducead una linea. In questocaso,essendo insieme = = 0,
le formole(I) pag. 177dimostrano che si ha

~'=~=~0 o9o 3p 0

o pero XI, Y,, Z, sono funzioni della sola u, cioè i raggi C uscenti dai

punti.di una modesima linea « sono paralleli, ossia la linea « è linea
if ombrasulla superncie S. Vieeversa,se esiste una tale conËgurazione
dellaS, essa sfuggo all'eqaaziono (W).

Ora Hessenberg osserva che presa una qualunque conngurazione
della superficie S (non sviluppabile)e scelte sopra di essa una semplico

O~&ef<? j~oa~M~t HtMsrerund a~~Mt~M~' M~w D<~ett<M/
meM(Actam&them.t. 88,pag. 131)Cf.Bpectalmente§ XI.
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innnita di Unee d'ombra (nella doppia infinità.di tdi linee esistenti

sopra S), se si prendono queste per linee Me per congruenza 0 si as-

sume quella dei corrispondenti raggi paralleli lungo ogni Unea«, si avrà

manifestamente

~==~==0 0
9~ 9f Su

e quindi per le (I) g[=~O.Formando!acon'i8p(mdenteequfM!ione(W),
la conagurazione scelta per S sfagge evidentemente aile sue sotnzioni.

D'altra parte per&è sempre possibilescogliere le linee « e la oongt'uenza
C in gnisa che MeM«Maso!<M'tOHedel problema <M<"<M<t6~~ ~yc!

~<«MtOMe (W). Basta infatti preadere per le « un sistema di geode-
tiche non rettificabili insieme e per congraenza C quella delle sue

tangenti (Cf.§ 287).Allora è manifestamente impossibile deformare la S

in guisa che i raggi di C riescano paralleli lungo ogni linea w, che

dovrebbe in tal caso rettincarsi.

Del resto, anche se si fa usodi una forma dell' equazione(W) per
la qualo si presonti il caso eecezionale,è facilestabilire dei criterii che,
~!M'<t<~c«M~<<MMMe, lasciano riconoscere l'osistenza di questi casi

e la ricerca delle deformazionisingolari corrispondenti si riduee all'in-

tegrazione di un'equazione di Riccati (Cf.Hossenberg e Weingarten 1. c.).

§. 291.

SempUaoMtonedetl'eqaMione (W).

Andiamo ora a considerare il caso in cui nella equazione (W) manchi

il termine in 7 (u, At«), cioè sis

vj-)-{~==,0.

A questo caso,in apparenza particolare, vedremo che si pub sempre
ridurre il problema deU'applicabilità; i teoremi di Weingarten ai quali
cosl perveniamo furono d'altronde scoperti anteriormente dall' autore,
che partendo da questi risultati è poi giunto al metodo geneMio

esposto nei §§ precedenti. Essendo u una soluzionedell'equazione (W),

supposta ~riva del termine in (u, ~t M):

(W*) –«+~A,<t+~=0.

<')Cibai pub fare evidontomentein inSniti modi,quandoanche 1'etemonto
lineare dato appartenu ad una rigata.
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consideriamola BMperncieS inviluppo del piano mobile

Xtie+Y,y+Zt<'==M,

cioè la superficiedoSnita dalle coordinatetangenziati (I, pag. 172)

X,,Y,,Z,;«.

Indicando con p., p, i raggi principali di curvatura di X, secondo le

formole(37), (38) del § 81 (I, pag. 174), avremo

pt+p,==A,<t+2M

p) p, es M+ M~) M-)- M*,
da cui

A, « *=' pt p, 2 «

M*=' p. p, M(p, + pj + M';

sostituendonella (W*), questa diventa:

(18) -tji~'p p<+(Y)t<~M+Y)P)(pt+p<)+($-Y)t<~M'-2~<'M)=:0.

Ora, per adottare le notazioni stesse usate nelle ricerche di Wein-

garten, indichiamoper la superêcie S con p la distanza algebrica del

suo piano tangente dall' originee con2 q il quadrato della distanza del-

l'origine stessa dalpunto di contatto (1).A causadelta formola(I, pag. 173)

A. « + «' =a3 g,'

risulta che p, q sono fra loro indîpendent!e possiamo sostituirle ad «, v

come nuove variabili, le formole di passaggio dalle antiche aile nuove

variabili essendo

(19) w=~ ~==29–p'.

Nelle funzioni note di M,v

~)

intendiamoosegaite le sostituzioni (19), espri<uendo!eper p, q e scri-

< Le letterep, f~rono &doparatoin altro significato(di rot~xion!)net §§
précèdent!) ma,non comparondopiù fn qoestosi~ntacatonoiseguîto, innova
CMtveMioneMt testanon pub produrreequivoci.
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viamo la (18) sotto ta forma

(20) -~p)p.+(~~F+')<') (p.+~+(!2~~)=0.

Ricordiamoora che $.Tj; sono togate fra loro daUe equazioni

caratterisMche(IV*)(pag. 191)

9~

~==~

==~.t,fJ
9M

che tradotte nelle nuove variabili p, g, seconde le (19), diventano

1
9S 3~

9$,
v

(21)
~~+~+~=="

v

+ + = ?.
-<~ 9jP <'

Avendo riguardo a queste formule ed alla relazione Y)=' c', s!

vede che i coeSicienti di ptp<,pt +p; od il termine indipendente nella

(20) possono eguagUarsiatle tre derivate seconde di una medesima fm-

zione (p, 9) di ? e E infatti se si serivono le tre equazioni

'~=6-p'-2~.p=~+2~f'F

(22)
~–=~~+~==~~F–St~

3'<f

~=-~<

si trova subito che le due condizioni d'integrabiUtà perle (22) si ridu-

cono appunto alle (21).

Si OMerviche indicandocon0nna qa&lunqaefonzionedt «, f e eonst-

derandol&cornefanzionedt jp,q, dalle (19)aegnonole fbrmote

90 30 90 90 .90ao + t*p ?0 ~o Va!
~+~P~

90 90 90 30 1~90
9M'9p'9?'aw"' c'9?'
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Inveraamente, se prendiamo <t<?<t~t~ uaa fanzioaoy di jp,q.doter-

minMtdot, ï}; dalle (22), cioë aasumendo

~+~ ~+~

(23*) < –'N~ ~ao~.
t 1 ~v P~ ic~

~ti' ~°-~a~'

le (21) risultaao ideotieho.

Mediante te formole (VI) pag. 192 esprimiamoora to rolazioni che

intercedonofra !a super&eieS de! date elemento Unearee !a superficie N.

E, par sempli~care !e notazioni,in luogodi Xi, Y),Zt scriviamoX, Y, Z,

che indicheranno duaque i coseni di direzione della normale a S e con

y, -f indichiamo le coordinatede! panto di contatto di S col sao piano

tangente; in fine denotiamo con a!, y, -f te coordinate del punto corri-

spondente di S. Nei primi membri della (VI) dovremodanque aostitaire

ad y, y, e ricordando che, për te formole in coordinate tan-

genziaU, si ha

a!=-«X+v(X,M)

le (VI) ci dsrmno

<~==: ({– D) o~) X + 7)
e a)

~+

r i

(:CF)X+K),Cf<!
d~

colle analoghe per o!y, c!~ Esprimendopoi ~M,de per (~, <%per mezzo

delle (19), ed avendoriguardo aile formoleprecedenti, si trova facilmente

~/3~\ ~~f3p\
~==a;~

~.H-X~\9g/ \<'p/

(ViD
~=y~S)+~~ë)

~+~(~)'

Di qui, quadrando e sommando,col ricordare che si ha

~+~+~=2g, !cX+~Y+~Z=j), r+Y'+Z*=l,
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deduciamopar l'elomento Hneare di S:

(vni)
~-w?+<2,(~)\2~(~)~+(~)'.

L'equazione (20) che lega i raggi principali di curvatura delta E ai

scrive, per te (22), sotto la forma segnento:

eff 38ff

~-P'~+~+~-O.

Fissata la funzione(p, q), questa 6 evidentemente per le superficieS

un'eqoazione de! seconde ordine delta forma di Ampère.

§. 292.

Altra dimostTMione dei risultati precadenti.

Se appUchiamoi tooremi gênerait § 289 al caso particolare consi-

derato nel § précédente, ne deduciamo le proposizioni seguenti.
.BM~etMX~MMF ~M<<ï)M'<t<M!'Of~MMdal piano ~M~eK~e<!t «tMt

a~per/MeS, con 2 g gt«!<&'a<odella d~~«M.era!<!eM'of:y!Kedal punto <M

<!OK<a«o,e<w$t<~WKO<<~ <es~e~eM X ~e~~t ~«fMtcKc (IX)

<j4)Mp~'e,<&We<p~<?tCtïMK<t/itM~tOM6/~SMt p, q. Per ogni tale SMpef-

/M6 E i seeoKd'tmem6n<Me (VII) fMM!&MMdf~eM.stoJ!~M~, ça! ~f.

jp~otM~oa:, y, .? coMecoor~K~e MM~:M<otMO&~es~'e «sa ~<p~<:M

S, !'e~M~o HMeafe<!eMttS sa~ db~o (VIII), OH~ gxe~e tM/!tt<<e

SMpef/MeS safOMKo~e <tc<!&~t !'t<MOs!(H'o?~<t.J~cefsaM~e ogni

$Mpef~ S <ye~MCM~o!tM<e (VIII) a'a'MM<&t«M<ts~c~OM X t~e~e
~Ha (IX) Me~~e i'e /ofM!0?e(VII).

Qnanto a! easi d' eccezîonealla prima propos!zioneora enunciata ed

alla sua inversa, essi risu!tano subito dalla discussione al § 290. Fra

te superficieS integrali della (IX) ve ne hanno evidentemente di quelle
che sono di rotazione attomo ad un asse uscente daU'origine, sicchè per
esse g funzione di A queste supernde S di rotazione integraU
doua (IX), ed in generale a tutte quelle in oui q riesce funzione di F,
non corrisponde akuna deformazione della S.

In seconde tuogo sfuggiranno, nella proposizione inversa, alla equa-
zione (IX) quelle eventuati deformazioni della S nelle quali !e tangenti

Se
alle Unoe c costanteriescisseroparaUele lungo ogni Imea~ = costante.
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Non sarà inutile che stabiliamo direttamente i risultati già sopra

ottenuti, dimostrando come essi dipendano dalle speciali proprietà delle

variabili p, Sia X una superficie qualunque,per la quale assumiamo

a coordinate curvitineo p, q, supposte indipendenti.Le formole generali
della teoria delle superficie (Cap.IV,formoIe(II),I,pag.ll7) danno rela-

zioni della forma

(28)
9q

che sussistono egualmente per y, Y;.f, Z.

Ma poichè si ha

ne risulta

queste applicate alle (28) danno subito

D'attronde, indicando con pi,p: i faggi principali di earvatnra di S,
dalle citate formule risulta

e per cib le (23) assumono qui la forma

(24)
~==-P.P,~

(24)

Ci6 promesso, è facile verificare che, se la E soddisfa la (IX), i

secondimembri delle (VII)

M~SX
ax~X+NaX~=M~-hJ<~

~-p~+0~
9g"' 9~ Pg'

~!pX==p, ~29,

v ax ax

2~==~==~
~x ap

=1
~q

=0

S~=o 0 S~==i;-'i ap ¡,.¡

M==0, P= 1

j p,+p,==M
+Q

~p, ~MQ-NP,

9a: 9X

3X,, ,9X
9g ~3p+~+'

·

('~+~+(~+~
q

ap aq
+ X

apt}
ilp +

ait
+

X à-q)
il q



200 CAMTOMXtx. §§.292,299

ecc. saranao dMerenziati esatti. E infatti si ha per le (24)

-)-X~ 3/9'y ,v~\
8 \x ap~1+gan-a ( â~11-\ ~~+~+X~-

9Xr3'y 3'y ,3'<p
1

"99t~~M~+~+~j'yq w + 3paq(Pl+ p.)30 .PI
p,

espressione che è nulla per la (IX). Cosi la prima proposizione è nuo-
vamento dimostrata.

§.293.
DimostrMione del .teorem&inverse.

Per dimostrare la proposizionereciproca facciamoun cangiamontodi
variabili assumendo

(25) ~.P.= U?)

e ponendo
ep aq

(26)
<)'=P~+<?~P=~«+~-? If

si avrà
`~=f'~

+r
âq

-~=pu-f-qv-~

a~ a~

e l'elemento lineare (VIII) assumerà la forma

(Vin*)
~+~+<~==~-t-2~<?«~+2~

montre le formole (VII) diverranno

9~

V_~ V–~ y~==
=°-~r*t A==*~r-9K 9M 9M

È utile osservare inversamente che se, ~?; X, Y, Z hanno il
consueto sigaiScato per una superficie E, e le coordinato curvilineeu, v
sono tali da rendere

X<&(+a!< Y~M+y< Z<!«+~<~

tre differenziali esatti

a~, < <~
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sussistera la (Vin'"), esaendouna convenientefanzionedi «, w.E infatti
avremo

<~+<~+<~==S(X~+~<~)'-

='<&<'+2S.<XofM~+~
montM ô

~'x-2. S.~
=

1 a v 1
-~2~.

Si tratta ora di dimostrare che,essendoS una superScie qualunque

d'elemento lineare (VIII*), escluso il caso che~ siano fun.cMptt oM
zioni di le formole (VII*) d~n:ranno le coordinatex, y, di un

punto mobile sopra una 9uper6cieE, di cui X, Y, Z saranno i coseni di
dirozione della normale, e questa superaoieS sarà un integraledoUa(IX).
Intanto le formole

~==\ f~ n
~[lj==0

\'Y~3'~ [221
~XâvWâu â~ =C1~~°2.X~==~j~O

dimostrano subito la prima cosa. Di più dalle (VII*) risulta:

~+~+~==2~2g-I- U=-i- z= = 2 3v 2q

~X+~Y+~Z=~=F,

onde F, 2q hanno per la nostra superSeie S il signincato stabilito.
Calcoliamoi valori effettivi dei simboli di Christoffe!per la forma

(VIII*) colle formole dei T. I, pag.92; troviamo

_9~~3'~ ~La~a=~ S*')'
ti~==– 12_"3!t3M~ 22 9M3~
I~11~~ 2~ pa 121' qupav' 1221= Zq p=~1 2g' 1 2<F7"' l~p'

j J~
(11) 3M' 12_3M9c 22

~2) 2~-jp' 2 '"2g-p 2 "2g~'
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Ora costrniamot'eqaazionedotsecondegradocheda t raggiprinei-
paUdi cnrvatarapup<di osservando chespMtandosilungoUMUaea
di curvataradiEsi ha

av
du ~:t1 dv

fi aX
3X

dv)~~+~~=.p~~+~
cioè

~y~, /3' 9'
~~+~~=p~~+~~

coUeanaloghepery, Sostituendopar le derivatesecondedi i
valoridati dalleformolefondamentati(1,pag.H6), quostesi risolvono
nelledue

j

D'<?«+ D" ==(D <~+ D'<~)

C~) a',), ya'A a~(27)

&~+~+~

Eliminandoilrapporto si ha per(.l'equazionedi secondegrado

~(~)~(~)"+~
0oluav 3ut. ¡n,t au' w hau

ovedobbiamoosservarecheil coefficientedi sarebbonullonel solo
M

caso esclusoche X,Y,Z fosserofunzionidi DaUa(27*)segue
au

~D'~lD~
9<<9p 3M'

1~

D-D~'
"3«3p 9M'

equindi

~)+~

In Ëae,se si osservachele fonnole(25),(26)costituiscono!a bon
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nota tr~sformazione di Legendre, in forza deUa quale ai ha:

_J~L

~ï 9*'f __9M~
9~' 9~ 3~ _9''j'

1
3p e'~W~/ 9'')L\'

9<t'9t~ \9K9p/ 9~3~

9~

9~ 9~
9«'3f' ~<3p/

!a (28) si cangia. appanto nella (IX), ci6 che dimostra !a nostra propo.

sizione.

Un'altra conseguenza notevole deduciamo dalle (27) eliminando p, c~

che d& per l'equazione diSfereMiate delle linee di curvatura doUa super-

ScîeS l'equazione:

~)~'+(~)~~+au' àu-i-v) au' aio

+(D~-D~O.3M~ 9f'/

Ora poichè si ha identicamente:

~&)-)+

+"("D-C. au av a v')

e questa, secondo un'osservazione fatta in nota at §262 (pag.116),

esprime che le linee integrali della (29) tracciano sulla super6eie S un

sistema coniugato, abbiamo il teorema:

~«Me ~<pef/!cM ~M<!&~ S che t! M~o<&)<)? t~et~~M /<t <<M!re,

Fef gMa~o~~e, (Me SMper/~cMS tM~f~ <<M'egt«MMMe(IX), aKe ~M~

<? CMn'(~Mm (M~e S CO~MpOMde(~ OO~ «? M~<MM<te<MtM~<!<0.



CAPITOLOXX

AppMMl delBMYometodo WeiogarteB

BetMtone del nuovo metodo di Wetngarten eotta teofta det ttatemt eicttet. –CttMt note dt

Mperfiote appttoaNtt dedotte oot metodo dt WetngtH'tea. Le ancre etaMi d'etemento

Uneare t&' '= < + 2 (u 0) do', =. dM* + (8 M + 8c J; e"') ~0'. Applioa.
atone det metodo di Wetogtftett ttHa defetUMta delle onpe)'Mu di rotaotene. CMO

partloolare dolle wupe)'aete a curvnhmt coxtfmto. Superacfo nelle quatt la ourvfttum

totale e tuedttt xono lepte da um) MiMtene Unaorf. S!*te)ui etetiet particolart orto~e'
natt ad eue ed elemento UaftHO ttph'o della xMpHrMeiaiuvttappo de) piani det ctrooU.

Cttto partieutare ahe conduee att'ittVtiMtoM dot teoronti di GttfehMrd tndio quadriohe di

rotaztoae. Tratfurmaztoni chc ne ceMMKMm)per le tmpe)'Bcte a ourvatura oootante.–

AppUeatteni del "ictodo dt Weingarten alla geometrta ettitttctt ed tperboUott.

§. 294.

BelMione coll&teoria dei sistemi dclici.

Per ridurre la ricerca deUe superficieS di un dato elemento lineare

alla integrazione della (IX) pag. 198:

~+~+~+~==~

0

oceorre prima aver posta l'elemento lineare dato sotto la forma (Vni)

o l'equivalente (VIII*):

(VIII*) <&'== du' + 2 d' dv

dove <)'una funzione qualunque di «, c. Ora se si pone

M==6, 1 p=t)–{:, .e 2<)'==7)+C,

ne risulta

~d!'+~-<

Ed inversamente, poste il <&'sotto questa forma, le sostituzioni

{=M Y)==:<),+~ C=,<

lo ricondneonoalla forma (VIII*). Ora abbiamo visto, al § 271, ohe la

riduzione del dato dst alla forma

<+<<K'
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equivalealla ricercadei sistomi o&'normalidi circoligiacenti nei piani tan-

genti della superficie S. Ogni particolare soluzione di questo problema

permette di ricondurro la ricerca delle superficie applicabili alla integra-
zione di una particolare equazione della forma (IX). Vediamo adunque
che la forma (IX) della equazionedeU'appHcabttit&6 in fonde altrettanto

generale quanto quella della equazione (~) pag. 189.

Ed anzi possiamo porre la (IX) sotto infinite diverse forme, per le

quali i corrispondenti problemi di integrazione della (IX) sonotutti fra

loro equivalenti.
Dalle considerazioni precedenti già si vede comeil nuovometodo di

Weingarten si collega aUa teoria dei sistemi ciclici ma ora vogliamo

meglio approfondire queste retazioni, cominciandodal dimostrare corne:

Da~o tin ~OMo oo' normale di circoli, e nota «Ma SMpe~cM(~o~oMoi~,
si FM~ridurre con gM~fo~Mfe <&'della ~et~cM Mmi~ppodei piani
dei o<~o!t«K<!forma (VIII*).

Per questo applichoremo le formole generali stabilite al §. 273*, che

determinano i sistemi oe' normali di circoli ortogonali ad una data su-

perficie S, ed in primo luogo cercheremo la superScie inviluppo dei

piani dei circoli.

Riferita dunque la superficieS ad un sistema qualunque di coordi-

nate carvilinee, prenderemo una soluziono dell'equazione

~.t ~H

(a) E F G =0

D D' D"

e, con una quadratura, dalle formole

9W FD'–GD 9~ FD–ED' 3<&

3« EG-F' 9t< EG-F' 9<'
(6)

FD'-GD a4) + FD-ED'3<I>3W FD"-GD' FD'–ED" 9~
3!' "EG-F' 9t< EG-F' 9c

calcoleremo la corrispondente funzione W. 1 piani del corrispondente
sistema ciclico sono i piani normali alle Unee =' costante sulla S, e noi

dobbiamodeterminare le coordinate x, ~? dei punto ove uno di questi

piani !t tocca la corrispondente superficie inviluppo. Per questo osser-

viamo che la normale ad un tale piano x, ossia la tangente alla linea
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<& costante aopra S, ha i eosenidi direzione X,Y, Z dati dalle formole

x v– ~9~\X= r ~3<1>
~~u-

Ÿ
~à

~y ae
Py30'3w~ 3c3«J" "3tt9!' ~9<t;

Z=
3o3«/'

essendo p un fattore dt proporzionatit~. Ne segue che la tangente alla S

giacente su n; ha i coseni di direzione proporzionali aUe tre espressioni

?(~~) V~) 7(<)

ed in conseguonza si potrà porre

/~==!0+-P7(.c,4')+QX

~) y==y+Pv(y.~)+QY

!+P7(~<Ï')+QZ,

dove P, Q sono convenienti fuuzioni di u, v, da determinarsi dalle due

condizioni

?)
2~==o 2xg==o.

Ora dalle due identità

am a~
S.f~

derivando, col tener conto delle formole fondamentali(I) (I, pag.116)della

teoria delle superficie, si ottengono subito le altre:

~)~_ > ~9V~)~~
au 3M' ~r"

~<A ~97(~~)~au 3o" t ~3:t à-*

Dopo cio, calcolandole (2), troviamo per determinare P, Q le due
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equazioni lineari

(P<u-QD+E)~-(P~QD'+F)~~0
0

y ftt

(P~-QD'+F)~ (P4.QD"+G)~ ~0

Ma, soddisfacendo alla (a), esistono due déterminât! mottiptiea-
tori f. tali che si ha

(3) ~u~XE+ft-D <=.\F+(<.D'

~==~G+p.D"

e queste, confrontate coUeprecedenti, dimostrano che i valori cercati
di P, Q sono

(4) p~Q~

Dunque: La ~«pc~cMS inviluppodei picani<~ c~c~ è determinata

aM~eformole(1), dove P, Q hanno i valori (4), M!J«!aH<~con).,p. i wo!.

<tp!'K!<!<~c~ ~M~aw nelle (3).

§.296.

OatccU Klativi alla saperacie invil~ppo.

Per condurre con maggiore semplieitàe simmetria i calcoli seguenti
coHvienoadottare di nuovo, per un momento,la notazione dei doppi
indici, e cosi indicare con

au < + 2 N),dWt<!<<<+ an a~

&tt~M!+ 26,, <&t,<!«,+

le due forme quadratiche fondamentali di 8; eoMeguentementele for-

mole (&)si scrivono sotto la forma

(b*)
â~

= 114 A,n
bf. âû

t1)(1)

<"L'accento sulla sommaSindtcache la sommaziomeé eeegattarapporto
ad indicivariabilida 1 a 8. CollasommaS seMaaecentoindichiamounasom-
matoriadi tre termini rtapettoa x, y, e o X, Y, Z.
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Ora avendosi

v )
axa~

e quindi
~S~

Gr~t 0 (x~) _?" Ara~rr
~`

= w

ne risutta
s~M.

27(~)<~x-<nv.

Siecomepoi

~X7(a-,4')=.0 0

ne segue

2X~7(~<f)=-~W;

Abbiamo iaoltre le formole

~7(~,<ï')~a;-(!$

27~V(~~)=~~<

la quale ultima deriva dail'identità

S[7(~,<)]'==A~.

Ora dalle (1) formandoi dt~erenziati <S, <~ abbiamo

<V(~~)<P-'ah!+P~v(~~)+Q~X+Xd;Q

e quindi, a causa delle precedonti

(<) 2X[<V(~~)~P]=~Q–P~W

SvM~–V~PJ~~+P~~

+Q<!W.

Conetatiamoche nella seconda formolail secondomembro è nullo, che si
ha cioè

~+~
E infatti dalla espressione di A,

S~
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tt

derivando rapporto ad <t<e ricordando l' identità (I,pag.849(<t*))

~~=-VA it ~A
< if~ <)'

si trae facilmente

tt 1'
irl

ll 7e

19A,<~ ~y.. 3$

2-~T-g~
Ma per le (3) è

<t'«==~««+~~t,
e quindi

~+Q~.pl~_
9M, ~9«, ~~2 3<<,

=~=\7*1 a

,.9~9W .p. 94' 3W à
"3«:+~~+~

la quale ultima espressione, a causa dei valori (4) di P, Q, si annulla.
Abbiamo dunque

?) 7 (~ ~)
f<v(~

$)
~p1

= 0.

Se alle (<t),(p) associamo l'altra evidente

M ~X(<A(a;)<!P)==0,

nptando che

X, Y, Z

X, Y, Z

7_(~) 7(y,~) V(~,4')

\/At<P V~
s

~~&

sonoi nove cosenidi direzionedi una terna ortogonale,ne deduciamo
per le formole richieste

/<~==X(<~Q–Po!W)+7(~~)~P

(S) ~==Y(~Q–P~W)+7(y,<~)~P

(<==Z(<!Q-P<!W)+7~,<&)gP.
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§.296.

tnterpMtMioneddmetododiWeiatttrten.

AUe formole testè ottenate possiamo dare una nuova forma intro-
ducendo la superficie inviluppo del piano di coordinate (X, Y, Z, W),
superficie che ha a comune colla primitiva 8 t'immagine sferica delle
linee di curvatura. Indicando con {, 7;,Cle coordinate del punto di con-
tatto del detto piano con le formole in coordinate tangonziati ci
danno

~wx+V(x,W),

il parametro 7' essendo calcolato rispetto all'elemento lineare sferico.
Orasiha'

V'(X,W)-7~<P),~(Y,W)-7~(Z,W)=v(~)

e quindi le formole che dennisconola supor&eie X possono scriversi

(6)

~=.WX+7~,4')

(6) ~==WY+7~)

(==WZ+7(~<&).

Dopo di ci6 le (5) diventano

<~=X<?(Q-P'W)+$.~P

?*) ~==Yo!(Q–PW)+~.d'P

a~=!Z<~(Q–PW)+!P,

iequaU.sesipone

(7) Q-PW=« 1 P=v,

assumono la forma caratteristica

(8) ~=X~M+~o, d~==.Y~+t)~, <ë'==Zd'«+<

del § 293 e dimostrano che la superficie S~inviluppo dei piani dei circoli

Qucsteidentità si veriOeanosubitoriferendoaiaile Uneedi curv&tara.
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de! sistoma ciclico, ô dedotta dalla superNcie S precisamente colla tra-

Bformazione di Weingarten. L'etamento tinoare <j~deUa S~ assumera

quindi per le coordinate M, v h forma caratteristica (VIII*) § 293

<&' =. + 2 <?<t + 2
CM CP

dove c{ rimane solo da calcolaro !a funzione Co!te consuete notazioni

di Weingarten si ha

(8*) p=~X-W,2g=~'=:W+~,

indi (pag. 200)

~-p~+-g~~W~(Q-PW)+~(W'+~~)f?P.

Questa, avendo riguardo alla identità dimostrata at § précédente

<%+Pi~At<&+Q<!W==0,

pub scriversi

~<&)=d(QW)+~(PA,'ï')-~(PW),

ossia

~(~~)=~.jw(Q-PW)+P~.(d~+W~),

e dimostra quindi che si puo porre

(9)
~==W(Q-PW)+P~(A~+W')+~.

CateoUamo m6ne !a. funzione (p, ') dalla quale dipende t'equazione

d'Ampère

~~+~~+~)+~.0.

oui soddisfa ta superficie ï.

Abbiamo par ta (26) dol § 298 (pag. 200)

~=jpM+~–<j'==W(Q–PW)+P~(A,~+W~
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ossia per la (9) sempUcemente

(10) ~=.

Possiamo riassumerei risultati ottenuti colla proposizione seguente:
Nota una superficie S ortogonalead «M M~em« oo*MWHo!e dfco!<

<f<MC~nebpiani <<tM~e~di «M data M<pe~e S, si ca~MM corri-

opoMO~M~/«M.MMt W relative al s~eaMt c~M'o, e colle~o~M~~ (7)
si avrà i!m~o lineare aM~ S ridotto a~a /omM c<tra«eW~ee

<?P==~M'+ 2 <?M<~+2
0!< c~

che~~m~e fs~p~<M~<M6del metodo T'F~eM. La wpef/!cie Sche

~«c~ometodoassociaalla 8 nonè altrochei!<!<~)po del piano(X,Y, Z,W);
essa ha a comune colla S !'Mxma~Mesferica delle linee dt e<<MM<Mf<

JM/!tte Me!<'eg«<&MOMed'~Mpefe

9'w 9'c ~l + Pt) 9'~ 0.
~+~~+~+~°~'

in cui <~ <fM/<M~M!<oproblemadell'applicabilità, !o /«M.MOM<? (y, q)
non < che la pfMM~MXt4' <SpMMe p, q )Me<<MM<e(8*).

§. 297.

Prime appUoMioni del metodo di Weingarten.

Veniamoora a considerare alcunicasi particolari della equazione (IX)

dell' applicabilità

~~pPlPt+ pj + 0
~+~+~+~==~

0

nei quali riesce Fintegrazione compléta.Ed m primo luogoconsideriamo

quelle particolari superScie X,nelle qaati j~t+ ft è funzionedi p soltanto.

Il corrispondente valore della funzione (p, q) si pub scrivere, per como-

dita dei calcoli seguenti:

~cN~pq-- -(p)y=Fg–)'(p), 1

essendo <)'(p) una fanzione arbitraria di p. L'equazione (IX) per le

attuali superficie E diventa

(X) h+p.~2F+<)/'(?),



HttMB APPLIOAZIONIDRL MttTODODI WNNOABTBN 218

ovvero in coordinate tangenziaU

(X*) A~=~(p). ·

L'elemento lineare delle superficie S che se ne deducono per qua-
drature colle formole (VII) pag. 197, avendosi qui

9te

M=.~==~F'(p)

<==F.
assume la forma

(11) ~=.<f'+2f~~+[2M+2e'+2~]d~.

Ponendo

<t+~==(tt,

si ha la forma semplice

(11*) ds' = + 2 [«t +<).'M]

Un primo e più semplicecaso in eut si intégra completamentela (X*)
è quello ove si ha

')'"(p)==costMite;i

le corrispondenti super&cie 2 hanno per evoluta media una sfera e in

particolare un punto se '{'"(p) '=- 0 (I, pag. 280).
In qnest'a!timo caso Felemento lineare (11*) diventa

<j~==~M!+2«t~

ed appartiene alle evolute delle superficied'area minima.Quando (p)
è costante non nulla, si pub fare (o)==:ce la (11*), ponendo

2 («t -(-f) = senhl co,v =s + log coshM,

diventa

<j~*= senh~«)d~' + cosh*Mdfo'

ed appartiene alla complementare dei paraboloide di rotazione (§ 246

pag. 68). Cost questi casi di integrabiiità della (X*) ci conducono a

classi complete di superficie applicabili già note.
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§.298.
Nuove olMsi oomplete di snperNoieapplicabili.

La equazione fondamentale, nei casi considerati nel precedente,

possiede due intégrait intermediarî del l." ordine; Weingarten ha dimo-

strato più in generale che se l' equazione(W) possiede duo tali integrali

intermodiarï, il <?' è riducibile alla forma

~'==(a+~)~+~'a!p'; i

tatte le superficie di questo elemento lineare ci sono già note dalle

ricerche del Cap. XVI (§§245, 246).

Passiamo ora a considerare altre speciali forme della funzione (p)
nella (X), per le quali riesce ancora l'integrazione complota.Troveremo

cosi nuove classi completedi superficieapplicabili,determinate da Wein-

garten.
11primo e più semplice caso e quelloche corrisponde aile superûcie

d'area minima, ove ')'" (p)== 2 p, cioè ')''(c) =' –o*. Allora la (11*)
diventa

(12) <&'=<~+2 [«.–<)']<?'; i

tutte le superficie di questo elemento lineare si deducono dunque per

quadrature dalle superficied' aroaminima.Questo risultato, ottenuto da

Weingarten nel 1887 'e stato il punto di partenza delle sue ricerche

ulteriori che lo hanno condotto al nuovo metodo sviluppato nel prece-

dente Capitolo.

Weingarten ha considerato(ComptesRendus,avril 1891) un altro caso

molto notevole in cui la (X*)si intégra completamente,riducendosi alla

nota equazione di Liouville t~

ate a=8 20
S~

M.e. § V.
<" <?M~<M-Naohrlchten,9 Febr.1887.
<"L'integrMtono detl'equaztonodi Liouville(18)si pub presontare sotto

formageomotrica,ossorva.ndoche, se0 vi soddisfa,la forma dtN'erenzMequa-
dratica

e~((~+~)

possiedela curvatura X!='+!. L'integrazionedella (13)nqutvalodnnqua alla

ricerca dei sistemiortogonaliisotermisullasteraosulla psoudosfora,sistemiche
sonotutti noti.



NUOVBOM88I COMPLETEDt SWEBHCtE APPLIOABILI 215

Per ritrovarlo osserviamoche le coordinate di un punto mobilesaUa
sfera rappresentativa, riferita ai meridiani e paratieii, possonoscriversi

y eoso 6eno
u~C.6h«'C08h«'

onde

<+(!Y'+dZ'==~(~+< ·d4' dX'+ dY"+ dZ'
cosh'u

La (18) si pub scrivere

eo8h'«(~+~)~±~(0+l.g~h.~
ovvero

cosh~ts'

/oô
u a~l

`~ ± e logcosb
t~)

~0~8(6+to8'coshM)

il parametro A, essendo calcolato rispetto ail'elemento lineare sferico.
Ponendo

F ==0 + tog cosh M,
la precedente diventa

(14) A,p=l±~P,

onde si conelude che questa equazione (14) si pua integrare complota-
mente. Ora essa corrisponde alla forma

<)')-l±e~

della funzione <)'"nella (X*),ossia a

~±~S~

La formola (11~ diventa ora

(16) &'==~<t'+f2M+2c:h<1<

e de&nisoeuna classe di superficie applicabili, che è adunque comple-
tamente nota.

Darboux ha osservato che le forme (12)e (15) del d8' appartengono
a paraboloidi immaginarîuna cui génératrice tocca il circoloimmaginario
aû'Mnito. Per dimostrarlo osserviamo che nel l." caso ~(c)=–e'
la (11) si scrive1)

< = d!)(*+ 2 («<j~-(-o ~t)

e quindi se si pone

a'==« !/+<.f=2c, y–î.(f==:Mf,
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si ha una superficie dell'assegnato elementolineare che ô il paraboloide

immaginario

(16) (~+~)a-2(y-~).

Analogamente, scrivendo la (1&)sotto la forma.

<&'= (a!«+ <?')'+ ~d'f
j(2

« + 2 ~±~–1) e-~d'f–
2e-~of<t

si vede che avremo una superficiedi questo elemento lineare ponendo

a;c=<t+o, y+~==e' y.–i<'==±e"–6r''(2«+2p+l), 1

cM che dà il paraboloide

(17) (~) (y-~) ==± (y+~)'- (2a;+1)

Nell' unoe nell'altro paraboloide la gonefatrice y+t~='0 sul piano

all' infinitotocca il circolo immaginario (nelpuntoa?:y:.<'=-0:l:t), colla

differenza che nel primo caso il punto di contatto coincide, nel secondo

è distinto dal punto di contatto del paraboloide col piano all' infinito

(punto d'intersezione delle due generatrici). Possiamo dunque dire con

Darboux che queste nuove ricerche di Weingarten ci hanno fatto cono-

seere la classe compléta delle superficieapplicabili sui detti paraboloidi.

Da ultimo accenniamo ad altre classi complete di superficie appli-

cabili segnalate da Baroni e Coursât, che si ottengono col metodo

di Weingarten. Se nella (X*) supponiamo

(p) ==j~~ (Acostante) 1

le superficieE corrispondenti

p,+p,==(&+2)jp

sono quelle, già ricordate in nota al § 128 (I, pag. 280), caratterizzate

dalla proprietà di essore simili aile loro evolute medie. Tutte le volte

che la costante ha la forma

A==w(1-?)

C&)rn<~edi <H<~e<)M«c~,1890,t.28 e ~MM/Mde la ~«M ~M<MetMM

de ?b«<OMM1891t. V.
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essendo m intero, l'equazione corrispondente

A,p = (i-.M)~

si pu6 integrare completamente e si trovanocosl altrettante clasai com-

plète di super&cie applicabili.

§. 299.

ApplioMione del metodo di Weingarten alle deformate

delle superficie di rotMiene.

CogUesempt addotti nei due §§. precedenti sonoesaurîti i casi nei

quali si sa integrare comp!etamontol' equazione(W) detrappUcaMHta.
Ma, anche quando t'integrazione compléta della (W) non riesca, pua

sempre tornar utile la conseguita trasformazionedel problemadeU'appli*
cabitità per la ricerca dt nuove proprietà geometriche, il che appunto
cercheremo di provare colle ricerche seguenti. Comindamodal casopar-
ticolare in cui si applichi. il metodo di Weingarten alle deformate di

una superficie qualunque di rotazione nel modo cheandiamoad indicare.

Nella equazione fondamentale (IX) (pag. 204) prendasi per una

funzione arbitraria deU'argomento t!=2g-jp', sia

?==/'M t==29–
Se si pone

~(t)=:2/'(t)
la formola (VIII) (pag. 198) pel <&'diventa

(18) d!s*==t~+~

Questa appartiene evidentemente ad una superficie di rotazione che

pua prendersi ad arbitrio, a causa deU'arbitrarietà della funzione <J.(t).

L'equazione d'Ampère (IX) per le corrispondenti supernoio S diventa

(19)
~p.-F(p.+p.)+F'=0,

che si pu6 scrivere sotto la forma

(19*) (p.-F)(p,-F)==F(2g-F').

ta ricerca delle deformate di una superScie di rotazione equivale

adunquea quella delle superficie Xintegrali dell'equazioned'Ampère(19*).
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Ora 11primo membro della (19*) ha il semplice signiScato goomeMco

seguente: se indichiamo con Mi, M<i due centri principali di curvatura

sopra una normale qualunque di e con P il piede della perpendicolare
abbassata sulla nonna!e dall' origine0, si ha

(p.)(p.PM;.PH.

E poichè OP = ~2g- possiamodire: Za ricerca di <K~ele su-

perficiea~pHca~ soprast~ef/Me di roMrioneequivalealla ricerca di g)<e~

«<pet?%'MX,per le g!«! la ~fMM'~ di ogni normale (~fcW~Me /~M*
~<Me prodotio segmentEc/M,s!<Kanormalestessa, ~~cea~Mto fra

p~e~oMe dell'origine e i due eeMM~WMC%p~di CMfM~«fa.

Studiamo ora più da vicino la relazione fra le superficie E integrali
della (19*) e le super&cie S, applicabili sopra superScie di rotazione,
da cui derivano. Se applichiamo le formole (VII) pag. 197, osservando

che qui si ha

~=<t', ~-JP.')',
avremo

~==!<X~(p<j')

colle analoghe per 6~, <& Ponendo l'elemento lineare della (18) sotto
1

l'ordinaria forma

(20) ds' = du' + <?p'

col porre

«c=!~VT< <j)=~t=-o,

le precedentidiventano
dh!= x dr + X d (~f)

e danno quindi le formole richieste

–i~L" –J.~

(21)
~9:( f3<9M f9c'3M y3c

(21)(21)

y-1~ ex v-i~ 7-,1~
l f 9f <- 9p f 3N

<
le quali (~, ô indicando le coordinate di un panto mobile sopra una j
qualunque superficie S d'elementoUneare(20)) deaniscono la superficie t

corrispondente intégrale della (19*), dando le coordinate iC, di un suo
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punto mobile e i coseni di direzione X, Y, Z della aaa normale. Le (21)
ci dhnostrano l." che la normale aUa X 6 parallela alla tangente net

punto cot'riBpondentedella S alla deformata del parallolota=costante,
2.0 che la porpendicolare calata dall'origine alla normale di Xha la di-
rezione della tangente alla deformata del meridiano di S e la sua lun-

ghezza e costante lungo ogni linea «.

§. 300.

La superaoio in reltudone ooll&complementare di S.

Le osservazioni ora fatte ci conducono a r-Mre direttamente la

relazione fra la superneie S e la superficie S' complementaredetta S

rispetto alle linee v. Ogni normale di S è parallela alla corrispondente
normale dt S'; la perpendicolare calata dall'origine sulla normale di S

ha la direzione della tangente alla deformata del meridiano sopra S' e

la sua lunghezza è invariabile lungo ogni parallelo.
Indicando nuovamente con S la complémentare della primitiva e con

(20) ~==~+~

il suo elemento lineare, denotiamo poi con -yo,.e'o le coordinate del

piede della perpendicolare abbassata dall'origine sulla porpendicotare
di ed avremo per le osservazioni precedenti

~Y9a; 9u 9~

~u~. ~==u~, ..==u~,à-u 17" 171&

essendo U una funzione della sola «. Ora tirando pel punto (a! la

parallela alla normale (X,Y, Z) di S, questi raggi debbono costituire

nuovamenteuna congruenza normale, per la quai cosa ponendo

A==2X~, B==SX~314 av

e necessario e sumeiente (I, pag. 310) che si abbia

SB

~==~w~aea
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1 valori dei simboli di ChriatoSMper l'elemento lineare (20) essendo

)")-< t?t-~

)' ?-
si trova subito

A~UD B==UD'

e quindi la (a), a causa della equazione di Codazzi:

9D'
0(p) ~D'=0,

si cangia insi cangla in

(u~-u~iy-o..

Dunque si ha necessariamente

U'_
U"'7

e per ei~U deve essere proporzionaleal raggio r del parallelo. Possiamo

senz'altro prendere U=:r, sostituendo aUa X uns super&cie omotetica

rispetto all'origine. Ponendo allora

(22) T==J'(D~+D'~)<"

le coordinate {,%Cdel punto corrispondente di una super&cie 2 sa-

ranno (I, pag. 310)

(28) r
ax

t X ri = t- ay Y
h

Z(23)
~-rX, ':=~Y, <:=~Z,

ovvero, riprendendo le notazioni generali del §.254:

(33*) €==~-X,-tX,, ~==~.Y,-TY,, C=<-Z,-TZ,.

Di qui derivando, coll'aver riguardo alle formole del eitato §.

(pag.91) ed alla (22), troviamo

~'='(~D)X.+~X,
(24)

(r'-f -t D)XI -(-'r

XI9S v ~D"\

~==<DX~+~X.,

WA canaadella equasione? di Codazzirespressionesotto il segnoJ'è8

appunto nn difFeMMii&Ieeeatto.
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dalle qaal! risulta eonfermato ehe Xa, Y<,Z: sono attre~ i coseni di

direzione della normale a E.

PotoM inoltre sussistono le formole (ibid.)

9X, D'

~T~.

~=,-DX.X,
f

se eonsidenMMuna tinea L dt curvatura della S e conp indichiamo il

corrispondente raggio principale di curvatura,dovremoavère spostandoei

InngoL
9~ 3{- /9X~, 9X,
~~+~~=~+~~

colleanalogheper7),C.A causa fMe (24),(25) queste si ridncono alle duo

(26)
( (/+tD)~+tD'~+p(D~+D'<~)==0

dalle quali eliminando il rapporto (~Mdu si trova per ;) l'equazione di

secondogrado.

(27) (t+p)' (DD'-D~) + (.+p) (~D+D") + )-' = 0 f

ovvero

(27*) (t-tp)'K-(t+f.)/H+/'==0,

indicandocon H, K la curvatura media e la eurvatura assotuta di S. Di

qui risulta in particolare la formob

(28) (~p,)(,+~)+~'==,o.

Ora se si osserva che per le (23*) si ha

(28*) 2g=~'=~ ~~X,=-T,

si vede cho la (28) assume precisamente la forma (19*)

~–P)(p.–F)==F(2~-F').

Coslrisultano confermate tutte le proprietà già notedelle superficieS.

Ma un'altra conseguenza notevole deduciamo dalle (44), eliminando p,
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cioè formandol'equazione dinerenziate delle tinee di curvatura di S per
la quale troviamo:

/d'w+t(Da<t+D'~) ~/oe+t(D'a«+D"<~)t' du -(- s (Ddu -(-D' dv) 1 rRr' dv+ s (D' dse+ D"dv)I

1 =0,Df!M+D'ap D'as D" dv
==0

ovvero
aM

1 du D' dv D' dts D"clv

==0
D aM+ D' ap D' a« + D" (?p

Questa coincido coll'equazionedette tineo di curvatura di S; dunque
le due superficie S, S si corrispondonopor parallolismo delle normali e

per linee di eurvatura. Raccogliamoi risultati ottenuti nel teorema:

Data !MMs:<pe~c:e ~«a~«~«e S, applicabilesopra «sa st~e~c~ di
°~

fO&M-MMM,COM~<C<!Wper «!t ~KH~O/!sM0 (Mf spazio t S~M~t F<tf<
alle tangenti delledeformatedei tneridiani cd eguali (opfopof~o~~

<~raggiodel co~MpoMdeK~eparallelo, indiper gli estremi <?~Me~se~M~t
si coM~tK'SMO~~e parallele alle normali(MS. ~«e~e rette costituiscono

una <'(~~t<eM~anormale e N<pe~c<eortogonali X hanno a comune

con S F~ma~~ sferica delle linee di c«~<~MMe sono le ~~f~~ in-

< <M!'«p«M~t!<!(19*) <?~M~'e.

td

§. 301.

BelMiMMfra due saperade x, X'dedotte da due superfloie

complementM-iS, S'.

Se applichiamo la costruzione dell' ultimoteorema anche alla super-
ficie S' (applicabile sopra una superficie dt rotazione) complementare
della S, otterremo medosimamente una serie di superneie parallele,
integrali di una seconda equazione del tipo (19*). Basta ora riflettere

che le tangenti aUe deformato dei meridiani della S sono le stesse che

per la S' per dodurne che in ogni tale coppia (~, X') le due superficie
stanno fra loro nelle relazioni seguenti:

1.*Dt<enormali a S, S' in ~Ms~ corrispondentisono semprefra loro

O~C~OKf~t.
2.' La ~e~MaMO~Mco~xaea duenormalioorrispondentipassa c<M<a~- a

tementeper <"<w~M~e resta tw divisa in due segmenti c~esono /MM.MOKt
y «MoaeS'a~o.

<

6)

a
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Si pub .dimostrarefacilmente che queste proprietà sonoc<t)'<[<~M«e~

per le coppie di superficie X, dedotte cosi, col metododi Weingarten,
da due superficie complementari 8, S' applicabili aopra superficie di
rotazione.

Suppongasi infatti di avere una coppia X,S' di superficie che, cor-

rispondendosipunto per punto, godano delle proprietà enunciate. Inter-

sechiamoi raggi ~sconti datl'ongme 0, perpendicolari comuni a due

normali corrispondenti di X, ï', colla sfora di centre 0 e di raggio 1
o scegtiamosulla sfera a linee coordinate v, « quelle le eui tangenti sono

rispettivamente pat'atlele alle nor mali dt X, S'. Il sistema («, sarà

duaque sulla sfera un sistema ortogonale; e scri vendel'elemento HMare

Bfencosotto la forma

(29) <~ ==E + G

riterromo le solite nostre notazioni (§ 354), ta!chë avremo le formole:

~JL~Y ~Y 1 ~~Y
9" "E'9'T~

t~X. X, ~L~x ~GX.
j

~G

~1

VË

Iaxg 3Xa
~=~X,

x~ ,~=~X..)

Indichinoora, sul raggio (Xe,Y,, Z,), )<.le ascisse dei piedi delle
nonnati a S, X'; per le coordinate del piede della normaledi E

avremo

a~t=XX,, ~=).Y,, ~==).Z,.

Le rette condotte pel punto ().X,,). Y,,). Z,)nella direzione(X,,Y.,ZJ
dovendo formare una congruenza normale, si dovrà avere (I, pag. 310)

~9Xt9().X.)_~9X.3(~)9M 3p 3p 3M

questa, per le (p), si riduce semplicemente a

~E)~o.3p ==
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Dunquo, dtsponomdoeonvonientementede! parametro M,potremo fare

VË-jL.YÊ=
r'

Del tutto similmente opérande per la seconda superBcie avremo

~L-,
i/(I t~1;).

1

e, poich6 sono supposte funzioni)'una dell' altra, ne dedurremo che

nell' elemento lineare sferico (29) sar&E funzione di G e quindi, pei
teoremi di Weingarten al Cap. IX (I, pag. 290), le linee sferiche «, v sono

le immagini delle linee di curvataradi una superficie W(1). Bastaora

uno sguardoalle formole che ai §§132,184 (I, pag.286,289) sono segnate
coi numeri (19), (19*), (20), per vedere che )., sono rispettivamente

eguali (o proporxionali)ai raggi dei paralleli delle superRciedi rotazione

suUequali sono applicabili le due superficie complementari S, S', che

formano le due falde dell' evolutadella W. Dunquele due superficie S,X'

sono dedotteda S, S' preclsamentecollacostruzionedei teorema al § 300,
cio che dimostra quanto avevamo asserito.

§. 802.

Applioasionealle snperBeîedi carvatara costante.

Esaminiamo le superBcie S che derivano, secondo la costruzione del

teorema al § 800, da una superûcie a curvatura costante. Prendiamo

dapprima una superficie pseudosfericaS di raggio R = 1 coll'elemento

MA&Moanalogamentosi pubotabilire p!ùin goneraleche la ridazione
dell'alementoUnearesfericoalla forma

<&=.E<<M'+8F<+G<~

conE,F,Gfonztontl'unodell' altrocorrispondea!seguentoproblemageometrico
general)z!!atoda quellodol teste ï~tMM le coppie(S, tK&Mpe)'c«corh-

<pMM~t<Mpuntoper punto guimchelaperpendlcolarecomunea dueM~rmaa

CMV<~pM<<M«F<MS<CM<aM<e)tMH~per <'0~<Kee C<MS«<!<!)&<t<?due ~WMH«
e~eatotM~~M< MM<M<'«~~e<!eM'<M~o<69 delledue tM~MMa.Procedendo
infatti cornenel testo odasaumendoporlineesfehehe«, v quellele cui tangenti
sonorispettivamenteperpendieotariaile normalidt S, 2*,si trovaappuntoche,
per unaconvenientesceltadeiparametri sarannoin<?*i coemcientiE, F,G
ûmzionit'Mo dell' altroe vicevema.
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tt

lineare ridotto alla forma parabolica

<&)'-<!M'+~

AppUcandola formola (28), (28*), coll' osservareche qui si ha

in r
=e

~==~=,~=:8g.

t'equazione d'Ampère (28) di oui le super&cio S sono intégrait diventa

(30) {~–F(f.t+p!)+2~=<0,

il oui signi&catogeometrico 6 evidentomentequesto Il M~MeM<o<?ogni

K<Mwo~ad KM~tale Mtpef/MeS c<Wtp~e<ofra i ceM~ftFf~t< Cttf-

M~Mfa èvistodMFo~Kc 0 sottoangolofe~o. Viceversa ogni tale super-

ficie deriva, colla costruzione del § 390, da una superûcie pseudosferlca

colla qualeha a comune l'immagine sferica delle Unee di curvatura. Se

applichiamo la medesima costruzione alla superficie pseudosferica S',

complementaredella S rispetto alle geodetiche parallele v, la superficie

derivata avrà per normali le rette po!ari reciproche delle normalialla

primitiva 2 rispetto ad una sfera col centro nell'origine. Viceversa dalle

ricerche dol § precedente risulta:

Se dueco~rKe~e f~~Mee normali sonopo~M l' una(M'aura fMt~o

ad MMsfera ~a, le M~er/!c<eX,X'K~M<~talle duec<~f<«tM'eappar-

tengonoalla classe (80) e ~M'NMOda due M<<!M p~t«&M~C~ cam-

p!e)K~aM <'). In secondo luogo prendiamo l'elemento lineare di una

superficiepseudosferica S ridotto alla forma ellittica

da!= du' -}-genh'<t<

ovvero alla forma iperbolica

= ~M*-)..cosh'«

Qui avremo

~:=~+l=,2g-~+l
1

nel primo caso, e invece

/')*
=.y' 1~2g– p* 1

<"Questaproposisionesi at~MUacedel resto subito colla oonstdeMztono

geometricadiretta, osservandochein due congruenzepolarireciprocherispetto
ad unaafera Fangolo cho f~nïMi duo piani fbcaUd'un Mggto notl'ana &

egnalea quello sottocni si vededaU'or!g!neil segmontocompresofra t fuocht1

sul raggio corrispondentodell'altra.
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nel secondo. Le superficie E derivate soddisferanno quindiall'equMiono

d' Ampère

(80*) ptp,–?(pi+p,)+2g±l=0,

che esprime la seguente proprietà geomotrica:

<S'opmogni normale di «tMt Mye~~ E <~«ecentri ~MC<p<t!t
<Kcurvatura sono oot;<t <tfMOMMfMpe~ooM<!s/era ~ssa

~+~*+~±1=='0.

Se prendiamo in fine una superficie S a eurvatur& costante posi-
tha==+ 1, coll' elementoHneare della forma normale

tibbiamo
(~' ==<&('+ gen*« <?',

abbiamo

/'f
eor?tt=te-1

“-=.–eos'M ==<1

e quindi le superncie Sderivatesoddisfano ancora la (30*) ovesi prenda
il segno iaferiore.La differenzafra l'uno e l'altro casoconsiste in eio

che nel primo

2g–p'.==cogh'M>l 1
e nel seconde

>

2~–F't==Ben'«<;l,

cioè nel primo la proiezione dell' originesulla normale cade esternamente,
nel secondo internamente alla sfera fissa.

Ë interessante osservare che le superficie della classe (80*), corri-

spondenti al segno inferiore, hanno l' equazionetangenziale

A~p =~' 1 At jp

che è precisamente l' equazionedell'applicabilità per una sfera dirag-

gio =='1. Ne risulta la proposizioneseguente: Si c<MM«~<MMg'«!~gwc

deformata S' aM'!osfera S e $op~ ogni raggio dSei~s/a si )*~p<M~,a

~~fe eeM~fO,un segmentoeguale alla <!ts<aM.e'<ïcielF«K<ocorrispon-
d!eM<e S' da MM~M~M~o; i piani MOfMM~~ai ~~MM~ t~ loro e~emt

MK)~<PF<MMuna <!<p~o<eE M~<~f<t!edMJ!'eg<«t.H<MM

pi –F (pi+ P<)+ 2 g 1 ==0.

È ancora da osservarsi che tutte queste suporncie 2 derivate hanno

a comune l'immagine sferica delle linee di curvatura con un'altra defor-
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mata S" della sfera, la cosl detta trasformata di HazzidaMade!!a pri-
mitiva. (Cf.più avanti Cap. XXV, § 892).

§. 808.

Eaunoiato di un Movo problema.

NeUericerche seguenti abbiamoprincipalmente per iscopodi collogare
al metodo di Weingarten i bei teoremi di GHichardsaUa deformazione
delle quadriche di rotazione, esposti nel Cap. XVII, per dimostrarecome

qaesti teoremi possano invertirsi, ciô che ci condurrà ad important!
trasformazioni delle superficie a curvatura costante. Neilo stesso tempo
otterremo nuove classi di saperMe applicabili, coDegatealle superficie
di curvatura costante e a quelle d'area minima.

Fonderemola nostra ricerca suglisviluppi dati neiprimi §§del presente

Capitolo,riguardanti le relazioni fra il nuovo metodo di Weingarten e

la teoria dei sistemi ciclici.Comesi ë visto al § 273*,la determinazione
dei sistemi ciclici normali ad una data superficieS dipendedallaequa-
zione del 2.' ordine

4't, 4'

(a) E F G -0.

D D' D"

Nota una soluzione di questa, si pub determinare con una qua-
dratura la corrispondente funzioneW dalte formole (b)§ 278*(pag. 151).

Soddisfacendo alla (a), possiamo determinare due tali moltiplica-
tori )).che si abbla

~==~E+[<.D, ~M–~F+~D', ~==.~G+j).D".

Ora le formole fondamentaii della teoria deUe auperneie ci fanno

eonoscere,per qualunque superficie,dei casi M<Mg<M!t [).sono/MMM<~
Mt~tM-tM~e d't W. Tale proprietà si presenta appuntonelle formole

(I) (II) del § 55 (I, pag. 116-117), ove si ponga

<~=.a!, W==X.

Cosi pure le formole alla fine del Cap. IV (I, pag. 147) dimostrano

che la medesimaproprietà sussiste per qualunque superncie ponendo

<&=~~+~+~), W~S~X.
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1 contapoadenti sistend oMieisono qneUinonnaUad un piano owero

ad una sfera (§276).
Ci proponiamodi trovare tutti i casi in cul ha !uogo la proprietà

osservata, cio~ dt ricercMe per quali saper&cie8 fonnano un Bistema

illimitatamente !ntegrab!to le equazioni segoonti

j? S +
(~+PW+~E+ (<~+YW+M)D

~~+j?!~H~W~F+~,W~D'

~+j?i~+~+~+~)G+(~+.~+~D"

FD'–&D (? F D–ED' ?
9M EG-F' 9M 'EG–F*

(B)
aW Fiy'–GD'M' FD'–ED~~
9t, EG–F' 9« EG-F'

dove a, p, m; y, ? indicano costanti e le due forme

E + 2 F <~ + G <?'

Dd~M'+SD~M~+D"~

sono al sotito le due forme fondamentali doua snper&cieS.

§. 304.

Oaso d'iIMmitata imtograMUta del sistema (A), (B).

Le condizionid'integrabHità (illimitata) del sistema (A), (B) si tro-

vano esprimendoche, in virtù delle (A), (B) stesse, risaltano identiche le

equazioni

~/3W~ 9 ~W\ 0
9f\9M/ 3M~;

9.9' o
9P~ 9M~!(~

3/9'<t'\ 9/
~3c~
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Ora la prima ë gi& identiea in virtù delle (A), essendo~a, ~M. ~«
le stMMComMnazion!lineari omogeneedelle coppîe(E, D),(F,D'), (G,D").
Se formiamopoi, con riguardo alle (A), (B) stesse, l'espressione

9/3'<P\ 9/3'4'\
9~3~9M~

osservandoche D, D',D" soddisfano alle equazioni di Oedazzi

~i~[j"m]~

~+)?)~[!?H?~-f'

e a queste medestmeequazioni soddisfMtoaltresl E, F, G, troviamocon

un sempliceM!colo

âv âu') âu ( âv)
~`

aéP a4>3M~9t<at!'

doveL, M hanno le espressîoni seguenti:

~-s'M!!?-!?!

"-s'r~t?!f'Mf?-f't'r-

-(7K-«-pH)E+(p+~D,

K, H signiScandola curvatura totale e medta di S, cioë essendo

Tr-DD~~D" ~_2FD'-ED<-GD
~-EG–F''

H=
EG–F'

Ma, in virt&deUeformote per la curvatura K date al § 37 (I, pag. 77

formole(IV)), le espressioni précèdent! di L, M possono scriversi pt&

sempUcementecosi

L == )(Y-l)K-«–pH{F-(p+~D'

M.=.(-r-l)K-a–pHfE+(MD,

e le condizionid'integrabUità esigono quindi che si abbia

[(-r-'l)K-<t-pH]E-(p+</)D=0

[(~-l)K-M–pH]F-(~')D'==0.
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Similmente, calcolando Fespressione

9«\ $p\9<<9~'

a queste verra ad aggiungersi, per simmetria, la terza

[(Y-1) K K pH] G (p+~ D" = 0

E siccome escludiamo naturalmente il caso privo d'intéressé che

la S sia una sfera od un piano, cioè che si abbia

E:F:G==D:D':D",

le condizioninecessarie e suiBcient:per t' iUimitataintegrabiHtàdelnostro

sistema si ridorranno aUe due

</==-p

(-r-l)K–<!t–pH==0,

la prima delle quali esprime solola costante x per p, mentre la seconda

vincola linearmente la curvatura totale o media della superficie S, a

meno che non sia

Ct==<!t'=P=0 ~=1

nel quai caso si risolverebbe in una identità, e saremmo ricondotti ai

sistemi ciclici normali ad una sfera o ad un piano.

Siamo cosl pervenuti al risultato fondamentale seguente:

~tK< ~~Mt egMO~tOW

<Pu == <&+pW+at) E + (- p ~+yW+M)D

(A*) 4'u ==(a +~W+m) F + (- p 4'+YW+n) D'

<&“== (<x~+p W+m) G + (-p 4'+v W+n) D"

9W FD'–GD 9~ FD-ED' 9~

3<( EG-F* 3M EG-F* 9e

(B*)

< 3? == B'D"–GD' 3~ FD'–ED" 3~

3p EG-F*F' 9tt EG-F* ôv

dove«. p,y, ? ttt~~aMoee~att~, sia tNMM~attM~e<M~«M!c Meees-

~<!fM)e «<~cteK<eche le CM~x~~ totalee ??<?<!K, H siano ~a<e dM~o

fahMWMelineare tM~efc:

(I) (Y-l)K–pH–<!te=0.
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Viceversa,BuppongMiche S aia una superncie per la quale le car-

vature K, H siano legato dalla relazione

(I*) <tK+&H+e==0,

a coeNcieat!a,&,o, costaat!. Potremo, in innniti modi, determinare le

costanti <(,p, Yia gaisa cho la (I) coincida cpUa(I*), bastando per ci6

che sussistano le proporzioni

1–f!P:<'==«ï:6:C,

ondeuna delle tre costanti e',p,Yrestera affatto arbitraria, espruNendosi
lealtre due per funzionilineari intere diquesta. Cosl,per ognisuperficieS

della classe (1*), potremo costruire <?' sistemi illimitatamente integra-
M!idella forma (A.*J,(B'"), dipendenti da una costante arbitraria.

§. 806.

Propriété del sistema (A*),(B*).

Il sistema (A*), (B*) essendo illimitatamente întegrabile,per indivi-

duare una coppia (< W) di soluzioni possiamo assegnare ad arbitrio,

per un sistoma iniziale K. di valori delle variabili indipendenti,i va-

lori di

~W~
3M

Ora dimostriamoche per qaalunque coppia di soluzionisarà A, t una

fanzioneintera di seconde grado in <t',W.

Per cio osserviamo che, ponendo

S==:<)(~+2~W–YW+2w4'–8MW,

i coeNcientidi (E, D), (F, D'), (&,D") non sono altro che

j_90 1 au

2 3f 2 9W

Se riprondiamodunque la notazione dei doppi indici, potremo scri-

vere il sistema (A*), (B*)nel modo seguento

1 98 1 9Q
4>1~1 al~ 1 m bik
~==2~2'9W~

9W w t 9~

~="S~
·
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Ora prendiamo la formola (A*)pag. 209

a~A &
-A<~«~,

cheper le precedentidiventa

<~t~
~~A 9S~A t. >== A<~<' 9W ~3~

osaitt

9At 9S94' 9Q9W ?
9Mt 9~9«<9W9M(~<

(!=1,2). e

Di qui concludiamoche 8ar&necessariamente

A~=Q+C, j

essendo C una costante.

Dunque: Per. qualunque copp~t (< W) ~«~Mt del ~eM<f (A*)

(B*) SMSS~<efA~'e~tMM'M~del primo Ofd't<M

(C) A~==N~'+2~W–YW+2tM~–2MW+C.

Questa proprietà analitica del sistema (A*),(B*) ha una conseguenza

geometrica notevole rispetto alla superficieS inviluppo dei piani dei

cii'coli nelcorrispondente sistema ciclico, e cioë questa che: cangiando

c<MMMM<p<ela superficiedella classe(I), purchè ~M<tM~<!MOle stessele costanti

~Ptf)~t"'C, s

Ja superficie 8 conservasempre !o stesso elementoHtMKM'6.

Per vederlo basta osservare che, secondo le formole (5*), (8*) del

§296 (pag.210), l'elemento Uneare di S dato da:

(81)~==~(Q-PW)~+2W~P.<!(Q-PW)+(~~+W~<ïP',

dove P, Q, secondo le (4) pag. 207, hanno i valori

p~ 1_ p<p-.fW-~
(32) F~

N~+pW+Mt 'a~pW+w

in funzione di 4', W, montre A) si esprime per W colla (C), onde

si vede appunto che H dipende solo dalle costanti a, p,y, M, C.
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Osserviamopoi ohé le superScie S dedotte colle (6) § 296:

6 ==WX+7(a;)

(M*) ~-WY+7(y,~)

( e == w z + 7 f)

ed aventi a comune colla S l' immaginesferica delle linee di curvatura

saranno integrali di una medesima equazione d'Ampère

9'<B 3'~
~1~~

yA

~P'+~~+P.)+~-0.
($$~

~"y
p1 %~9

9;"
V'1 T Î~9) ~y

dove<&è da cateolarsi in funzione di p, q dalle formole

(84) ~<==W, 2g==At4'+Wt=

=. «f' + 3 p~W+ (1 -f) W+ 2 Mt4'

-2MW+C

Convieneancora osservare che la normale alla S giacente nel piano

tangente di S ha ivi una posizione esclusivamente determinata dall'ele-

mento lineare di 8. E infatti dalle formole (8) pag. 210 risulta che essa

è parallela alla tangente della linea P=='costante sopra Se.perle(l)

pag.206, la sua distanza dal punto x, y, di contatto è data da P \/A)~.

Dunque: ~'M(M<!occ!MMK%KeMfpe~e S della classe (I*) la super-

/!cMS non fa altro che <~ofM)<tf~e le M~'MMtH S, che~tace«MMnei

piani tangenti ~t S, rimangono~KMtWo&~eM~~0~ alle ~SS~OMtdella S.

Aggiungiamoche inversamente le superncio appticabiJiS a eut siamo

cosl condotti sono le più generali supei'&cteaile quali possonoassociarsi

congruenzedi raggi, individualmente giacenti nei piani tangenti di S~
e che in tutte le deformazioni di questa rimangono normalia superficie
deUa classe (I*)

§.306.

OaM di nna saperSoie S d'area minima.

Possiamo ridurre a forme semplici il < dato dalla (31), osservando

che, per questo calcolo,è iecito sostituire alla primitiva superficieS una

qualunque sua parattela, senza che si alteri la superiicieS inviluppodei

Por le dimostrasioniveggasi la mi&memoria:jS'«Natde/brma~Me<M!e
cox~MexMe MpMo&!MKec<o< <f<st<pe)'<e<!p~<<!<t&«<(Annali,t. VI,1901).
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piani dei circoli nè la superneioS determinata dalle eoordinate tangen-
ziali (X, Y, Z, W). Cio risulta datt'osservazione, di facile veriftca, che

se 8 è una superficie qualunque e (~, W) una coppia di funzioni che

individuano un sistema cMico ad essa ortogonale, par una saper&cie

Si parallela ad 8 e distante da questa di si avrà una coppia analoga
nelle fnMioni <p,==<~ h W, W, = W,ed i circoli del secondo sistema

giaeeranno nei piani stessi del sistema primitivo.
Cib premesso, osserviamo che se S è una superficie soddisfacente

aUa(I*). cioè alla relazione

(I*) <!t-+&~+~+~==0,

fra le sue parallele vi sarà una superncie d'area minima se c='0 ed

una superncie a curvatura costante se c 0. Eceezione si ha soltanto

nel caso in cui <tc–&'==0; ma allora la (I*) si scrive

(&f,+<t) (i!'f,+<!)==00

e dimostra che l' unoo l'altro dei due raggi di curvatura della 8 deve

essere una costante, cioè la S sarà una snperneiecanale.Noi trascuroremo

questo caso perchè, sebbene le proprietà del sistema (A~, (B*)vatgano
anche qui, le conseguenzeche se ne deducononon hanno interesse akuno,

la superncie inviluppo 8 risultandoallorasviluppabiie.Concludiamoche

ci possiamo limitare a trattare i due casi seguenti: l." la S sia adarea

minima, 2.<*la S sia a curvatura costante.

.l.'caso: H=0 0

La (I) dovendo ridarsi ad H ==0, dovremoavere

a=0,f=l

e rimarrà arbitraria la p. Inoltre, cangiando neUo (A*), (B*) t,W in

+ h, W + k con h, convenienti costanti,potremo, senza alterare la

generalità, sopprimere i termini costanti m, n rendendo

j~+M'='0, –~+M==0.

Dopo di ci6 le (32) ci daranno per P, Q i valori

1 ci' 1

P– Q=$"~
indi

Q-PW==~.
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Inoltre la (C) dimoatra che si ha

(86) A,~+W'==3p't'W~C,

e possiamoquindi colla (81) ca!co!arol'elemento lineare di S. Posto

ch

calcoliamoloin coordinate curviHnee <, Wed avremo

n ,t ~M
<?*-<?'+~<!W(S+(2~ W+C)~ds' = dl'

~w w
elW dt + (2 cfIW + C)

pt W4

Ora se poniamo

w–< «+*' 1

questa
W==e ,+~,

questa diventa

(86)
~== a

+ f a « + 2 c+ C e"' 1 d~

Se C===0 l'elemento lineare précédente appartiene alla superficie

complementaredel paraboloide di rotazione (§ 297).Qnando 0~0, au-

mentandov di una costante si pub fare C == ± 1 e la (86) non diSërisco

cheper un fattore costante dalla (15) (pag. 215), eioè le snper8de S for-

mano la nuova classe completa di superficie applicabili determinata da

Weingarten. Colle presenti ricerche queste suporScie 8 vengono cosi

geometricamente coltegate alle superScie d'area minima per mezzo di

unacongruenza di raggi giacenti singolannente nei piani tangenti di S e

che, in qualunque deformazionedi S, rimane normale ad ana superneie
d'area minima.

Esaminiamo in fine le superneie integrali di un'equazione del

tipo (IX)

tipo(lx)

(lx)
3'd)

fil[le
a<<~

39
QI,+ N)

9<~4)
0

~~P'+~+~+~~O
0

che il metododi Weingarten associa (§296) alle superficie8~d' elemento

lineare (36). Per trovare la eorrispondonte equazionebasterà caicolare

in funzionedi p, q, essendo

p=~W, 2a'=At<))+W

cio che dà, seconda la (85):

Sf~~C
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e quindi per la relazione fra i raggi di curvatura di X:

(87) p.+~=~C.
P

Biaulta dalle ricerche superiori che queste supersoie S hanno una

rappresentazione isoterma delle lineedi curvaturae le loro superficiederi-

vate col metodo di Weingarten sono le superficied'elemento Uneare (36).

§. 807.

OMOdi una mperaoie S a <mrv&tara.costante K.

Veniamo ora al caso in cui la superficieS sia a curvatura costante K.

Nella (I) dovremo porre allora

p==o
e, rimanendo 'r arbitraria, dovremo assumere

a==(Y-l)K.

Cangiando nel sistema (A*)'t', Wm 4' + A,W + potremo ancora

rendere, senza alterare la generalità, Mt=: 0, M==0, purchè sia 0.

Quando sia 7 <=0, indi K = –K, potremorendere ancora w 0, restando n

arbitrario. Il aeguito della discussione ci conduce quindi a distinguere
due casi,nel primo dei quati si ha a o, ? a0, e nel secondo<?c-o, s0.

l."caso<M==M=0.

Allora le (32) diventano

p 1 o__ TW

(Y-l)K~ (ï-.l)K~'
indi

Q-pW~,
mentre la (C) ci dà:

(87*) A~+W~(f–l)[K<&W~+C.

L'elemento lineare (31) della S, prendendoper variabili

?==< <&

diventa

(38)~~)~+~~<S~4-[(.r-l).i''(K-<')+c]~~j.

l
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Pongasi ora

.t. <? <~

cioè
<ft=,e't-Y~d<Mt,

eioe
11

<-=.
e risutter~ la forma tipica

~a~ f a~) i )

(88<')<~=~~ ï-+(f-l)K- ï-~+C~
¡

CatcoHttmoora la relazione (IX) che lega i raggi di curvatura delle

super6cie Xdedotte dalla classe di superficie S d'elemento Hneare (38*)
colmotododi Weingarten.Qui dobbiamo calcolare4' in fuMîone di p, q
dalla formola (87*), ci6 che d&

Sg-(7-l)K<f-(~-l)F'+C,

e la (IX) diventa quindi

P.P.+(f-l)F(p.-t-(Y-l)(2g–C)==0.

Le superScie S integrali di questa equazione d'Ampère hanno a
comunecolle superficie a curvatura costante t'immagine sferica delle
linee di curvatura. Si osserverà che per Y==<0 esse diventano le super-
Scie considerate al § 802.

2."caso

Y=0, w=!0.

EMondo~=0, w =a–K, le equazioni del sistema (A*) diventano

/KE~+MD

(D)
<&“

= K F 4' + n D'

.~='–KG4'+)tD"

e le formole (82) danno

pc=,JL û–.J!L o_pw– "–W
f='g~, ,Q–0–fW-

mentre pel valore di A, <t'calcolato datta (C) abbiamo

(39) A~ === 2 ? W K + 0.

Ora esdudendo qui il caso n ==0, superiormente trattato, non alte-
riamola generalità assumendo?'='1, per il che basta cangiare in o 4'.
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In secondoluogo, siccomeW è determinatoper quadratura dalle (B*)

pag. 280 soloa mène di una costante additiva, possiamodisporne in guisa

che riaulti C <=0, indi avremo

P=JL o-PW-LrW
K~ K~

(89*) A~-t-W==W–2W–K~.

La formola (31) dà quindi per il &' della snperMe S:

(40)
(l-.2W-K~')df4''+3~d~~W-t-d!W

(40) ots'=

Se poniamo

4'<=±~e", W==«–e,
j&

questo assume la forma tipica seguente

(40*) ~==~+
2(<M)e-

Se calcoliamo m fine la corrispondente equazioned'Ampère per le

superficie S, dobbiamo fare per la (89*)

3~=.p'–3p–K~,

onde l'equazione d'Ampère per le attuali superficieE si scrive

(41) hp,+(l-F)(p.+P<)+2!!+l=0.

Queste saperScio hanno anch'esse a comune collesuperfOe a cur-

vatura costante l' immaginesferica delle linee di curvatura e la classe

di supM&eieapplicabili che il metodo di Weingarten ne fa derivare è

definita daU'oIemento lineare (40*).

§. 808.

Le quadriche immaa~M'ie d'elemento lineare (38*),(40*).

Abbiamo già visto, ai 298, che le superficieapplicabili S derivate

col metodo dei §§ precedenti dalle superScie d'area minima sono appli-

cabili sopra una quadrica immaginaria tangente al circolo immaginario

aU'inSnito. Vogliamoora constatare che una proprietà analoga ha luogo

per le superficie S~d'elemento lineare (88*)e (40*)che abbiamo dedotto

superiormente dalle snperncie a curvatura costante.
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Per cK)cominciamoeoU'QMorvaroche, seconde i catcoUesegaiti at

principio del presente Capitolo, se si pone

3~ 9~
à7p aq

~+~2~-2~-3~,
9

av ag 1

U<S*delle nostre snper&cieS sarà dato da

~'=,g;'+(jh}'-<K'; i

avremoper c4buna superScie (immaginaria)applicabile sopra S, ponendo

9~

~9~=~
(42)

~+~=2~~+2~-24..

Ora distinguendo anche qui i due casi trattati separatamente al §

precedente, avremo

1.' caso

(7-l)K4''='2g+(Y-l)p'-C

_F_ 1
9p "K4'' 9? '"(Y-l)K~

2.~ 2~+~+~+C
"p~i-~ïag- ~_i)K~' (-r–i)K<&
indi

-9-, Y-io-
1

~A~(~~)K<~

F' C
y-t-t~<P

e per d6

(43)
(y+~)~)~~4-C(y-~)'

Questa superncie è una quadrica immaginaria a centro, che ai rieo-

nosce essore tangente al circolo aU'innnito. E infatti se nell' equazione
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deMasua conica aIl'inSnito

<y-H<')(y–«')––r -C(y–~)'==of

sostituiamo per le coordinate omogeneea!,y,< le quantità proporzionali

a;=~(l-~):2tA:l-t-

che danno le coordinate di un punto sul circolo aH'inSnito espresse

razionatmente pot parametro~, abbiamo per determinare requMione

di 4." grado

(44)
~(i-~+C(l-~==0,

le cai radici corrispondono ai punti d'ineontro della conica col circolo.

Ora la (43) ha la radiée doppia ==1, cioche dimostra appunto quanto

abbiamo asserito. Le altre due radici della (44) sono date datia equazione

di 2.* grado

––(1+~+C(1-0
Y.–

e sono dîstinte dalla précédente ).== 1 se f 0, cornequi supponiamo;

sono inottre distinte fra loro per 0~0. Quando C ==0 invece coincidono

e la quadrica (48), che e allora di rotazione,diventabitangente al circoto

aU'Mnito
2." caso

Nel secondo caso abbiamo

K$'~p'-2F–2g

e quindi le (42) diventano

p–1 -1

~=='K~' .=K~

~+~=A-

Di qui abbiamo per l'equazione della superficie

(4S) (y+~)~- ~)~y+~)~~
i

questa è una quadrica. che <MOt<~il circolo immaginario aIl'inSnito,

poichè la corrispondente equazionedel 4." grado in ha in qaeato caso

la radiée tripla X==1 e la radiée semplice \== 3.
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§. 809.

0&Mi&oui 0~.0Mll& (87*),e KitUtioM coi teoremi di Gaiehard.

Volgiamociora allo studio di un caso particolare dei risultati ottenuti,

al caso in cui, la saper&eieS essendo a curvatura costante, i valori

iniziali di
9~ 9<&

~9.' 9.'

per la coppia (~, W) di soluzioni delle equazioni fondamentali, sono

scelti in gaisa da rendere nulla la costante C nella (37*),cioù da sod-

disfare all'equazione del primo ordine

(46) 4' ==(f 1)K f W.

AUorala superûcioS inviluppodei piani normali aUe îinee ===cost.

sulla S è applicabile sopra una super&ciedi rotazione, poichè la (88),

col porre =ce", diventa

(46*)
~Y,

(Y-1)~+2~{-(K-~<

e pone appunto in evidenzal'elemento lineare di una superficiedi rota-

W
zione, nella quale le linee t ==costante, osaia le

==
costante sono i

paralleli. Prendiamo ora a considerare la super6c!e St complementare

di S rispetto alle geodetiche deformate dei moridiani e siano

M=~ M,=(a;)

due punti corrispondenti di 8, St. Dimostriamo che questo punto MI

di SI trovasi sulla normalein M ~(~ y, .f) alla saperneie S ed 8 !'in-

tersezione di questa normale colla congiungente il ponto M col centro

Mo~(~fe) del circolo del sistema ciclico ortogonale ad S, indivi-

duato dallacoppiascelta (4*,W)di soluzionidelle equazioni fondamentali.

Per cio osserviamoche si ha

(47) ic.==.ii;+P7(«!,<~)+QX,

ove, per le (32),'P, Q hanno i valori

p
1 o=,L~–

(?-1)K<&' (?-1)K4''
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e d'altra parte le formole generali a! § 279* danno per le coordinate

0%, del oentro del circolo

(48)
~'='a' 7

(«!,<?).

Le coordinate yn del detto punto M. d' incontrodella normale

alla S in M colla fi hio saranno quindi date da

~a!+~ ~=='+t~ ~=~+~

i moltîpMcatori essendo sceiti in guisa che riaulti

).+t.=l, ).p-~==o;

a causa dei valori (47*)di P, Q della (46) ne dedaciamo

(48*)
~~a!X,~=y-~Y,.ft==~Z.

Si tratta ora di TeriScareche la superficieS. luogodi questo punto

Mt~(~), y,, ~) è precisamente la complementare di S. Intanto la

retta MIM ë certamente tangente in M alla 8; ma conviene provare
che essa ha in M la direzione della deformata del meridiano, cioë che

è normale alla tangente delle linee t = costante. Ora i coseni di direzione

della Mt M sono proporzionali alle diSërenze

~tt~–y~t.
Ctoè ai bmomii

WV(a;)-A~.X, WV(~)-A,Y
WV(~~)–A,4'.Z.

D'altra parte le formoie (8*) § 298 (pag. 210) dimostrano che co-

seni di direzione della tangente alle linee Q–PW==~costanto sulla S

sono proporzionali alle tre espressioni

6~WX+V(a;,<&), <)==WY+7(~)

C==WZ+7(~); i

e poichè si ha identicamente

2(WX+V(~~))(W7(a!)-A,X)==0,

ne risulta appunto rasaenta ortogonaUtà.
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VerMchiamoln due che la superficie S; luogo di (~t,) &pre.
cisamentela complementaredi S osservando le identità

\'t~' WlfJ-O~~vi~ V~ n
2~==1 ~X+-7(~~XJ~-X~==0

(49)

a
(cf»

4'
aXI

(49)

31»L 1
wx+ v(x,4» ai 3

<1) Wài 0
2~WX+.(~)~-X~)-~j=0.

le quali seguonodalle altre stabilité al § 296:

V(x~~)
ax 3<1> Y,

'Dx fi ax
a4>

2~S

~(~v(l»,w -à~ V x ~=~

Le (49) dimostrano che T),C sono proporzionaliai coseni di dire-

zione della normale a SLin (xi, y,, ~), e provanoquindi che 81 è la

complementaredi S, come si era asserito.

Ora deformando comunque la S, le osservazionialla fine del § 805
dimostranoche la congruenza delle normali alla superficie a curvatura

costanteS, tracciate nei piani tangenti di S, rimaneinvariabilmentelegata

alla S in queste deformazioni.D' altra parte anchela superficiecomple-

mentareSi, mentre la S si deforma, subisco una deformazionee la

congruenzadelle normali di S esce dai punti di S; stessa ed è inva-

nabilmente legata aile sue deformazioni. Gli studi ehe abbiamo fatto

al Cap. XVII sui teoremi di Guichard, e più precisamento i risultati

conseguitinei §§ 388,259, dimostrano che la 81sarà applicabilo sopra
una superficiedi rotazione che potrà offrire cinque -forme distinte ivi

enumerate,e la congtnenza delle normali di S sarà precisamentequella
che trovasi, nei teoremi di Guichard, associata aile deformazionidi St.

§. 810.

Inversione dei teoremi di ChdchM'de superficie

a oarvatara oostamte derivate.

Le ricerchecompiutenei §§ precedenti ci pongonoin grado di proce-
dera alla M!peMtOHedei tooremi di Guichard e di dedurne quindi un

importantemptododi trasfortU'Miouodelle superficiea curvttturacostante,
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Ad ogni superficie S, di rotazione di una déliecinqueforme troYate

ai §§ 268, 369 i tooremi di Guichard associavano una congruenza di

raggi UBeentodai punti di S, ed invariabilmente legata alto deforma-

zioni di questa in guisa cho, in qualsiasi deformazione, la congruonza
stessa rimaneva normale ad una superficieS a curvatura costante.

Noi abbiamo ora invortito questo risultato provando che, data ad

arbitrio una superficieS a carvatura costante,si pu6 sempre considerare

la congruenzadelle sue normali corne uscente dai punti di una super-
ficieSLapplicabile sopra una delle cinquesuperSciedi rotazione, la gia'
citura della congruenza rispetto alla 8, essendo precisamentequella dei

teoremi di Guichard.Invero ogni coppia (<&,W) di soluzionidelle equa-
zioni fondamentali

~M==(T-1)KE~ + -rDW

(E) (7-1) K F + -r D'W (f costante arbitraria)

( ~==(7-.l)KG$+~D"W

9W_FD'–GD9~ FD–ED'9~

(E*)
EG–F* 9M EG–F'

(E*)

f Fiy–GD' 9~ FD'–ED" 9~

9p EG-F* 3« EG-F'

quando i valori iniziali di

$W~9«
siano seelti in guisa da soddisfare alla condizione

(F) A,~==(-f-l)K~fW

conducead una soluzione del problema d'inversioM, le formole (48*)
dando la superncie'St richiesta. Poichè il nostro sistema (E), (E*),(F)
è omogeneo,si vede che: Data «MagMa!MKg«e~Mf~ S o CMMWt~o

eO~<M<e,~t~OMO00~N<p~/MeS. <!0)TtSp<MO'eK~che fM~COMOproblema
<ytM<~MtOHe.

Ricordiamoora che i teoremi di Guichard associavanoad ogni su-

perficieSI non una sola ma due differentisuperficieS,S' colla medesima

curvatura costante queste sono le due falde di un inviluppo di sfere

coi centri distribuiti sopra SL(§§ 258,259). Troviamosubito le formole

che dennisconola nuova superficie a curvatura costanteS', seconda falda

dell' inviluppo, osservando che ogni punto M' =3 (~, j/) di S' è

simmetricodel punto oorrispondente M~(a!,y,jf) di S rispetto al piano
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tangente in Mlalla S;. Osservando che i cosent di direzione dellanor-

male a S, in (a!),<')) sono proporzionali a

ne deduciamocon un semplice calcolo le formole definitive:

d = x
2<1»1>

IWX+,V(M"D)l~='(T-1)~-W)~+~

(60)
2 ID

[W Y -1-v (Y'ID)](M)
~l)~w')~+~

/='(,-D(~+~~L

Si avvertirà subito che, secondo le formole(c) al § 273* (pag. 162),

questa seconda superficie S' a curvatura costante K È essa stosBanor-
male ai cirooli del sistema ciclico individuato da (' W), ta quai cosa

segue anche facilmente da considerazioni geometriche.
Cosl da ogni superficie nota S a curvatura costante K, integrato il

sistema deUeequazionifondamentali (E), (E*),deduciamouna tripla infi-

nità di nuove superficieS' colla medesimaeurvatura costante date dalle

formole (50). Ritorneremo in altro capitolo (Cap.XXV) augU importanti
risultati ora stabiliti.

§. 811.

Oaloolo diretto deU'elenMnto Uneare doUa oomplementare s~

Si è provato al § 309, utilizzando i risultati già stabiliti ai §§258,

259, che la superficieSt complementaredi S è applicabi!esopra una delle

cinque superficietipiche di rotazione che abbiamo visto figurare nelle
ricerchesui teoremidi Guichard. Non sarà inutile constatare direttamente

questo fatto partendo dalla forma (46*) dell' elementolineare di S e

corcandc, colle formole del § 136* (I, pag. 296), l'elemento Unearedella

complementareS,. In primo luogo se nella (46*) poniamo
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ridurremo il <&*aUa forma tipica ortogonale

~-d).K~
(Y-l) K' (K-~) (f-1) K*

ossia, ponendo

'j~
K-t~

1P1//(~-1)K-K_t~
-v~.

alla forma normale

== < + o~
Di qui deduciamo

dr _<
~nyK~Kp

e quindi, applicando la formola (b*) del citato § 136*,avremo per l'ote-

mento lineare <&'deUa complomentare S'

~(f- (f~)K~~
(~-i)K--r<

+ <'

Se poniamo

,-i.

potremo scrivere

~==~)~+~-i)K~r]~.
(1-1)x

1

Per trovare la superficiedi rotazione su cui la S' è applicabile,scri-

vendone l'elemento Uneare sotto la forma ordinaria

(52) <[l+<)."M]<(-~d'p',

dovremo identificare la (51) colla (52) ponendo

t.==~y~-l)Et' (Acostante)

e restando arbitraria la scelta del valore della costante Otteniamo

per ta! modo

r~L- K~4.K.~

~,=(r)
b'n r~w-.i J

fM=~ K~
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Convieneoradistingueresecondeche la curvataracostanteK di S
6 positivao negativa.

l." caso K positiva.

Poniamo K ça ed osserviamo che dalla (F) pag, 244:

~==(Y-1)~-?W

risulta che, volendorestare nel reale, la costante y, del reste arbitraria,

dovra ossere tale che risuiti

-r(?-l)>0.

Potremodanqnenella (53) prendere in guisa chesia

·

e l'oquazione detta curva meridiana diventerà

~~(~=,l)~+<t', >

cioè

~=,1

Y-l

Siamo cosi ricondotti all'ellissoide allungato dt rotazione o aU'iper-

boloide a due falde del teorema di Guichard (§ 268), e precisamente

avremo il primo caso od il seconde, secondo che Y (ovvero~–1) è ne-

gativa o positiva. Non sarà inutile ossorvare che la (F), seritta sotto

la forma

A~+W==(Y-l)~w), y

dimostra che nd primo caso sarà

~<a*.

nel secondo invece

~>
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2."cMo K negativa

Poniamo K"
RI

ed osserviamo che essendo per la (F)

A,<&+W==-l)(~+w).

dovremo assumere f -1 1 negative,poniamo

y 1
R*

Y-l=-a!

ed assumendo nella (53)

~(ï-l)=~,
cioè

~==~, i

l'equazione della carva meridiana sarà

~=<),M~Rf-
J'V~'+e'-B' Ro

Questa formola coincide precisamente colla (34) del § 269 (pag. 108)

e completa le verifiche proposte.

§.812.

AppliOMtonidel metodo di Weingarten alla geometria eUittioa.

Da ultimo del nuovo metodo di Weingarten daremo alcune applica-

zioni alla geometria degli spazi di curvatara costante, che conducono

ad interessanti raffronti.

A tale scopo ci serviamo di quella rapprosentazione conformedello

spazio a curvatura costante

K.-±l

sullo spazio euclideo che si ottiene assumendo il <&*dello spazio curvo

sotto la forma al § 1S9 (I, pag. 845)

d8'= ~+~+~

~+~±~
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Oonsideriamonello spazio curvo ana superficie 8 le cui curvature

totale média

K <~ H !=3 -)-
ptct pt

Bianolegate dalla relazione lineare intera a coeNcionti costanti

'+'~+~+'PlPo Pl Pt

È tacite vedere che la saper&cieS immaginedi S nello spazio euclideo

apparton'a alla classe considerata da Weingarten, sarà cioè un intégrale

dell'equazione(IX) d'Ampère (pag. 198)

-L 1 n
%+~~+~+9?"w "1 ~~a-q"1 î- age

essendo y una Mnveniente funzione di p, q.
Se ricorriamo infatti aUe formole del § 222 [(57*) I, pag. 618], che

legano le due curvature della superficie obiettiva S con quelle dell'im-

magine euclidea X, ed oBBerviamoche essendo qui

~=a:'+~+~±~==2<ï±~, >

si ha

~2(!cX-t-~Y+~Z)~2p,

le citate formole diventano

~-=(~~)~(~~)(~~)+~'

'j'

= 2
4 rt

2 P 2
g::è

+ + 4:p'

~~(~)(~~)-
Sostituendo nella (84), troviamo che la S e un integrale dell' equa-

zione seguente d'Ampère:

(66)
~~±~+~±~(6-2~) ~+~+4~4~+c=.0.

Questa, ponendo'o

(M) ~4~+.,

~~i- 4

si sorive appunto sotto la forma (65).
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Ora dalle superScie intégral: (Ma (66),avendoa, b,o valori costanti,

il metodo di Weingarton fa derivare una classedt superRcioappUcaMU

dello spazio euclideo, delle quali si tratta ora di calcolare l'elemento

lineare.

Scindendo per ci6 nelle formole auperiori te due determinazioni di

segno, consideriamo dapprima il caso ellittico; allora si ha dalla (67)

<t.

t~
o

~"(~r'

e l' elementoliNeare sarà da caleolamidalla formola (VIII) pag. 198

~(.)(~+~(~

Ora cangiamo le variaMU g in a, p colle formolo

~-2<! q
,p

~c=~ pc=s–

2?+~ 2<?+~

ossia

~4~)~

allora avendosi

~=.p-6(a+l)

=. 26p(K+ l)-«p'-c(K+l)',
9g

la sostituzione nella (68) ci darà:

(69) <&'=(<t~-&~)'+(6~-c<?K)'-[ep~+Cft<)!<t-&(«~+p~)]'.
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QttMtoelemento Uneareappartiene al paraboloide immaginario

a)=.op-6<!t, y=.6p-cet,
~=='~<+ce!26<tp),

OSBia ` ,a

~3(~[~+~]'

che puo ridursi evidentemente (cangiandogU assi a;,y) alla forma

(60)
~+~=-2~,

con p, g costanti reali qualunque.
Ne condadifuno Z<<t(j~ensttMM~Me<M!esttpe~c~ (Mo sp<M~~!<«<<o

appartenenti aKa classe (54) ~x~e <tKaWc~'e~ <M!es<<pe~e (~

~ajHo e!«~«!eo~~co&~t generalepo~aMoM~(60) a p<tMMM~

p!<f<t<M~e«MMMyttMW.
Del resto, siccomead ogni superficie dello spazio etUttico délia

classe (6~)è parallela una superficie a curvatura costante, non si altera
la generalità supponendob = 0. Notevole è il caso in cui inoltre a = e;

aUora la superficiedello spazioellittico avendo '= 1 è a curvatura
Pl P2

totale nulla e d'altra parte la (59) diventa

<<t~(l-(t')a!w'–2<!tp~M~p+(l–~<?p'<

che, colle sostituzioni

<xesj) cosC p <=' p sen9,

assume la nota forma (§245pag. 64)

~.=~(l-p')<+p'~ t

délie évolute delle superficieW per le quali

t., t., =sen (f, +

Abbiamo gi&imparato a trovare in termini finiti tutte queste super-

ficie, corne puretutte le superficiea curvatura nuUadello spazio ellittico

(Cap.XIV) ora vediamoche i due problemi sono perfettamente equi-
valenti.
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§.818.

Ap~iCMioni aMttgeometria iperMica.

Affatto analogamente si puo procedere nel casoiperbolico,ove nella

(67) vate i! segno saperiore. Facendo qui il cangiamentodi variabili

a.c=< p~

2~, 2,-

da cui

2p=,-i-.2~c= 1
~'=a–l'~a'='

ai avrà

~==~-6(~1)

~==2&p~–l)-e~-c(«-l)',

e quindi per l' elementolineare delle saperScie derivate si trova con

un aempUcecalcolo:

(61)&'=.(e~–6~-(e<?a-&~)'+[<)<!t~+ap~-&(<!tjp+p<ïa)]'.

QNMtoappartiene al paraboloide
t M

a!==<tp-a, y-==~(cct–&P)), <'==e-+o~<!<p,

che, se non ci preoeeupiamodeU'immaginario,è lo stesso paraboloide
come nel caso ellittico.

Ma, ponendocidal punto di vista reale, consideriamotre casi parti-
colari notevoli:

l.* Poniamo in primo luogo

<!6==.l, &as0, C==-l,

sicch~ la (64) diventa

~-=1 1,P~
e le super&cie dello spazio iperbo!ico sono quelle a curvatura totale
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MHa. L'etemmto tinearo (61) diventa

<== (~1) d'2Kp<<!t~~+(p'+l)fïp'

e colle sostituzioni

a'-=pcosh0 peapsenhO9

assume la forma

<b'==(p')<!{<'+~6*.

Q)t68taappartiene alla supersoie complementare del paraboloide di

rotazione (§ 246); tutte le superRcio di qoesto elemento Mneare sono

note e quindi anche tutte le super&oiea curvatura na!!a deUospazio

iperbolico.
2.*Poniamo ora

<!s=0, 6~1, <!==–2

con che le superficieE dello apMio iperbolico diventano quelle colla

curvatura média ==2 e la (61) assume la fonna
('' [t

<~ = [2<x+p)'-8]~'+3[~+2(~-1)] <~+(et* .-l)<!p'.

Questa coUesostituzioni

c c=log(a + p), 2«===2 et* -t- 2 a p 2 log (« + p)1

si traduce ne!I'a!tra

(62) <&*=!<?«'+(2«+2e-e")~,

che abbiamo già incontrato al § 298.

8.° Facciamoin fine

e:=-2 6==11 c==0,

doë consideriamola superScie delto spazio iperbolico per le quali

Pt+p<==2.
La (Cl) diventa

<~==(l+~~+2{~-h2(l+~+)2p+a)'+8)~,

che, ponendo

.=.log(~+p),2<t==-;2<tp+2p'+21og(.+p)+l},



assume la forma

(63*) ~'='<~+(2M+2<'+e")<j~.

AI § 298 abbiamo veduto che si possono determinare in termini

6niti tutte le superËcie d'elemento ItMtn'e (68), (62*).Questorisuttato
di Weingat'ten assume adunque nella geometria iperbolica il signiScato

Beguente:
J~Jc Sp(MM)~pe~~ eurvatura K == 1 Sî possono~OMt~ Mt

<~MtM{~M~ <«~e!est~ef/Me per !e~t + == 2 e ~e g<<~ per
P' P<

le (p<aKp. + pt ==2.
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LescperCdeCMunsistem liace<ï!cMtMa planeosferMe
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SopM'acte eci due ttttemt di Unee <HcmvattMa ptaM. Loto «Mtnmi'MM geomeMea oeemido

Oarbanx. Bnper&cte eoa un solo shtema dt linee dt oai-vatafa plane, loro detormina-

ttone pet q<mdtatM-e. S~to-aete modaMtc genemU. SnperBcie modaMte tt direttadee

cfUndrtcs. Sttpm-aotedi JoachttMthat. SaperMe tt Uaee di ourvature ch-cottu). Ot.

eMe di Duptn.–EleoMatt oaratterietloi di MMMperMe a Unee dt carvetaraotrootar).

FMp)-tet& goneratt dei [Noghi de! etreott oMMjttetf delle linee dl ourvetnM d) tum super-
Me qualunque lungo le linee di eM'vat<iro deU*altro o del medetimo ttttem<t. Elément!

fMttttefMei di uM Mpertete con un <!M9Mmdi Mnoe dt oorvatunt piame. –Tectemm
di Btbaaeour.–Sapetaete d'area mMmft colle linee di ourvatem ptane.–SupetBete
a enfvatam Mutante d'Enneper.–NUeotdt paetidoefetiche del Dhi.–SuperMe oon

un ftitteam dt linee di eatvatnm efortobe. Toorema di Blutel e detenntMotcne di

queeto aupCfNdc.

§. 814.

Fonna deU'etemento lineare sJMoo

riferito ad un sistema doppio ortogonale di cirooU.

La classe di superficie, di oui trattiamo nel presente capitolo, ha

formato l'oggetto delle ricerche di un gran numéro di geometri; noi

ci proponiamo qui di far conoscerei pnncipali risultati della teoria, che

permettono di riguardate queste superficie come perfettamento note.

Cominciamole nostre ricerche dal caso più semplice,quello delle super-

ficie eoM<««e linee <M<!M~<it<<t~piane. Osserviamo dapprima che per

le proprietà delle curve evolute,le superficie~<~M&M<di questa classe

sono tutte e sole quelle che hanno per spigolo di regresso un' elica.

Lasciandq da parte questo caso ovvio,per determinare la nostre super-

ficie rieorreromo alla loro rappresentazione sferica (Cap. V). Per le

proprietà di questa rappresentazione è chiaroche l'immagine sfericadi

una linea di curvatura piana è un circolo(minore)della sfera, giacente

in un piano parallelo a quello della linea di curvatura; e viceversa se

Fimmagine sferica di una linea di curvatura è un circolo,questa giaeorâ

in un piano parallelo a quelle del circolo. ")

MSi rteordi chele Uneedl curvatarasonocM&tterizzatedallaproprietàdi

avere le lorotamgcnttparallelea quelledoMalorotmnMginesf&Hca(I, pag.161).
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Le immagini sferiche delle !inee di carvatura dettenostre superficie
fonaeranno dunque un doppio sistema ortogonaledi circoli. Sappiamo
che un tale sistema si ottiene, nel modo più generale, intersecando la
sfera con due fasci di piani i cui assi siano rotte polari reciproche
rispetto aUasfera (V.'I, pag. 108), onde risulta intanto: & superficie
on <M~e MMee curvatura piane, i piani (~~ H<MC(? curvatura
<M!'«M~eMa sonoya~Mt ad mm retta, ~H delMcoad'o~<eM<!ad
WMseconda retta perpendicolarealla prima.

La prima ricerca che dobbiamo fare 6 que!ta di trovare la forma
dell'elemento lineare sferico, riferito at detto sistemadi circoli.Convione
per ei6 distinguere due casi e cioÈ'l." le due rette polari rispetto alla
sfera sono tangenti coniugate (ortogonali)di questa, 2." le due rette po-
]&rireciproche rispetto alla sfera non sono tangonti a quMta.

l." caso.

Considerando la sfera

X'+P+Z'~l,

prendiamo per le due tangenti coniugate r, il queUecondottepel punto
(0, 0,1) parallelamente agli assi 0~, O.c.Le equazionidei piani dei due
&Mi si scriveranno

x + u (< 1) es 0

y+p~–l)==0,

indicando con u, e i parametri cbe individuanociascunpiano nel rispet-
tivo fascio. Le coordinate X, Y, Z del punto («, o) deUa sfera si otter-
ranno dalle tre equazioni

X'+Y'+Z'==l,X+«(Z-l)==0,Y+f(Z-l)==0,

d6 che dà per le formole richiesto ·

Y- ~« v_ 2~v M'+c'-l 1

~"M'+~+l'=~T<Tl'

Queste esprimono le coordinate X, Y, Z in funzione dei parametri
«, c del doppio sistema di circoli. Si osserverà che la variabile complessa

tt=;«+t<'

none altrp che la variabile complessa della sfera introdotta al Cap.ni
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n

(I, pag. 110); le (1) possono scdversi

ir~idji v– 1 Ttt–1
~~+T'~?T~T'FT'

e danno per l'elemento lineare sferico

~4~
(TT.+1)"

e

ovvero

,4(~'+<~)?
'~==~q~~pi~

2."ca80.

Prendiamo per sompUcitàper asse delle la normale comunea r,
e gli assi Oa!,Oyrispettivamente paralleli &queste rette. Supponiamo,

per fissare le idee, che la retta r sia esterna alla sfera, quindi la

interna; aUora le coordinatedei punti ove r, incontrano 1' asse.e' saranno

(o.0,~(0,0,~),

essendo a una costante positiva e <~ 1. Escludiamo qui il caso in cui

sia ==0 perchè allora il doppio sistema di circoliconsterebbe di meri-

diani e paralteU; questo caso è già stato esaminato al § 83 (I, pag. 176)
corne corrispondente alle superficie modanate a sviluppabile direttrice

cilindrica.

Le equazioni dei due fasci di circoli si serivono quindi

a; (<«) =='00

y-O,

essendo tt i parametri dei due fasci.I.

Cangiamo parametri ponendo

\s=: tSM~ jj, ==: teh c, <~)

Vl-«' ~1~

e ne deduciamo subito le espressioni di X, Y, Z per le coordinate u, v

M8î osservi che soloper [)i]<; il pianoy–~ <=0 sega

reatmentela afbra.
~f~ a
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colle formole

(4) x yr~'?M~<t y q Vr'~senhc .~co8«+«coshp4
eoshf-t-~cosM*

°
cosh v +a ces «' ~coshf+eeosw

L'elemento lineare sferico assume conseguentemeniela forma

du' +
)0) (M'=s

(coahe + a cos w)'

Si osserveràoho, conformementeai risultati ottenati al 97 (I, pag. 211),
tanto l'elemento lineare (3) come il (&)hanno la forma

(a) da, du' dv'
(.)

<

ovo è la somma di due funzioni l'una deUasola u, l' altradella so!a c.

§. 315.

OeMfMioM geometrica di Darboux

per le superaoiea linee di ourvatura pime.

La ricerca di tutte le superficie con ambedue i sistemi di Unee di

curvatura piano è ora ridotta a quella delle superficie che hamno per

immaginedelle linee di curvatara il sistema (u, f) di circolidella sfera

corrispondentealla formola (3) o alla (5).
Basterà per cio applicare il metodogenerale che al § 82 (I, pag. 174)

abbiamo dedotto dalle formole di Weingarten relative aile coordinate

tangenziati. Indicando con W la distanza algebrica del piano tangente
alla superficierichiesta dall'origine, dovremo determinare Wdall'equa-
zione di Laplace relativa alla forma (a) dell'elemento lineare sferico:

9'W 31og~W.31og~W.
3M3p' 3M'3<r'

Ma poichè qui si ha

yx?`

9< t

il cangiamento di fnnzione incognita W

w–
W=~.
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riduce la precedente alla

~W,

la soluzione più generale del problema proposto si ottiene dunque
ponendo

w- y

indicando con U, V due funzioni arbitrarie di «, v rispettivamente.
Ne risulta che la più generale superficie a linee di curvatura piane,

nel caso deU'demento lineare sferico (3), sarà l' inviluppodel piano

(6) 2«a!+2<'y+(«'+f'l)~==.8(D+V),

e nel caso (6) dell' altro

(6*) Vi- ~'8en<t..t:l- a'Benhe.~+(co8«+aco8hf).e"-U + V.

Eseguiamo i nostri calcolinel primo caso, osservazioniperfettamento
analoghe valendo nel secondo.Il piano (6) pao riguardarsi comeil piano
radicale delle due sfere

(7) a!'+y'+<'+2«~+(M'L=2U(9)

(8) a!'+~+<2cp–fe'L=.–2V.

Al variare del paramètre « la (7) ci da una semplice infinità di sfere,
i cni centri sono distribuiti sulla curva del piano a!.ffIl

cioè sulla parabola

–H~)'
cîoèsulta parabola

(9)

mentre il raggio, essendo U funzione arbitraria di u, varia con legge
affatto arbitraria.

Similmente le sfere (8) hanno i centri distribuiti, nel piano y~, sulla
cnrva

~) 2
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cioè sulla parabola

(10)
~-2(~+~

ed il raggio délia sfera varia ancora con una legge qualunque.Le due

parabole (9), (10) giacclono in piani perpendicolari ed hanno ciascuna

rispettivamente per vertice c per fuoco il fuocoed il vertice dell'altra.
Esse sono cioè parabole focalï l'una dell' altra, cioè ciascunaeitil luogo
dei vertici dei coni rotondi che projettano Fattra.

Le più generali superficie a linee di curvatura piane corrispondonti
al primocaso si ottengono dunquenel modoseguente: Prese due serie <?'
di afere, di raggio variabile seconde una legge arbitraria, ed aventi i
eentri rispettivamente distribuiti sopra dM parabole focaii,se si associa
una sfera qualunque della prima série ad una sfera qualunque délia
seconda,il piano radicale delle duesfere invilupperala superficierichiesta.

Servendocidélie formole in coordinate tangenziali (I, pag.173)pos-
siamo scrivere le equazioni in termini finiti delle nostre superficie.Ma

per prosegaire nella intorpretazione geometricaval meglioosservareche
il punto di contatto dei piano inviluppantesi ottiene associandoalla (6)
le due equazioni che ne risultano derivando rapporte ad u e v, cioè

a!-}-M~==:U'

~+p~==V'.

Queste possono anche eonsiderarsicomeottenute dalle (7), (8)rispet-
tivamente derivandole rapporte ad u,v; la prima è quindi l'equazione
del piano radicale della sfera (7) e della successiva nella serie (u) e
similmenteper la seconda. Dunque il punto di contatto del pianoinvilup-
pante è il centro radicale delle due sfere (u), (v)e delle loro successive
nellarispettiva série. Ê chiaro poi che, tenendo fissoMe facendovariare v,
questo punto descriverà una linea di curvatura <t,giacente nel piano
radicale della sfera (u) e della successiva; e similmente dicasi per le
linee di curvatura v.

Considerazioniaffatto analoghe possonofarsi nel secondecasoquando
l' equazionedei piano inviluppante è la (6*).Soltanto alto série oe~di
sfere (7), (8) sono da sostituirsi le altre due

<

(7~ ai'+~'+~+~'i-senM .a!+cos«..?==U i

(8*) ~+y'+~+\/l-~Mnhf .<tcoshc~==–V;
c
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i loro centri sono diatribuiti autte curve

a!==–gVl-0*8eBM
,=.C08M ,y=0 0

==! ~1 a' se~ < s a cegh p o~

ohé sono rispettivamente una e!!i8se ed ac'iperbo!a, focaU Funa deU'a!tra.

Siamo arrivât! per ta! modo alla seguente elegantissitoa costruzione

geomotrîca di Darboux 0 per le più général! superficie a Imee di cur-

vatura piaae:

J~ese (~Me/<tM!~M <M~'e i oui eeM~t <t<<MM~«<t~«<~ wp~t due

OMt«~ /0c<~ e i OMtfa~< <Mft!)M con !<e 0~<M~ Mt CMMOMMa/<Mtf

~M, Mpiano ''<~<<e <!<«-~eM ~MK<j!<<e, !'MK<!della ~MO !'«J~

<Mo secoM~ /<!W~M, wMh~efa pw ~eMe~e M<per/!o<e ~o~a.

~MOCMtM'O~e a!)«!S/CM loro ~MCeS~M W 0!<MCWM<t/<MM~Ke, CeK<fO

ycaMe~ delle gtM~fo ~sre <!eMWce~ !a SMp~OM, ed yMM~ ya~tca~t

CKMCMMa~m e <Ma ~ceass~ MnMtMO i piani <~He ~~e <? cMn~«f<t

dei d'«e at~emt.

È da osservarsi che anche le superRcio modanate del § 83 nentrano

nella costmzione generate précédente. Esse corrispondono ai caso a 0

nella (5), !e lineo «, c riducendosi ai meridiani e paraUeU; atlora la

ellisse s! riduce ad un circolo e l'iporbola focale al suo asse.

A proposito dette superficie ora studiate osserviamo n seguente

teorema, che si deduce subito dalle proprietà della rappresentazione

sferica: & «)M SMp~eM Aa «M sM<enM d't ~wee at c!<nM<«fa ~<<tM<!e

M~ SecOHObSM~M« it<t «M<!9f<tdue ~Mtee <!MfM<Mfap~<Mte,(MMAeM~

a~ MfattMO ~MMe.

E infatti te immagini sfericho di queste due linee de! seconde sistema

saranno due cireoti minori della sfera e questi due circoU dovranno essero

tagHatt ortogonalmente da tutti i circoli immagini deUo Mnee di cnrva-

tura del primo sistema. Questi uttimi formano adunque uti faseio, cio

che dimostra ta proposizione.

~otts été. 1.1, pag. 182.
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§.816.

DetenaiBMiene delle euperBoie

ou aa Bistem&di linee di onrvatara plane.

Passando ora allô studio delle superficie conun solo sistema di linee

di curvatura piane, dovremo scegliere sulla sfera rapptesentativa una
serie oc' di circoli, del resto arbitraria, e presi questi circoli insieme

colle loro traiettorie ortogonali a linee coordinateu,v, con che l'elemento

lineare sferico assumera la forma

(11) ~==Ea~+& 1

dovremo ricercare le superficie che hanno per immaginedelle loro linee

di curvatura questo sistema sferico (u, <').Ora, supposto che le linee

sferiche « siano circoli, la loro curvatura geodetioa -saratunzioneditt

soltanto, cioe sarà
P"

–r.
~EG

essendo U funzione deUa sola u.

La determinazione délie nostre superficie, in coordinate tangenziaii

(X,Y, Z, W), dipende (§82,1, pag. 174) dalla integrazionedell' equazione
di Laplace

9'W _91og_~ 3W 9IogVG 9W
3t<3c' 3p 3<< au 9p°

la quale per la (12) diventa

9'W_9Iog~Ë3W.9W
~=.UVE-

n secondeinvariante di questa equazione è nullo(DarbouxII, pag 28),
essa si intégra quindi con una prima trasformazione di Laplace. Scri.

vendola infatti sotto la forma

~-u~.w)-~(~w).

se ne ha immediatamente l'intégrale generale con due funzioni arbi-
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trarie («), <j'(f) colla formola

(" U
VI

du J~"
t"Ulm d~ t

w-.f~)+jCTM~r~{.

indicando con «, un particolare valore della u.
H nostro problema è dunque ricondotto a riforire la sfora, nel modo

pi&generale possibUe,ad un doppio sistema ortogonale nel quale le
linee di un sistema siano circoli, dopo di che la (18) ci darà con qua-
drature le superficie richioste. Per c:6,scelto ad arbitrio sulta sfera un
sistema oe' di circoli, dobbiamodeterminare le loro traiettorie ortogonali.
Mediante projezione stereogranca (I, pag. 107) riportiamo il problema
dalla sfera sul piano e dimostriamoche la sua risoluzione dipende in
generale dalla integrazione di un'equazione di Riccati. Cio risulta già
da quanto abbiamo esposto al Cap. 1 (ï, pag. 44), sulla determinazione
delle traiettorie ortogonali di un sistema di sfere, quando si suppone
che la curva luogo dei centri sia piana. Per dimostrare la cosa diretta-
mente <*)prendiamo il piano nsso per x y e siano

a!==a;(«), y==y(w)

le equazioni della curva luogo dei centri, t6indicandoun parametro; sia
poi f=f(M) il raggio dei circolo.Le coordinate xl, ~t di un punto qua-
lunque sopra uno dei nostri circoli saranno

a!t==.i<!+feo88, y,'==y+f8en6

e per la risoluziono del nostro problema. dovremo determinare 9 in
funsione di Min guisa che si abbia

<~t <~t=_
-y,

ci6 che dà per 8 l'equazione del l." ordine

.~sen~~se~.

Questa, asaumendo per incognita
tg

8 in luogo di 6, prende ap-
punto la forma di Riccati.

Cf. DAMOt'xI, pag. us.
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Ora, poichè il nostro sistema di circoli deve essore il pia generale

possibUe,potremo darci a pWoWuna od anche due délie loro traiettorie

ortogonali,dopo di che con due o con una quadratura troveremo latte

le altre.

Cosi abbiamo ricondotto aUe quadrature i! problema della determi-

nazione di tutte le superficie con un sistema di linee di curvatura piano.
Rimane ora che studiamo più da vicino le proprietà geome~che di

queste superMe, cominciando dalle classi particolari più notevoli.

§. 8~7.

Snpwaoie modanate generali.

Una prima classe notevole deUe nostre superficie si ha supponendo
cho i piani deUe linee di curvatura siano ortogonali alla superncte, cioè

queste linee di curvatura siano geodetiche. E poichè inversamente ogni
linea di curvatura geodetica è altresl piana (I, pag. 200), possiamo dire

che !e superficieo)M<«~<sono <!af6~ef~<~ <?oK'oeere«w~eM<tdi linee

o[t<MnM<«~geodetiohe.Le immagini sferiche di queste linee di curva-

tura sono evidentemente circoli massimi. Analiticamente le superficie
richiestesi ottengonodunque colle formole del § precedente, ovesi ponga
U~.O.

La determinazione geometrica deUe nostre superficieS risulta dalle

considerazioni seguenti. 1 piani deUe linee di curvatura geodetichedi S

inviluppano una sviluppabile e le linee di curvatura del secondo sistoma

sono traiettorie ortogonali di quel sistema oo' di piani. Viceversa,presa
una série 00 di piani e la congruenza delle loro traiettorie ortogonali,
il luogo di una semplice innnità di queste traiettorie sarà una super-
ficie della classe richiesta, poichè ciascnno dei nostri piani taglia evi-

dentemente ad angolo retto la superficie. Dato il sistema oo'di piani, la

determinazione delle loro traiettorie ortogonali si effettua, come si è

visto al Cap. 1 (I, pag. 38), con quadrature; per nssare una delle nostre

superficie basterà dare in uno dei piani K la linea di curvatura piana C,

che potrà prendersi affatto ad arbitrio. Si osservi ora che per portare n

dalla posizione attuale alla suceessiva basta far rotare K attorno alla

generatrice della sviluppabile inviluppata dai piani dell' angolo di

a~
torsione n, essendo <& l'elemento d'arco dello spigolo di regresso
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e,n la torsione. Con cio ogni punto di. C descrive un Mco innnitesimo

di cerchio e ai trasporta nella linea di curvatura successive C', che 6

adunque identica di forma a C. Di qui si conclude che tutte le linee

di curvatura geodetiche sono identiche di forma,come anche facilmente

si rileva dalle citate formoledel Cap.1 (pag. 89), od anche dalle formole

di Codazzi.O Abbiamo dunque il risaltato:

Le M<pet~c««OK<tMsistema di i'<Mee OMfM<<t<f«geodetiche<w~<wto

yeK~a<eda un Ffo/Mo~aMO,~MtrMM~di forma, « CMtpiano foMt saMfa

<MscM<Msopra MM<~superficiesM~pa&
Diremoqueste superficie:superficiemodanatee sviluppabile direttrice

quella su eut rotola il piano del profile. In particolare se questa svilup-

pabile è cilindrica, si avranno le particolari superficie modanate già
considerate al Cap. V § 83(I, pag. t76) con un sistema di linee di cu)'-

vatura in piani paralleli. Osserviamoche le normali di una superncie
modanata S toccano la sviluppabiledirettrice S, la quale è adunque una

deUe falde dell'evoluta. La seconda falda è evidentemente una nuova

superficie modanata, che ha per profilo l'evoiuta piana dei profilodi S

e la medesima sviluppabiledirettrice. Viceversasi vedrà subito che: Le

epo!tWM<t<?una ~~t<p~o!~eXsonosuperficiemodanate che a~me~OMOX

per M~«Kp<tM~direttrice (1).

§. 318.

Elemento lineare delle snperncie modanate.

Vogliamo calcolare l'elemento lineare di una superficie modanata,

riferita alle sue linee di curvatura, per la quai cosaci è utile modificare

M Se le linoedi curvaturav della superSeiesonogeodetiehe,si pu&f<n'e
E'=' 1 o dalla prima formoladt CodMzt(I, pag.278,formola(1)) risulta

-)

ovvero =-~(«) indicandocon p H ragglodi cnrvatUMdelta linea piana u.

< Analiticamentectorlsulta anchedalle formoledel Cap.IX relativealla
evoluta.Suppostoinfatti che la primafaldaStsia sviluppabile,la ~rmoJa(18)

31',
I, pag. 276d&

~0
e oquindila (1) pag.878

9E~
9o
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la costruzione data sopra nel mode seguente. Sul piano)t, che contieno

il profilodella superficiemodanata e rotola sulla svituppabitodirettrice S,

immaginiamotracciata una retta arbitraria ma Nasa.Questarototera sopra
una geodetica9 di Xed in ogni sua posizione<tsarà il piano della tan-

gente e della binormale di si pn6 dunque generare la saperMe mo-

danata nel modo seguente: Tracciatoin «Mpiano K tMproflloarbidrarto,
St /<?<'<?~O~O~ una ~« fissa <? !t sopra «~ 0!<fMOfM<tW<<tW

~«Ma<~ K MMM~ea~acos~oH~em~enormale oNo normale principale
<!t luogo d~scW~odal pt~Mo sofa la <Mp~cMmodanata.

Per definire analiticamente la superficiediamo la curva della quale
indichiamocon f l'arco, contato da un punto fisso,mantenendo tutte le

attre consuete notazioni del Cap. I. Riferiamopoi il profilo nel piano !t

ad un sistema di assi cartesiani ortogonali in <t,dei quali uno coincida

colla retta fissa R; indichiamo con « l'arco del pronto e sia f=='fr (u)
la distanza algebrica di un suo punto arbitrario M datt'asso B, con [
A =a A (<t)l' altra coordinata, onde sarà j

+ A" =. 1

Se a;t,y,, -ft indicano le coordinate di un punto mobile sulla super-
ficie modanata, si avrà: )

j
a;, ==a? (w-)- A)&-t- f).

(14) a),=:(o+A)p+fp.

~t =='<("+ A) f + f v

da cui derivando

~==~-A' ~=~-A'p. ~=~-A~au=r"- et, ~=rp.- au '(

~j'+~j: ~y' ''+~~âx, =
(r -v-r1)

âyl

(r -v~A)

ôx,

r (r -v-A1
r

9c"~T p 3p"\T 'y~' ~T"T'

e quindi per l'elemento lineare della superficie:

(16)
<~=.<~+~+<~==~+~+A~.

(15) ~i = dxf + dm + dst == du'
\lT P

Cio conferma intanto che le lineev (profili)sono geodetichee quindi,
essendo piane, linee di curvatura. Calcoliamoattres~ i raggi principati
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di carvatura osservando che i coseni di direzione della normale sono

X,K-A~, Y,p-A'tA, Zt=-/v-~v,

onde, aervondoei delle formole di Rodrigues, troviamo

f+A r

`~ m A'
(16) n = -r

==
?

p+T

Appliehiamo queste formole at caso in eu! la sviluppabile direttrice 2

sia cilindrica, cioè la superficie modanata appartenga alla dasse parti-

colare del §83.

Basterà per cia supporre che la curva g sia piana (ovveroun'elica).

Pcnendo ~=0 avremo dalle (16)

(17) <«'+~

Sappiamo già dal § 240 (pag. 48) che queste particolari superficie

sono le uniche anscettibiU di una deformazione continua che conservi

le linee di curvatura. Colla (17) risolviamo ora subito ii problema di

trovare etfattivamente queste deformazioni.Supposto invero che per una

seconda suporncie modanata di questa classe si abbia

~-<~+~

per identi&carei due elementi lineari potremo porre evidentemente

«,==!? Pt= 0. (f)

onde restera

~(~+A~.+A.Pr dvl (' Av)= v -f- A

Questa, derivata rapporto ad «, dimostra
che ~deve

essore una

costante, che indichiamo
con dunque sarà

<X!~==it!A– AjSsC

C indicando una costante che possiamo rendere nulla contando Ct in
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modo che si annulli con Dopo ci&avremo

At==AA ~==~f, ~,==-A'p(1

e la prima formola ci dimostra che: ~~o~o delta <t<pef~ mo(!<MM~
si d'e/ofMKtcome se fosse il meridiano di una superficie di rotazione
(Cf. § 105,1, pag. 282)

Netto stesso tempo pero conviene deformare la sezione retta del ci-
lindro direttore secondo la legge espressa dalla formola

P.(')==yp~),

essendo p=;. (0) l'equazione intrinseca di questa sezione retta nella con-
Sgurazione inixiale.

§. 819.

SuperBoie modanata a direttrice oonioa.

Fra le superficie modanate mentano ancora speciale menzionequelle
la cui sviluppabile direttrice è un cono.

1 piani normali alle linee di curvatura del seconde sistema concor-
rono in ta! caso nel vertice del cono e le curve stesse sono quindi
tracciate sopra sfere col centro sul vertice del cono(1).

Vieevorsadimostriamo: 0~ sxpe~M c~ un sM~madi linee<?
eMn~Mrs descriffeso~a sfere <!OK<!e~r!<!&e)<<Mtsuperficiemoo~ax~ala
cui ~«p~t!e direttrice MM conocol verticenel centrocomune<&Hesfere.

Supponiamo infatti che le linee di curvatura u siano tracciate sopra
sfere col centro in 0. Consideriamouna linea di curvatura v det seconde
sistema ed in ogni suo punto il piano condotto per la sua tangente
e per la normale alla superficie. Questi piani x, essendo normali alle
linee u, passano pel contro 0 dette sfore e per conseguenzao inviluppano
un cono col vertice in 0, o si riducono ad un unico piano per 0. Ma il
primo caso si esclude subito osservandochel'inviluppo di questi piani
non è altro che la sviluppabile formata dalle normati alla superficielungo

Ladimofttt-MiMteMatttiot d: questaproprteta,geometrteamenteovidento,
si ottiene subito osscrvandoche, se i piani normali dt una curvar paMano
per l'origine, si avrAnelte solite notazioni

~a+~~+z~=0,
e quindi tntegMndo

02+ 92 IPf+~+~–costante



SUPmnciNMODANA'mA DtBNrBMBCONMA 869

la linea di curvatura p~ queste normali concorrerebbero danque tutte

in 0 e la superficie sarebbe una sfera col centre in 0, caso ovvio che

trascuriamo. Dunque ha luogo il secondocaso,cio~ le linee di curvatura v

sono tracciate in piani normali alla superficie, concorrenti in 0 c. d. d.

Si osservi che le attuali superficiesonooa~~Mwa~ dalla proprietà
che ogni sfera col centro in 0 taglia la superficie sotto angolo costante.

In particolare si ottengono supernoiedi questa classe come soluzioni del

problema Ssico delle superficie egualmente illuminate da una sorgente
collocata in un punto SsBo. In tai caso il pronio piano generatore della

superficie modanata e una lemniscata di Bernoulli col nodo nel punto

fisso, il cono direttore restando arbitrario.

§. 320.

Superficie di JoaCMmsthal.

Fra le superficie con un sistema di linee di curvatura piane consi-

deriamo quelle nelle quali i piani di queste Uneepassano per una retta

fissa; esse diconsi <K<per/?<e<KJoa~MM~Aa~dal nome del geometra che

per primo le considère.

Se le linee di curvatura (e) giaccionoin piani per la retta r consi-

deriamo una linea di curvatura u deU'aItro sistema, le tangent! aile (f)
noi pnnti di questa linea « formano una sviluppabile le oui generatrici
si appoggianotutte alla retta r; questa si riduce dunque necessariamente

ad un cono col vertice sopra r. E poichè la linea « taglia ad angolo
retto le generatrici del cono, essa ô descritta sopra una sfera col eentro

nel vertice del cono e che taglia ad angolo retto la superficie.

Duuque: Le linee d{CMrpo<M)'e<Msecondo<M<eHM<sonotracciate sopra

sfere <~ ~Mw ad angolofe~o la ~tfpe~M hanno i centri d!M~&«M

sulla fe~

Inversamente dimostriamo: & unasuperficie possiedeKM~~Mt<!

~Mee0 cM~~Mfa piane ed il secoMobsistema di MtMea!t CM~pa~Mm

sferiche,tracciate sopra sfere M-~<MM~taj~ ~M~ eMOtapparterrà
alla classe <? JoacAtHM~, eM ~o <~t centri delle sfere sarà «Ma

fe~a, pef la g«o?e~«MeraHMO<«? i piani <!eHeKtMeC.

E infatti una linea ? di seconda curvatura essendo tracciata sopra
una sfera S ortogonale alla superficieS, la sviluppabile cireoscritta a 8

lungo r e il cono che projetta r dal contro di S; tutte le generatrici
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de! cono sonole tangenti aile curve C nei punti di r e passano quindi
pel centre di E. Daaque il luogo dei centri delle sfere Etrovasi su tutti
i piani delle curve C ed e quindi una retta, c. d. d.

Per costruire le superficiedi Joarhimsthal basta prendere ad arbitrio
uaa serie oe' di sfere coi centri in linea rotta e nella congruenza delle
toro traiettorie ortogonali (che giaceioao evidentemente nei piani per la
retta dei contri) scegliere comunque una semplice infinità di queste
traiettorie. La superficieloro luogo,essendo tagliata ortogonalmentedalle
sfere, ammetterà per linee di curvatura le sue linee d'intersezione con
queste sfore; e le linee di curvatura dell'altro sistema saranno quindi
le dette traiettorie ortogonati piane:

Dopo oiô è molto facile dare le formole che definisconole superficie
di Joachimsthal. Ricorriamo infatti agli sviluppi del § 22 (I, pag. 44

e seguenti) per la determinazionedeUetraiettorie ortogonali di un sistema
di sfere, supponendo che nelle formole(49) ibid. pag. 45, la curva C si
riduca ad una retta, che prendiamo per asse dette Applichiamoqueste
formole ponendo

a;==0 ~==0 <'==:«

<t==0 p==0 7== 1

$ =1 ~)=.0 <;<=;0

( aa0 ~.=1 v~0,~!=t0 1 1 yi=s0,

indi -«0, ~=.0
e le (49*) pag. 46 ci daranno

~~+1~6 0 ~-0
seno0

cioè

?==costanto, tg–9==CBe~~<e

Le traiettorie ortogonali saranno quindi date dalle formole

!t!'c=Rson8cos? ~~BsenOsen?,

/=«+R(l+cosO)

Se poniamo adunque

(18)
/*<!«

tg~~Rj~z
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dove ë una funzione arbitraria di p, le formole

(19) !B<='RMn8coB'!) ~c=Rsen9sent) .e'==<t+R(l+ooa9)

ci daranno la piu generale superficie di Joachimsthai, i paramotri «, y
essondo quelli delle linee di curvatura.

§. 821.

B~perade a limée di cnrv&tnra oiroolari.

Veniamoora a considerare una classeparticolare importante di super-
ficie con un sistema di linee a curvatura piane, quella in cul queste
linee sono circoli.

Il piano di uno qualunque di questi circoli 0 taglia la superficie S
sotto angolo costante e per cio le normali alla S lungo C formano un

cono circolare retto; la sfera che passa per C ed ha il centro nel vertice

del cono toccherà la superficie lungo il circolo. Dunque la superficie S

&l'invihppo di una semplice infinità di sfere; e poichè è chiaro inver-

samente che l'inviluppo di una semplice infinità di sfere è sempre una

superficie a linee di curvatura circolari, possiamoenunciareil risultato:

Le M~e~Me coMun <tM<eMMdi ~<Mee<S<<fpo<t<f<tcirolari sono~t mvi-

!<~ di «M<tMm~tce M~~MtM<i't~efe.
Per denciro una tale superficiebasterà dare la curva F luogo dei

centri delle sfere ed il raggio B délia sfera mobile in funzionedeU'arco s

di r. Biteneado per la cnrva r le solite notazioni ed indicando con

X,Y, Z le coordinate correnti, sarà

(X-a!)'+(Y-y)'+(Z-<)'~B'

l'eqnazione della sfera mobile. Il circolo caratteristico C si otterrà

assMiando alla precedente l'equazione che ne riaalta per deriifa~one

rapporto ad s, cioè

(X-~<+(Y-y)p~(Z-<.)~=t-RB',

dove B' deove =
<?

Dunque l'asae del circolo C sarà la tangente alla cun'a r e per il

raggio f del circolo avremo

(20) ~=BVl'I~B";
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Indicandopoi con o l'angolo del piano del ciroolo coNasuperRciein~i"

luppo S, si avrà evidentemente

(21) B~coso.

Colla (20) risolviamo subito la questione di trovare tutte ].esuper-
ficie deUanostra classe sulle quali i circoli di curvatura sono tutti eguali.
Chiamandoa il raggio comune dei circoli, dobbiamo determinare R
dall' equazionedifferenziale

R'-R'R"~a*.

L'intégrale generale ë dato da

B ==V(9+c)' + «' (o costante)

e si ha inoltre la soluzione singolare

Be=.~

Questa risponde evidentemente alla superficie canal! quanto all'inte-

grale générale, avendosi

B R' == s + c

le coordinate~i, del centro del circolo saranno date da

~==~–(<+c)e' yt==~–(~+e)p P

== (s+ c)f

cioë questo centro descrive un'eYdvente della eurva r. Dunque le supor-
ficie con un sistema di linee di curvatura circolari ed eguali si distin-
gaonoin due classi la prima è formata daUesuperficiecanali, la seconda
da quelle ehe si ottengono colla costruzione seguente: ;S~a«M<;cM)w
g«a!MH<p«'r StWoMoun ~0, SPoi~<MKo!odalla curva <? ~MMa<~ la sua
~-e~t~ ?t&efaM <&oew<!<<'coi'<~ di r; se la re~~MM

~o jwKa jpo~, aK'est~M~ libera M, un cMo c«i!CM~ M,trac-
ciato piano normale al questo<eo!o 8ard la ~M~e
della classerichie8ta.

§. 822.

BanoresentMione sferioa ed evclate.

DeUanostra superficie generale S a linee di curvatura cireolarl fa-
ciamoora l'immagine sferica di Gansa! i circoU di curvatura C di S
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is

avranno per immagine circoli C, della sfera. Ora, se indichiamo con ri
la indicatrice sferica délie tangenti di l', 6 chiaro che il centre sferico
dei circolo C, sar& nel punto MLdi r,, immagine del punto M di F ove
l'asse del circolo C tocca qaesta carva, mentre il raggio aforico di C,
sarà precisamente o. Da queste semplici consUerazionirisulta subito
che: data ad ~<o una serie ?' ~Mt-eû~della sfera, e~Mto <M~e
Mt~e~c~ ? HMeedi c!<wa circolari, e~ hanno per MMm< sferica
s < della sew data.

E infatti si consideri la eurvasferica rt luogo dei loro centri, o sia
l'arco di rt, U raggio sferico del circolo; indichinopoi a, p, -fle coor-
dinate di un punto mobile sopra Prendasi ora una qualunque curva r
dellospazio che abbia r, per indicatricesfericadélie tangenti, pongasi eioè

~==~(~<b, y==~)~ ~)~J

<&=/'(s,)&t

essendo y (s.) una funzionoarbitraria di S).Se consideriamo uaa série oo'
di sfere coi centri distribuiti sopra r e di raggio

R==~C08od~==~C080/'($t)~
t

la (21) ci dimostra che la superficieinviluppo di questo sfere avrà per
immagine sferica delle sue linee di curvatura circolari i eireoli dati. Per
questi infiniti inviluppi di sfere è chiaro che le eurve l' luogo dei centri
sono trasformate l'una dell'altra per trasformazione di Combescure
(Cap. I, I pag. 40). Si pub osservare che fra queste infinite suporSciea
linee di curvatura circolari, aventi a comune l'immagine sferica delle
linee di curvatura, ve ne ha una con circoli tutti eguali. Per quanto
précède basterà infatti prendere f (si) in modo che risulti

S = a coto, (a costante)
ci6 che si ottiene ponendo

< a
f (8û=

sen'a ~1sen'o

NeUa superficie S supponiamo che le iinoe di curvatura u siano
circolari; le normali alla superficie lungo una linea u (circolo) formano
un cono rotondo il cui vertice è sulla ourva F luogo dei centri delle
sfere inviluppanti e il oui asse coincide colla tangente a r. Si vode
adanque che: la falda <&-H'eMh<~ S ~a~a linee di CKn~<a-«
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cM«W riduce <~<testwt F luogo <wM<M<?eMea~fe mt~p<tx<
Manifostamentepoi: « ~Mo ~tw~e cM~~M-of, <M~ sMpe~cte 1
~aMoo <tteM-eoKw <!tCMfMt~raè MtMtW«M?ei'«~o c~~o ~ewo,eM

n=v(M).

&facile vederechequcste due proprietà si equivalgonoperfettamente.
Ricorrendo infatti atle formole generali del Cap. IX per le evolato,
vediamo dalle (8) I, pag.275, che se ==y (M),ne risulta

Ft = o G, ==0

e ciO dimostra che la prima falda de!I'ovoluta si riduce ad una curva.

Viceversa, se questo accade, deve aversi
S

E, G, F! ==0 c

e quindi per le formole testé citate

fi-o

Escludendoil caso orvio della sfera, ne risulta appunto f, '= p («).
Dimostriamoora inversamente che se = y («), la superScieha le

linee di curvatura <t circolari. E infatti indicando con la curvatura
P.

geodetica délie loro immaginisferiche, abbiamo collenotazioni del § 126

(I, pag. 274)

~1~1~
V~

Se, avendo riguardo ttlle(4) del citato §, formiamo la derivata rap-
porto a c di

1 9V~ 1 9«

V~

troviamo

~j-~==.~j_ +j.L
~W~ V~n)~~ VF~~)
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3f
Ma per ipotesi si ha nel nostro CMO '=* 0, e quindi risulta

~j~Lo.
9.;

Dunque le linee sferiche u, avendocostante la eurvatura geodetica,
sono circoli, indi le linee di curvatura« di S sono piane. Di più, essendo

costante lungo ogni tale linea il raggio corrispondenteri di curvatura,
la linea stessa è necessanamente un circolo.Dunque: ZeaMpe~cte con

«M~eNK! !<Mee curvatura circolarisonole solechehmo «Medelle

/aMe deK'eM!h<(f<tridotta ad «M<!CM~a.Un'aitra conseguenzadella for-

mola generale («) morita di essere notata. Supponiamoche le linee di

eurvatura u di una superficie S siano piane, e quindi le linee sferiche u

siano circoli; si avrà allora

9/1 9V~
~r''

e quindi per la (a) ·

~i-o
au 3p

9p
9<(

da oui intogrando risulta

ti = V

denotando con V una funzione della sola c. Di qui si trae che se per
~f

un particolare valoredi u, sia « = «,, la si annulla, essasara sempre

nulla, cioè tntte )e linee di eurvatura « di S saranno circoli.Abbiamo

cosl il teorema dovuto all' Aoust:Se le linee di curvatura <?un sistema
di una superficiesonopiane, esseSftfttttMOtutte circolari se una di eMC

un Ctfcei'o.

§. 323.

La ciolide di Dupin.

Le considerazioni del § précédente t'cndononaturale la donanda se

esista una superficieconambedue i sistoni di linee di eurvatura circolari.

Una tale superficie sarà caratterizzata dalla propneta. che le due falde
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dell'evoluta si riducono rispettivamente a due curvo r, F. Per quanto
abbiamovisto, queste due curve dovrannoesser tali che ogni conoprojet-
tante una di esse da un punto qualuuque deli' altra sia un cono rotondo;

questa proprietà caratterizza una coppia di coniche focali. Viceversa

ë facile vedere che la congruenza delle rette appoggiate a due coniche

focali è una congruenza normale. E infatti ne!!a congruenza delle rette

appoggiatea due curve qualunque r, t" i due piani focali per ogni raggio
M M', che unisce un punto di M di l' con un punto M' di 1",sono evi-

dontemente quelli che passano per le rispettive tangenti in M, M'

a r, f. Ora se F, F*sono due conichefocali questi due piani sonosempre

ortogonalifra loro e la congruenza e quindi normale. Dunque: Le super-

ficie coi due M~eMt di linee di cMn'a<t<f<tcircolari sono quelleo~c-

~<MM~t~a co~MeM~s<?€He~e«eappoggiatea due conichefocali.
Una tale superficie dicesi una ocH<i'eoft D«p!M.Essa ë algebrica

del 4.* ordine se le due coniche focali sono un'ellisse ed un'iperbola,
ed ë invece del 3." ordine quando le due coniche sono parabole. In

particolare, se la ellisse diventa un cerchio e quindi l' iperbolafocaleil

suo asse, la ciclide di Dupin diventa un toro (ciclide di rotazione).
La ciclide di Dupin~pu&riguardarsi in doppiomodo corneinviluppo

di una semplice infinità di sfore, le due serie di sfere avendoi centri

rispettivamente distribuiti sulle due coniche focali.

È evidente poi che le sfere di una série saranno tangenti a tntte

quelle dell'aitra; questa osservaxione permette di scrivere subito le

equazioni delle due serie di sfere inviluppanti la ciclide < Ne risulta

che: la <~«~ di D!<p<K <'MM~<o WM sfera mobile che resta

C(!s<<ït!<eMeM<e<a~eK~ea tre sfere jtïsse.E viceversa è facile vedere (p. e.

servendosi di un'inversione per raggi vettori reciproci) che, prese comun-

que tre sfere Ssse, l'inviluppo di una sfera mobile tangente a queste
tre è una ciclide di Dupin. Analiticamente confermiamo le proprietà

precedenti e determiniamola ciclidecomesegue. Consideriamo dapprima
il caso di un'ellisse ed iperbola focali, che definiamocolle formole

a;=s<tcos«, y=&sen«, ~==~0

x = ~'<t' coshf y = 0 ==&senh <

w VediDANBOUxn, pag. 868.
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dell' unacol punto

dell' altra saranno

(22) ) y &sen « (1 + t)

dove t b un parametro. Volendo trovare le superficie ortogonali tdte

dette congiungenti, dovremodetenninare t in fanzione di u, v in guisa
che si abbia

il cui intégrale è dato da

(23) C-c.B~

Sostituendo questo valore di t nelle (22), avremo le coordinate x, y, <

di un punto della ciclide Mpresse pei parametri u, v dei circoli di cur-

vatura. Dei tutto analogamente si procede nel caso di parabole focali.

§. 324.

Cerehiamo ora in generale quelle superficiea linee di curvatura tutte

piane, per le quali uno dei due sistemiè compostodi circoliC. Diciamol'

le linee di curvatura (piane) del secondosistema. Riguardandoi circoliC

corne tracciati sopra sfere ortogonali alla aupolicie S, dai risultati del

§ 320 vediamo che la nostra superficieappartiene necessariamente alla

Le coordinate di un punto deUa congiungente il punto

(a cos« b sen « 0)

(V<t'-y cosh« 0 b senh o)

a: = a COB«4 t (acos« &'coshv)

~c-~senhc.

(a cos«–~a'-y cosho) at~ + b sen u dy b senh f ohr= 0

Questa ci dà per t l'equazione a differenziati totali integrabile

~a'-&' sen «(!+<) du + a senhv t d'f
<? '= )

\/a'–6* cos« a cosh v

\/o'- &'cos u a cosh c

Superficie con un sistema di linee

di ourvatara oiroolarl e l' altro di linee piane.
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classe di Joachimstha!, cioà i contri deile dette sfere sono distribuiti

sopra una retta, per la quale passano tutti i piani delle curve r.
Inversamonte prondiamo una série oo' di sfere coi centri in linea

retta; sopra una di queste sfere segniamo ad arbitrio un circoloCo e
consideriamoquelle traiettorie ortogonali della serie di sfere che escono
dai punti di C.. La superficie loro luogo sara una superficiedi Joa-
chimsthal e, per le proprietà dimostrate al Cap. 1 (I, pag.46), ie sue
curve d'intersezione colle sfere della serie saranno altrettanti circoli.
Essa ha questi circoli per linee di curvatura e le linee di curvaturadel
secondo sistema sono in piani per la retta fissa. Dunque:

La generale superficie cow linee di curvatura <««epiano, e di

più ciroolari in un sistema, si ottiene considerando«Koserie <?'<j!ts/~e
coi centri in linea t'~a e pt~t<!ett<~o luogo di g«~ loro traiettorie

o~o~oMaHche esconodai ~K~ un circolodi una di esse,
Volendo invece considerare le superficie attuali come inviluppi di

sfere, si osserverâ che queste sfere inviluppanti hanno i centri in un

piano che passa per la retta fissa r, poichè gU assi dei circoliC, che
sono le tangenti alla curva luogo dei centri, si appoggianoalla r. D'al-
trondo ogni piano per r sega la superficie sotto angolo eostante,e quindi
tutte le sfere sotto il medesimo angolo, onde i raggi di queste sfere
sono proporzionali allé distanze dei loro centri da r. Dunque:Le super-
ficie della c~e a~M~e sono <'w~«p/)o tena sfera moMe CMtcentro

F~w~e una CM~apiana 7 ed il cui raggiovaria ~<~OMMHaJ~meM<ealla
distanza del centro da «Metretta r fissa nel piano di v.

Inversamente, qualunque sia la curva 'f e la retta t' fissatanel piano
di T, si vede subito che ia superficie inviluppoha le linee di curvatura
del seconde sistema in piani per r, poichè ogni tale piano sega tutte
le sfere sotto il medesimo angolo e quindi la superficie invilupposotto

angolo costante.

§. 825.

Blementi caratteristici di una saperade a linee di oarvatara ciroolari.

In una superficie con un sistema di linee di curvatura circolari con-
sideriamo una linea di curvatura r del secondo sistema, cioèuna traiet-
toria ortogonale dei circoli C. Le tangenti ai circoli C nei punti di r
formano una sviluppabile e per le generatrici di questa passanoi piani
dei circoliC. Ora vogliamo dimostrare che, per individuare una super-
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Me a linee di curvatura circolari,si possonofissare ad arbitrio i seguenti
elementi: 1." una linea di cMfp~~ non e~o~M'e 2.' t piani dei
c~w!~ c«n'<t(«r<!0, ~cM <!M<?o~per !'e ~eHef<!M<~di ma ~~tt~MMe
contenentet" <mM~t~oWa ortogonaledelle~e<Mfo<Wot;3.' «Modai oir-
co!t C, del quale &o~<~ <<<t~ raggio.

Intanto, se la superficie cercata esiste, verranno fissate le sue nor-
mali lungo r', come ortogonali alla I' ed atte generatrici della detta

sviluppabile. Queste normali a r generano alla loro volta una svitup-
pabile, il oui spigolo di regressoindichiamo con r 'Indiehiamo conu
l'arco di r e manteniamoper questa curva le solite notazionidel Cap. I.
Sia M==(!cy.e') un punto deU'evotuta r e M'~(~, ~~) il punto
corrispondente dell' evolventer. Contando « da un punto convomente
avremo

<~==0?-M< ~ss~–Mp .?'=<–«f.

Se indichiamocon <=o(w) l'angolo che la traccia del piano asse-
gnato al circolo C, uscente da M', nel piano osculatore in Ma r, forma
colla tangente M' Ma r, i cosenidi direzione di questa traccia saranno

«eoso+~seno pcoso+'~sen-~ ~cosa+Caeno.

Denotando dunque con B = R («) il raggio del circolo C, le coor-
dinate xo, del suo centro Mosaranno

a!e ==a! « a -{- R(a cos a +{ seoo)

go== y wP + R ? coso + sen o)

!= <' « f + R(7 ces o -}- C son o).

Consideriamoora la superficieluogo dei circoliC e sia M== (~, y,
un punto qualunquesul circoloC. Indicando conv l' angolod'indinazione
del raggio M. M sulla detta traccia M. M' avremo

(24) ~=='a;–«a+R(l+co8e)(aeoso+~seno)+R8eno.

colle analoghe per y, .er,e queste ci definiranno !a nostra superficiee~.

Supponlamoche questospigolodi regressonon si rlduoaad un punto,
cioèla sviluppabilonon sia un cono,caso limitechesi potrebbetrattare diret.
tamente in modoanalogo.
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ohiafa per mezzo deUe coordinate curvilineeu, w. Dalla (24) derivando,
col tener conto deUeformole di Frenet e indicandocon apid le derivate

rapporto ad u, troviamo

== R' cos R seno (o' +
~i

(1 + coso) a
8«

=
t

R' C080 R 0'
p/)

(1 +-con) CI

+ J
fn' seno + R

co8.~+~ (1 +co8f) +~
$ +

(25)
[9

senli + R COB
P/J

+COStI)+
T P

t

son ci
+ ¡

+)B~enf-(l+c.6.)~
)..

T

t~.==Rco8o~–Raenf~coso~~senf).
3

Dobbiamoora.ricercare la relazione da cui debbono essere legate r

le due funzioni R e di u, aBinchè )&nostra superficie S ammetta i

circoli 0 per linee di curvatura. Per ciô le normali alla superficie8

lungo C debbonoconcorrerenel puntoM; ove rasse del circoloC uscente

da Mocoi coseni di direzione

«seno–$coso, pseno–'tjcoso, fseno–Ccoso c

incontra la tangente in M a r; per le coordinate xi, yl, Il di questo

punto M. si trova subito

~~+(i~0- ~+(c. ~='+(c~

1 MBenidi direzionedella normale a S saranno dunque proporzionali
aile diSerenze

a:

e dovrannoquindi sussistere le equazioni

~)g==0 S~)~-0.

La seconda e naturalmente un'identità e la prima, facendo uso deUe

formole precedenti, si traduce semplicemente nella relazione:

(26)
R'+Rtgo(</+L~==o.

1P/ P
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Viceversa basta che sia soddisfatta questa condizione,e la superficie

luogo dei circoli C Mammettera per linee di curvatura.

Applicando questo risultato ai dati del nostro problema, vediamo

che, essendo note o, p in funzione di u, con quadrature si avrà R dal-

l'equazione lineare (26) e basterà fissare il valore di B per un particolare

valore di u perché la superficie 8 ne riesea individuata. Cib dimostra

appunto quanto avevamoasserito, e prova di più che, dati della superficie

a linee di curvatura circolari gli elementi caratteristici del teorema, la

superficie si determina con quadrature.

Se ossorviamo poi che nella (26) non figura affatto la
torsione ~di

di F, vediamoche si potrà torcore comunque la curva r, mantenendole

la medesimanessione, senza che i circoli C, invariabilmente legati alla r

nella sua deformazione,cessino di soddisfare la condizionerichiesta. Si

puô anche pensare i circoli C ortogonati alla sviluppabile delle tangenti

di r, lungo una traiettoria ortogonale delle generatrici, invariabitmente

legati alla sviluppabile in quelle sue flessioniche ne conservano retti-

linee le generatrici (1).

§. 336.

Propriété generali delle Unee di ourvatura di Mia mperâcie q~ml~mque.

Collesuperficie a linee di curvatura circolaristanno in relazionealcune

proprietà semptici e generali dette linee di curvatura di una superficie

qualsiasi 8, che andiamo ora a stabilire.

Sulla superficie arbitraria S consideriamole linee di curvatura (?)

(o) dei due sistemi; dimostriamoil teorema A) -H hM~o eM-eoM<?<!«-

Mon delle HMee? nei ptt~ «Ma medesima linea M ammette {«e~

e<fcoHper HKee cMt~«<Mf<ï.

Lo proveremoriprendendo le considerazionigeometrichedei Cap. IX

sulle proprietà dell'evoluta, lasciando al lettore to sviluppo della facile

w L' elementolineare della sviluppabiledelle tangent! dt una carva r ')i

oui u sta rareo ha tn&ttl la forma

~jl+("~<~+~.

Se si torce r mantenendoinvartata la
CeMionef

,laeviluppaMtesiaette

restandorettiUneele generatrtct.La reciprocasi vedeanche tmMto.
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conforma analitica. Sia l' una linea qualunque di curvatura del primo
sistema («). Le normal! alla S lungola F sono le tangenti di un'evoluta
Ft della r tracciata sulla prima falda S, della evoluta od i pian: normal!
di F sono i piani tangenti alla S, lungo F). Se da un punto Ml di F,
caliamo la perpendicolare al piano osculatore di r nel punto M corri.

spondente, questa perpendicolarocoincidecoil'asse del circoloosculatore
di l' e giace nel piano tangente alla SI in M..Dunque la sfera descritta
col centro MI e con raggio M, M, cioè la sfera che ha il centro nel

primo centro di curvatura M, e raggio eguaie a! raggiodi eurvatura
(sfera principale)passa pel circolo osculatore di r in M.

Gli assi dei circoli osculatori di I' sono tangenti aUa SLlungori e

poichè formanola svituppabilepolare di r, hanno le direzioni coningate
aUe tangenti di F:. Ora sulla S. le linee a tangenti coniugate deUe(«)
sono le (v) (1, pag.276);dunque: gli assi <~t~coHosc«!a<o~~e!<Mee
di curvatura (!<)sonole tangenti a quelle?M<ee(o) della prima falda <M-

!'eMMo, che corrispondonoalle linee di ct<n)a<!(rodei MCM!do~eMo
SKK'CMi~e.

Spostiamo ora il centro MIdella sfera principale lungo una linea (o)
di 8t l'inviluppo di questa sfera sarà una superficiea linee di eurvatura
circolari. Ora il circolocaratteristico di una tale sfera, che è tangente
in M alla S, passa per M e glace nel piano condottoper M normalmente
alla direzione dello spostamento dei centro. Ma questa direzione, come
si è visto, ô data dall'asse dei circolo osculatore di r in M, e pero
questo circolo osculatore coincide col detto circolo caratteristico. Ci6
dimostra appunto il teorema A).

Notiamo poi che se i circoli osculatori delle linee di curvatura« si
associano lungo una Unea« stessa, anzichè lungo una si avrà ancora
una superficie a linee di curvatura circolari. E infatti per una curva

qualunque r sussiste il teorema di quasi immediata evidenza: B) Il

luogodM circoli<MCK~oW una curva g<«~st<M~<~Ko~<M<oammette

questi circoli per lineedi e«f~Mrof. Cio risulta dall'osservare che questo

luogoè altresl inviluppo deile sfore osculatrici della curva.

Cosi adunque: Per una superficie at«~)<~Me,nella coK~~w~a dei
circoli osculatori<e linee di eMfM!<<<f<tdi <w<M<eMMsonoeo~ettM~due
serie <j!<s«per~te cheammettono~testt etfco!t per linee ctoix~ esse
si ottengono<MSOCMM~i circoli ~0 linee di curvatura (MÏ'MtM0
<Mya~'o sistema.
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§.837.
Blementi OMatteristici di una superBde oon un eiatem&di linee

di ourvatura piane.

Ritorniamo ora aile generali superficie con un sistema di linee di

curvatura piane per ganoraUzzarei risultati ottenuti al § 324 pel caso

particoiara che queste linee siano circolari. Di una superficieS con un

sistema di tinee C di curvatura piane consideriamouna linea di eurva-

tura r, del secondo sistema ed i circoli osculatori,nei punti di delle

curve C. H luogo di questi circoli è una supefacio X a linee di curva-

tura circolari che oscuta 8 lungo r,; la diretno la superficie (a linee

di curvatura circolari) osculatrice di S lungo I' È chiaro che questa

superficie osculatrice ~ha a cornunecolla S l'immagine sferica delle linee

di curvatura. Cio.posto, dimostriamo il teorema:

A') Per <M(MM(!««M«MaSM~er~oeS con un ~ts~emodi ~Mee c«nM-

<«)'«jpMMeC, &a~'(t fissare acl arbitrio ~«e~t elementi: 1.0una delle

linee di OM~~M~'apiane C, 2.0 una linea ~{ eKn~«f« r, secondo

sistema, 3." la superficiea Unee di ci<~o<t«'<tcircolari Xoosc!~<tK<e S

~KM~or,. Dati questi elementi,la Mt~e~M ricldestaS si awK con g<M-

<&'<e. 1

Intanto, ad illustrazione deU'eMnciato.osserviamo che!e due curve

date C,, 1', debbono natut'ahnente ineoitnu'si ot'togonahnente in un

punto Po. Con cio viene fissata la normale in Poa S e quindi anche le

normali lungo 00e r, dovendoqueste ciascunavolta formare unasviluppa-

bile. In luogo di dare la superficie osculatrice ïo, basterà fissare i piani

delle curve C condotti per la série oo'di normali alla ro formant! una

sviluppabile individuata dalla tangente in Poa C<corneprima normale:

allora, per i teoremi del § 335, la superficie oseulatriee X(,sarà indivi-

duata e si otterrà con quadrature. Per dimostrare la nostra proposi-

zione A') cominciamodaU'osservare che della superficieS da costruirsi

conosciamointanto l' immaginesferica delle linee di curvatura, che Èla

stessa di quella di X..Di più se diciamoC' t", il circolu sferico e la

curva immagini delle date Co,t~ sarà perfettamente stabilita la corri-

spondenza fra i punti di C' Co; i" ro, poichè conosciamole normali

ad S lungo C,, F.. Ora ricorriamo alla determinazione per coordinate

tangenziaMdelle superficie con un sistema di linee di enrvatura piane,

quale fu stabilita al § 316, e supponiamo che siano u = «,, v =' le

rispettive equazioni délie curve sferiche C'a, 1~.
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ConosceremoevidentementeW sia lungo la w°" «“ sia lungo v
come funzionedi v e di u rispettivamente. Ma la formola (13) (pag. 263)
ci dimostra che allora restano perfettamente fissate le funzioni arbi-
trarie <))(o),? («) dell'intograle, e ci6 in termini finiti. Dunque la super-
ficie S è individuata dagU elementi assegnati. Ma inveMamente, dati

questi elementi ad arbitrlo e determinate le funzioni ')) (c),y (M)nel
modo anzidetto, si vede subito che la superficie S con un sistema di
linee di curvatura piane passerà per le eurve assegnate Co,l'o le am-
metterà per !meo di curvatura.

Dalla proposizioneA') cosi dimostrata risulta che: La generale
superficieconun sM<e~M<!di lineedi ëM~t~ piane dipende da gt<a«M
/«M.M<M<~arbitrarie.

E infatti la linea di curvatura piana Codipende da una funzione
arbitraria e la linea di curvatura I', del seconde sistema da due tali
funzioni. Inane una quarta funzione arbitraria è relativa alla posizione
dei piani delle linee C condotti per le normali assegnate alla l'o.

Osserviamoancora che dalla proposizioneA') e dai risaltati generali
del § 826 segue nuovamente il teorema dell'Aoust, dimostrato alla fine

del 327.

§. 828.

H teorema di Biba~noour.

Supponiamoora che di una superficie S con un sistema di linee 0
di curvatura piane sia data soltanto la sviiuppabiie Xinviluppo dei piani
deUe curve C e ricerchiamo le corrispondenti superncieS; saremo cosl
condotti ad un bel teorema di Ribaucour (1),le cui numerose conseguenze

furonoparticolarmentesviluppate dal sig. Rouquet in una tesi del 1882 <
Trattiamo il caso générale in cui lo spigolo di regresso r della

sviluppabile X è un'effettiva cnrva (non si riduce ad un punto); ma
sarebbe facile trattare analogamenteil caso di una sviiuppabiie Kconiea
o cilindrica con analisi diretta.

Indichiamo con « l'arco di F, e teniamo per questa eurva le solite
notazioni. In ogni piano oseulatore di r è tracciata una delle nostre

~oMoeNecorrespondanceM<MM<!<~«e<<eM. Catalon1879.1880.
~<M<~~MK~<W9«edesM«-/hCMd<M<la <~MMdeC<M<~&<~e<<'«?~~NM

<<Mt<p&Mes(Toulouse-Douladoure-privat).
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curve C, che noi riferiamo alla tangente e normale principale di r come

ad assi coordinati; e siano A, B le relative coordinate di un punto M

mobile su C. Intendoremo ehe A, B siano funzioni di un parametro v

che individua i punti della curva C ed inoltre deU'arco « di r:

A==A(«,f) B~B(«,c).

Le coordinate x, .? di un punto M di C saranno quindi

~==a!+A<t+.B{

(27)

y=!/+Ap-t-B~
~7

~==?-)-A-r+-BC,

e queste formole ci definiranno la superficie S luogo delle curve C.
Derivando queste formole, otteniamo per le formole di Frenet:

ôx 9A B\ ./9B A\, B, À

(28)
3«==('~«'+~+~-T~

9z 3A 3B,
9<

colle analoghe per y, .f. Per esprimere che le curve C sono linee di

curvatura della superficie generata S dobbiamoscrivere che il piano di

ogni eurva C taglia la S sotto angolo costante. Indicando con ? questo

angolo,sarà y una funzione della sola u, e pei coseni di direzione X, Y, Z

della normale alla S avremo

aB 9A.
a~ et <;

(29)
X = sen y + cos <f.)<,

A/ 4-v\~ +w

colle analoghe per Y, Z. Ora dovemdosiavere
X *=' 0, ne risulta

l'equazione

~~4.~ B\ 3A/9B
.A\3p 9~ p 3c \9« pj cot~

n 1 /~V j W
T

~V(~
+

(~

r'



286 CAHTOMXXI.–§. 838

Il secondemembro è una funzionedella sola u, che indichiamocon U;i
la precedente si sorive cosh

~aA B\ 3A/3B~A\

(80)
3<3« p;J ~<~rJ~p

~+S)'

Viceversa, se A, B sono tali funzionidi «, v da soddisfare la (80),

ponendo

(31) tg?~

le (29) daranno i coseni di direzione della normale alla superficie S,

luogo dette curve piane C, poicM si avrà identicamente:

~X~-o ~X~-oZ~0. 2<X~-0.

Ed essendo l'angolo 'p funzione di u soltanto, perla (81), la 8 am-

metterà le curve C corne linee di curvatura.

Ora supponiamoche si deformi la sviluppabile S, mantenondo retti-

Unee le generatrici, e che le curve C vengano trascinate nei rispettivi

piani tangenti restando invariabilmente legate alla superficie.Lo spigolo

di regreMOr si deformerà mantenendo la stessa Sessione e cangiando

solo di torsione-; d'attronde rimanendo A, B le medesime fanzioni

di M, sarà sempre soddisfatta la (30) e le curve C continueranno, in

ogni configurazionedi X,a generare una superficie che le ammette per
linee di curvatura. Soltanto per ogni flessione di S cangierà, seconda

la (31), l'angolo r sotto il quale il piano della curva C t&gliala superficie.
Un'altra conseguenza importante deduciamo dalla (28): se con

~==Eaf<<'+2F<?«~+G~

indichiamol'elemento linearo délia S, vediamosubito che i coemcientiF, G

sono affatto indipendenti dalla torsione Ora sulla superficie SFe-

quazionedifferenzialedelle traiettorie ortogonalidélie curvé C («= cost.),

cioè delle seconde linee di curvatura, è data da

F~<+Gd~=0;
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dunque questa equazione differenzialerimane la stesM comanque defor"
mando la sviluppabHeX.

Riassumiamo questi risultatati nel teorema seguente di Ribaucour:
Se «Ma ~~«e S ha «M ~<MM MtMf cto~a~w~ C piane,

d~~MMa'o comunquela ~<~a6~e S Mw~~odi <p<es~p~ ~<t
che le generatrici f~MO ~<tJ'tKee,ed ognipiano tangente di E ~aso~t
SWO <t<nwC, ivi <f<MM<!<

1.' in 0~ COM~M-~OMP ï j~o ~e CMtWC aNtM~et-M
~Mpfe per linee di CK~a~o-a.

2.' <punti <Mi'eMH-MC!<WC C~ si trovavano nella COM/~tWMtOMe
WM~e Mp~<tuna Hw~ c«yM!<Mf<!fM secondo~~cma, ~Ma~aitMO
ancora !? ogni altra COM~MfO~OKe.

In particolare, se dïstendiamo la sviluppabileX iu un piano, avremo
un doppio sistema ortogonale di curve C e C', ad ogni curva C essendo
inoltre coordinata una retta, la corrispondentetangente aUa trasformata
deUospigolo di regresso. Interpretando geometricamente l'equazione a
derivate parziaU del primo ordine (80),potremmo stabilire le proprietà
geometriche ca~~et~cAe di questi sistemi ortogonali, dopo di che la
determinazione delle superficiecon un sistemadi linee di curvatura piane
si effettuerebbe con una costruzione di geometria piaNa. Nella citata
memoria di Rouquet il lettore troverà ampiamente sviluppate queste
rieerche con eleganti costruzioni geometriche.Noi qui le traiasceremo,
tanto più che, per quanto riguarda la determinazionedelle nostre super.
ficie,non verremmo in sostanza che a ripetore, sotto altra forma, quanto
abbiamo esposto nel paragrafo précédente.

§. 829.

Le superficie d'area minima con linee di ourvatur& piane.

La determinaziono delle ~uperncie con un sistema di linee di cur-
vatura piane, considerate nella loro totalità, si effettua, come si è visto,
con quadrature. Quando per altro si voglianoconsiderare classi speciali
di queste superficie, corrispondenti a particolari proprietà geometriche,
rimarrà da detorminare il sistema di circoliimmaginisferiche delle Unee
di curvatura e le due funzioniarbitrarie che entrano nel!'intégrale gene-
tale (18) (pag. 263) in guisa da soddisfare aHecondizioni richieste. Una
ricerca di questa specie è quella compiutanel 1869 dal Dini, che doter-
mine tutte le supet-ScieW (cioè coi raggi di eurvatura legati da una
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relazione), che hanno al tempo stesso un sistema di linee di curvatura

piane. Noi non trattoremo la questione generale; ma ci umiteremo a

trovare le classi più interessanti di queste superficie, che sono quelle
ad area minima e quelle a curvatura costante.

Cominciandodalle prime, osserviamo cho, i'immagine sfedca delle

linee di curvatara di una superficied'area minimaessendo in ogni caso

un sistema doppio ortogonale isotermo, se le linee sferiche di uno dei

due sistemi sonocircolianche le altre sono circoli (I, pag. 211), e quindi:
«MaMtpe~cte minima elleaMKtpiane le linee di curvatura d't un sistema

<M~piane anche gt<e~ dei WC<Mt<!o.

Viceversa prendiamo sulla sfera un doppio sistema ortogonale di

circoli che non puo offrire che i'ano o l' altro dei due casi studiati al

prineipio dei Capitolo. Eaisterà certamente, pei teoremi al § 136 (I,

pag. 291), una superficie minima, determinata a meno di un'omototia,
che avrà per immaginedelle sue linee di cm'vatura quel doppio sistema

di circoli e possederàquindi linee di curvatura piane. Per scrivere effet-

tivamente le formole relative a queste superficienon resta che a distin-

guere i due casi del § 314 seconde che la forma dell'elemento lineare

sferico è qaeUa assegnata dalla (3) o dalla (5) (pag. 267, 268). Nel

primo caso faremo, disponendo del fattore costante d' omotetia:

<(M'+~+l)'~~3–
e nel seconde

==(coshv + <tcos «)*.

Le coordinate x, y,.? di un punto mobile suUa superficie minima si

calcoleranno quindi, in funzione dei parametri u, v delle linee di curva-

tura, colla, quadraturatura, colla quadratura
r /3X

dis
3X

~9.

ed analoghe per y,
Cosi troviamo per la prima superficie minima le formole

a!==-{8«-M?+3<t<)'{

(~ y=~-8c-3«'~(A)

~«t'
(u~ ..t\
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M

e per la seconda le altre

a!==!OH<+6eNMCOBh<'v

(B) y==w

v,

+<tcos<<sonhov

<==: yl- a'cosMcoshf.

La notevole superficie minima (A) è stata trovata da Enneper; essa

algobrica del 9." ordine. Le sue linee di carvatura (u) (v) sono
evidentemente cubiche plane razionali, mentre le linee assintotiche
« 0 = costante, « + v ==costante sono cubiche gobbe. Vediamo cosa
diventa la costruzione generale di Darboux (§ 815) per questa speciale
superficiea linee di curvatura piane. Siccomequi abbiamo (eangiandoil

segno di W)

w= /Y<.j-v.L.7~ c'+8o'–«<–8<t*
W~-(X~+Yy+Z.)=.

paragonandocolle formole del § 316, dobbiamofare

2U~ 8V~~±~.
4 4

Ora i quadrati dei raggi delle série di sfere (7), (8) (pag. 259), i oui
centri sono distribuiti soUe due parabole focali, sono dati da

~+~+~

1
4 2 16

-,V~(.)'

cioè sono costanti ed eguali. Si ha quindila seguente costruzione geo-
metrica La <~p~cM minima d'Enneper é Mt~t~po dei piani MonMaK

JM~O<? tM~WC<&!?!!CtM~M~e~ pt~ <M<tparabola coi punti
<i~~<M'aM~ /%eo~.

Per le proprietàdella ciclide di Dupin (§323),si pno enunciare q~esto
rlsultato sotto la forma équivalente: Z'MMJ~/M<smedia della cMMe
del 8.' of~~ DKpw (om parabole focali)è la superficie<r a~eaminima

a'JEw~pef.

Quanto at!a superficie minima (B), osserviamosoltanto che essa è
in ogni caso trascendente, e per <t =' 0 si riduce al catenoide.
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§.330.

SuperSoie pMadostërîche oon un sistema di linee di oarvatura piaM.

Volendoora rieercare le superficiecon un sistema di linee di cnrvatura

piano e di cnrvatura costante, converrà prima che troviamo, seconde i

teoremi général! de! Cap. IX sulle superficieW, la forma carattoristiea
che ha l'elemento lineare di una superficie di curvatura costante, rife-

rita aile sue linee di curvatura. Cominciandodal caso delle superficie

pseudosferiche,la cui curvatura K si porrà per semplicita==- 1, osser-

viamoche, indicando con0 un angolo ausiiiario, potremo porre

ft==t –tg8 ~==cot8

ed i teoremi générât! at § 184 (I, pag. 289) daranno subito i risultati

seguenti, che potrebbero del resto anche dedursi da quelli conseguiti
al § 76 (I, pag. 160) L'e~Me~o lineare di «MaMpe~!cM~eM~os/iftoa
<? raggio==1, f~~N a~e linee di cK~<!<:<f<tM,v, assume la forma

(32) <&cos'8<&<*+sen'8<

mentre gt~O ~(t MfaMM)M<t~M~Wca dMo da

(83) d~ son' 9<!«' cos'8 d~

!a /!<!M'MMe8 («, v)«)(j'~M/«~<«M'MMe a (MM~e~fjfMt c~a«eW!<Ma

ale t

Viceversa ad ogni soluzione 6 della (33) corrisponde una superficie

pseudosferica pienamente determinata di forma, e la sua determinaziono
in termini finiti dipenderà,in générale, dall'integrazione di un'equazione
di Riccati.

Supponiamo ora che la nostra superficiepseudosfericaS d'}bbaavère

le iinee di carvatarac piane; sarà per ei6 necessario e sumciente che

le Iinee sferiche p siano circoli, cioë che la loro curvatura geodetica

JL 1 9sen8 1 98.

p' 8en8cos69 3o 86n89c

QaMta espdmcche la cnrvatura dall' etomontolineare (88)ë ~=' 1,
owero quella dl (88)6 ~+1.
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sia una funzione della sola v. Questa condizionesi traduce nella equa-
zione

~=0.

ed il problema proposto si riduce dunque a trovare le soluzioni comuni
aUe due equaztoni del 2." ordine (84), (38). Ora dalla (86) risulta

2

essendo U fanzione deUa sola u, V délia sola v. Di qui si trae

e quindi
cosO==-tgh(U+U)~en0==~~

~~tgh'(U+V)~+~y~.

Siccomesupponiamo che nè U, né V siano costanti (cié che porte-
rebbe aile superficiepseudosferichedi rotazione) potremo prendere U, V

per parametri in luogo di u, v scrivere quindi il nostro ds' sotto la
forma

(86)
~~tgh.(.+~+~

indicandodi nuovoconU, V due funzionirispettivamente di u, p. Restano
da determinarsi queste funzioni in guisa che la curvatura deUa (86)
sia K==–l; cio dà requaziono

(VV-U'U)co8h(M+o)==(V–U'+l)8enh(M+<'),

dalla quale facilmente determiniamo i valori che debbono avère U, V.

Poniamo per ci6

U'-pM, ~<t.M,

e la precedente potrà aoriversi

(87) ~2(i–?+l)tgh(«+<'),
o

~–2<))tgh(<t+~)–2tgh(<t+<')'="2ftgh(M+c).

Derivando questa rapporto ace moitiplieando per cosh' (u + e),
otteniamo

(88) fcosh'(M+<')-2~senh(«+<')cosh(M+e)-2~ 2'='-2y.
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Un&nuova derivazionerapportoa v porge

f=4~;
se ne trae

<j' M==Acosh 2 o + B senh 8 f + C 1

indicando con A, B, C tre costanti arbitrarie. Sostituendo nella (88), ne

deduciamo subito

y(«)'==C–Acosh2M+Bsenh2«

col quale valore la (87) è soddisfatta.

Ne concindiamo .Z~eM~a~ ~p~t~CMp~eMofos/ar~d't f~~ == 1,
colle linee di curvatura v piane, d~<t~ dalla seguente/bn~ del N'a*

W/eW~oaMelinee di curvatura u, v:

C
A,<

(0) <&tgh' (M+ v) +
C–Aco8h2«+BMoh3«'

1_

+ cosh' (u + f) Acosh2 f + B senh 2 v + C 1

restando A, B, C costanti arbitrarie.

D~ !'e!Mte~o lineare sferico fa~M'~e~oiMwdella s«pef~ sarà

dato dalla formola:

<~t __1(D) cosh' (« + v) C A cosh 2u + B senh'2M
+

+ teh*(«4-
l'Aco8h2c+B8enh2f+C-l

ed i raggi jM~peït e«n~M~ dalle formole

'==~h~==-+")'

Osserviamopero subito che le due costanti in apparenza distinte A,B

si riducono in effetto ad una sola poichè, se non sono eguali, basta

cangiare u, v in is + k, r (A costante), cio che non altera « + o, o
si ptt6 allora assumere & in guisa da annullare il nuovo valore di A o

quello di B.

Le superficie pseudosferiche con un sistema di linee di curvatura

piane dipendonoquindida duecostanti arbitrarie, cioèformano una doppia
infinità. Fra esse le più semplici,che erano sfuggiteall' analisidi Enneper,
e farono avvertite da Kuen, corrispondonoall'ipoteai A'==R
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§. ML

Casedéliaourvat)a'&K +1.

PMsandooraal CMCdellacarvaturaK=+ 1,oMerviamocheessendo

~+1. t

potremoporrep. e.

~t~eothO, <==tgh6,

indicando6unafunzioneausiliaria.AUom,appticandoi teoremigênera!!
del§ 134gi&ricordati,vediamoche JMem~o i:<M<cM'e<?«MaSMpe~Me
eo!~CMn~Mfaoo~o~eK =' + 1, ft/e~a <tj'je$? Httec CMnx!<Mf<
~e~/w~~

(32*) <&'=.8enh'e~+eosh'0(~

MCM~'6gKCKc< ~«6MMM<~<)MS/eMMt«'a<0O!ft

(33*) ~"==co8h'e~+8enh'e~

J~/w<MM)Me9(«,c)ao~t~t <!K'ea'!«M't<MMc~a«<H'!s<!caaNedM<~jM)f.etoK

9*8 i~B
(84*) + &+ senhBco8h6==0.

Volendoorache!ineedicarvaturacsianopiane,cio&te Uneesferiche
c sianocircoli,ne dedurremo

9 1 38\3

(

1

36)
0

3«\co8h8~
ossia

9~~(tgh~)=.0;

integrandopotremoscrivere

~(~).

indicandoconU,V duefunztomarbitradedi «, o rispettivamente.Ne
deduciamo

8enh8-cot(U~V).
coshe~
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e quindi

~~(u+v)~+~T);
¡

cangiando, corne at § precedente, le notazioni pe! parametri soriviamo

~+"~+.
«

Resta solo che determiniamo le due funzioni U, V in guiaa che a

quest'oltima formadifferenzialecompeta la curvatura Ko + 1. Ci6porta

alla equazione

(U'U+VV)sen(«+o)==.(U'+V+l)Ms(«+c).

Procedendo in modo aSatto analogo corne al precedente, troviamo

che i più generali valori di U, V sono dati dalle formole seguenti

U'esBBen2«–Acos2«–C–1 1

V='Aco82w+Bsen2o+0,

essendo A, B, C costanti arbitrarie. Si vede subito che, senza alterare

la generaUtà, si pu6 fare qui A~O, onde:

La pM~generale< sMpe~eM cMfca<<#'otK="M, col sistema v <?

KWCdi curvatura F~~) ~M~a da

0

~)ë~~+~~Blen~C'
(0~ ds' = cote(fÀ+ B son2 u 0-1 1+ iee (û +1) B sen 21)v 0

<?? B, C cos~O!)~arbitrarie.

L'~eMe~o !MM<itM~Mo f<t~'p~eseM<a<teodMo <M'!a/<w~to!<!

~°8en~~BMn2~C-l+~~+~BBen~+C'

essendo

~C.8~R'=~~+~'

<"S'tntende ehed&vale nett'ipotMt,impHcttanellenostre&nnote,ohesla

r, <( 1. Attrimentt NMgner&sostituirealla mperacie la ~ua trasformatadi
Hfnizidaktsdi oui parleremopiù avnti al Cap. XXV.
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8.M3.

Le snperaeie d'ENBeper corne MperMe di JoacMnMthtJ.

CogUsviluppi dei due §§ precedenti abbiamodimostrato l'esistenza

di una doppia innnità di superncie con una data curvatura costante e

con un sistema di Unee di curvatura piane. Queste superficie, deËnite

dalle forme (0), (C*)den'elemento lineare, sono stato trovate ta prima

volta da Enneper f e diconsi superËcie d'Enneper.RimaMda trovare

le loro equazioni in termini Sniti; ci timiteremoqui a far vedere che

tale determinazione si fa con quadrature che portano,in generale, aile

funzioni ellittiche. A questo scopo stabiliremola Mguentenotevole pro-

prietà geometrica delle superficie in discorao:

In o~t M<pef/!c<ed' JSKXcpefa cwpa~Mfae(M<<m<ei y~w <M<eHMee

<!)trp<t<xfadel .p"MMsistemapcM~MO~er WMretta ~<t, e quindi le

!M!eedi ctM'Mt<MM secoH<&)SM~matsono(f<Mo<a<esopra s~M ortogonali

a!~ S!~e~c<e,coi ee~~ <«<t SMMaf~sM; <MyMt~a'cte o!t-

Mep~'appartiene c~ ~a c!<ime JiMC~)t~~ (§820).

Per dimostrarlo cominciamodaH'osserYareche in ogni tale superneie

ciascunalinea di curvatura « del secondosistemaè a curvatura geodetica.

costante.E infatti se prendiamo p. e. il casopseudosferico,è l'equazione

(35) ehe da la condizione perché le linee f siano piane. D'altra parte,

l'eiemento lineare della superneie essendo dato daUa'(32),la curvatura

geodetiea deUe linee « data da
C<

~J~~
p. sen 8 3w

od e quindi per la (85)

~~J"
cioè

1 =fM,~=~),ptt

cio che dimostra appunto l'osservaziono. < Ora sussiste il seguente

(Km~er Nachrlchten, 1868, pag.858.
< S! puô anzi OMorvare inversamonto ehe di qui risulta Se le M?Medi CMf-

vatura di un ~<ema, jM~pMtuna NMpef/!c& ourvatura costanto, hanno cos~K/e

la curvatura geodettca, 9Me«e <!eH'o«w ~~eM<t sono ~cme.
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teorema, dovuto a Brioschi: ~«<!Md~«Mei'~MMC cMtw~w~cdi ma

superficie~<tec~at~e==a il raggio <?OMn~KWgeodetica,essa appartiene
ad «fM sfera at r~o a, été taglia or~oHahseK~ la stfpef~e. Ram-

mentando la costruzionedi Beltrami pel centro di eurvatura geodetica

(I, pag. 277), si vede subito infatti che la sviluppabile circoscritta alla

superficie lungo 0 deve ridursi ad un cono, sut quale la ourva C taglia

ortogonalmente le generatrici alla distanza a del vertice; la sfera de-

scritta col centro nel vertice del conoe con raggio ==<tcontienequindi
la curva C e taglia ortogonalmente la superficie.

Dopo cio, siocomele linee di ourvatura deUa nostra superficiesono

piane e quelle u sono descritte sopra sfere ortogonali alla superficie,

risalta dal § 320 che i piani delle linee v passano per una retta, sulla

quale giaccionoi centri delle sfere contenenti le Uneeu. Cosiè dimo-

strata la proprietà geometrica enunciata per le superficie d'Enneper,

cioè è provato che:

Zc ~ef/Me a'J~wp~' a CMtf<t<MMtcw<<tM<ee~Rpa~~oMoalla dasse

a!t Joac~MM~M.

§. 333.

BqnMimi in termini aniti per le superMe d'Eaneper.

Delle superficied'Enneper a curvatura costante conosciamola forma

(C), (C*) dell' elementolineare, riferito al!e linee di curvatura «, v. Pro-

veremo che le loro equazioni in termini nniti si ottengono conquadra-

ture, dimostrando più in generale il teorema:

Se di «KOsuperficieS <? Jb<M~w<~M coaoseoMole due forme

quadratiche /bMahmeH<<tJ!

~==EaM'~Gd'o'

<~=e att'+~ae',

riferite aHe KtMe curvatura M, otterranno con ~«M~o~'e !e equa-

sioni in termini /!«? dM!ost~pet~cM.

Supponiamoche le linee di curvatura v siano piane e le linee u a

curvatura geodetica costante, quindi (§.332) tracciate sopra sfere orto-

gonali alla superficiecoi centri distribuiti sopra una retta, per la quale

passano tutti i piani deUe linee v; avremo intanto

1 9\/e 1 ~VG
-g– =?M, –=: =='t(«).

~EG
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Si vede subito quale 6 il aigniacato geomeMeodetteAtMioni<K«),
y M. Intanto la prima <)<(«)dà t'inversa del raggio della sfera che con-
tiene la linea di curvatura u. Quanto alla seconda (v), indicandoconc

l'angolo d'inclinazione del piano délia lineav sulla superficie,si ha

coto=~(o),

corne si rileva daU'immagine sferica.
Ora si prenda per semplicità la retta asaa per aase delle< e si assn.

mano coordinate cilindriche

a;==pco88, y=3psen6, <;

dovremo avere

(89) ~'+/+<=.E~'+Gd'c'.

PoicM le linee di curvatura v sononei piani6e. costante,sarà 6 una
funzione della sola v, che calcoleremonel modoseguente. Mantenendo

per la saperacie S !e consuete notazioni(Cf.§.273,pag.147), poichèla
normale al piano 8 ha i coseni di direzione

son 8, eos 8,00
avremo

Xt sen 9 Y, cos 8 =.0

(40) X,sen6–Y,cose==:sen'! a

Xasen 6 Y, cos 6 =' eos o.

Poichè inoltre

a;sen6–ycos9='0,

derivando questa rapporto à p, otteniamo

V6 (X,sen 9 -Y,cos9) + (~cos8
+ysene)

==0,
(te

ossia per la seconda delle (40)

(41) fi
do

sen(41) ~==-VGseno.

D'altronde, derivando rapporto a v le (40), coU'aver rigaardo allé
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formole (a) del oitato g. 278(pag. 147), deduciamo

(X,co8e+Yt8en6)~== --L~seno 0(X, cos6 Yl sen

VE

son o

(X,.os6+Y,8en~=(~+~).oB.
o

(X, cos + Y, son8) ==
+

son 0(Xscos0 Y$sen 0)
~~v-E. ~~J

sen o,

da eui quadrando e sommando

i 1 ~Q\'
(~)

T
=='b' + + sen'o.

W ~g 9Ml

sen a

Naturatmente il secondemembro sarà una funzionedella sola v, come'

si potrebbo verificare. Osservando la (42), la (41) ci dà in termini Rniti

il valore di p, mentre la (42) ci da 8 con una quadratura. Sostituendo

i valori trovati nella (89), calcoleremo (~' e quindi <' con un' altra

quadratura.

Applicandoqueste formolegenerali al caso delle superficied'Enneper,

che abbiamo definito ai §§.330, 331 mediante le loro equazioni intrin-

seche, si vedrà che le quadrature da eseguirsi portano, in generale,

allé funzioni ellittiche.

§. 884.

Eliooidi psendosteriche del Dini.

Eseguiremo i calcoli effettivi per le equazioni in tormini 6niti delle

superficie d'Enneper nel solo caso particolare molto notevole CMt<

piani <M!elime di CtO~Mmv ~M(K<y la s<(pe~!c<eM~o medesimo

angolo a; allora dovrà essere 9 costante. Ma nel caso della 8aper&cio

pseudosferica d' Enneper al §. 330, corrispondente alla forma (C)deldb',

si ha

coto==\/Acosh2f -t-B8enh2o+C–l,

ed avremo ")'='co8tantosolo prendendo

A'==0, B===0.
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Dopo di ci& la (0) diventa

~==tgh'~+.).+~~tg'

(con o costante) ed essendo

~senh (!.+.)' 'h(«+~).

le due forme quadratiche fondamental! della superficie ammettono il
gruppo continuo di trasformazioni

MC=«'-j-A, 0<=,t/&,

onde la superficie è necessariamente oHeoidaIe.È évidente poi che le
sfere contenenti le linee di curvatura « hanno tutte egual raggio; il
calcolo della curvatura geodetica delle linee« conformaquesta osserva-
zione e dà pel valore del detto raggio

R'=='seno.

Il profilo meridiano di questa elicoide,essendo traiettoria ortogonale
di sfere di raggio R coi centri sull'asse, è una trattrice di tangente
costante=R, avente l'asse per assintoto.

Dalle considerazioniprecedenti sonogià perfettamente doBnitequeste
singolari elicoidi pseudosferiche, trovate la prima volta dal Djni.

Volendo sorivere le loro equazioni esplicito, possiamo applicare le
formole (41) (42) del precedente, che danno

~==tso 0 c-
sencs

F
cosh(M+c)'

e successivamente per la (39)

dv senh'(«~<!)a'~ sen
1 cosh' (u v) senh' (u v)"JM~F~rp~r~

Di qui integrando abbiamo

e~-oigo, .?==8en ojtg A (<<+<))–«}
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e quindi per le equazioniin termini finiti della superficie

Mao
cos (v tg i)

~.OSh(~+.)~

sen 0

~ccsn~~(~~)

« =sen o jtgh (« <')–(«-}- o){+ sem.

Queste rappresentano appunto un'eticoido di parametro Mcscoso,
avente per profilo meridiano la trattrice di tangente costante ~='sen<
coU'asseelicoidaie per assintoto.

Si osservorà infine che le proprietà descritte delle elicoidi del Dini

dimostrano altresi che le linee di curvatura sfedca « = costante sono

~oMOf~Mtc~delle rispettive sfere, e ne tagliano i meridiani nei piani
per l'aMe sotto l'angolo o.

Nella classe delle superficie d' Ennepera curvatura positiva (§. 331)
non esistono superficie reali di natura cosi semplice. E infatti in questo
caso l'ipotesi di <!costante darebbe nella (C*)B==0; ma allora eviden'
temente la corrispondente superficie è immaginaria.

§. 886.

SnperCoiea Unee di curvatura. sfbriohe in Tu sistenMt.

Vogliamo.ora brevemente occuparci delle superficie con un sistema
di linee di curvatura sferiche, nella quai cosa ci limiteremo atresposi-
zione di alcuni risultati fondamentali,che permettono di dedurre queste
superficie da queUegià note con un sistema di linee di curvatura piano.

La prima ricerca che faremoa questo scopo sarà diretta a risolvere
la questione seguente: Dato ~a sfera <j!tûaMssun <ewM doppioorto-

gonaledi Httec(M,e),~aM~ e~e~t per WcoKosc~ese ~~<wo superficie,
che a~m~aKO SM~eMcdato («, v) cowe~HM~Mt d~e KtMe ct<nx<.

tura, e nelle g<«~tle HtMe un sistema,p. e. ~f, siano ~Wc~. Segui-
remo la via tenuta dal Dini nella sua memoria del 1869: ~~e st<pef.

/Me che ~??0 un ~ema di linee di c!<r!)o<Mra~/eWo~j O le formole
date dal Dini in questamemoriasi prestano invero con molta facilità a sta-

bilire anche gli ultimi risultati conseguiti dai goometri in questa teoria.

(t) Memorie<MIaSooiet&dei XL. Série III' T. II. P. 1'.
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8i)t

(48) <=.<S:'+dT'+<E'=~+~

il quadrato detl'elemento lineare sferico, riferlto al dato sistema orto-

gonale «, ove con X, Y, Z abbiamo Indicato, nel modo consueto, le
coordinato di un punto mobilesulla sfera. Ponendo

Y 1 9X l 3X
== A!==

<Ve

abbiamo !e formole

~i=,
Xt -v S~~

(44)

9!f X'-vc X 3M '9<T
== Xt

~? = ~Y
a,/9~±~~ a V~r~ rv3<' 3M 9<' ~9« X.X.X,.

Supponiamoora che esista una supwMe S avente le linee u, v per
immagini sferiche délie linee di curvatura, e le Unee v sulla S siano
inoltre sferiche. Consideriamouna qualunquedi queste linee f sopra S
ed un suo punto M == (;(;,y, sia C il centrodella sfera che contiene
la linea. Il piano normale in M alla v contiene la normale M N alla

superficie e passa pel centro 0 della sfera, e notiamo che l'angolo
CMN ==o è costante, pel teorema di Joachimsthal,lungo tutta la Uneac.
Se nel dette piano assumiamo come assi le due direzioni ortogonali

(X,Y,Z), 1 (X.Y,,Z~ t
e indichiamo con

.,p

le relative coordinate del centro C, avremo

a ==B cos o p =: Rson a,

eMendo R il raggio della sfera, e per l'osservazioneora fatta saranno

a, p funzionidi c soltanto. Ora, dando ada, {Hsegni convenienti, saranno

ai-aX–pX,, y-etY–~Y,, ~-«Z-pZ,

le coordinate assotute del centro C, le quali sono alla loro volta tre
funzioni della aola f, che indicheremo con

v,,v,,v,.
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Dunque: Le coordinate un punto x, y, mobile wKa rn~~Me S

a<tMtM)M<~e~'e/btw~

a!=.<tX+pX,+~

(46) !/='«Y+pY,+V,

.i'==«Z+j)Z,+V,,

dove a, p,Vu V,, V, SOMOMMgxe/«tM~M~«~ Mht e.

§.886.

Bioeroa deUe oondMoNiperohè le linee v siano sferiohe.

Bisogna ora ricercare le condizioniaile quali debbono soddisfare il

sistema sferico dato («,v) e le funzioni

P.V,, V,, Va

aStichè le (45) deflniscanouna superScie S della specie voluta. Basterà

per ci6 che la superficierappresentata da queste equazioniabbia X, Y, Z

per coseni di direzione della normale, poicM avendosi per le (46)

(.) ~-V,)'+(y-V,)'+(~-V,)'=~'+p'

0)
~-V.

Y
~V. ~-Vi

a

V~T? V~Tf? V~F? ~'+?'

ogni linea p della superficiesarà descritta per la (a) sopra una sfera col

centro in (Vt, Vt, VB)e di raggio \/a'+p', ed inoltre per la (p) questa

sfera taglierà la superficiesottoun angoloche, avendo per coseno

~+P'
sarà costante lungo la detta linea v. Dunque le linee v saranno linee

di curvatura, e le altre saranno quindi le « come corrispondenti alle

traiettorie ortogonali dellev sulla sfera.

Cib premesso osserviamoche derivando le (46) otteniamo per le (44)

~-('
au3u

a

.i- P~V1 l9 a

el1

(46)

~X,+~+~X,+(.t~)X+V'ye'"
gx~+(P'+aJ7x~+t«-PJ9)g+v' t
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colle analoghe per~.jf.ove cog!iaceenti indichiamodorivazionerapporto
a v. Esprimiamoche X, Y, Z sono i coseni di direzione deUa normale
serivendo le due condizioni

yd x ax 0 ydx ax 0.
2~ 2x~«.

Di queste la prima è identicamente soddisfatta,e la seconda ci da
l'equazione di condizionerichiesta

(E) ~+V'.X+V',Y+V',Z==~
Una prima risposta alla nostra questione si ha dunque nel teorema:
Dato un ~etMa ortogonalesferico(«, c~Kc~es~aHo ~M~/Me S

e~ !o <tMm<#sMocomeimmagine ~e !MMe curvatura e nelle
M~e v siano sferiche,MecesM!-Me ~!c:<~ ahe FMMKOo~eMMtM<
cinque /WM<~M~

«.P,V,,V,.V,

a'~a sola v ~t e~ ne fM~ so~M/a«a (E).
Due osservazioni vengono subito suggerite dalla forma di questa

condizione(E). La prima 6 questa che siccomein essa le funzioni

«, Vi, V,. Vs

figuranosolo per le loro derivate, si possono aggiungere costanti arbi-
trarie ad «, V., V,, Vs o la superficieS definita dalle (45) avrà sempre
sferiche le linee di curvaturav. L'aggiunta di costantia V,, V~Vs non fa
che imprimore una traslazione alla S, mentre ana costante aggiunta
ad « fa passare dalla S ad una superficieparallela; ed è ovviogeome-
tricamente che superficie parallèle hanno sferiche insieme le linee di
curvatura di un sistema.

Una seconda osservazione molto semplice ma di grande importanza
e questa che, essendo la (E) omogenea m

<v'v'v~,p,

se essa e soddisfatta per un certo sistema di queste fanzioni di o, îo
sarà egualmente alterandole tutte por un fattore comune/«M~M<<M'M-
~arM <?v. Questa osservazione dà subito il teoroma di Blute!

Se una ~~M S ha sferichele Ktt~ curvaturav, eSM~MMtM~-
nUealtre superficie,della medesimaspecie,~tpeadM una /w~~ arbi-

~<~t<t,<~eweM~a <!<WtM)Mcon8 l'immaginesferica ~Be ~MMC CM~t~MM.
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§.387.

Altre f!9MMdélie equazioni di oondMone.

La condizionetrovata (E) si pa&porre sottoaltro fonne équivalent!,
che convieneosservare. Sappostala (E) soddisfatta, le (48) ci danno una

superficie S con linee vdi carvatura sferiche, e i! confronto delle (46)
colle fonnoie di Rodrigues

9!<! 9X

~='=='c.X,

9X'

9;

ci da peî raggi principaii di curvatura della S le formole

~,+~~

~=<+-~+-~2~x,;V~V6'
con qnosti valori dift,~verraNno soddisfatte le equazionidi Codazzi

~~MVe ~n~<)

,+~=..au ôu

Inversamente dimostriamoche: <? <&~sferico <a!e c~e poM<aM

M<M~<t~le ~MOMtOMt<MCM~~t con MMvadore<? f, <~<t /!w~M

,+p–

eMeMdO?, p /<<M.M<wtâi. v soMan~o,e <?? «M<!<MM)M<eM<e<M)~ f,, la

<w?~p<MM!M<9<t<~pe~M<S <<t per quadrature dM!e/waM!e

9X, 9X,\

~~t.+~
x

J 1r' au
da + r` ~l

NM'&~<~e ie KMM C!MW!<«f<tv.
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M

E infatti avremo per la (F)

9<p <- i a)V7'\

s-+'
¡m

CIve
+ g

Xl,

ehesipuoacrivero
ax 3

(«X + PXI)~(.X+pX,),

onde integrando avremo

a!==<tX+pX,+V, >

indicando V, un'altra funzione della sola v. Analogamenteprocedendo
pery, vediamo cho sussistono le (45), e per cio le linee di curvatura
v sono sferiche.

A beae osservare nn'a!tra forma, utile per leapptieazioni, sottoem
si pub porre questo risultato, cioè il teorema: &tOM superficieS è ri-
~a alle sue ~e curvatura M,p, la c<MO'MwaeMecesMnae st~e~e
perchèle linee a!t curvatura o siano sferiche è cheil relativoraggiop~M.
C!p<~(? C!<t~<W-<t abbia un'espressionedella forma

(F) ~==<,+~LÊVi,iF)

'V~

ovee,~<Mo t coe~e~ <M<'e!<MKM<olineare sferico ed p «MM/!<MWM~
~ht ~a v.

§. 888.

DetermimMione di tutte le saperlioie
oon un sistema di linee di curvatura e&riohe.

Abbiamo già dedotto, alla fine del §. 336, dalla condizione(E) del
Dini il toorema di Blute!. Ora riprendiamp ed invertiamo queste consi-
derazioni, le quali portano facilmente alla detorminazione completa di
tutte le superficie dell'attuale classe.

Supponiamo data una superficie S col sistema v di linee di curva-
tm'tt sferiche e, per rendere più breve la discussione,escludiamo i due
easi g:a studiati: 1.' che le sfere contenenti !o linee v siano coacen-
triche (§ 319), 2.' che le linee v siano circoli (§§ 821 e segg).

Potremo rappresentare la nostra superficie S mediante le formole
(48) e le funzioni

<=',P,V,,V,,V,
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eoddiaferNHMallaeondbioM(E)

<x'+V~X+V',Y+V',Z=pV~.
Corchiamo ora di determinare lutte lé superncie 8 aventi a comune

con S le immagini sfencho delle linee di curvatura e per le quali le
linee v sono ancora sferiche, Indicando con

<P,V~V,,V,

le funzioni di che per la S sono le analoghe a quelle introdotte per
la S, dovremo avere

?+V',X+V,Y.t-V~Z=p~.

Ponendo

sarà ). una funzione della sota p, ed il paragone delle due condizioni(E)

sopra scritte ci dà

<? + (V'V~) X + (V,V,) Y + (V~V,) Z = 0

Ora questa è un'equazionelineare in X, Y,Z con coe&cientifunzioni

della sola f e, se non fosse un'identità, le linee sferiche sarebbero
circoli contro l'ipotesi. Dunque si dovrà avere

v'v; v~_p_?.

V~'V, f,"p''<t"
la soluzione più generale del problema é quindi quella già osservata

al §. 886.

Osserviamo che l'eguaglianza dei tre primi rapporti ha il seguente

significatogeometrico:Le ~t« e!<per, r h<o~odei centri dellesferee~jpa'

le Wspe~twsMpe~eM S contmono le linee di OM~<~M~v sono~«~br-
)M<!<c~Combescure!'MM<!(M~aMfa.

Viceversa, presa una trasformata qualunque r di Combescuredella

curva primitiva r, e dette V,, Va le coordinate di un punto mobile

au r, si avrà

~~).V' f;=\T, ~=).V~,

essendouna funzionedi v. Basterà allora determinare le funzionia, p di o

dalle formole

?== ~«'~
p==\p
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e le rotative formole (46)

~aX+pX.+V,

y==«Y+pY,+V,

a Z + pZ, + V,

cidonnirannouna superficieS colle Uneo di cnrvatura v sferiche, avente
a comune con S l' immaginesferica delle linee di eurvatura. Diremo per
brevità ehe la S 6 una trasformata di Combescuredelta S.

Ora facilmente vediamo che sussiste il teorema: J~ trasformata
di O~~CM~ di una f~a M~e~cte 8, con «tt sistemav di linee di CMf.
w~a a/erM~e,ve ne SM!o~M~e Q'«aj'tle sfere contenentile linee
di CKtW~'a v passano per un punta /ÏMOdello spaxio,

E infatti se tog~mo che per la superficie S le sfet-e contenenti le
lineev passino per l'origine, siccomel'equazionodi una di queste sfore è

(~-Vi)' [- (y-V,)' +~=:~+~,

converrà porre frao,ifeieV!a relazione

ossia
V!+V!+~=.~+p',

(47) (J' V, dv)' + (/ V, ~)' + (J- A V~df.)<==(~ ). ~)' -)-

Disponendo convetHentementedella funzione arbitraria ).(v), si pu!)
sempre fare in guisa che la précédente condizionesia soddisfatta, e ci6
in infiniti modi; poichè la successiva derivazionedella (47) permette di
eliminaregli integmli che vi figurano e di costruire unacorrispondente
equazionedifferenziale per )..

Ora quando una superficie S ha un sistema di linee di curvatura
tracciate sopra sfere che passano per un punto nsso 0, un'inversione
per raggi vettori reciproci con questo centro la cangia in una super.
ficie E con un sistema di linea di curvatura piane. Si ottiene cosi il
risultato finale: Per ottenere tutte le ~e~e coMun sistema di MtMe
di e«rt~M)'<!~MAe p~M<~ più generale superficiecon«Msistema
<? linee CMf<x~M~<:piane e se ne cos<fMM<Mtrasformata S~ef inver-
~M: le ~<M/onK< (Am&MCM~della S d'a<'a)tKo~e superficie
yt<~MS(e.

MVediper t'eBiBtttva.eostruzionoDAttaocx<.c. T. IV pag.260.



CAPITOLO XXII.

LesoperScied'MMminima

Cenno Htorleo, F01'lUole dl Welel'HtrR3H, SllperUolo InlnbDe nlgobrlebe, SuperftoleCenno tttorieo. Formote <ti WeteratmM. Snperftete tttMtM ntj{oM<!he. SaporNote

doppte. Defornuuiont donc xuparHete mtntmc par te quatt NtoouMrveao ad ttteft mt-

nhut). SnperBcie minime MMottte. SMporfteta.eontn){"te ln applicabilità. Super-
Ilote tntnhue Hppttca))~) xuprn 'mperftcte dl rotttttone. Etteofdt ad t)MNminima. For-

t)to[e d) SchwttMt. Un~ttMiunH dt nm MperMote utiat'ntt <MMt;ttttt)m6tt)MttrtMttt mm-

Utfea. Orttorto par rieoMMm'0 sa nna Mtperttd') pub ttdttt'st par aemtoae una Bttper.
Octe tni)t)t)i)t. RettMitonedette Mtpefftete mtntmo collo 8uporllolo appUcuMM «ut par~-
botoMo dt rotaztone. InveMtotte det teorem! dt GnichfH'd. Le eongf)t6Me W di

Thybaut oou falde fecaU ad area minttnt. Le MporMe d' ana MM<M negU opftzï di

eurvattira oostante.

§. 339.

OMmo«totico.

La teoria delle superficied'area minima forma oggidl uno dei capi-
to!i più completi ed estes! della geometria infinitesima1e.Le sue molte-

plici relazioni colla teoria delle funzioni di variabile complessa, in

particolare con quella delle equazioni differenziali lineari, e col calcolo

delle variazioni danno a questo studio un grande intéresse. Noi ci do-

vremo limitare ad esporre i risultati fondamentaHe rimanderemo il

lettore, che desideri approfondire l'argomento, alle belle lezionidi Dar-

boux (t. I) ove truverà un'esposizione completa.Ivi pure.eneDa momoria

di Boitrami' troverà ampienotizie storiche intorno alio sviluppo della

tooria. Pel nostro scopoci atterremo specialmente,nel presente capitolo

alla breve esposizionodata da Schwarz nelle Jt~ce!~ ««s dem G~

der JMMtMM<<i[C~.
Solo ritorneremo brevemente sulle relazioni, stabiUte dal primo

teorema di Guichard (Cap.XVII, §. 257), fra le superficied'area minima

e le superficie applicabili sul paraboloide di rotazione e daremo ancora

un cenno sullesuperficied'area minima negli spazt di curvatura costante.

(') SMNe~M~pr~eMgeneralideKesttper/Med'aMaminima (MemoriedeU'Ac-

eademiadi Bologna,t. vn, 1868).
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1 principe della teoria.dellesupornciominime rimontanoalla ceiobre
memoria di Lagrange ove sonoposti fondamenti delcalcolodelle var!a-
zioni' Consideriamonello spazioun contornochinsoC ed una superficie
connessa 8 terminata a questo contorno; la S dicesiad area minima,
se essa ha la più piceotaarea rispetto a tutte le superficieMnitamente
vicine torminate al modesimo contorno C.

Se l' equazioneordiMria della S é ~==~(a!,y), l'area di S è data
dall' integraledoppio

//vr+~+?< 1

e basta applicare i principii del calcolo delle variazioniper ottenere

l'equazlone a derivate parziali per .f.'

p

~q~rTy~;
owero

(I) (l+~<2Fg<!+(l+jp')<==0.

L'interpretazione geometricadella (1)è stata data daMeusnier(1776),
il quale osservô che essa esprime la proprietà dellaS di avere in ogni
punto i raggi pdneipaU di curvatura eguaUe di segnocontrario.A tutte
le superficie che soddisfano a quest' ultimacondizionesi dà il nome di
superficie d'area minima, o superficie minime. La denominazioneè in
effetto giustificata da ci6 che a ciascuna di esse, per un contornocon-
venientemente scelto, compete la propriotà di minimo da cui siamo
partiti.

A Meusnier è pure dovuta la scoperta delle due prime superficie
d'area minima che si conobbero,o cioè del catenoidee deU'elicoideri-
gata esse si ottengono immediatamente, cercando le soluzionidella (1)
deUa forma

~~+~, o ~=fM.

Monge fu il primo a dare l'integrate comptetodeUa(l)(l784); ma
la forma pooo appropriata aUe applicazioni, sotto cuile equazioniinte-
grati eran date, per lungo tempo non permise di conoscerealtre super-

0 M~MUaneaTMU-inenBta,1.11.176M1.
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ficie minime reali oltre le due citate di Meusnior. Ne! 1884 Scherk

trovo le superficie minime elicoidali e la superficie di ti'ft8lazione<

.?~_ logco8(<t.c)–logcos(ay)

1 progressi più importanti della nostra teorla datano di poi dalla

pubblicazionedei lavori di 0. Bonnet (1858-60), il quale riconobbe la

proprietà fondamentale delle superficie minime che la loro rappresen-
tazidne sferica è una rappresentaziono conforme, e diede le equazioni

integrali sotto una forma, che ponnatteva di ottenere tutte le superficie
minime reali e infinite superficie minime algobriche.

Net 1866 comparverole importanti memorie di Weierstrass, ovo le

formole di Monge vengono poste sotto una forma semplice ed elegante,
che permette di risoivere varie question! fondamentaii. In queste me-

morie vengonopure enunciati importanti risultati relativi al cosi detto

problema di Plateau (vedi capitolo seguente). Questocelebre problema
è pure trattato in una memoria postuma di Riemanne in una serie di

importantissimi lavori di Schwarz, ora raccolti nel primo volumedelle

opere di questo geometra.
In un altro ordine di ricerche ci restano da menzionare fra le più

importanti pubblicazioni sull'argomento quelle di' Lie (1877-78), il

quale si è occupato specialmente delle superficie minime algebriche.

§. 340.

Formole di Weierstrass.

Cominciamodallo stabilire le formole di Weierstrass fondandocisul

risultato del § 135 (I,pag, 291) secondoil quale ad ogni forma isoterma

dell'elemento lineare sferico con'isponde una superficie minima, che si

ottiene per quadrature.
Sia («, f) un sistema ortogonaleisotermo salla sfera e indichiamocon

(2) <?"== (<?«*+

(') QuestanotevoleNtperBctominimasi trova subito, cercandole Minztoni
délia (1)della forma

=1 p
(x')-1-'PG/)~(a:)+?~).

f Archivfor Mathemattkog Naturvidonskabt. II e III. Mathemathehe

Annalen,t. XIV.
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la forma dell'elemento lineare. Note le ooordinate X, Y,Z di un punto
della sfera in funzione di «, v, si avranno per quadrature le coordinate

a', y,del punto corrispondente della superficie minima8 dalle formote

1
do {3X ax

~)

I (3Y aY
(8)

<
(8)

1

dy =
\o<t 9p3v

dx
rp ~3u

du
3Z dv'

~=~).

indi per l'elemento lineare d! S si avrà/â

(4) <&'=f, (<!«'+<~)

e i raggi principali di curvatura di S saranno

f, == f,.

Riferiamo ora la sfora, nel soUtomodo,ai meridiani ed ai paralleli
ponendo

X == sen 9 cos m Y ==' sen 8 son M Z ==cos 8,

e introduciamo la variabile complessa T sulla sfera (o sul piano deU'e-

quatore)

v = cot
îe1)

iw
t ==cet zy8

e <m

insieme colla coniugata

== cet
e (Cf.§ 61,1, pag. 107).

Esprimendo X, Y, Z per r, t., abbiamo come al § 814 (pag. 257)

~Y-

1

T~ro+ 1 i Ho+1 Ho+1

e per l'elemento lineare sferico ab'

m
(ffot 1)'

Ora la vadabito complessa

o c= « -)- <wv
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è una funzione di t ovvero della contugata ma t'nneaao non diffe-
riace essonziatmente dall' altro, e potremo per ei&snpporre o /~<M~MM
d't t, indi o. di t.. La (2)

< l~o~

con&'ontatacolla (6), dâ quindi

<. _(~+1)'~<=
4 <~

e la (4) diventa

~+~W~:lAI (x
4 ~t./

dx

Ora esprimiamole (8) per T, osservando che per una funzionequa-

lunque (w,f), considerata come funzione di T,t,, si hanno le formole

~l~j-i~
<<t<?t<2 3<t 2 9p/" o!t3t.

fl i
~i~2 9<t 2 ~9t

e otterremo:

~-T"(S)'~+T"-<(~"

dU~= (1 -i- x')

g
dx y (~ (ko

f
dxo(")

~t+~<+~,(~

L-H~"(~
dIJ

= '2 (ds)
d"

2 (ds~
elfo.

Ora ponendo

?~

e introducendo il simbolo R per indicare la parte reale di una quan-
tità complessa <)),avremo le formole

(7) ~=R,f(l-~F(t)~, y=Rj't(l+t*)F(r)~, .?.R./2TF(T)<?t,

nelle quali gli integrali dei secondi membri s' intendonopresi lungo lo

stesso cammino eurvilineo sul piano complesso t.
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Sono queste le formole di Weierstrass. Viceversasi vedesubito che

presa per F (t) una funzione della variabile complessaT, le (7) danno

par quadrature una corrispondente superficie minima 8. L'elemento U-

neare della S ed il raggio principale di curvatura (positivo)f, sono dati

dalle formole

(8) =: (t t. + 1)' F (t) Fo(t.) de <ht

(9) ~=~VF(T)F.(~.

Le linee di curvatura u, v si ottengono poi, eguagliandoa costanti

la parte reale ed il coeNdente dell'immaginario deli*intégrale

esse hanno cioè por

o=:
~2Y(~

essehannocio6 por equazioni

(10) R
f~F(T)

<~<==:coat'*
R ft\/F(~

==cost"

.§. 841.

BapMaoie mMme algeMohe.

Allé formole (7) di Weierstrass si pu6 dare un'altra forma molto

utile specialmonteper la ricerca delle superncie minimealgebriche, Con-

sidûriamoper.cio la F (t) corne la denvata terza (t) di una funzione

y(t), che restera essa stossa arbitraria, e le (7), liberate dacgni segno

di quadratura, diventeranno

~==RJ(1-T')~"(T)+2
t~(t)-2

y(t)] ]

(11) y = R kl -~) ~'M 2 (r) 3 (t)
]

~==Rf2t~(T)-2~ML
L J

Ora se si suppone che y (t) sia una funzionealgebricadi t, è chiaro

che queste formole ci de&nisconouna superficie minima algebrica. Ma

e importante osservare che inversamente ogni superficieminima alge-
brica si ottiene in questo modo.Weierstrass dimostra la proprietà enun-
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ciata come segue. Sia

«)==!<t-t-<!)c=/'(a!+~)

una funzionedélia variabile complessax+i y; allora M un ~ow~o~o

C«Mtp<!SMSM~«tM ~<M~M a~-<<M fra a!,y 6 <<tparle « <"t

sarà w /«K.!WKealgebrica <? !!<!+!y.
NeU'intorno di un punto, che per semplicità situiamo in:c=0,y='0,

sia <psviluppato in serie di Taylor

= + i bo+ (< +~J (x +~) + (a,+~,) (~+ ~)' +.

essendo le a e le b costanti reali, e sia r il raggio del cerchiodi conver-

gonza avremo u sviluppata per. potonzedi x, y colla formola

(12) M==<+ (<+~,) (a!+~) + (0,+~ (a;+~)' +

+ ~-(a,) (~) + ~-(~
(~)'+

Per ipotesi si ha

(18) G(<<)-0,

essendo G funzione razionate intera di u, x, y.

Sviluppando quest' ultima relazione per potenze di x, y, i coenicienti

di ogni singolo termine saranno identicamente nulli e rimarranno nulli

se in luogo di x, y poniamo quantità complesse x, y, purchè dopo la

sostituzione lo sviluppo rimanga convergente. Ora, per il modo di con-

vergenza delle série di potenze, ci6 avviene certamente della serie (12)

per « se i moduli di x, y rimangonoinferiori
a g

Poniamoadunque

~=~Lh~ J-~±J~
x 2 2~

1

dopo di che la (12) diventa

M= (t, + (<C «'.) ?. ==!ao +

e la (18) si cangia in una relazione algebrica fra <ce a;+~ c. d. d.

Cio premesso, se si suppone che la superficie minimadefinita dalle

(11) sia algébrica, fra le quantità

X T+~ Y _T–T.
1–Z~' 2 1-Z" 2~

e ciascuna délie quaatitàa!,y, susMStorannorelazioBialgebriche,epel
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teorema dimostrato ciascuna do!!etre funzioni

(.) == (i (t) + 2 t ?' (ï) 2 p (ï)

M (1+~ V"(t) 2~' M 24 M

/,M==2t~(t)-2~M

sarâ quindi funzione algebrica di T, e pero anche

(~-1)/, (T) ~(T'+1)/,M M~ M

sarà funzione algebrica di t.

Abbiamo dunque il risultato:

2~e !e s«p~CM minime algebrichesi ottengonoafaBe(11), pm)~a~

per y (ï) una /~<H.MC~algebrioa di t.

Le formole (7) o (11) di Weierstrass stabiUscononel modopiù sem-

ptice U'!egaîN6fra le funzioni di variabile complessa e le superficie

minime, dimostrando che ad ogni funzioneF (t) di variabile complessa

corrispondeuna superficie minima doterminata, a mena di una trasla-

zione nello spazio. Pero, come ora si vedrà, ad una medesimasuperficie

minimacorrispondonoin generale due diverse formedella funzionoF (r).
Osserviamoprima un semplice teorema,che risulta subito dalla forma

lineare delle (7) rapporto a F M. Sostituiamo netle (7) per F (t) succes-

sivamentedue funzioni fi (T),?<indi la funzione

~(~~ostanti).
M tt

Avremo il risultato osservato da Weierstrass:

Se fra ~Mt~t due superficieminimeS, S' si ~aMîSce «Macorri-

<pott<~M.?<t<~modo d't <?a«ss, colla leggedi p<M'a~Mmodellenormali in

d'«epunti P, P' eo~p<MM!e~, e $? CMMCMKsegmentoP P' si w~M un

punto M cAe divida nel rapporto costante M luogo del punto M
?

S<!f&una nuovasuperficieMt~ttMM,checoriisponderà aUe S, S' per pami-
MMMO<6 MOMMK.

§. 842.

SuperMe minime doppie.

Esaminiamo ora la questione sopra indicata, se ad una medesima

superficieminimacorrispondonouna o più forme per la F (r). SianoF (t),

/*(<)due funzioni di < che danno luogoa due superficieminimecoimci-
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denti e stano r, i ~atori dogti argomenti per F, f cho corrispondono
at medesimopunto doua superficie.La direxionedella normalecorrispon-
dente a t o coincide con quella della normale eorrispondente a o

coll'opposta, e in conseguen~asi ha

T'==T
nel primo caso e

~=-1
t.

nel seconde, corne risulta subito dall'osservare che, per le (5), X, Y, Z

cangiano di segno mutando t in.– Ne!la prima ipotesi le formole

(7) di Weierstrass danno

e nella seconda
~)=F(T)

e neua seconda

FM-(-
ovvero

/(T)–F.(-i).

Si vede adnnquo oho le due funzioni in générale diverse

FM,
-~F.

danno, sostituite nelle formoledi Weierstrass, la medesimasuperficiemi-

nima, giacchèi differenzialidellecoordinaterisultanonei due casiglistessi.

Particotarmente intéressante è il caso in cui le due funzioni

FMFM,
-~F~

coincidano; allora, per quanto precede, la regione della superficie nel-

l'imtomo del punto o ë congruente per trasiazione con quella

dell'intomo di t o coincideassolutamente con questa. Nel l." caso la

superficie, ammettendo nna traslazione in se medesima, è di nécessita

<"Essendo/'(T)una fonzioMamo~~&Mdi t, deSnIta tnMatmenteda una
sertodt potenze,convergenteentroun cortocerchio,denottamoconfo(ï) la fun-
ztone &n&ttticadefinita dalla Mrieohé si ottteno,cangiandonellaprimitivei
oceBetentinei loroconiugati,sériache ha il medoshnocercModi convergcMft.
La Mlazionefra ~(t), fo(t) è tndipendentedalla série iniziate«eetta.
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periodica quindi traacendente; cio sarà p. e. Mnz'a!tro escluso se la

superficie ë algobrica. Ne1 2." caso, sognando sulla sfera rappresentativa
un cammino che dal punto conduca al punto diametralmente op-

posto il cammino corrispondonte sulla super&cie parte da un
~0

punto P di questa e vi ritorna, ma al ritorno il senso della normale

si 6 cambiato con conttnuità neU'opposto. Si pu&dtmque passare con

continuità sulla superficie da una faccia di essa all'opposta; la super-
ficie è cioè ad una sola faccia o, secondo la denominazionedi Lie, una

S«pe~CMminima doppia.
Corneesempio citeremo la superficie minima di Henneberg,checor-

risponde al valore F M

F(T)=1-

ed è evidentemente algebrica e doppia.
È questa la pitt semplice superficie minima doppia; essa ë de]IaS.'

classe e del lo" ordine.

§. 343.

Saperacie minime appUcabili.

Ogni superficie ad area minima è Bascettibilo di una deformazione

continua, nella qualo si conserva ad area minima. Per ricercarequeste
interessanti deformazioni, facciamo uso delle considerazioni seguenti.
Siano S, S' due superficie d'area minima applicabili l'una sull' altra

nei punti corrispondenti la curvatura dell'una eguaglia la curvatura

dell' altra e perô i valori assoluti dei corrispondenti raggi principalidi

curvatura sono eguali. Ne risulta cho le due immaginisferiche di S,S'

saranno eguali direttamente o inversamente. Ma il seconde caso si ri-

dace al primo, cangiando il sonso positivo della normale ad una délie

due superficie, e resta d'altronde escluso, se dalla contigurazioneS si

passa alla eonngurazioneS' per deformazione continua.Possiamoquindi
muovere una délie due superficie, p. e. S', nello spazio in guisa che le

due immagini sferiche si sovrappongano e pero i punti corrispondenti
di S, 8' siano dati da un medesimo valore di t. Ciô premesso, siano

F M) /'M i corrispondenti valori della funzione F nello formole di
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Weierstrass. Gu elementi Uneari delle due superficie dovendo essore

eguaU, si avrà dalla (8)

cioè
F(T)F.M==/-(t)/.(T.),1

mod~~l
1

e
quindi ~r–

sarà una costante col moddo eguale a 1. Avremo dunque

/'M <=<.<<'F(t)

con a costante reale: siccome poi la (8) ci dimostra inversamente che

l'elemento lineare non varia se si cangia FM in e~ F(t), qualanque
valore si attribuisea alla costante reale «, abbiamo il risultato:

La <HM~M!e ~t~ generaledi «tM ~<pe~<e ad area minima, per
cui si conserva ad area minima, si ottiene cangiandoxeNcformole(7) di

Weierstrass FM in e'a F(T), con ':<co~o~e a~M~ ye~.

Cosi da una superficieminimasi ottiene, per deformazionecontinua,
una serie oc'' di superficie minime; queste prendono il nomedi super-
ficie minime associate.

Esaminiamo ora più da vicino le proprietà di queste deformazioni.
Le equazioni delle linee di curvatura per la S sono

u costante v = costante
posto

o===«+~=~2FM~(§340).

Per la superficie minima aasoeiata Sa.corrispondentealvaloreadel

parametro, le linee di curvatura hanno quindi le equazioni

B)e")==
costante

R)~e~oj==
costante

cioë/è

«
cos

v
son

==costante « sen + v cos
= costante

dunque: ~Me linee <? curvatura oteK<tsuperficieminima Sa <MMCM&talla

S cMyMpoM<j~su questa le traiettorieMo~o~~ sotto
!'at~o!o <M~an-

~M~ KMee<? OMM~MMt.



SDP!N'M!KM!NÏNEAS80CÏATB 819

Particolarmente intoress&nteè il caso
<x~

allora le Uneedi cur-
s

vatura della S si cangiano sulla 8~ in linee assintotichee inversamente
?

le assintotiche di S nelle lineo di curvatura di S, Duetati superficie
3

minimeassociate si dicono,secondoBonnet, che per primostudioqueste
deformazioni,superficieconiugatein applicabilità.

Indicando con y,, le coordinate dei punti delta superficieconiu-

gata in appticabititàcollaS, avremodalle (7), cangiandoFM in t F (r):

(14)~=R~(1-~FM~, -Rj'(l+t')F(T)<!t, ~.Bj'2tTF(T)<?t

Facendovariare con continuité la superficie si deformeràcon conti-

nuità e indicando con a!<[, ~<t coordinate del punto (~,y,<) dopo

la deformazione,avremo evidentemente

(16) c=a:cos<!<+%sen<t, ya==y cos ':t+~ sen «, =s cos <[+~sen<x.

Se si prendono gli integrali nelle (7), (14) fra gli stessi limiti 0 e r,

rimarrà fisso durante la deformazione il punto (0, 0, 0) della superficie
e il piano tangente in esso: ciascun punto (a!,y,~) descriverà durante

la deformazioneuna oitisso col centro nel punto nsso.

Se esprimiamo,per mezzodelle (15),che l'elemento lineare della Sa

eguagliaquello della S, otteniamo la relazione

(16) &! dxo+ dy + <!« s= 0

che è facile verificare direttamente. Essa esprime che: Dite ~pef/Me
minimeconiugatein applicabilità si COtV!~Wt(&'MO(t~*e~per <M~OM<
<MeM~.

Nello stesso tempo le due superficie sono associate nel senso del

Cap.XV. Si ossorverà che, corrispondentemente a questa doppia rela-

zionedella superficieminimaS collaconiugatain applicabilità,si avranno

della S due deformazioniinfinitesime,nella prima delle qualiS conserva

invariati i suoi raggi principali di curvatura e nella secondale sue linee

di cnrvatura (cap.XV).
Si osservi in fine che t'angolo formato da due elementi lineari cor-

rispondenti della superficie minima S e della assoeiata S~, è costante

eguale ad et.
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§.844.
Propre cN'atteristiohe deUe saperBcie minime MMetate.

Due superficie minime associate sono applicabili e godono inottro
delle due proprietà seguenti 1.' nei punti corrispondenti hanno normali

paral!e!e: 2.* due etementi lineari corrispondenti formano fra loro un

angolo costante. Dimostriamo inversamente che, se per due superficie
applicabili si presenta !'UM o l' altradelle descritte proprietà, esse sono

necessariamente superficie minime associate o.

Per dimostràre la prima cosa ricorriamo atle formule generali di

rappresentazione sferica (cap. V)e indicandocon S, S, le due superficie
applicabili, osserviamo che S, So hanno per ipotesi la medesima imma-

gine sferica, quindi per la formola(2) al principio del Cap. V (I, pag. 149),
si ha

H (D<j~+ 2 D' du dv+ D") ==Ho(Dodu' + 2 D'o~< + D". ~'),

indicando coll'indice 0 le quantità relative a S.. Ne segue subito che

si avrà

H===H,=0

doè S, So saranno superficie minime associate, owero risulterà

D.==:~D, D'.==~D', D".==).D", \=~.
Jtle

Ma la condizione K = Ko dà immediatamente (escluso il caso deUe

superficie sviluppabili che è facile trattare direttamente)

~==±1;

quindi S, So sono eguali o simmetriche.

Per dimostrare anche la seconda parte del teorema enunciato, co-

minciamo dal provare che: Se due s~c~cM o~)i'Mat~stco~~<Mt<<M<o
altresi per o~OKa!~ ~~e~e~t, esseMw superficieminime coniugate
in applicabdità. Ricorriamo per cio alle formole del cap. XV e preci-
samente a quelle del §. 226. Se S, S, sono a curvature opposte riferia-

mole aile loro linee assintoticheed osserviamole (10) del §.226 pag. 10.

Avendo S, S. eguale elemento lineare, ne segue

?)' ~=<

M D~BOux I, pag.886,M.
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!)

indi y=±le pero, per la (9) pag. 10, 8 ë una superficie minima,

quindi Sola coniugata in applicabilità. Quantoal caso che le 8, 8<siano

a ourvatura positiva, resta subito escluso dalle formole del §. 226 giacchè
ne seguirebbe

f == ± 1 e <=! 0

Dimostrato il teorema in. questo caso particolare, risulta altresl di-

mostrato nel caso generale; e invero, se si suppone

+ +<&== dxa + < + <

dxo<&)- dyody + <~o<~==COS<t(<~ }- +

con a costante, ponendo

!a;CCS<X -yCOS a ~COSOt a

sen a sen a genK

ne risultano !e formole

<~+<+~~=<&+<<-<?'

<~<~+d~<)-<&'<&'==0.

§. 8~6.

SnperBcie minime applio&MUsopra tntperRde di rottudone.

Risolviamoora il problema di trovare tutte le superficieminimeappli-

cabili sopi'a superficie di rotazione. Facciamo perciù uso doUe conside-

razioni seguenti dovute a Schwarz. Sia S una superficie minima appli-

cabile sopra una superficie di rotazione; essa ammette una deformazione

continua in se stessa, in particolare una deformazione infinitesima,nella

quale le linee L deformate dei paralloli scorronosopra se stesse. L'im-

magine sferica di S resta congruente a sè medesima(§. 343) e, durante

la detta deformazione, subisce una rotazione infinitesima attorno a un

diametro della sfera. Se ne de<!uceche le immaginisferiche delle L sono

circoli in piani perpendicolari aU'asse di rotazione ed anche per una

deformazionefinita di S in se medesima la sua immagine sferica ruo-

terà attorno al!o stesso asse (1). Prendiamo questoasseperasse~;una

(') Se restasseqMtchedubbioriguardoalla csattezzadi qacsta conctasiono,
si considorii~vcccana deforinazioneanitt di S in s&medostmae sin a i'am-

piezzadella rotazionesforicacorrispondonto<t varierAconcontinuitàa) variaro
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fotaziono attorno ad esso equivale a cangiare t in e~t.essondottl'am-

piezza della rotazione; e poichè

~'==(TT.+1)'F(T)F.(T.)~

non deve variare per questo cangiamento,risulterà

modF(T)==mod/'(~")
cioè

(a) F(~)==~F(t),

con costante reale. Derivando logaritmicamente, si ottiene

r et«F'(teICl).r r F"(t)('6)

F'(t)
la funzione t

p–
essendo quindi cosfante lungo ogni circolonel piano

complessoT col centre in t='o0 neceMariamente una costante.

Si ha dunque
lm (f) k F (t) = 0 -t,~)==C~.

doveC, k sonodue costanti, dellequali la secondareale a causa della (a).
Ne coHctudiamo:

Le superficieminime a~coMt soprasuperficiedi ~<M'MK< o<

~OMoa'a~<'e/bt~oi'e (7) Wetef~<MS,FOM<M~

F(t)=.Ct\

<&)!?? M!Mcostantefeo~ e C MM<!eM<a)t<e%M<MMg«e.
Se si osserva che per le superficieora trovate si ha

o .= ~2 ft~ <~

continuodelladeformazionee potremoquindiecogliere~na tale deformazione
che a sia ln rapporto<ttcoMt~M<MMf<t&Kecon3r,. SiprocedaaUoracornenel testo
e si otterr&la formola(6) stessa, ovea avra un valore fissotncommensnraMIe

~/y\
con 8 s. Se la fttMione

.p
non fossecostante essa riprendorebbequindi

neU'intornodiognipantodel pianoinlinitevoltelostMMvaloreil cheëassurdo.
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se ne deduce che, <M!«M c<MoAa' -2, risulta

t

o==.M+~=~3-Ll,

o-u+h=v2-¡-

quindiper lelemento lineare si ha

(~ d!s'==/'(~+<~(~'+~.

Considerandoora che per le superficie associate le linee di curva'

tura sono

« cos f son
==

costante

« sen + v cos ==<costante

mentre colle BosMtuzioni

«' == Mcos
2

e son

= «
sem + v cos

2

l'elementolineare (b) non muta, vediamo che le superficie in conside-

razionesono identiche di forma allé loro associate. Queste se ne otten-

gono,corne facilmente si vede, facendo rotare la superficie primitiva
attorno all' asao.

In particolare si osservi che facendo itsC, cio6 F(T)c<0, si ottiene

la superficieminima d' Ennepercolle linee di curvatura piane(§.829).

Questasuperficie è dunque applicabile sopra una superficiedi rotazione

ed ë identica di forma colle proprie associate.

Nel caso escluso t° -2, si ottiene

o~R C~+T) y-BJtC~-T)f, ~-R{2Clogt

e siccome,mutando T in T< aumenta di una costantee x, y si can-

gianoin

.<; cos« son<x sen<{-j- y cosK
w

si vede che queste superficie sono elicoidi, aventi l'asse 1 per asse.
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Risalta aitresl dalle nostre considerazioni che esse sono le uniche

superficie minime oticoidali, giacchè una tale superficie 6 applicabile

sopra una superficie di rotazione e non eoincide di forma coUe sue

associate

Dunque: Le <K<pef~cMminime e!«!o~«Mt o~eM~KO,ponendo nelle

/onMO?e Weierstrass F (t) ===

Per serivere esplicitamente le formole relative alle elicoidi minime,

poniamo

C~~6~,
t=e-<'+~, e

indicando
con

e' i moduli e con !3,m g!i argomenti di C e <; tro-

veremo
!<!= m (cosp coshvcosM+ sonp senhv son M)

(17) ~==<M(ccBpco8h<'8onM–senpsenhocosm)

(<'==~(oco8p+M8enp).

La superficie corrispondente a ~==00 è il catenoidee la sua coniu-

gata in applicabilità, corrispondente a P ==0-,
l'elicoide rigata ad area

minima (Cf.§. 107,1, pag. 236):

m arctgg~- tn
arotg x

Aggiungiamo in fine che: Z'«M~<tsuperficierigata <M!area minima

è 9Mes<<telicoide(teoremn di Catalan). Infatti in una.tale superficie ri-

gata le traiettorie ortogonali delle generatrici sono assintotiche e le

loro normali principali coincidonoquindi colle generatrici stesse. Tale

proprietà, come si è visto al §.24 (I, pag. 51) è caratteristica appunto

della superficie delle normali principali dell'elica circolare.

§. 346.

Nuove ibnMie di Weierstrass.

Alle formole (7) di Weierstrass si pub dare un' altra forma, che

importa notare. Ponendo

,(==:J'(l-~)F(t)~, ~=:(l+t')F(i:)~, <e=J'2~F(t)<

f) In casocontrario la superficienon cangiefcbbodt linee d) curvatura

defbrmandoei.
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e cangiando la variabile complessaT cotporret='y(<), saranno w,c,<p
fanzioni di < legate dalla relazione

Wj-W~V n(18) (dtalg+
(dvj9+ (dta~s`~+~rw~'

e le formole di Weierstrass diventano

(19) a!=B(M), y~R(c), <~R(w).

Inversamente: Se «, w sono/t<<M't~ della wWaMe complessat

~«~ dalla ~<M'~o)M(18), le (19) daranno una superficieminima (1).
E invero, cangiando convenientemente la variabile t, si torna alle

formote di Weierstrass.

Ci6 del resto si verifica anche subito colle osservazioniseguenti,
che possono inversamente servire a stabilire in mododiretto le formole
attuali.

Scindendo t, u, v, ta nelle loro parti reali ed immaginariecol porre

<==«+~

M~~+~t, f='y-t-~t, M'=='<+~t,

ed osservando le formole

9iCi ax ax,
3x ·

3~ ~('·

cheper le (18) danno

~?V– S' ~V n
~W" ~'Sa~

segue

~==<~+~+<~=\(~+~'), ~='S~ \"v
La formola di Beltrami (A)§. 69,1,pag. 146,dimostra.allora che la

superficie(19) è ad area minima.

<*)Questeibnnotosi possonoscriverc

a:-g («+«.), y~(.+~), e~(w~.M,~
e la superficieminimapu6quindi rigurdarsi corneuns superficiedl trasiazione,
cheha par cutve generatricila curva imma~naria(eurvaminima)

1 1 1
a:M(<), y-~o(<), <w«)

e la sna coniugata.Èquestala propdetacheservedi baseai ettaMlavoridiLie.
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Ricordiamoche la propriotà, caratteristica per le superficieminime,
data dalla formola citata si enunda: ogni«~pe~cMminima le M~M<

/a~e con «)M serie di piani p<M-<M<appa~eHgwMad «M~ewM i8o-

~~to; <~<MM'o «? F~atMMtfM~e della serie da un piano ~o

j~oraM~o <y~<MM<Ma.

Sopra ciascuno dei piani complessi «,< ? abbiamo una rappresen.
tazione conforme delta superficie (19) ad area minima e poichè

<~
== (du<~M,+ + dW

dove «,<p. sono le coniugate di <<,f,<p,si vede che il quadrato
dell'elemento lineare della superficieogaagUala semisommadei quadrati

degli elementi lineari corrispondenti sui piani «, f, w. Riemann ne ha

dedotto un'interessante conBegaenza,osservandoche in una rappresen-
tazione conforme le aree elementari stanno fra loro appunto come i

quadrati degli elementi lineari. Ne risulta il teorema:

Z'sfea una F<CMc <Hsuperficieminima(19) eyt«~ alla semi-

somma delle<M'eec<wW~OM(?ett~sui ~<wt ccMp?esM«, p, le.

§. 847.

yormole di SdtWMz.

Dalle formole del §. précédente Schwarzha dedotto a!tre formole

important!, nel modo che andiamo ad indicare. Posto come sopra

«==a!-)-ta-t, o==~+tyt, <p==~+~t,
si ha

<&!t&Ct+ <~d~t + <~<~t==0

e inoltre

X < + Y + Z d~, =. 0
onde

<)~<&'t=Z<Yab:X<Z<Y<&X<
Essendopoi

<&!Î+<~+~{==<~+<~+<
ne aegne

<~t~±(Z<Y<&'), <~t=±(X<î?-Z<~), ~t=±(Y<X<~).
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L'incertezza del segno si togUe, ricorrendoalle espressioni di «, ?

per t e alle formole (5) pag. 811; invoro si ha

<!«.(1-~F(T)~, <t(l+t')F(t)~, <2tF(T)~

<~ == n(~+a!«) <~ n (d'f. + <~) <~== q (~+~«')~=¡~+~, .=¡~+~, b=i~+~

<~i=n((~M) <~t==-(~e-~) <~t'='.(<a~)

e se si forma p. e. l'espressione

Y<&<X<

si trova che coincide con d~t. Abbiamo dunque le formole

ah!t==Z<Y< ~Xab-Z< a~t==Y<X<~(t),

per oui i valori di «, f, «' possono scrivorsi

<t==a:+~(Z<Y~)

(20) j<y+~J'(X<Z<&c)

(w=F+~(Y<X<~)

Sono queste le formole di Schwarz che si applicano nel modo più

elegante alla rlsoluzione de! problema seguente: <~s<M«fela N~ef/Mc

minima, cheF<MM<tper «M<tcurva C data ed lungo di <?« normali

<MM~MO<e.
Osserviamoche gU elementi dei piani tangenti lungo la curvadata 0

costituisconouna s~MM) della superficie o possiamo enunciare il pro-
blemaproposto COSi <~S~M~euna superficie<~MM<t,C<HMKCeM<!MMuna

<&'<?!?.Questo non è che un caso particolare del problema di Cauchy

per le equazioni a derivate parziali del secondoordine; nel casoattuale,
sotto le condizioniche ora diremo, esso si risolve per quadrature.

Supponiamoche la striscia assegnata sia oMaMtca,cioè lungodi essa

a;, X, Y, Z

siano funzioni analitiche della variabile reale ossia estendibiti anche

ai valori complessi di <. Esegniamo le quadrature nello (20) ed esten-

<')Esprimendoche Y<&c–X«ty6 un diB!Brenztft!eesatto, si trovanuova-
mentel'equasionea derivatepandaU(1) delle snperacieminime (§.899).
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diamo le funzioni «,<? nel piano complesso; esse saranno coBtante-

mente legate dalla relazione

W -L -t- n
W +~ +~

che ha luogo lungo l'asae reale. Le (19) ci definisconoquindi una su-

perficie minima la quale, corne subito si vede, passa per la curva asse-

gnata ed ha ivi i piani tangenti prescritti
Ora È importante osservare che la superficiead area minima, definita

da una sua striscia, ë unica e determinata. Se infatti introduciamonuo-

vamente la variabile complessa (§. 340)

-ti ~X+~Y
tcete-

montre il punto mobile percorre la curva C assegnata, la sua immagine
sferica r percorrerà sulla sfera complessa una eurva C' perfettamente
determinata dalla direzione prescritta della normale. Lungo C' le (20)
danno u, v, «' a meno di costanti additive e queste funzioninon possono

quindi continuarsi sulla sfera complessa che in un sol modo. Dunque:
Una <:<pe)~< WtM~M M!«~ da KK<tMMS<fMC!<

Due easi particolari di questo teorema meritano specialeattenzione

e cioè:

1.' Ogniy~c ~oce~e sopra una jMpet~cMminimaè asse di MtMN<~W<t

per la ~<pe~c:e.
E infatti se si fa girare di x intorno a quosta retta la superficie,

nella nnova posizione avrà lungo questa retta le medesime normali e

coinciderà quindi colla superficie primitiva.

Questa interessante proposizione risulta direttamente dalle formole

(20), prendendo la retta supposta per asse delle .f e ponendo quindi

a;==0 ~==0 ,.f==<

X == cas o Y = sen o Z ==0

ove o è funzione (analitiea) di t, Avremo allora per le (20)

M==–~J'seno< f==tj'coso< <p==<t

E infatti per t reale le parti reali dt u,v,<csi riduconoalle coordinate
det punti di C o i coeScientt degli immaglnaria

J'(Z<Y<&), ~'(X<Z<6e), y(Y<&c-X<~).
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e poicM le fanztoni <t,<~sono puramonte immaginario per t reale, per
valori coniugati di t avranno eguali le parti immaginarie ed eguali ma
di segno contrario le parti roaii: ue segue che ad ogni punto (x, y, ~)
situatOBaitasuperficienecorrif pondeuno simmetrico (-:c, -y,~) rispetto
aU'asse

La seconda eonsegueMa importante del teorema generale, che vole.
vamo notare, è la seguente:

2." Se un piano taglia O~O~OMO~mCK~e«MOMtpe~te minima, CMOè

piano di simmdria per la superficie.

§.348.

Oaai partioolari.

Applichiamole formotegeneraii di Schwarzad nlcunicasi particolari.

a) Supponiamoche di una suporncie minima sia assegnata una linea

geodetica C. Ritenendo per questa curva le solite notazioni dei capi-
tolo I, porremo

<-a, X=~, Y==Y), Z-t

o le formole di Schwarz (20) ci daranno

(21)«=.~+~)~, c==y+tj'~< ;c-=.(-t/

Se consideriamola carva C' corrispondente della superScie minima

coniugata in applicabilità, avremo

~=J')-<!s, y'==J'p.< ~==J'~<&.

Queste formole, seconde i risultati del §.25 (I, pag. 53), dimostrano
che la C' ha in ogni punto la prima e seconda curvatura eguali rispet-
tivamente alla seconda e prima curvatura della C, cioè: & si conside-
f<tMOdue lineegeodetichecmvMpOK~t<tsopra diteSMpe~eMminimee<M!ttt-

in applicabilità, la prima c«r<'<t<«radi una <~ esse in ogni .~MM~o
è ~tMt~eNK<tsecondaCMfM<K~(MM~ nel ~M~Ocorrispondente(1).

< È faciledimostrarecho !o superReteminimesonole uniohecheammet-
tono una de&H-mazione,per la quale risultano invertitetoduecurvaturediogni
ttnoageodetica.
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Più in générée, ae si osserva che

z~.fM~, y==J' ~== J'irai,

si vedrà che in ogni deformazione della superficieminima, che la !ascia

ad area minima, le due curvature rimangonofunzioni lineari omogenee
delle curvature i&iztaU..

Se la curva C è piana e si prende il suo piano per piano a;y, do-

vremo fare

~==0, X==0, [t==0, v==!l,

e le (21) diventano semplicemente

«!=!? s p==y <p==~.

Per valori coniugati di s le parti reali di

«, <

conservano il medesimo valore e per&la superficieô simmetrica rispetto

al piano a~, corne6 stato osservatoanche aUafinedel numéroprecedente.

b) Se la curva assegn&taC in luogo che geodetica dovesse essere

assintotica, avremmo

X==X Y=={). Z=v

e pero le formole di Schwarz diventerebbero

M==ie–tj'$(b, o!=:y–tj'~< M'==.yc<&.

§. 349.

S~peraoio applicabiU sopr&snperado minime.

Ci proponiamoora di risolvere il problemaseguente: 2ïtcoM<WMre~

<M!0superficiedata p!<oper ~esMOKendMfMad area minima.

La risposta risulta moltosemplicementedail'oaservareche i'elemento

lineare di una superficie minima, riferita alle sue linee di curvatura, è

dato da

<~==\(~+~,

mentre per la curvatura K si ha

K~-l
K-
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e per&la forma differenziale

è a curvatura nulta. Viceversasupponiamoche por una superficie (a eur-

vature opposte) il oui elemento lineare sia

la forma differenziale

risulti a curvatura nulla, talchè si abbia per convenienti variabili a, p
(che si troveranno con quadrature)

Ponendo
Kc

risulterà

(22) E(?M'+3F<~<!p-t-&==\((~-)-<)

e pero (I, pag. 98)

cioè

L' elementolineare

appartienein conseguenza alla sfera e quindi l'elemento lineare (22)add

una superficied'area minima che, note le coordinate X,Y,Z di un punto
della sfera in funzione di a, p, si avrà con quadrature. Dunque: La con-

~MWMenecessaria e N~CMM~e,O~tMO~una $Mper~<Csia applicabile
sopra «a<t«<p~Me ~MMtM, c~ !« /<w~Ktd'M~e, chene M~e-
semail <j'<«t<&'<t<o<M!'e~M~o lineare, aM~~Mo~ per V-K, <weK è
la <wwa<M~della superficie,dia wMt/{M~t«a curvatura ?«??.

ïn altro modo possiamo esprimere la .stessa condizionecolla formola

A,log(–K):=4K

V~K<~==~M'+<~

<~=E<+2F<~<~+a<

\K(E<+3F<G~),

\K(Ed'M'+2Fa'w~+Ga'<~ ==. + <~<.

K
1 1 1 log log

~n~M~

3'log~ ~jogj. 2
9.' 9~ "Y'

~+<~
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Sotto questa formavennedata dal Ricci,che primo osserva il riaultato
oraindicato.

Corneesempio,cerchiamose vi sonosuperficierigate appUcabiiisopra
superficie d'area minima. Ponendo l'elementolineare della superficie ri-

gata sotto la forma (I, pag. 359).

<~==<~ ;(«-<')'+p'{~,

si ha

pt
~==-;(,~)q:p.j.#'

e la condizione superiore si verifica solo per a, p costanti, onde si vede
che le uniche supet'ac:e rigate della classe richiesta sono quelle appli-
cabili suU'elicoiderigata d'area minima, cioè le superficie luogo delle )<
binormali delle curvo a torsione costante.

§. 850.

Inversione del primo teorema di Guiohard.

Riprendiamo ora io studio delle relazionifra le superficie ad area

minima e le superficie applicabili sul paraboloidedi rotazione, che ab-

biamo iniziato nel Cap.XVII (§. 257, pag. 99) collostabilire il teorema

di Guichard. Da ogni superficie S~ applicabilesul paraboloide di rota-
zione il teorema di Guichard fa derivare due superficie d'area minima

che sono le due falde dell' inviluppodi sfere coi centh distribuiti sopra
Soe di raggio eguale alla corrispondente distanza focale. Nel Cap. XX

(§§.304 e seguenti) abbiamo poi stabilité )e formote fondamentali per
l'inversione del teorema: presacioè una quatunquesuperMe minimaS,
abbiamo dimostrato che essa dà luogo ad oc' superficie S,, applicabiti
sul paraboloide. Vogliamoora riprendere queste formole per dedume
atcune notevoli conseguenzegeometriche.

Essendo S ana qualunque superficie d'area minima,colle due forme

quadratiche fondamentaii

( E + 2 F <~ + G

(D<+2D~M<&)+D"
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consideriamoi! sistema dette equazioni simultanée (§. 804, pag. 230)

~+'

w
~-t'~+~+<

~-t.~+~+~
w

3W_FD'-GD9$ FD-ED'~

'EG–F' 3t<'EG–F'
(B)

FD"–GD' 9~ FD'-JED" 3<
9f "'E G F'" 9tt E G F*'

dove p MM?M<tKMaccs<<Mt<eof&~aWa e W due funzioni incognite
di «, v. Il sistema (A),(B) è iUimttatamente integrabite, e si ha (§.306)
formola (35) pag. 285

~==2~W-W.t- costante.

Disponendo dei valori iniziaU di

~W 3K' ·

possiamo far si che la costante de! seconde membre si annu!Ee si

abbia quindi

(C) At4)==2~'W–W.

Scelte le'fanzKHu W in guisa da soddisfare le (A),(B), (C), se ri-

portiamo sopra ogni normale di S un segmente

T=-~

i! !uogo deH'estremo M,=~(.)'.yo.%) sarà una superficie S. applicabile
sut paraboloide di rotazione di paramétrons~ e e la relazione fra8,St
sarà precisamente quella data dal primo teorema di Guichard (Cf.

§§.306, 309).



884 OAPtMM xxn. §§. 880,861

Cosi le formole

(28) xo==x -.1~X 4>~8)
~==~X, y.'==y–~Y, ~<=~Z

fanno derivare dalla superficie data ad area minima8 una tripla infinità

di superficie So applicabili sul paraboloide. La seconda falda S dell' in-

viluppo di sfere coi centri su S. e tangenti ad 8 è unanuova superficie
minima e secondo le formole (c) §. 273* (pag. 152) le coordinate del

punto (a:, ~) di S corrispondente a (; y, ~)sopraS(eioè simme-

trico di questo rispetto al piano tangente di S~ sono date dalle formole

(24)
?==?-–JV~WX

Pei coseni di direzione X, Y, Z délia normale alla S ai ha poi

(pag. 152 formole (d))

X==(l-~)x-~V~~),

Ricordiamo poi che le formole (32*) del §. 806 (pag.288)

(26)$=WX+7(~),~WY+V(~),(==WZ+7(~)

dennisconouna superficieS luogo del punto ({,ïj, !), che ha a comune
con S l'immagine sferica delle linee di carvatura e i cui raggi princi-

pali di curvatura pt.p, soddisfano, nelle notazioni di Weingarten, alla

relazione (§. 306, pag. 236)

(27)
p.+p,==~.

§. 361.

Le congfMMe di Thybaut..

Se della superficie ad area minima S prendiamo la coniugata in

applicabilità Si (§. 343), la superficie S data dalle (26) corrisponde alla

superficie minima St per parallelismo delle normali ed alle linee assin-
totiche di Si corrisponde sopra X un sistema coniugato, e precisamente

quello delle linee di curvatura. Dunque Si, Xsono associatein una de-
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formazioneMnitesima (§. 225); la funzione caratteristica della defor-
mazioue intlnitesima corrispondente della 8. &precisamente la W. Ora
costrNiamoper la 8. la corrispondente congruenza W conducendo pei
punti di S, i raggi tangenti aUa 8. e normall alla direzione dello spo.
stamento. Dimostreremocho ha luogo questa notevole proprietà che la
secondafaldaSi di questa congruenzaW è ancora una superficieminima
e precisamenteessa è h coniugata in applicabilità della superficie 8~
Stabiliamocioèil teoremaseguente: .S~emM:~ MMag!<a?MK~«e&!(pe~eteSt
applicabile p<M'«MoM~ ~aw<OMee~ sistema oo' sfere aventi
i centri «!~<t Soe raggio eguale alla corrispondente~~oMjya focale.Le
due /M<~S,S ~K'MMi'M~Mdi s/~e sono,secondoil teorema di Guichard,
due superficie~'<M'e(<minima: Ne<M!'esuperficieminime S, S prendiamo
le <!<Mt<«y<t<ein applicabilità Si, S~queste,coHoeMMM~OMeM~eoBoca~nello
spasio, sonole dtre falde di «MCCOK~< W.

Per dimostrare il teorema riferiremo la superficieminima S alle sue
linee di curvatura w,v, con che avremo

<?' = <~ (d'M"+ <&")

~==- ~=;~

D=–l D'=0, D"=l

dove 6 ë una soluzionedell'equazione di Liouville

9*8 3'9 _aB
~+9?-

n sistema (A),(B) diventa

9~ 3994'
989$~"3,.9~'9t;9.+~ ~+~

fA~ ~j~~
9M9p9p9M'9t<~

9'<ï' 989')' 989< .,Qa_ p +~="3.9.+9.97+~P~+Wau' u 14 auau

(B*) ~30~ ~80~3M
=

9« 9p 9tT'
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montre la (C) prende la forma

't~)'+~)'

Scrivendo per la superficie S te solite formole fondamentali (Cf.

§. 254formole (1) pag. 91), abbiamo

~X ax, 30 XI e- X ~X ~X9M" 9:< 9M"9p~"3M"
(27)

~==~X ~X.X.4-e-<'X~=-e-<'X
3v 9."3M~3M"

Indicando ora con .i, ~1, le coordinate del punto che sulla super-
ficieminima St coniugata in applicabilità della S corrispondea (x,y,F),
abbiamo

9~ Sa;~= 9~ 9a!

3M"~ ·

e pei coefficienti Dt, D'i D"t della seconda forma fondamentale di 81
risulta

(28*) D, =~ == 0 D', == 1

Le formote (24), (25) che definisconola secondasuperficieminimaS
del teorema di Guichard e !a sua normale diventano

? ) Y j- 3~Y j- Yx x
X+--XI+--x.~=.p X+-X,+-X,

(29)

Y-/1 W\ ~"0~ 1~X-~j~X.+.X,

Per la superficie minima81 coniugata in applicabilitàdeUaavremo,
connotazioni analoghe aHe precedenti:

~m
9~
9M Se 3p 9~

Ora ci conviene provare che, disponendo delle costanti additive in

~t. ~i < ~t, lasciate arbitrarie daUe (28), '30), possiamofare

in guisa che 8;, St riescano le due fa!de focalidella eongruenza che ne

unisce i punti corrispondenti. Il raggio variabile di questa congruenza
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M

dovrà per cio eMerc normale ad ambodue le direzioni

(X.Y.Z) (X,Y,Z)
ed avrà quindi coseni di direzione proporzionali atle differenzo

~X-~X ~Y ~v ~7 ~~7~~i-~X,, ~-Y.Y,, ~Z.Z,.

Indicando adunque con p un fattore di proporzionalità, poniamo

.p.x.x.)

"Y-~Y.)

Tutto si riduce a provaro che, prese a~t,yi. <'tin gaisa che le (28)
siano soddisfatte, si pu6 Msnmere per p una tale fanzione di u, v che
le venganoa soddisfare le (30), cioë che si abbia

"9r'=3.[~
t'e ~p. l'

~X.j

9« 3. 3~
·

Tenendo conto delle formole precedenti, facilmente si trova che oecorre
e basta por cio assumere

1

~'pw'

Cost le formote

")

e le analoghe per ~1, stabiliscono fra le due superficieminimeS,, S,
la relazionegeometricaindicata nel teorema. Queste singolari congruenze
W, le ouifaldefocatisono superficieminime, furouoseoperte da Thybaut.
SuUedue superficieminimo focali Si, 8~ si corrispondono non solo i
sistemi coniugati ma bon anche i sistemi ortogonali, cioè cM-n~pMt.
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d~Mt fra le due falde focaliè una ew~poMO'~M'eeoH~we. Tale infatti

6 la corrispondenzafra le loro coniugate in applicabilità8,8 del teorema

di Guichard S. 263). Si osserverà in particdare che: le lin6e~exM~.

tura si c<M~MpoM<!oMosopra S., St. Per questa proprietà le congruenze

di Thybaut si ravvicinanoovidentementealle congruenzepseudosferiche.
Inversamente si potrebbe dimostrare che tutte le congruenzeW le

cui falde focali sono supeticie minime si ottengononei mododescritto.

Tale proposizioneinversa risulta datle neerche di Thybaut (1.c.), il quale

ha determinato direttamente queste congruenze, partendo datie formole

di Weierstrass. Noi ci limitiamo qui ad osservare che, secondoi risul-

tati stabUiti ~«~MMaxemtp~~cMad <M'eaMtM<m<tapjxt~t~Mcomefalda

~oca~ ad ooaco~~wM.fe<? Thybaut.

§. 862.

Le aapMBcied'area minima. in gcometri&ollittic&ed iperboliott.

Daremo da ultimo un breve cenno sulle superficie d'area minima

negli spazl a curvatura eosttmte Non ci tratteniamo qui a dimostrare

che anche in questi spazi le superficie rispondenti al minimo d'area,

per un assegnato contorno, sono earatterizmte dall'aver nulla la curva-

tnra média, d6 che si fa in modo perfettamente analogo corne per io

spazio euclideo.

Questa proprietà vale anzi più in généraleper uno spazioqualunque

a tre dimensioni, cioè: J'Mg~M)!S«e spaeio curvo a tre ~tm~MMM!le

~Mp~~te (!'aMa minima A<tMKOnulla la cMn~MMMc~Mt.(Vedi nota in

fondo al volume).
Già al §. 218 (I, pag. 505) ci siamo occupatidelle superficieminime

dello spazio a curvatura costante Ko, riferite alle loro linee assintotiche.

Riferendole alle linee di curvatura u, v abbiamo il risultato seguente:

L'elementolineare <!funa SMpe~tCMad area minima dello opa.~o<t

curvatura costanteKo, riferita alle ?)?? dt <!MtW(~<tu, 0, aMMM<la forma

(82) ds' = (<)!«'+d'

i raggi jpyttM~t di curvatura ri, ft essendodati da

(88) ~==~ ~==–e~

<')Le primerieerchesu questemperaciefuronoespostenoUamiamemoria
del 1888(Attt doi Lincelserie4.*vol. IV). Postertormentese ne occnparono
Darbouxed <dt)'igeometrifrancesi(vediDarbouxZe~MMt. ni pag.471e segg.)
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e la /%OM'MtM8(u, e) NO(M«/<MeM<~aM'6gM<M!<MMC<M'<t~eW~aa <~We<t~

;P<M*<<«K

àîl ~+s-

Viceversaa qualunque soluzionedella (84) corrisponde una supernoie
minimadello spazio elUttico od iperboUeo.La forma di questa equa-
zione (84) suggerisce subito l'osservazioneseguente. Operandosulleva-

riabili u, v una sostituzione ortogonale

« =s «t cos M o; sona

f'==«)sen<x+eosa

dovet(è un angolocostantearbitrario, la funzione8 («.f) si cangiain una

funzione

Oi(«.)

che soddisfaevidentemente alla equazione

~e,
~e, = 0-201-Tl'e2°1

~+~K.

Per ci6 l'elemento lineare

<~ ~= (~ +

appartiene ad una nuovasuperficieminimaSf, le cai tinee di curvatura

sono le ul, Ct. La superficieS. ha to stesso elementolineare e gli stessi

raggi principali di carvatum della S; le sue linee di curvatura tagliano
le antiche sotto l'angolo costanto a. Ne dedue!amo:

In g«<(Ma'«e~<M'<oa c~w~K~ cos~w~e,comelaellospasioeuclideo,

ogni superficiead area minimaè ~tMC~~e(Muna d'e/<WtM<M'M)SCcontinua

nella gtM~esi conservanoinvariati i singoli raggi di eMt~wa; lenuove

Ht!eedi cM~~Mfesonoogni volta traiettorie &<)?)angolo costante <M~

aM<<<linee di CMfM~MM.

In particolare quando qu~to angoloè di 45", le linee di curvatura

si cangianoin assintotiche e reciprocamente,sicche abbiamo anchequi
le superficieconiugate in applicabilità del Bonnet.

Separiamoora i due casi dello spaxio ollittico ed iperbolico.Nel

primo caso se facciamoK.=+l, l'equazione caratteristica (34) diveuta

9*8 3*8

+ + 4 senh8 cosh0 = o
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questa, con cangiate notazioni, coincide colla (34*) §. 331 (pag. 298)
daUa quale abbiamo visto dipendere la ricerca delle superficiea curva-

tura costante positiva dello spazio euctideo. Cosl: La ricerca ddle SM-

p~OM ad area minima a~Hospo~o eK~oo egt~e a g'!M!'<addle su-

Fet~CM? <!MtT~!M-Scostante~OS~M dello j!p(Mr)0eMeHt~O.

Facciamo ancora le osservazioni seguenti. Nello spazio ellittico le

superficie minime si présentant) a coppie di supet'&cieparallele distanti

fra loro di un quadrante (superficiepolari). Se consideriamole superficie

medie ira le due, cioè le superficie parallele distanti da queste di
ponendo

fi ==tg ?1,

per il raggio pt principale di curvatura délia parallelaconsiderata avremo

e anatogamente
~)=~

ri

r _1+< 1-~

'l-l+~

onde pt p, ==-1. Dunque: Nello sp~M eN'<~codi curvatura Ke='+1 i~
due s«pe~c~ parallele ad «K<ts«jpe~eMminima e distatde da questa

<M
hanno la curvatura assoluta costante,positiva ea=i2.

Nel caso dello spazio iperbolieo, facendo E." -1, la (84) diventa

ye 3~
2 cosh 2 0

3~+~-2cosh28.

Ci contenteremo qui di questi brevi cenni sulle superficie minime

negli spazt a curvatura costante, rimandando il tettoro alla memoria

del T. IV Serie III' degli Annali ove si stabiliséel'estensione a questi
spazt dei teoremi di Guichard e la conseguenteteoria delle trasforma-
zioni de!Ie superficie minime.

f Sulla deformazlonodet pamboloididi rotazionenegli spaztdi curvatura
costante.



CAPITOLO xxin.

ï!
proMom Plateau e la

superficie
minima (H Schwarz

EnMcMo dal preMemadi Ptutaaa.- Oontiderazipni ~ndamentaUretattveaUednemppte-
ttentaztont conformi della ttuportiete minima MUa ~fent dt Gau« e eut piano della va-
riabite comptcftea o.- C<f)o dt nu eoMtomo a tratti retttUuet o p~ iu geMMte dl un
eontomo dt Schwor!).– OeM dol qmtdrttatero ~hembo formato de due eoppte dt eptgoU
oppMfttidl un tetmedm ]'e);ot<tte(eapetttcie dt Sehwm'z).– Reta ottaedrioa eeUtt tfora.–
BappreMatMtone fumUttca del gmppo dt MrutMient della roteottMdttct.– Detenni.

natteue di F(t) per la Bnperttoie di SehwMZ: F M '=c VetittcheK-

Vl-14~~
tative al BoatOMO.– Stndlo det grappo dt movtmcntt dello xpMto che laeola invartata
la mperRoie dt SohwaM.– P[opttet& deUa eonttnnfUiteM Mtatttiea.– 8tpet6ota conta-

gata ta appttoaMtita e gruppo conitpondento dt mevtmentt.– Teoromt dt Mmart <aIIa
vatiazioM mconda detl'aNa di una ponitene dt euperBote minima.

§. 8S8.

OMtstderMiMlibndMnentttli sul problema di Plateau.

Formuliamola questionefondamentale, che ha dato origine alla teoria

delle suparReieminime, nel modo précise seguente;
Da~otan contornoc/<M<so,cos~'MM'euna po~tOMecontinuadi superficie

minima <6~M<t<<t? g!<~0 contornoe priva MeH'Mt~nM punti singolari.
Sono celebri le esperienze di Plateau, colle quali questo Ssico ha

risolutosperimentalmente il problema immergendoil contorno,realizzato

fisicamente,nel liquido che porta il sno nome. La lamina fluida, che

resta sospesaal contorno,si conformaappunto a superficied'area minima.

L'analisi è ben lungi dal saper risolvere in generale il problemadi

Ho~tM; pero, nel caso in cni il coatomo e formato da tratti rettilinei
o in un altro caso più generale, che verrâ fra breve indicato,si conosce

una serie di importanti risultati dovuti a Riemann,Weierstrass e Schwarz.

Noi ci limiteremo qui ad esporre un primo metodo, che si offre

spontaneamente in questa ricerca ed è fondato sulla teoria deUerappre-
sentazioni eonformi; questo metodo è sufficientenei casi piùsemplici,
in particolare nel caso della superficie minima di Schwarz limitata al
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quadrilatero sghembo formato da quattro costole,due a due opposte, di

un totraedro regolare. Allostudio di questo caso particolare, tanto into.

ressante sotto molti rapporti, è principalmente dedicato il presente

capitolo.
Il metodo delle rappresentazioni conformibasta del resto, come sopra

è avverMto, solo in alcuni casi più semplici.11lettore potrà vedere nel

libro di Darboux (t. I, p. 45 388.)l'esposlzlone di un secondo metodo

più generale e di molto maggiore efficacia,che qui siamo costretti a

menzionare soltanto.

Consideriamo ûna porzione A di superficieminima limitata ad un

contorno chiuso C e ta sua immagine' sferica B che, per la proprietà

fondamentaledelle superficieminime, dà una rappresentazione conforme
]

dell'area A. Ammettiamo inoltre che quest'area sferica B sia ad un solo
[

atrato. Riprendondo poi per la superficie minimaS le notazioni del ca-

pitolo precedente, introduciamo nuovamente la variabile complessa
i

o-V3FM~.

la cai parte reale is e il coemcientev dell'immaginariod&nno,eguagliate
a costanti, le linee di curvatura di S (§.340).

Se, corne supporremo, la funzione a è nnita continua e monodroma

suU'area A, distendendo i valori di -? nel suopiano complesso,avremo

dell'area A una nuova immagine conforme B'. Cosi l'area sferica B e

I' area piana B~saranno rappresentate in modoconformel'una Bull'altra

e, nota la legge di corrispondenza dei loro punti, si conoscerà com-

pletamente la superficie S in quanto, essendoallora nota a in funzione

di T, conosceremo la funzione di Weierstrass

~)'.
F ('1:) ="2̀dcJ

che individua la superficie.
Ove dunque il contorno assegnato C sia tale che ne risuiti deter-

minata tanto l'area sferica B quanto l'area piana B', il problema di

Plateau si ridurrà, per quel contomo, al ben noto probloma di analisi

di rappresentare in modo conforme un'area data sopra un'altra.

La circostanza ora accennata si presenta appunto, almono con un

certo grado di indeterminazione, quando il contorno C si compone di

tratti rettilinei. Riguardo all' immaginesfericaB, avremo infatti che ad
.<

t
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ogni tratto rettuineo r del contomo C corrispondera net contornodi B

un arco di cerehio massitno in un piano normale ad r, quindi l'area

sferlca B sarà un poligono sferico, il cui contomo Yerr&costituito da

archi di circolo massimoperfettamente individuati di posizione. In se-

condo luogo se consideriamol'area piana B", siccomo ogni tratto retti-

Uneo del contorno 0 e un'assintotica per la superficie,Il corrispondente
tratto del contornodi B' sarà pure rettilineo e paralleio all'una o all'altra

deUe bisettrici

«–==0 «+<"==!0

degli assi coordinati sul piano B'. n problema di Plateau si convertirà

quindi nel caso considerato nell'altro. J~a~pfes~a~ in modo coH/bt~M
il poligono~'er«!0B sul jpoi'~<MMpiano rettilineo B'.

§. 864.

0<MMdi un contomo di SohDMM.

Le considerazionistesse valgonoancora in un easo più generale, for-

mulato da Schwarz nelle -Fo~ese<~ ï~c~<c~«~K JMtKtNto~-

cy<eK nel modo seguente:

Sia data MMcatena eoK~M«<tc~M($~/b~M<a di ~«~ regilinei e <?

FKMM;si w<o?edeterminare una FOf.fMKese~MemeK~ COKMMMsuper-

/Me minima limitata dai ~a~ ~Mt~ e dai piani della catena, in gtdsa
che la Mfpe~M <a~Had angolo ?'~o gMe~ ultimi.

1 tratti rettilinel del contorno C sono assintotiche e i tratti curvi-

linei linee di eurvatura in piani normali alla auperncie. Le immagini
sferiche di questi ultimi tratti sono quindi ancora archi di circolomas-

simo in piani paralleli ai piani della catena. Sul piano la loro imma-

gine è perci6 un tratto rettilineo parallelo all'uno o all'altro degiiassi
coordinati. Anche in questo caso generale la soluzione del problemadi

Plateau dipende adunque daUe formole, cho dànno la rappresentazione
conformedi un poligono sferico sopra un poligono piano rettilineo.

Consideriamop. e. il easo più semplica in cui la catona sia costi-

tuita da due tratti rettilinei A B, A C terminati in B, C ad un piano,
che la superficie debba tagliare ortogonalmente. n settore A B C di su-

perficie minima, corne viene realizzato daU'esperienza, ha per immagine

JM<Ma<!&er<eMeder Berliner Akademie,1778 WerkeBand.I, p. 136?.
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sulla sfera un triangolo aferico perfettamente doterminato. La sua im-

magine piana B' è un triangolo rettangolo isoscele coll' ipotenusaparal-
lela ad uno degli assi coordinati.

11corrispondente problema di rappresentazione conformesi risolve,
come o ben noto, per mezzo delle série ipergeometriche.

Supponiamoora di essere riusciti a risolvere per un assegnato con-
torno di Schwarz il problema di Plateau. La porzione di superficie
minima richiesta si otterrà dalle formole di Weierstrass, facendo muo-
vere la variabile complessa T entro il poligono sferico B; ma esami-

niamo, servendoci dei teoremi di simmetria dimostrati aUa fine del

§. 347, ei6 che accade quando si consideri la continuazioneanalitica di

questa porzionedi superficie,continuandoanaliticamenteIaf)inzioneF(t).
Se traversa un lato de! poligono B, cui eorrispondaun tratto retti-
lineo r del contorno di Schwarz, sulla superficie passeromo dalla por-
zione S alla sua simmetrica rispetto al tratto rettilineo r e in questa
rimarremo, finchè t resta entro i! poligono sfericosimmetricodi B rap-
porto al lato Se al lato <!di B corrisponde un tratto curvilineo del
contorno di Schwarz, in un piano délia catena normalea X, la conclu-
sione è del tutto simile; si passa allora da S a una nuova porzioneE'
simmetrica rapporto a questo piano. Cosi, nella continuazioneanalitica
della superficieminima, alla porzione E di superficietroviamoaderenti

per ciascun lato altrettante nuove porzioni simmetrichedi X.
Su ciascuna di queste puo ripetersi il ragionamentostesso e la con-

tinuazione analitica della nostra superficie consteràdi infiniteporzioni,
altematamente simmetriche e congruenti. In generale avverrà che una

regione finita di spazio conten'â infinite di quelleporzioni.Per convin-
cersene basta considerare il caso in cui due tratti rettilinei del contorno
si taglino sotto un angolo incommensurabile con La questione qui
toccata si collega coll'altra dei ~Mpyt di movimentie puo trattarsi
senza la effettiva conoscenza della porzione di superficie minima limi-
tata al contomo assegnato di Schwarz. Basta infatti osservare se i ri.
baltamenti attorno ai lati rettilinei del contornoe le simmetrie rapporto
ai piani generano un gruppo continuo o discontinuo0.

Il più semplice caso, in cui la superficie minimacorrispondentepre-
senta una regolare diffusioneper lo spazio, è quelle appunto che pas-

Veggansigli sviluppidel testoai §§.segaenttrelativi<masaperade di
SohWM!
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siamo prmai a trattare, ove il contorno di Schwarz&un quadrilatère

sghemboformato da quattro spigoli due a due opposti di un tetraedro

regolare.

Dei soi spigoli di un tetraedro regolare A B 0 D sopprimiamone
due oppostiA D, B C e consideriamola porzione E di superficieminima

limitata al quadrilatero sghembo A B D 0.

Questa superficie, cerne viene realizzata nella corrispondente espe-
rienza di Plateau, è simmotriea rispetto ai piani condotti per gli spigoli

soppressi A D, B 0 normalmente allo spigolo opposto B C o AD; essa

giaee tutta ne!t*internedel tetraedro fondamentaleA B CD. I piani

tangenti nei quattro vertici sono appunto le faccie dol tetraedro e le

loro pagine positive sono quelle interne per due vertici opposti e quelle
esterne per gli altri due.

Ne risulta che r immagine sferica di X è un quadrilatero sferico

A' B' C' D' cogli angoli di 120". Per ottenere un tale quadrilatero sulla

sfera, basta inscrivere in questa il cubo e i quattro vertici di una faccia

del cubodànno appunto i vertici dei detto quadriiatero. Ora osserviamo

che il piano bisettore del triedro B C, tagliando normalmente S, la

scinde in due settori BimmetriciA B C, D B C, che hanno per immagine
sferica i due triangoli sferici A'B'C', D' B' C', in cui la diagonaleB' C'

scinde il quadrilatero sopra considerato.

Possiamodunque sostituire al nostro problema l'altro più semplice
délia doterminazionedel settore minimo AB C, limitato da duo tratti

rettilinei AB A C e dalla curva B C in un pianonormale alla superficie.

L'immagine sferica di questo settore e il triangolo sferico A' B' C' con

angoli di 120",60",60" in A', B', C' rispettivamente. Ora l' immagine

piana sul piano compiessoo del medesimo settore è un triangolo ret-

tangolo isoscele a b e coll'ipotenusab c parallela ad uno degli assi

sul piano a.
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FM. f).

Per trovare la funzione F (t) di Weierstrass,convenientealla nostra

superficie, bisogna adunque esprimere o in funzionedi or,in guisa che
il triangolo sferico A'B' C' venga rappresentato in modo conforme sut

triangolo piano a b c. Ora caliamo da A' l'altezza A'H', dividendocosi
il triangolo A' B' C' in due triangoli simmetriciA' B' H', A'C'H' o de-

componiamonuovamente ciascuno di questi due mediante le rispettive
altezze H'F', H'G' calate da H' in due triangoli simmetrici minori.

Se una decomposizionedel tutto analoga effettuiamo sul triangolo

piano a &e, è chiaro che basterà rappresentare in modo conforme il

triangolo sferico B' H' F' coi rispettivi angolidi 60", 45", 90"sul trian-

golo piano b h f cogli angoli di 45°, 45", 90" rispettivamente, in guisa
che i vertici si corrispondano nell'ordine indicato.La funzioneo (t) che

da questa rappresentazione, rappresenta altresl, estesatatto il triangolo
A' B' C', questo triangolo sopra a b c.

Per eNettuare questa rappresentazione, noi rappresenteremol'uno e
l'altro triangolo B' F' H', b f h in modo conformesul semipiano di una
variabile complessaausiliaria .f, in guisa che al contorno di ciascuno

corrisponda l'asse reale. In cio potremo ancora fissare arbitrio i tre

punti dell'asse reale sul piano F, che corrispoudonoai vertici, e noi

converremodi fissare che si abbia

.f==0 inB',6

~==linF,/

.f==ooinH'
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§.866.

Bête ottMdrioa mlla sfera.

La funzione <'(r), che dà la rappresentazione del triangolo sferico

B' F' H' sul semipiano s, 6 semplicementeuna funzione razionale t di

24" grado; la auainversa T~) è la cosl detta ir1'asionalità<~N'o~<K!<o.

Noi andiamo rapidamente a stabilire quelle formole fondamentali rela-

tive alla irraidonatità detl'ottaedro che servono al nostro scopo,Anan-

dandoper unostudio più dettagliato al libro di Klein Oe6erd~ j~MM~.

Inscriviamonella sfera complessal'ottaedro regolare e proiettiamo
le faccie di questo sulla sfera dal centro; avremo cosl !a sfera decom-

posta in 8 triangoli sferici trirettangoli. Decomponiamopoi ciascunodi

questi triangoli colle tre médiane in 6 triangoli parziali, ciascunodei

quali si dirà un triangolo elementare.

La sfera ë cosi decomposta in una rete di 48 triangoli elementari

alternativamente simmetrici e congruenti; ciascuno di essi, come il tri-

angolo B' H'F~del numero precedente, ha gli angoli di 60", 45°, 90".

Diremo questa rete la reteottaedricae, per distinguere la congraenza

diretta dall' inversa, immagineremo tratteggiati i 24 triangoli della

rete, che sono inversamente congruenti a quello da oui partiamo.
Conviene ora che diamo alla rete ottaedrica un'orientazione nssa

sulla sfera

+ + C* = l

Poniamo due vertici dell'ottaedro ai poli (0, 0, d: 1) e situiamo il

quadrato, formato sul piano dell'equatore C=0 dagli altri quattro vertici,

coi lati paralleli agli assi 0{, 0~. Proiettiamo stereograncamente dal polo
t='<o la reto ottaedrica sul piano dell'equatore tratteggiando i trian-

goli piani che sonoimmagini dei triangoli tratteggiati della rete, otter-

remo la figura qui appresso:
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FîQ.9.' (Beteottaedrica).

1 triangoli (tratteggiati) della rete ottaedrica si riunisconoquattro
a quattro attomo ai vertici dell'ottaedro, tre a tre attorno ai punti
medii delle faccie (proiettati sulla sfera) e due a 'due attomo ai punti
medii delle costole. La considerazionediretta, o una semplice ispezione

délia figura, dimostra subito che i valori della variabile complessai m

questi punti sono:

?) T ce 0 ~L~ nei vertici dell'ottaedro

\/2 ~2

M
~.1±\/8 –1±~S!

1±_~3.
–1±~.

neipuntimedii

~2
2 delle faccie

DJ.4 1_.4 1-Ljt !9
c) T-il ±~ (1±~2) -L' (1~2) -(1±\/2) 'S

\/2 \/2 ~2
J

-g

-(1±~)-~
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Oostruiamoora tre potinomi! ln t det rispettivi gradi 5, 8, 12, dei

quali it primoCI)si annuUidel primo ordine net punti a) eccetto in t -a<c,

il seconde <cnet punti b) e il terzo x nei punti c). Troviamosubito, col

calcoloeffettivo

(1) M==T(1+~),M~1-14~+T', x-'l+83~–33t'-t".

§. 366.

IrrMionaUta detl'ottMdro.

Ci6 premesso, supponiamoche la funzione <'(t) dia la rappresenta-
zione conformedel triangolo elementare T délia nostra rote, che ha i

vertici noi punti (v. figura):

~0,
.=~. ~(V2-l)~, r

Va Vz

coi rispettivi angoli di

46" 60" 90°

sul semipiano(positivo)< in guisa che, mentre r percorre il porimotro
del detto triangolo, < porcorra l'asse reale, ai valori seritti di t nei ver-
tici corrispondendoordinatamente

~=00 1 ~=s0 <"=. 1

Estondiamoa a tutto il piano complessot o meglio a tutta la sfera

complessat, seconde le note leggi della continuazioneanalitica, fissando

quanto segue. Ogni punto i della sfera complessa appartiene ad uno

dei 48 triangoUdeUa rete; a corrisponde nel triangolo fondamentale

un punto omologot e per valore di s in t~ dobbiamo assumere il va-
lore stesso che ha in t, o il valore coniugato, seconde che il triangolo
in oui trovasi è direttamente o inversamente congruente col fonda-

mentale. La funzione (t) è cosi estesa a tutta la sfera complessa,sulla

quale è uniforme, ed ha unicamente per punti singolari i punti a) (ver-
tici dell'ottaedro) che sono per (t) poli del quarto ordine. La -f (r) è

quindi razionale in t e poichè i suoi infinitesimi sono negli 8 punti b)
ove si annulla )p, e sono del 3." ordine, si deduce subito

fif

~C~,
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ove C è un fattore costante. U va!ore di C si ottiene immediatamente

osservando che per t<=i ai ha

?--13 M=s3 t <'==' t
onde

n --L. ±.0=-
2'8'" 108

e pero la formola richiesta sarà

(l-14t<+~_
108 ~(1+~ 108M<'

·

Conviene inoltre osaorvare leformoieseguenti.LafnMioae~-l di-

venta infinita come <' e s* annuUadel seconde ordine nei punti c) ove

X!=0; si ha per comognanza

<1==(/ m'

ove (/ e una costante. Confrontando colla (2), si ha l'identità

108 ?<+ «~ + 108 C' x' '=' 0

dalla quale, facendo p. e. t ==s0, risulta

r=(1=-
lÜ8~108

e per&fra i polinomii (1) M,<p, ha luogo l'idenëtà

(3) 108 <~+ ?" ==0

che si veri6ca anche subito direttamente. Abbiamo dunque la formola

i (1+33~-33 x'

H~~(l+t~ Ï08M<

Le formole (2), (4) dimostrano che la derivata di .?

diventa in&nttesimadel secondo ordine ove !e='0odelprimoovex=0 0

e, poichè essa è infinita del quinto ordine ove MaOe de! terzo per

T="x), non ha altri Mnitesimi che queUi indicati. Ne risulta, a meno

di un fattore costante A:

iX~
(~ M"
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Per determinareA, si osserviche daUa(2) segne

e pero A ça Si ha adunque

f6) X«"
~~27 V

la quale formola si constata subito direttamente, osservandol' identita

Veriftohe relative alla rappresentaziono oonforme.

Ottenuta la formola (2) per la nostra rappresentazione, potremo fa-
cilmente verificare che essa dà la rappresentazione conforme voluta.

È utile per ciô premettere le considerazioniseguenti. La rete ottae-
drica pua portarsi a coincidere con se medesima, sovrapponendo un

triangolo elementare della rete ad uno qualunque dei 28 triangoli ad
esso congruenti. Ciascuna di queste rotazioni deUa sfera complessa in
se medesima è analiticamente rappresentata, per la formola di Cayley
(cap.III, I, pag. 111), da una sostituzione lineare sulla variabile com-

plessa T. Le 24 sostituzioni lineari, compresa 1' identita, cotTispondenti
allé rotazioni che riportano in se medesima la rete ottaedrica, formano
evidentemente un ~~po; questo dicesi il gruppo dell'ottaedro (o cubo).
Determiniamoin primo luogo le effettive espressioni delle sostituzioni

del gruppo. Osserviamoanzitutto la rotazione
di 2

attomo al diametro

dell'ottaedro che congiunge i punti T=0, T='ao (asse polare); essa ha

l'espressione

e ripetuta dà luogo aUe 4 sostituzioni (compresa l' identità)

~-<"T, (f==0,l,2,3).

H ribaltamento dell'ottaedro attorno all'asse 0$ permuta fraloro i

/.<?~\ 1
lim

(sad~)'~ ~e
~r?

<?M (??
4~, 3M ,-==47«T dt

§.867.

t'=~T
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punti t=0, T'a <c e lascia Sssi due punti te +1, f -1 esao ë fap-

presentato per ci&dalla sostitazione

la quale, combinata colle quattro precedenti, d&luogo allé 8 sostituzioni

t'==~T f ~~(~0,1,2,3), f

che nel gruppo dell'ottaodro formano un sottogruppo (del diedro). Con-

sideriamo poi una rotazione d'ampiezza attomo alla congiungente

i punti modii di due faccie (parallele) opposte dell'ottaedro, rotazione

che appartiene evidentemente al gruppo. SeegHamoad esempio quella
rotazione di questa specie, che seambia ffa loro ciclicamentei tre ver-

tici deITottaedro

1 +~ 1–< â
T==<C t==– tt=–

V2 V2

nell'ordine indicato, e quindi i diametralmente opposti

s~,0 > s. 1-f-i
f sf~

-1-f-i
~0,

t==-

Serivendo la sua espressioM analitica secondola formola di Cayley

= (tt'4-B
0 a«0FPf~= 1

'=-+~.
"==1.

troviamo snbito

.JL±j a
~n–

P= 't
p

V8

onde

~(l+t)T+V2
\/2t–0-4)

Combinandoquesta coUe8 precedenti, si hanno le 24 sostituzioni
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dol gruppo dell'ottaedro sotte la forma normale:

~=~+~~V~(1-~)T+V2

l

~=.. f, 'Ç
f

~2t-(l-<)

==

~t-(i+~)

~==~V2t-(l-~
)

~V2t-(l+<)
(6)

(

=

(l+~t+V2'

=

(i-~+Vs

y='0, 1, 2, 8.

VerinoMamoora direttamente che la formola (2) ci dà la rappre-
sentazione conforme domandata. Per cio osserviamo in primo luogoche

questa fuMione .f (t) rimane invariata, eSettuando suU'argomentoTuna

qualunque delle 24 sostituzioni (6) dol gruppo deil'ottaedro < Ad ogni
valore di <'corrispondonoquindi 24 valori di t legati ad uno di essi
dalle sostituzioni (6) del grappe; la funzione atgebrica T(.f), i cui 24
rami si deduconoda uno Ssso colle sostituzioni lineari (6), prende, se-
condo Klein, il nome di MT<M'!OKo~f!~H'o«ae~ro.

Sul contorno di ogni triangolo etementare la fanzione F (t) reale,
U che basterà veri&careper un determinato triangolo, sul contorno di

ogni altro riprendendo j6'(ï) gli stessi valori. Ora sui due lati rettiiinei
del triangoio fondamentale T coi vertici in

(.) T==o, t==~l, ~~2-1)L±*
~2 ~2

(t) è evidentemente, rea!e, essendo già reaie. Sul terzo lato curvi-

!ineo,~(t) prende gli stessi valori che sul lato rettilineo dat='
1

~2
a t <=1 del triangolo omologo,coi vertici in

~VS_1 ~1~

V2 V2

MCi&rtsultadal calcolodiretto, la proprtot&onnnetataossendoévidente
per le prtme8 sostitozioni(6) o par l'altra

~_(1+<)T+V8

y 3-(!-<)
veriaMndostfacitmentejma rtsulta anche semptieemûntedaU'oMorvareohe le
dette eostttnztonipermutano&&loro i verttct doU'ottaedro,comepure 1 punti
modiidetle&ccte.
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e pero ë ancora reale. Percorrendo r il contorno del triangolo T, net

senso positivo, .? percorre l'asse reale da –00 a + <o sempre neUo

stesso senso, poichè altrimenti ad un valore reale di .p corrispondereb-

bero più di 24 valori per t. Facciamo ora maoveret nell'interno di T

6 si nmoverà ne!r<M<en<odi uno dei due semipiani, e poichè inversa-

mente ad ogtu valore di jf corrispondo, o nel triangolo T, o nel suc

simmetrico rapporto all'asse reale, un valore di r si vede che ad

ogni punto z in quel semipianoE corrispondeun punto t nel triangolo T.

Poiehè inoltre, per la (5), non s'annulla mai nè diventa infinita in

T, salvo nei vertici, si vede che la rappresentazione di T sopra E è

appunto conforme(1).

§. 888.

DetMminfMdoMdélia sapM&de minima di Schwarz.

Per determinare la superficie minima di Schwarz, rimane ora da

rappresentare in modo conforme il triangolo rettangolo isoscele 6/'A

(§. 354) nel piano coU' ipotenusa &A parallela ad uno degli assi, sup-

poniamoall' assereale, sul semipiano positivo~, in guisa che si abbia

<"=0in6 ~==lhf <==<x'inA.

La nota formola di Schwarz-Christoffelper la rappresentazione con-

forme di un poligono rettilineo sopra un mezzopiano dà

W

C

~"?~D

e poichè, per j? reale négative, deve essere (-)
reale positive, risulta

\MW/

C==~A',

<')Inverodei 24 indicidi che corrispondonoa un valoredis, sene trova

uno in ciMcnnodei 84triangolicongruentidellaroteottaedrica.

Il semiptanoE 6 quelloin eni il eoefadentedell' immaginarioin o è

positiva,g!fMch&,percorrendol'asserealeda –00a +«), deverestareallaeinistra.
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essendo A reaie; dunque 0

(~=<A' -A~W ~(~-i) J~i~~

La funzioneF (t) di Weierstrass per la superficieminimadi Schwarz
si otterrà dalla formola

PM.1~<A' 1
r

<~2~2r~

nella quale, sostituendo a /a

CL-

i loro valori in funzione di t dati dalle formole (8), (4), (5) otteniamo,
a monodi un fattore costante reale c', che Muisce solo suUagrandeMa
assoluta della superficie:

FM.-L=.

1

~'+\/1-14~+T*

La SMpo'~MeMtM~ ~w< dMMgt<e(~ <M~ /b~wM!e

<"
-/v~v~

y St~

.~1-14~+~'

? Ponendo<!<=.<ei ha

-v~-

La qnttdratnraporta alle fhnzionteUitttchelemniscatiohee precisamente,
nellenotMionIdt Weierstrass,si ha

/oo\

cona eostantoreale,gU invadantt dl avendoi valori

~–4 ~–0

m SiosMrvi,(~eseTpercorroi!trattorettlUnMdaT'=.Oa~'=.LË~ sono

KaUtanto
(~)' quanto~l-l4-~+~.

~8
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Ed ora andremo appunto a veriBcareche, se manteniamol'indice di r

sulla sfera comptessa entre uno dei 6 quadrilateri sfericicon angoli di

120' che corrispondonoalle facciedel cuboinscritto, avremouna porzione

di superËcie minima, limitata a quattro spigoli due a due opposti di un

tetraedro regolare.

Il terzo integrale, chu ngura netta formole (7), si riduce subito ad

un integrale ellittico (di 1.' speeie) colla sostituzione

~=<;

gli altri due sono apparentemente ipereiïittici, masi riducononuovamente

a integraii ellittici con eonvenientisostituzioni, come ora vedremo.
L

Convieneanzi tutto per cio giraro gli assi coordinatiattorno aU'asse~8

di 46" e ciô faremo, sostituendo a

~-y a!+y

~2 \/2

nuovamente a:, avremo pei tal modo

/-l-t l-tt' ,'1+t l+tt'

~Tr~?~?~

2td'T
~=R <

~Vl-14~+t'

Inoltre Ësseremo che t si muovaentro il quadritatero sferico con an-

goti di 120" che ha i vertici nei punti corrispondenti ai valori di t

\/3-1 .V3-1
V3-1 V3-. 1 f

V2 V2 v2 V2

e ûaseremo altresl il limite inferiore comune dei tre intégrait nel punto

\/8-1c=*-a=
\/22

talchë le formole che deSniseonola porzionedi superficieminima, suiia

quale dovremo fare le indicate vennehe sono le seguenti:

(g) x = R
^c 1--v 1 art=

ds p'~
J'tlti

l'1- si~
dt,(8) a:=R f <!t,w='R <

'"=' .«'t,~~2 ~1-14~+f .L~2Vl-I4T<+T'

/'t 21 a!t
~=R t .t.

.1-14~
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ConverrànoHostesso tempotener présente che, avendo rotato attorno

aM'asse di 46", le formoto(6) §. 840 (pag. 811) danno pei coseni di

dtrezione della normale ftUasuperficie

(6~) x=. Y~ Z~~Ll.
V2(tT.+I)

`,
~2(TT.+1) tt.+l

Da questeformole,Umitandonet modoanzidetto Hcorsodit, ogniambi-

guità ë sparita, se &}stamoil valoredoiradicale in un punto e noi, ponendo

~='vr~?'
Ssseremosenz'altro che sia

F(0)=.+l.
Notiamopoi che gli 8 punti di diramazione del radicale essendo nei

vertiei del cubo

±~
±~, ±~. ±~

bastorà eseguire nel piano comptesso T quattro tagli da a Sno ad

da a nno a da Sno
a

e innne da–«tnnoa–e 0
«C N6
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nel piano cosi tagUato la F (t) diventerà una funzionecontinuae mono-

droma, dappertutto nnita salvo che agli 8 puntl indieati.

§.859.

Veriaoherelative ttl ooatMM.

Comlnciamole nostre vori&chedal ricercare le linee, che corrispon-
dono sulla porzione di superficie minima considerata all' assereale ed

immaginario del piano r ed atle bro bisettrici.

l." Indichiamo con p una variabile reale; avremo lungo Fasse reale

t~p, –<t<'p~<t,
indi

(9) ~-L~(l-p')F(p)~,
~=P(l-p')F(p)~,

(8)
y 2~–a

P~ F (f~)dP >
y2J-a a(1

VI~~F ~~)dP

~2pF(p)<!p,
~–a

2 PF(P)dp,

e pero

a!-y0.

D'altronde, lungo questa linea, si ha per Je (8*)

X-Y=0;

dunque: il piano ;c-='~ taglia K~MM~m~cS, cioè«? jpt<MtOdi ~M~e-

M~ per 2.

2.' Lungo 1' asse immaginario è

t==tp oh;==~

e indicando con xo,yo, i valori di x, y, in T==0, mentre t percorre
l'asso immaginario, avremo

a!–<== -L

~(l-p')F(p)<!p\/2~o0

(9*) ?-?'="(l–p')F(p) -e~p~e
V2Jo

~==–
r2p.F(p)<~
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e pero

f+!/=~+y.. ·

Lungo questa Unea di X, ë. per le (8*), X +Y=0, cioe il piano
a!+~='!<+~e piano di simmetria per S.

8.' Lungola Msettriee deU'angolo formato dalle direzioni positive
degli aMi, si ha

f=\/Tp <~==\/Tdp,
intendendo per VTii valore

~L~,

e risulta quindi

<. ,rP (l+P')d'P

~Y~.

per p compresofra e + a. Il punto corrispondente sulla superScie
descrive un tratto rettilineo paraMo atl'asse Ox.

4.' Lungo la seconda Msettriee si ha

r-V~p -~==L-
it= v-i p v-i =

2
indi

~=~
~=~+r– Jo v1 +14/+ p"

e il punto (~,y, <)descriveun tratto rettilineo para!telo aU'asse Oy. La
porzione E di superficie minima possiede adunque intanto i due piani
di simmetria

a!–y=0 a!+y==a!+~

e due assi di simmetria, che sono le parallele condotte per (a! y,, ~)
agli assi Ox, Oy.

Poniamo

~~1~=~/~2-a .j 2 0

B
==

2 p F (p) = ~2pF(p)dp
.<! ~0
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ed avremo

~==y,==:A F.==B.

Risulterà poi dal seguente §: B=-A; per ora osserviamo che
le (9), (9*) permettono di caicoku'ei valori di x, y, .f ai quattro vertici

a, b, c, d in funzione di A, B. Designaudo questi valori coll' apposizione

degli indici a, c, troviamo infatti

~.c=2A, y.==2A, ~==0 0

(10)
~~==2A, ~e=0 <t,==2B

)~==0 y.=0 ~==0

~==0 ~==8A, ~c=2B.

§.860.

mdazi<me a integMU etUtHoi.

Come abbiamo avvertito, i due primi intégrait nelle formole (8)
si possono ridurre essi pure ellittici e precisamente,comeora vedremo,
alla forma stessa del terzo. Osserviamo per cio dapprima in generale
che il differenziale

a+~T+Ot*
ds,

Vl-14~+~
essendo a, 6, c costanti, ove si operi una delle 24 sostituzioni

~+P P

~+~

del gruppo dell'ottaedro (§.357), si trasforma nel differenziale omologo

~+~+~~
Vi-i~

doveil polinomio +&' t'+c' eguagliatoa zero,ha per radici i valori
di t' che corrispondono, secondo la sostituzione eseguita, alle radici di

a+&T+ct'==0.

Ora nei due diCerenziali

1–~ l+~V- \/< -d'T
~1–14~+t* Vl–14t<+T'

le radici dei numeratori, egnagliati a zero, sonoin dascuno gUindici di
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due vertici opposti dell' ottaedroche. con convenienti sostituzioni de!

gruppo delt'ottaedro, possiamo trasportare in 0, co, onde il primo e
secondo intégrale nelle (8) si ridurranno (salvo un fattore) a! terzo.
ScegUMM)per prima sostituzionequella che produce sui vertici deU'ot-
taedro le pormutazionicircolari

(0,-V~ (w,VT, V~) <"

e per la seconda l'inversa di questa. Avremo per la prima soatitnzione

(H) ~~+\ ~+1,
t'-v< t-~

e quindi per la seconda

~1±~.
t" T-T

Per queste rispettive sostituzioni risulta, eseguendo il catcolo:

(l-T =, 2T'

Vl-14~+~ ~-1–14~-).~

t/T (I+~)~ == 2t"~

\/l–14~+t* \/l–l4~+~

ove soltanto rîmarrâ benda nssare quale è il ramo del radicale da see-

gliersi nel seconde membro.

Se l'indice di t resta, comesopra, nel quadrilatère a &c d, gli indici
di t si muoverannorispettivamentenei quadrilateri adiacenti c (?'<
ci!'&'<(ng. 10').Avendoora F (T"),F (t") il significato preciso del § 368

importa decidere quale é il segno da scegliersi nelle formole

j ~(1-~)F(T)~=±2T'F(~)~

f \/T(l+~)F(t)<?t=±2~F(~)~.

(') S'fntondesemprecheVT, V~ abbiano f st~niacatt

Vi
V2s V8
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Basta per cio osservare quello che accade neU'intorno del punto
t==0, trasearando !o potenze superiori di t. Abbiamo

t==0

F(0)==+l
F(–/t)==+~)

onde risulta
~==-8<

~4(l–)F(T)~<h

S~F(T)<~==<V7<?t==-~t.
SimUmente

~==--V~
F(~)==+~

~==2~t

VT(1+~F(T)~==-

2~F(l~~Te=:–VTd't,

e per& in ambedue le formole vale il segno inferiore. Le formole (8),
che deSniscono X, possono quindi scriversi nel modo seguoNte:

(12)a;==–R< y~ST'FM~, y==-Rt
y~2~F(/')~,~–oa .y–ft

<'='B
/2'F(T)~

ove s' intendeche T si muova entro i! quadnIateM~i~cJ, partendo dal
punto c, e t" seguano i camminicorrispondentinei quadrilateri adia-
centi ce'd'o!, ce'

Indicando con le coningate di T',T",scriviamole (12) cosi:

?.
~F~ /~F.(~~–a

F (c~ds'
t/–a

°F°(' ds'°

(12*) y. ~F~ ~F.(~)<~(12*) f!a
f rns'~

F (~ dt"
t' ~ôô

Fo(fo)dr'o~–a J–a

<'== tF(T)~~
/\F,M~.J'–o ~–a

E Inverosul tratto rettilineoda 0 a -VT, F(ï) & semprereale e non
a'annaUs.
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Possiamo ora vedere facitmentequate è il contomodi 2, corrispon-
dente al contorno a b o â dei quadrilatero, in oui si muovet. E infatti,
se t desorive il tratto e&, vediamoche

Ora F (t) è puramente immaginariolungo c7 per{) dalle (12*) risulta

y<=:0, !<!+.?ca00 lungo c&

Similmente si vede che si ha

1 due tratti corrispondentideicontornodi Xsonodunquedue segment!
rettiUnei d'uguale lunghezza,incHnati l'uno snû'altro di 60".

Basta ora riferirst alle proprietà di simmetria osservate al §. 369,

per concluderneche il contorno di S è formato da quattro segmenti
rettilinei d'eguale lunghezza,inclinaticiascunosut due adiaconti di 60".
Inoltre segue dal numero citato ehe X contiehe altre due rette, cioë le

congiungenti i punti mediidei lati opposti; queste sono normalifra loro

e si tagliano nel centro del tetraedro regolare. Poichè inoltre, per quanto
précède, si ha:

dalle (JO) risulta, corne si cm a&rmsto:

la lunghezza 1 degli spigoli del tetraedro è quindi data da

==S AV8

L'integale

da! quale dipende la nostra superficie, colla sostituzione

T'==<9

To. descrive ûj

T' 0<i'

~6

cd

c7

a:==0, y+.f==o lungo c~

+
==

0 +
=:

0

B==-.A

f2tFM~,
.0
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si riduce att'intégrale ellittico

t di
M==)

v
u

~2-V3~+~
ovvero

«== r
dt

=

J Vs

che dennisce t comefunzione eUittiea di « col module

j6==(2--V3)'
invero risulta

<== (2-V8) Bn[(2+V8) « + Kjt = (2-y8j sn((2-8) + g~

§. ML

Oomtinmzione an&Uttca della superaoie di Schwarz.

Introducendo cosl nelle (12) le funzioni ellittiche, possonostudiarsi

varie interessanti question!relativa aUasuperficieminimadi Schwarz, m

particolaroquelle che ne riguardano la continuazioneanalitica.Noi riman-

diamo per questo studio alla memoria di Schwarz,dalla quale abbiamo

tolto gli aviluppi precedenti e qui ci limitiamo soltanto a constatare

comoi teoremi di simmetria relativi alle superficieminime, insiemea con-

siderazioni elementari sui gruppi di tMowMeM~t,permettanodi seguire la

continuazioneanalitica, in particolare di osservare la tripla poriodicità

della superficie di Schwarz nelle direzioni dei tre assi coordinati.

La continuazioneanalitica di Xsi ottiene ribaltando successivamente

S attomo a ciascunodei suoi lati, e medesimamenteoperando sulle por-

zioni contigue ottenute.

Ora, proponendoci di studiare la costituzionedei gruppo G di movi-

menti dello spazio, che lascia invariata, nella sua totaUtà, la scperneM di

Schwarz,osserviamo che per ogni tale movimentola porzione fondamen-

tale E andrà in una éongruente alla quale possiamopure arrivare per

successiviribaltamenti attorno ai lati di porzioni congruenti a ï, via via

contigue. Per cio il movimento più generale del gruppo G, che porta E

<"JS~<~)t~«~«MefqMe<~eM~~oM~~e~ Werke,Band.I, pag. 6,SB.
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in S', si ottieie Mmbinandoil movimentoottenuto per gUindicati ribal-

tamenti conun movimentoche trasforma in sè medesima. Questi ultimi

movimentisonoevidentemente(oitre l'identité tre soltanto ecioë i ribal.

tamenti attorno alle tre congiungentii punti medii dette costole opposte
del totraedro regolare da cui siamo partiti.

Ricordiamo ora cha duo moment! dello spazio A, B si compongono
in un terzo movimento,che indichiamo con

AB,

ponendo a sinistra quelloeseguito prima. Se conA'' indichiamo il movi-

mento inverso di A, il movimento

B'~A-'BA

dicesi il ~a~o'ma<o B per MaM'odi A e, secondoun teorema di Jordan,
esso non è altro che il movimento stesso B, eseguito attorno all'asse,
in cui si trasporta i'asse centrale di B pel movimento A.

Il grappo G si gêneraadunque,combinandoi ribaltamenti elementari

attorno ai lati del quadrilatero, che limita 2, coi tre ribaltamenti sopra
indicati. Una proprietà essonziaio di questo gruppo, che ora andremo a

riscontraye, è quella di essere d~oK~KO, cioè di non contenere movi-

menti innnitesimi< Essocontiene,come sottogruppo invariante d'indice

24, un gruppo di traslazioni, generato da tre traslazioni elementari di

eguale ampiezza secondetre direzioni ortogonali.
Prendiamo il quadrilatero fondamentale a b e d, appunto orientato

0 JoBBAN. Sur <Mgroupesde MOMOMMM<s(Annalid! matematica,série

11,t. n, pag.167).
Ricordiamobrevementela dtmostraztonedi questo teorema CMenziatepet

nostroeeopo. Bla r l'MMcentraledi A, quellodiB od la posizioneohe

acquista, dopoosegnitoA. EMendoP un puntoqualunquedelloepazto,P*la
nuovapostzionedi P dopoesogultoA, e Q il puntoove P si trasportapelmo-
vimentoB, osserviamol'effettodfA-' BA sopraP' che6evidentementeun punto
arbitrariodellospazio.Pet movimentoA~' B UpuntoP' si trasporta ln Q e se
consideriamoi due punti P, Q e Fassef', vediamoche A trasporta P in P*,f'
in r" e Q in un punto Q'chegiace rapporte a P', f" corneQ rapportoa P, f'.
Ora si pMS&da P a Q colmovimentoolicoidatoB attornoaU'asseeentrato o

porolo stessomovimento,esegnitoattorno a trasportaP*in Q'.
< 1 gruppi discontinnidi movimenti sonostati stndiati da SeMnmiess

(Math.~KtM~, Bd. S8,?).
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come risu!t&vanel § 869, talchè ponendo

&==2A==-2B,

per le coordinate dei vertici avremo

a~(&,&,0), 6==(&,0,-&), <=(o,o,0), ~~(0,&&). ·

Numerando poi i lati aA, &c,cd, da successivamentecon 1, 2, 3, 4,
indichiamo con S;, S,, S,, S< i moYimentidello spazio che consistono in

un ribaltamento attorno ai lati 1, 2, 8, 4. Di più indichiamocon S., S,

i rispettivi ribaltamenti attomo alle congiungenti i punti medii dei lati

opposti <!&,cd, e < &cdel quadrilatero, infine con &! il ribaltamento

che risulta dal combinare S;, So, ribaltamento che avvieneattorno alla

congtungentei punti medii dei due spigoli soppressi c!c, del tetraedro.

Le sostituzionielementaridel grappe G sarannoappunto

SttS,,S~,S4,St,S6,Sf

e, per le loro espressionianalitiche,troveremo

St)!~=32i!a!, ~'==&+jf ~==:–&+y

SjJ~e=–% ~==–y <~=–a;

S<)a!'==–a' ~==–~ ~==–y

~~==~+~ y't=:2& ~=~-&+~

Se)a;'=a; ~==&–y .~==–it–~

S<) a)'==&? ~=!~ ~==–&–<

St)a~==&–a! ~=.&–y ~<=.? e
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dove ogni volta, x, y, indicandole coordinatedi un punto P qualunque
dello spazio, con ~.y' si donotano quelle del punto F, in cui va P

dopo il eorrispondentemovimento.

Cio premesso, consideriamoi due movimenti del gruppo 0:

T==S,8.S, r T-S,S<S.;

per le loro espressioni analitiche troviamo

T~SaS.S,) a:'==.c+2&, ~==yy ./==:<'8

T'==8,S<8.) a!'=.a! ~==y~2~, -/===~,

onde si vede che T, T' sono due traslazioni d'ampiezza 2 k parallele

rispettivamente agli assi 0~, Oy. Formiamo inoltre la sostituzione (a

période 8)

U==StS~ a/ca~–y, ~==– ~=a.2~

e la sua inversa

U'=S,S.) ~==2&+~, /~A-a;, ~=–t-y,

e trasformiamo T per mezzo di U, cioè consideriamo11movimento

T"==U-'TU.

Vediamo che 'F' ha t'espressione

T")a!'==.a;, ~==y, ~=~+2&,

cioè T" è una traslazionedella medesimaampiezza2 i!:parallela all'asse

delle < Le tre traslazioni T, T', T' generano it gruppo <?<Mt~<t.M<Mtt,
che indicheremocon l', le cui operazioni hanno la forma generale

!<'=:~+2M&, ~==y+2~, ~=='<'+2p~,

dove <?,n, p sono numeri interi qualunque positivi o negativi.

D grappo r è evidentementeun sottograppo di G; di più esso tM«e-

riante in G, cioè permutabile con tutte le operazioni di G, il che si

constata subito osservandoche ciascuna delle operazioni e'ementari

8t St 87

di G trasforma una traslazione di r in un'altra traslazione di r.



M6 OAHroMxxm. §. 36!!

f. 862.

DiMontiMità del grappo Q della supMCciedi SehwMrz.

Vogliamoora dimostrare che l'indice di r rapporte a G è nnito e

preeisamente eguale a 24, dopo di che la discontinuitàdi G sarà ac-

certata.

Per ci6 introduciamo, per brevità di iingnaggio,alcnne denomina-

zioni diciamo che due oporazioni A, B di G sono a~aM r&pporto

a r, se si ha
A~B~

indi

B=A~

essendoana traslazione in r, e per significare questa equivalenza
scriviamo

A~B

Ora osserviamoche, se fra quattro movimenti di G hanno luogo le

relazioni d'equivalenza
t 'Q t/ TD~A===it A ===Jo

per la permutabilità di r con ogni operazione di G, risuiterà

AA'~BB'

Cib premesso, e posto come sopra

U==StS, U-'==S,S,,

consideriamole 12 operazioni di G

1 S< So S~

a) U S,U S.U S,U

u- 1%u- s. u- s, u-

due qualunqne delle qnali non sono equivalenti rapporto a 1, come ci

accertiamocostruendo le loro espressioni effettive,che sonole seguenti:

D~-f ./=y ,~=~

85) !~===a! /==j!y ~=.-A-<

Se) .~==it-a! /=='y j/c'

Sj) <==!&-? /==)ji!-W c= jtt
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M

U)<~=~-y /=-?-<, ~3~

¡

S,U)a<'=y /c=< </=-S~+ie

8<U)a!'='y ~=a~ ~c-a!

S~U)«!'=y ~=-&-< ~=-&

U-')~=.2~ /==~ ~=-y

~U-)~=&-<' /==A- ~=-2~

~S.U-')~=& /==? ~y

'S,U-')~=~3X+<! ~=aa! ~=-2~.

Al contrario, se componiamodue qualunque deUe 12 operazioni di

questa tabella, it loro prodotto risulta equivalente ad una delle 12 ope-
razioni stease, cio che si vede sempllcemente osservando le equivalenze
elementari:

US,==S.U US.=sS,U US,E=S.U

U-'S. S, U-' U-'S.~ S, U-' U-'S.= S. U-

Ora l' operazioneS, di G non ha la sua equivalente nel quadrosupe-
riore e per6, costruendole 12 operazioni di G

S< Sj,St S<S< S~S))
? US, S.US, S.US, S,US,

u-'s,, s,u-'s,, s.u"'s,, r s,u-'s,, r

esse non saranno equivalenti fra loro nè con le 12 a), mentre it prodotto
di una «) per ana p) è equivalente ad una p) e il prodotto di due p)
ad Ma a), come risulta dalle equivatenze elementari

s,s,=s,s,, s,s<~s.s,, s,u~u-'s,.

Ognioperazionedi Gequivalente ad una (ed una sola) delle 24 ope-
razioni a), p). Per dimostrarlo, basta provaro la cosa per le sostituzioni
elementari di û; ora si ha

S,=U'S,, S,=~US,, S.==S.S,,

cio che prova la proprietà enunciata.

Ogni sostituzione di G si ottiene quindi prondendo una delle 24

sostituzionix), P)e aggiungendoai secondimembri deUa sua espressione
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analitica multipli arbitrarii di 2 t. Cosiadunque è dimostratoil teorema

enunciato

Il gruppo di movimentiG è ~MCO~MMMe COS~CHC<!CM~M~O~X~M

invariante (f~~ce 24 il ~M'c di ~<M?<MWMtF.

§. 368.

La MpMBoiecomplets di Sohwarz.

Conosciuta per ta! modo la costituzione del gruppo G di movi-

menti, che lasciano invariata la superficie di Schw~rz,6 facile formarsi

un'idea del modocomela primitiva porzione si continuaanaliticamente

daudo luogoall'intera superficiedi Schwarz.Questa ammette, come si è

visto, tre traslazioni eiemantat'i in se medesima nel sensodelle tre con-

giungenti i punti medii di due costoleopposte nel tetraedro regolare pri-

mitivo,e di ampiezza eguate al doppiodi questa minimadistanza &a

due costoleopposte. Immaginando to spaziodivisoin lnfinitecellecubiche

contiguedi lato = 2k, è chiaro che basterà conosceredella superficie di

Schwarzla po~ione compresa entro unodi questi cubi, in ogni altro cubo

essendoviuna porzione della superficie congruente per traslazione alla

iniziale.

Consideriamo,come cubo iniziale, quello compresofra i quattro piani

a:=±A ~=±~ .s'==H.

Il tetraedro regolare, coi vertici nei punti (§.361)

c===(0,0,0), ?~?,0) &==(&,0,–&), ~~(0,&&),

ha i tre vertici a, b, dnei punti mediidélie costoledei cubo,concorrenti

nel vertice (k, &, A)di questo, e il quarto vertice c nel centro del cubo

stesso. Soppressii due spigoli <?, M dei tetraedro, consideriamola por-

zione di superficiedi Schwarzlimitata al quadrilatero <~bcL Ribaltiamo

X attorno al lato e~ in X;,indi S, attomo alla nuova posizionedi ça in

indi attorno alla nuova posizionedi c~ e cosi di seguito.Otteniamo

cosi 6 porzioni di superficie di Schwarz <Scompresa) interne al cubo,

tutte fra loro congruenti che si riunisconoattorno al vertice comunec,

ovehanno io stesso piano tangente, meutre gli altri loro verticisono tutti

in punti medii délie costole del cubo (1).Gli effettivivalori delle coor-

(1)Per rtconMcerechiaranientole circoBtaMegeometrichetndteatenel testo,
Mr~utileal tettoreun modellosoUdodeglispigolidelenbo,nel qualemedianto

aHst potronnoinserirei S quadritatori,che limitanole poMiouiconsiderate

dellasuperficiedt Schwarz.
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dinate dei vertici di queste 6 porzioni sono i seguenti:

X) (0,0,0) (~0-A) (&0) (0,A,-it)

St) (0.0,0) (-0) e (–&,o, (0,ii!j!!)

~(0,0,0) (-0) f (0,&) (-0~)

~) (0,0,0) (0,-&,&) (-ji;,o), (-0,&)

S<)(0, 0, 0) (0,) 1 (&,0,~) (&0)

~) (0,0,0) (~,0,-A) 1 (0,-A,) (Jt.0).

Ora, se si prende uno qualunque dei Gquadrilateri curvi S,, la sua
continuazioneanalitica lungo un lato uscente da c è evidentemente fra
le 2 stesse; la continuazioneanatitica di X( lungo un lato uscente dal
vertice opposto a c, si ottiene invece per traslazione d'ampiozza 2 J!:da
una delle altre 6 porzioniX<.Per verificarlo basterà considerare la por-
zione S, le altre 6 trovandosinelle medesime condizioni.I! ribaltamento
di S attorno ad ot dà in effetto la porzione ~t traslata di 2 ? nel senso
dell' assedellex e il ribaltamento di Xattorno ad dà medesimamente
la porzione ït, traslata di 2k paraHeIamente all'asse delle y.

Cost adunquel'intera regionedi superficie di Schwarzinterna al cubo
e formata dalle 6 porzioniX, indi la superficie si riproduce periodica-
mente negli altri cubi, diffondendosiregoiarmonte per tutto lo spazio.

§. 864.

La Mperacie coniugata in applicabilità.

Diciamo ora brevementedella superficie coniugata in applicabilità,
egualmente considerata da Schwarz, che gode anch'eMa di proprietà
notevoli, affatto analoghe a quelle della superficie studiata nei paragrafi
precedenti In particolare vedremo che anche quëSta nuova super-
Rcie minima S' si divide in infiniti quadrilateri curvi congruenti, a
contorno rettilineo, e in ogni porzione finita dello spazio entra soltanto
un numero finito di questi quadrilateri. Consideriamo sulla superficieS
primitiva due dei quadrilatericurvi adiacenti a unospigoloA B; i quattro
piani di simmetria dei due quadrilateri )imitano sull'osagono formato
dalla loro riuttiono un nuovo quadrilatero, i cui lati sonoarchi di geo-

<')Le suooqaaz!onisiott<)))gonodttHo(8~§3o8prendondodc~))int~ra)) nci
secondimcmbrii cooNdentidoU'imma~iMadoan!<ich&le parti reati.
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detiche piane di eguale lunghezza e i oui angoli sono di 60* per due

vertici opposti e di 90" per gli altri due. Ora sulla superficieS' coniugata
in applicabilitàquesto quadrilatero si muta in un quadrilatero a contorno

rettitineo e pero: La s)(pef/!c~minima S' coM~eMew~M quadrilateri
eM~ a contorno ye~!weo, c!~ !a~ hanno ~«a~e !<t~ ooM<~M

NM~ ~O"in ~«' w~tCt o~p~ e <yKaltri <i'«e ").

Partendoda.questa osservazione,possiamo,affatto nnalogamenteeome

nei paragranprecedenti, determinare il gruppo di movimentidellospazio,
che riproducela superficie S' e studiare quindi la continuazioneanalitica

di ogni quadrilatero curvo di S'.

SiaA BC D un tale quadrilatero, gli angoli in A, C essendo di 60*

e queUiin B, D di 90", e numerando i lati A B, B C,C D, DA con 1, 2, 8,A,
indichiamocon

Si ) St 1 89 1 S.
i ribaltamenti attorno a questi rispettivi lati.

Combinandoqnesti movimentielementari; possiamopassare da questo

quadrilatero ad ogni altro sulla superficie.Per avere le operazioni ele-

mentari del gruppo G, che lascia invariata la superficie,basterà dunque
associarvi i movimenti, che lascianoinvariato il quadrilatero A B CD.

Ora questi consistono soltanto nel ribaltamento attorno alla congiun-

gente i punti medii di A C, B D, ribaltamento che indicheremoconSe.
Se con &~2 indiehiamo la lunghezza comune dei quattro spigoli,

si vedrà subito che, situando eonveuientemente il quadrilatero AB C D

rispetto agli assi, per le coordinate dei vertici si avranno le espressioni

A~(0,0,0). B~(&,0,&), 0 (0, 0, 2 k) D==(0,~).

Ne segue che le operazioni elementari del gruppo G sono rappreseo-
tate analiticamente dalle formole:

St)a<'==:.e' /6 ~<=-y ./=:a!

S~a!'==2& ~=' j/=2it-a!

S~) !)/=-a; ~==2&f ~=2~-y

S~) !)/<=-? ~==~ ~==~

St)a<c=y ~/==!c .2&

MPer ottenareun talequadrilatero,basta riuniredue faccledi un ottaedro

regolareaderenti per uno spigoloe ~opprimeralo spigolocomune.
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Se si osservano poi le relazioni

8,S,S.-S, S.S,S,-S.,
si vede che: Z'~en) gruppoG si ~e~ colletre $M<t<M~OM~~o~M~

St,St,S)t.

Ora consideriamole due sostituzioni di G

H==.8,Si K==S,S,,

che hanno le espressioni analitiche

H)~==2~-< ~=-a; j/=~

K)~=~ ~=-a! ./==2J!y; s

le loro terze potenze sono le traslazioni

IP)~'==2~+a! ~=-2~ ~=-2J!

K~~=2<!+a: }/=~2A+~ j/==.2i!!+.?.

La trasformata di IP per mezzo di S, È la nuova traslazione

S,BPS,)~-2~+~ ~==2X!+y -/=-8ii!+~

e combinandoquesta colle precedenti, si vede che esistonoin G le due
traslazioni

a~==i<!+4&, ~==~11 ~==~s

~==a; ~=~+4~! ~==~,

Inoltre la trasformata di B? per 8; essendo

S,PS.,a!'==2&+a!, ~==2A+y, ~==2i!!+~,

risulta che anche la traslazione

a~~a!, ~==y, ~'='.e'+4&

appartiene a G.

Dunque il grappo G contiene tutte le traslazioni della forma

a!'==ic+2MtA, /==y+2MJi;, ~==..er+2p&,

dove m, n, p sono numeri interi tutti pari o tutti dispari, soggetti cioè
aUa condizione

m n (mod 2)

Le traslazioni della formaprécédente formano evidentemente un sot-

tograppo r di G, e, come ora vedremo, in G non vi sono altre trasla-



874 OAPITOLOXX! §. 864,866

zioni < Intanto veriftchiamofacilmente che r è invariante in G, poichè
le operazioni elementari St, S,, S~ di G trasformano r in se medesimo.

Comeal §. 368, ripartiamo le oporazioni di G in classi di operazioni

equivalenti rispetto a r. Se poniamo

So 8t 8(

le tre sostituzioniS., S,, Ss cotl'identita formano un gruppoquadrinomio

~P~w~tt~p~. Ponendo poi

U==S<S, U-'=StS<

e eostruendole 24 operazioni

1 St S: Se

U S.U S,U 8<,U

U-' 8tU-' 1 S~U-' f S.U-'

Se < St Ss t S~ Se Se Se

US. StUS, S,US., S.USD
US, S,US, StUS, 1 S.US, 1

si vedrà che esse formano un sistema completo di operazioninon equi-

valent rispetto a F, onde risulta:

J! ~n<~o G eoM~MKecomesottogruppo~tM~a~ <findice24 <!~fK~po
(f<<)'a~<~OK!r.

In particolare ne risulta la discontinaità del gruppo G, quindi la

proprietà dellasuperficieminima S' di diffondersiregolarmente, in modo

triplamente periodico, nello spazio.

§,365.

VariMioM seconda di nn pezzo di MperBoleminima.

Chiuderemoquesti studî sulle superficie d'area minima, ritornando

al problema di minimo da cui siamo partiti, per far conoscerenei loro

tratti fondamentali le importanti ricerche di Schwarz sulla wW<Mt<MM

t'' Per traslazionie<MMK(t!f<di r possonopronderstevidentementele tre

segnenti!a
!B'C+4&, ~==y <=.<!a
K!'c=.a! ~='y-)-4A ) ~==<!a

~~<c+2X: ?/~y+2~ ~=.<+S)i:
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MWMdbdell'area di un pezzo'di superficie minima' dalle quaUrisulta

in particolare che se una superficieha in ogni punto nulla la somma

dei raggi principali di enrvatura, ogni sua porzione convenientemente

ristretta gode, rispetto al contorno mantenuto fisso, della proprietà di

minimo che ha servito a definirla.

Essendo 8 una superficie minima,rlferita ulle sue linee di curvatura

M,v, sia
= (<)

il suo elemento lineare, indi

== (d!«'+~)

quello della sfera rappresentativa, e

=. ft==–). >.

i suoi raggi principali di curvatura.

Consideriamo una porziono di S limitata ad un contorno C e una

superficieS' infinitamentevicina a S, limitata alto stesso contorno.Sopra

ogni normale di S la S' staccherà un segmento Mnitesimo che indi-

cheremo con

essendo s una costante innniteoimae una funzione di M,f, che ritor-

remo nnita e continua insieme alle sue derivate paMiati prime in tutta

la porzione di S considerata e assoggettata soltanto ad annullarsi lungo
il contorno C.

Paragoniamo l'area di S racchmsa da C con quella cornspondente
di S', tenendo conto soltanto dei termini colla prima e secondapotenza
di s. Per le coordinate ;?',y', del punto P' di S', corrispondente a un

punto P di S, abbiamo evidentemente

~-==~+:X, !/=.y+s'~Y, ./==~-)-e'tZ.

Calcolandoi coelficientiE',F',G' deU'elemento lineare di S', osser-

vando le formole

~==1~ ~==-1~
3Mis ` 3M 3c 9o

WerkoBd.I, pa~.JSl M.
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OttMiMMott6nia1n0

'+~+4)+')'

~U

~~j~
ondè e

v~+~~)-+~].
·

La differenza SS<sS'-S 8 delle due aree è data quindi, a meno di

in&mtesimid'ordine superiore al 2. da

(18)
")'+~

l'intégrale doppio essendo esteso alla regione di 8 considerata, o, cio

che ë !o stesso, alla regione sferica corrispondente. & questa la forma

data da Schwarzalla variazione(seconda)dell'at'ea di una superncie mi-

nima, dalla quale si traggono, mediante alcune considerazioniausiliarie,

le notevoli conseguenzeche passiamo ad esporre.
·

§.866.

Propriet& effettiva di minimo.

CoMidenamo tm'altra superficie minimaarbitraria, che si faccia cor-

rispondere a S per parattelismo délie normali e sia S la rogione di

questa nnova superficie eorrispondente a quella considerata di S le due

regioni sono per conseguenzarappresontate SM!lamedesimaregione délia

sfera, che indicheremocon o. Se W indica la distanza del piano tan-

gente a S dall'origine, W ë una soluzione dell'equazione (I, pag. 174)

(14) W+ 2 W = 0

essendoA', W il paramètre differenziale secondodi W calcolatoper l'ele-

mento lineare sferico.

Supponiamoora che queata soluzione W dell'equazione (14), ossia

yw.~W 2W
0(~ ~+~'+~r="
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non si annalU in neasun punto della regione sferica 'j n6 al contorno,
il che equivale a dire che nessnn piano tangente in un punto della re-

gione E passi per l'origine. Potremo porro aUora la quantità sotto il

segno integrale nella (18) sotto la forma:

~+~

+~f.+9.~9W\
(w 30) +à7pav >'3«~W9!<~3~W 9~'

talchè l'intégrale (18) si scindera in tre parti, delle quali le due ultime
sono identicamentenulle, comesi vede integrando per parti e ricordando
che <)'at contorno si annuUa. Resta adunque

)!S=~ ~f~ <t'9W\ ')'9W\"1,38 <=
ff [C~ 1. ~~)8

+ i
dts

dv
~-2'~[~"W~ +~-W~j~~

e poichè, per quatsiasi scelta deUa funzione ')), l'intégrale dol seconde

membrorisulta essenziahnente positive' ne segue che ogni superficie
S' infinitamente vieina a S e limitata al medesimo contomo ha eSëtti-
vamente un'area maggiore di S. Possiamo enunciare questo risultato

sotto la forma data da Schwarz

Una pOM'<0~di S«pef~ ? OM-M~MMmedia nulla possiedeC~<MMeM<e

Fewea!M~~ tutte le superficie~~<<<MM~c<~MMad essa, HMM~e

ai tM«)~MMcontorno,se esiste «~ F< M di ~Mper/Medella stessa

specieco)'W~M'CM<eper F~aN~MM delle )MtwaKalla primitiva e tale
che nessun piano tangentetMpunti di M passi per MK~M~O/~M~Onello

Sp<MM.
In particoiaro, se per la nuova superncie minima si prende la su-

perficie stessa, si vede che la porzione considerata di S godrà effetti-
vamente della proprietà di minimose, guardata da un punto conveniente
dello spazio, présentera per contorno apparente una linea tutta esterna

alla regione considerata.

Biferendoci invece alla rappresentazione sferica o, potremo dire che
la proprietà di minimoavrà sicuramente luogose esiste una soluzioneW

M L'integrate potrobbefnfatti soltantoannullaraiper

t~cW (ecostMte);

ma atlora non si Minullerebbeal contorno.
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della (14*) positiva in tutta la rogioneo, incluso il contorno.Ora, osser-
vando p. e. che delta (14*) sono soluzioni particolari

X Y, Z, 1

vediamo in particolare che se la regione i è tutta interna a una mezza

sfera, la condizione precedente è soddisfatta e consoguentemente ogni

regione di superficie a carvatura media nuUa, la oui immagine sforica

sia interna a una metà dalla sfera, godrà della proprietà del minimo

di area.

Osserviamo in fine che della (14*) si puo dare l'integrale generale,
introducendo la variabile complessa

t==.a +

sulla sfera (§. 340), dopo di che essa pronde la forma

(~ ~+~8JW_ 0.9~ 9~ ~'+~-1)''=-'

Ora, essendoW la distanza del piano tangente di una superficiemi-

nima dall'origine, supponendo espresse le coordinate del punto di con-

tatto colle formole (11) §. 341 di Weierstrass, o calcolando

W-.Xa! Yy+.Z~

troveremo per l'integrale generale della (1S), omettendo il fattore nu-

merico 2:

"=~b~i~

ove ~M indica una funzione arbitraria della variabile complessat.
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Probloma dl Cauchy per le superficie e aurvatura oottmte. Ettttenm deMt superBote
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a curvatunt coûtante. Mo\'t)npnti deUu t'et) «uttu xupet'ftcfe net qualt ogut punto at

tmtpoi'ta tt dfttttuttt );eodNttett CMhmto. Nuent tntcrpretMtone gcometrteft della
trest'onnMioM dl tMckttmd e coMMjpiome. Teot-eMa dl penautabilttit per ta trtmfo]--
ttXMioat dl BMttuttd e Hue nppttcMtoni. SuperfMo comptemeuttu't dette ttmperftote
pMudeofertotie di rottmtoue e dette tmpet'tMe d' EnMper. Uompottfttone dt due tMafor-
maztont (tooti) opptmte d) Bttotttund. Bcttuitone colle superficie KppttceMti xulta !ogft-
rittttce dt rotMtone o aut CKtenotde aeoorointo. La tnt<tfonu)MioM di Lio e le suo
re!Mteni eollo tmo&tUtMfont eompbmenttu'f e dt BiteMund.

§. 367.

n problema di Oauohy per le MperScie a carvatara costante.

Volgendoci ora allo studio delle superficie a curvatura costante,
cominciamoda alcuneosservazionigenerali relative a!problemadi Cauchy,
cioè al problema di determinare una tale superficie, assognata che ne

sia una striscia at<«!t~c<

Secon.e'==~(ic,y)indichiamo Fequazione ordinaria della superficie,
e adottiamo per le derivate parxiaii di ie consuetenotazioni di Monge,

per esprimere che la carvatura della superficieè la costante K abbiamo

(I,pag. 14é) Fequazione dei secondo ordine

(1) ~==K(1+~+<

Assegnare una curva C per la quale la superficie S debba passare
e lungo di essa i piani tangenti équivale a dare lungo C

a'. y. ï

corne funzioni, che si suppongonoanalitiche, di un paramètre, p. e, del-

l'arco s di C.

Cf. al § 847 la trattaitionc dci probiema analogo par le superScip mintmo.
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1 teoremi generali di Cauchy assicurano che osiste una ed una

sola soluzione analitica della (1), che soddisfa al!e condizioni iniziaii

imposte, sa!vo il caso eccozioaale in cui lungo C risuiti

(2) dx (~ + <~(~ ==0

Ora questa esprime che le normali assegnate tungo C coincidono

coUebinormalidella carva stessa, comesi vede osservandoehe ritenendo

par la curva C le solite notazioni si ha

yet+g~==0

e questa diCerenziata, con riguardQ alla (2), dà

FS-i-g~)–C'=0.

Abbiamo dunque intanto il risultato:

~M~e una e«! «Motsola sMper/!e!eotta~:e<t co!~ ewn~«f<t co~a~

assegnata K, che COK~MeMtMt~~CMt<M!<tMtCa~f~MO~Oad «t~-tO. 2~
ecCe.fKMMcaso M CM}i piani tangenti <~KaS~CMtOO~HCtt~OKOeOt~Mt
o$CM!<!<ondella c«n)a.

Esaminiamo ora il caso escluso. La teoria geMi'ale ci dice aUora
che il problema proposto è impoMibilese insieme alla (2) nonsussiste

l'altra

~~<K(1+F'+9')'<=:0,

che per la (2) stcssa equivale alla

(3) ~g'+K(l+p'+g')'=o,

ed è invece indeterminato se sussistono insieme la (2) e la (3). Se K
è positiva, la (3) è manifestamente assurda, come risulta anche geome-
tricamente dan'osservare ehe, per le condizioni de! problema,la curva C

dovrebbo risultare un'assintotica della superficie.

Quando K e negativa, poniamo

T?-
K--R,,

la (3) esprime che la torsione della curva C
deYeesserecostanto~ R

come risulta altresl dal teorema d'Enneper. Essendo infatti

~-f-,f y v

Vedip. e.GoussAT.t<p<MaMf <M~<M~&MM<t«icdeWc~M~'<M!M,pa~.S2.
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diCereoziando,col tener conto delle formoledi Frenet, si trova appunto

dalla (8)
1 1

T'S''

Volendo occaparcinel présente capitolo particolarmente delle super-
ficie pseudosferiche, comhcteMtno dal precisare in questo caso il grado
d'indeterminazione del proMema, dimostrando che si puo assegnare
ancora ad arbitrio una seconda linea assintotica doll'altro sistema.

§. 368.

SaperBoie psoudos&riohecon due assegnate Msintotiohe.

Il teorema ora accennato fn già indicato da Lie nelle sue ricerche

sulle superficie pseudosferichee formulato poi da Backtund che ne ha

dato altresl una dimostrazionefondata su considerazioni infinitesimali0.

Precisando anche i segni delle torsioni, il teorema si enuncia:

Da~e due ex~wC,C' con torsioni costanti e~t<~ e di segnocontrario,
che cseoMOda «? Nte~tmo ~!t~o <~KospMto avendovi do stessopiano

ose«~<~o~,ma tangentidistinte, esiste «wt ~«pe~M~seM<&M~!caat f<~M

~«ai~ al raggio comune di <o~MM€,cAe contiene C, (/ come c<(t~eas-

SM~O<<0~.

Facendo per semplicitàil raggioR delle superficie pseudosferiche=' 1,
ricordiamo (§. 76, I, pag. 161) che l'etemento lineare dolla superficie

pseudosferica riferita aHe assintotiche a, p assume la forma

(4) ~'==~'+2cosM~<~+~,

dove la funzioneM(<t,p) soddisfa all'equazione a derivate parziali

/K\ 9'M
(8)

3~=~~

e viceversa ad ogni solaziono ? della (5) corrisponde una superficie

pseudosferica determinata.

Ora osserviamo che le curvature geodetiche delle linee as-
P« Pp

sintotiche a, p, le quali coincidonosalvo Hsegno colle curvature assolute,
sono date, per la forma (4) dell'elemento lineare, dalle formole:

1 9M ~M

Pa Pp

Om.~M' eee.pag. 19.
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Se supponiame che le assintotiche assegnate 0, C' siano t'ispottiva-
mente le p–0, ~csO, l' assegnarequeste assintotiehe, cioè il loro

raggio di prima eurvatura in funziono dell'arco, equivarrà a dare

(aw)==00\9<t/~o
in funzione di e

(aw)~«~.o 0

in fanzione di !3.Poichè inoltre conosciamo il valore iniziale M,di M

per x 0, sarà nota Mtanto lungo !a.~= 0, che lungo la < 0.

Dovendo poi MsoddisfaM alla (5), vediamo che il teorema enunciato

equivale, mutate le notazioni, al seguente toorema d'analisi:

Z*eg<K!OHeo (?enM!<eRaw~

a, 0

~==~'
9

smm~e «sa Mh~ose c/Mper y ==0 si tt<?M<;ea<j'KM /«)Mf<Mtedata

(.e) della x, e ~er ==0 acl una /OHe data ']) (y)della y, M<p~p<M<o

?(0)-<(0).
Dimostreremo questo teorenia adoperando il metododelle approssi-

mazioni successive di Picard, raggiungendo cosi una generalità molto

maggiore di quella che consentirebbero i metodi generali, nei quali si

presuppongono funzioni analitiche. Ci basterà infatti supporre che le

funzioni y (x), '{' (y), arbitrariamente date, siano finite e continue ed

ammettano derivate prime (x), '}''(y) pure finite e continue.

§. 369.

Applioasione del metodo delle approssimMioni suooMSive.

Dimostreromol'esistenza della soluzionecercata in un campoqua-

lunque ~H~oper le due variabili indipendenti .e, nel quale le condizioni

enuociate per (.f), 'j' ~) siano soddisfatte.

Prendiamo dapprima la funzione

? (x) + (y) ? (0) (~ )- 'Ky) (0),

che soddisfa aile condizioniiniziali

(~) -0 T (a:), (fi) ~-< < (y),



APPMCAZMMDEL MBTODODE~K JLPPMSStMMtOtt!SUCCESSIVB 383

ed inoltre alla equaziono

~L==o
a~~

Indi costruiamo la funzione che soddisfa atle medesime condizioni
iniziali ed alla eqaazioae

9~,
aens,~-Mn~;

avremo

pc/~
<==.?)+/ t Mn~d~.'0~0 0

Poi da deduciamonel medesimomodo una nuova funzione

~==~ Mn~d~s's=
~0 ~00

sen $, tixdy

che soddisfa alle condizioniiniziali ed alla equazione

-== sen-e',`

Cosl continuiamo indeËnitamente,costruendola série infinita di funzioni

M ~,<t,

ove il termine generale

==Ft +
<

son .e't dx <~
~0 ~0

soddisfa atle condizionliniz!atf ed aU'equazione

(p) <=Mn~
<c<

Sena"

Ora assenamo che: La serie

(7) = + (~) + (~ +.)- (.e-t) +

convergein e~xo~~rtM~oin o~ MtKpo/!)t~o per a', y e fc~M'es~a
so!'<M'~t:eeemt<a<Ma (6).

Pcr dimostrarlo cominciamodall'osservare cheessendo ~8en~<;l,
si ha

M !<i~y!. ·
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Ora

~f~sen~cos~)~~0~0

e poichè

-(~)!<'
1

mentre per la (f)I)

.m
sen 2 2

avremo

<y1

!<~ !<
(~) Ils-I,1

<Jo Jo læYlcùdy<(l,2)

ïn generale,se si supponeverificata la diseguaglianza

t8) l'g"-1
ia!«)"(<) ~«(l.3.(?-!))"

si avrà

~~(~W~)~0 0

eper&

i r~!f~t
'n-I

~<0.(.-D).#II-I-I-lft'<(l:T:.(n-l»)'Jo 0
:cg d:cdy,

cioè

j,. )~yt"

!)<~ 3 g

dunque la diseguaglianza (e) sussiste in tenerale.

Dopo cio la convergenza in egual grado deUa serie (7) risulta evi-

dente dal contronto colla série

j~ < ) t t _<
~'(r"2)'(1.2. 3)'

+
(1.2. 3.. M)*

Ora, la somma dei primi n termini della (7) essendo possiamo

dire che al crescere di n, converge in egual grado per tutti i punti

del campo verso < La funzione .f, sempre finita e continua, soddisfa

aUe condizioni iniziali

M~=?~). (~ <-<==')'?; i

resta a provare che soddisfa la (6). Ora ciascun termine deHaserie (7)
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ammette la derivata secondarapporte ad.< y e, a causadella (p), la série

delle derivate è

(8) son ~+(son< sen~)+(8en.% son +..+(son <. son <)+

La somma dei primi n termini di questaè sen ed al crescere di n

all'innnito converge in egual ~«~ verso sen s', corner verso .6'.La (8)
6 dunque alla sua volta convergente in egual grado e la sua somma è

sen Dunquela funzione< rappresentata dalla (7) ammette la derivata
seconda mista e si ha

a x
sonx c. d, d.

3'x
Bons, e. d.d.

~-sen~.e.d.d.

§.370.
·

OMo analitico.

Col metodo delle approssimazioni successive abbiamo riconosciuta
Fesistenza di «Mosuperficiepseudosfericacondue assegnate assintotiche
in un caso di grande generalità. Pero non possiamo assicurare che la
soluzione trovata sia l'unica possibile dei problema.

Ma poniamociora nel caso eonsuetodella teoria delle equazioni a
derivate parziali del seconde ordine, cioè nel caso analitico, e dimo-
striamo il teorema:

Se le due Ct<n'eassintoticheassegnateC, C sonoNtM~~M~,pi ha una
ed una ~Oh!SMpe~CtepMM<!oS/!M':eS<MMt!t~C~ MH~tCMe.

Supponiamoinfatti cho,essendo'f (a!), (y) funziouianalitiche asse-

gnate di x,y, cioè svituppabiii in serie di Taylor per potenze di it:,y
rispettivamente, sia s una soluzione analitica della equazione

3~

che soddisfi al!e condizioniiniziali

~==y(jc) per~==0

== (y) per ==0.

Queste condizioniiniziali, insieme colla
a-='8en~

aie equazioni

che ne provengono per successiva derivazione,determinano compieta-
mente, nel punto iniziale a! ==0, y ==o, i valori di tutte le derivate

9'"+"~

3~ 3~"

Il
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e risultano quindi determinati in modo unicotutti i coefficienti«t, dello

SYuappodi <f
o. 0 ..a

(S) ~=='ff~y
M M

per serie doppiadi Taylor.Ci6 dimostra intanto !'unicité delta soluzione

analitica .f, snpposta esistento. Ma viceversa,determinati i eoe&cionti

a~ net modo ricorrente anzidetto, un teorema generale di Goursat <

ci ttSiiicut'ttche h),série costruitu è convergentein un certo campofinito,
onde risulta la verità della proposizione

Net caso speciale nostro possiamo raggiungere più sempticemente
lo scopo paragonando Feqaazione proposta

3'~
~s=8en.e'

3.c3~
sens

=

con quella di Liouville
9

3x3zay~_e=~3%

il cui integrale generale è notoriamente dato da

0 Y~Y~
M<'t) e

Cg+ Y)

essendo X, Y fanzioni arbitrarie di x, y rispettivamente,
Perfissare le idee si supponga <;he~=y (0)=!(0) sia positivo; se

si costruisconoi due sviluppi in série (H)per la proposta o per l'equa-
zione di Liouville,si vede subito che i coe&cionti< per la seconda

sonotutti positivi e si ha

f<j< ·

Ma il secondosviluppoè convergente,perchè dalla formaesplicita M

de!intégrale generale dell'equazione di Liouville riîulta direttamente

l'esistenza dell' integraleregolare cercato; dunque anchel'altro sviluppo
è convergentec. d. d.

Vedi7.~<MMsur l'integration d~ ~«a~K~ aMfedérivéesF<t<'«eMM<!«
MCOKet<~M. T. I pag. 184(§.88).

MNelta prtm&ediztonedel presonte libro,come pure nella trad~Mdone
tedesca,l'eststettMdeUasoluzloneanaUticasi concludodalmetodostessodoUe

approssimasionisuccMsive.AI rigore detta dimostrazlonemancala provadella

convergenzain egnat gradodei corrispondentisvHappiin un campoe<wtp<eMO
pera:,y. 1
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Un caso particolare merita speciale attenzione. Supponiamo che !e
futMioniassegnate y(.r), (y)si riducanoalla medesimacostante a. Allora
si vede facilmente che sononulle, per x = o, y = 0, tutte le derivate

y+<t~

3~

quando w~=M,e per cio e &fanzione del prodotto a; Posto

T-a~y <'==/'(T),

abbiamo per /'(ï) l'equazione differenzialeordinaria dol 2.° ordine

t/"+/sen/

che possiede dunque uno ed un solo integrale regolare nell'intorno
di t ==0, che nel punto si riduce ad un valore prefissato Quale è il

significato geometrico di questa soluzione? Se si iicordano le osserva-
zioni al §.868, si vede subito che le due assintotiche assegnate C, C' si
riducono in questo caso a due rette ches' incrociano,onde risulta: Due
fe~e che si tagliano M<~Maf!MMO«Maed «Masola superficie~<M<ef«~
analitica <~ contiene.Queste singo!arisuperficiepseudosfenche dipen-
dono da una costante arbitraria, l'angolo delle due retto.

§. 871.

DefonnMioni con un'assintotica rigida.

Applichiamoil teorema generaledimostrato nei §§.precedenti a veri-
ficare per le superficiepseudosferichela proprietà generale indicata alla
fine del §. 110 (I, pag. 243), secondola quale la superficie, supposta nes-
sibile ed inestendibile, puôdeformarsiancora in infiniti modi mantenendo

rigida una linea assintotica,

Sulla superficie pseudosfericaS, individuata dalle due assintotiche

C, C' e colla forma (4) delt'e'cmento linoare, consideriamo un sistema
di linee geodetiche parallele (nelsenso non euclideo)spiccate dai punti
della assintotica C, la eui equazionesia p ==0. Applicandole formole

(c) §. 182 (I, pag. 406) ed indicando con 0 l'angolo d'inclinazione di

questo geodetiche sulla p ==0, avremo lungo questa curva C la formola

9(M-9)
sen d-sen8,
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ossia

/<n\ 1 n
(10) -0: 1 sen 0(10)

~==-n8,

essendo 1 la curvatura ~eodetica (od assoluta) deUa linea C.Viceversa,
Po

se 6soddisfa la (10), lu geodetiche uscenti dai punti della fi =0, nella

direzione assegnata da 0, saranno parallele.
Ciô posto, tengasi nssa la C e si faccia variare C' ad arbitrio: la

funzione di a data da rimarrà sempre la stessa, e per cio si soddisferà
f<

alla (10) conservandoa 8 il medesimo valore. Dunque per due diverse

con&guraxioniS, S' della superficie pseudosferica la stessa funzione 8

definirà per l'una e per l'attra superficie un sistoma di geodetiche

parallele. Applicandola S sulla S' in guisa da sovrapporre i due sistemi

di geodetiche parallele considerati ed un punto della p =='0 sopra S al

corrispondente della ,3===0 sopra S', si vede subito che l'intera assin-

totiea p==:00 dell' unasi sovrapporrà alla ~==0 dell'altra. Ne conclu-

diamo Le <~bnM<M'!OM~<Huna superficiepseudosfericaS, per le 9'
resta f~~a MK'<M~tM<o«caC, si ottengonosemplicementequando delle

~«e assintoticheC, C' c~ individuano la superficie,st ~~<t fissa la C e

si faccia variare at'&m'«tNteM~ed': forma la secondaC'. Conformemente

alla teoria generale, vediamoche queste deformazionidipendonoda una

funzione arbitraria, dalla fiessione di C' alla quale è da aggiungersi,

corne costante arbitraria, l'angolo M,sotto cui C, C' s' incontrano.

Ossorviamoancora che, tenendo fissoM. non solo
ça ma

M stesso

non variera lungo C; e siccome i raggi principali di curvatura della

superficie sono

tg~, -cct~,

vediamo che: Una superficiejpseM<&M~neapub deformarsi ancorain ~M~-

M<<tmodi fe~aMoCo «tt'<MStM<o<M!Me lungo <Kessa coMse~paMdfo

invariati fO~t principali ~t CM~a<«~S.

Ritornando alle deformazioni generali che laaoiano rigida un'assin-

totica, vediamo che una tale deformazione è definita se si assegna sulla

superficie S una curva r, uscente da un punto di C, che dopo la defor-

mazione debba trasformarsi in assintotica r. Conosceremoinfatti di r

la nessionc, che egnagiia la curvatura geodetica di l' e la torsione
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corne c -1. Ë chiaroinversamente che questa curva r pub darsi ad ar-
bitrio. In particolaro se la I' 6 un circologeodetico dopola deformazione
che la rende assintotica diventerà un'elica circolare; più in particolare
ancora se r è geodetica, dopo la deformazione si rettifica.

In fine osserviamo la facile conseguenza delle considerazioni prece-
donti &<!CCM~ arbitrio ~« superficiepseudosfericadue w)w «M*
da un ~Q~MKOpunto, a~e una Q~~WOWWMdella superficie C~
rende ambedue<MSM!<OM<)~.

§. 872.

TrtMtîbrmMionedi B&ohlQBd.

1 teoremi svitappati nei §§.precedenti assiearano t'esistenzadi super-
ncie psendosferiche corrispondentia date condizioni ai limiti; ma per
trovare le effettive forme di queste superficie nello spazio non ci danno
altro modo che quello di sviluppi in serie, 1 progressi più importanti
neUa teoria delle superficiea ourvatura costante in generale, e di quelle
pseudosforichein particolare, sonostati ottenuti mediante speciali metodi

di trasformazione che permettono di dedurre da una superficie nota a

curvatnra costanto infinite nuove superficie della medesima natura, e
ciô con operazioni analitiche che richieggonoal massimo quadrature e,
sotto certe condizioniche apparirannonel seguito dellanostra trattazione.
si riducono a semplici operazioni algebriche e di derivazione.

La prima e più semplice trasformazione delle superficie pseudosfe*
riche chesi conobbederiva dal teoremagià segnalato al §. 136(I, pag.294),
che enunciamo ora sotto la forma segaënte:

Sopra MMa~<pef/!C!c~eM<&)~csS Mt~/ioRst <fa< un s~~<M<~oo'1

di ~MMe~eo<e/M parallele e sulle loro tangenti, p<t~~e (M' punto di
<!0~<i~enel sensostessoded~WCtMMWO,si porti unsegmentaCO~NM~c' R;
il luogo d~K es~MM g«~ segmentiè una nuova tMpef~F~eMdo~-
rica S' <MmedesimoraggioR.

La sapermie pseudosfericaS' è dunque la e<MMp!<'MteK<tM'edella S

rispetto ad un sistemadi geodeticheparallèle; per questa ragione diremo

questa la ~a~ontMM'MMMcomplementare,

Ogni superficie pseudosferica ha oo' trasformate complementari,
che sono le traiettorie ortogonali dei circoli di raggio R tracdati nei

piani tangenti di S, col centro nel punto di contatto (§. 272, pag. 146)
Per poter applicare alla superficie pseudosferica S la trasformazione

complementare basta conosceresopra la S le linee geodetiche.
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La trasformazionecomplementare fa notevotmentegeneratizzatada
Backtundper mezzo di aaa trasformazione che porta il suo nome.L'esi-
stenza e le proprietà di questa trasformazione furono glà stabilite in
varii luoghi dol prosonto trattato, in particolare al Cap. X §. 160

(I, pag. 323) dovesono state definite le congruenze pseudosferichee sta-
bilite le loro proprietà fondamentali ed al Cap, XVI §. 250 (pag.76),
ove è dimostrata Fesistenza di w' congruenze pseudosferichedi oui sia

assegnata la prima falda focale8. Riassumiamo i risultati quM ottenuti
col teorema: Data «Masuperficie~eK~os/e~M<tdi fa~o R e ~~e un

angolocostantea~~foWo 7,esistono<o cc~Kc~e ~ettaos/e di eMtS
é una falda /ocsi'e,la a~«)M'a focale sopra o~M:raggioMsetM?o=Beoso
e quella dei punti H~<«'a R. La seconda falda S' «sa nuovasuperficie

jpM«<?M/~Wcat'aggioR; sopraS, S' corrispondonole HtMedi e«n)a-
<«~ e le oM:K~<c~e,e~t aM/Mcorrispondentidi assintotichesono~t«!!t.

Diremo che st passa dallasuperficie pseudosferlcaS alla S' mediante
una ~ao/ct~MM'MH~JBctcNMMd!.In particolare quandoo =s 0 la trasfor-
mazione di Back!und diventa ana trasformazione compleméntare,

Cosi ogni superficie pseudosferica S ammette oo' trasformate di

Backhmd; per individuare una di queste trasformate basta assegnare
un raggiodella congruenzapseudosferica (una tangente di S)e il seconde

piano focale per questo raggio.

§. 373.

Le formole délia trMÎbrmMiome di BSokhmd.

Riferendola superficiepseudosfericaS a!te sue linee di curvaturnu, v,
andiamo ora a stabilire le formole effettive per la trasformazionedi

Backiund.Potremmodeduriedalle formole più generalistabilite al §.260;¡

qui prefer'amo stabilirle direttamento appoggiandocisuite proprietàgià
note della trasformazione.

Indicando con R il raggio della superficie pseadosferica,per il <b'
riferito alle linee di curvatura abbiamo (Cf.§. 330,pag. 290)

(11) d&'= R' (cos'8du' + sent 6

i raggi principali di curvatura essendo dati da

(12) ~=–Btge ~==Reot8,
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e 0 («,c) soddisfacendoaH'equazionecaratteristica a derivate parziali

ale 3'6
(18) ~séné ces 6.

Osserviamo ancora la forma dell'elemento lineare sfedM rappre-
sentativo

(14) <~ '==sen' 6 < + cos'8d~.

Colle solite notazionidella teoria generale delle superficie(Cf.§. 254),
abbiamo le formole riassunte nella tabeUa seguente

ax t!~<,nv ~~v ~~ov ~v
~=Rcos8X,, ~=~X~Benex,==-~X,,

3XaBen
(A)

~-nn~HV ~v ~v ~~av
~=B8en8X.,~=~X,==-X,+co89X.,

aX`
cos8X,~==-co89X,,

aUa quale dobbiamo ricorrere nei nostri calcoli.

Sia S' una trasformata di BaeMunddettaS; il segmento MM' che
unisce due punti corrispondentiha la lunghezza costante

mr-Rcoso,

easendo l'angolo dei due piani focati, cioè l'angolo delle due

normali nei punti eon'ispondentiM, M'.Prendiamocomeincognital'an-

goloy d' inclinazionedel segmento MM' sulla linea di curvatura v, cioè
sulla direzione (Xt,Y.,Zt); i coseni di direzione del segmento MM*
sono dati da

cos~Xt+sen~X,, cos~Yt+senyY,, cos~Zt+senyZ,,

e quindi le coordinate di M' da

(15) ~=='a!~Rcoso(coayXt+sen~Xt),

colle analoghe per y',
Dobbiamo ora determinare la fanzione (u, o) in guisa che la con-

gruenza generata dai raggi MM' sia pseudosferica,e la superncie S'

luogo di M' sia la seconda falda della superficie focale.Per questo dob-
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biamo semplicementeesprimere che la normale in M' alla 8' ë normale

al raggio MM' e forma colla normale in M alla.S l'angolo costante

"–o. Indicando con X~, Y' Z', i coseni di direzione della normale

alla S', vediamo che, cangiando se occorre o in o, possiamoporro

(16) X'9= coso (sen Xi cosp X~) sonoX~

con formole analoghe per Y, Z'. Esprimiamo ora tutto le condizionidel

problema scrivendole due condizioni

(17)
2X~==0 2X~-0.

Ma dalle (15), derivando con riguardo alle (A), deduciamo

= JRcos6-Rc.s.sen~+~X,co~).X,-

–BcosocosysenBXt
(18) 30\ /3M ~fh(1s)

-Rco8'.sen~+" X,+ Rsen9+Rcos.co8?~+~ X,+<W \Cf CM/
X1+

\CP eK/ )

-)"Rcossen y cos0X,,`,

e le (17)calcolateci dannoper l'incognita le due equazionisimultanee:

9?.39 eos8 sen~+ sen sen 0cos<p
3!< 3e eosoz

(B)

3y 36 sen 0cosy + sen ocos8sen <p<J.~L.–
3f 3<( cos 0

queste sono le condizioninecessarie e suScienti cui deve soddisfarey.
Se si formala condixioned'integrabitit'à per le due equazionisimul-

tanee (B) (che possiamo riguardare come un'equazione ai dinerenziali

totali per ~), si trova subito che essa si riduce appunto alla (13) che è

soddisfatta da 6. Il sistema (B) è dunque illimitatamente integrabile,
come del reste sapevamo già dal §. 250; nella soluzionepiù generale<p
entra una costante arbitraria, che risulta fissata dando il valore iniziale

di in un punto Modi S.
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§.874.

VM-iCchedelle proprieta della traaformMiono di B&oMimd.

Andiamoora a verificare,mediante le formole ottenute (B), le altre

proprietà già note della trasformazione.

Le (17), avendo riguardo alle (B), diventano

9a~ f

===Bcos
(cos8 cos y sono sen9 sen XI+

(ig)

(ces 9 sen + sono sen6 cosy)X,– cos sen 8X!,j}

g.==B8eny
(sen8

cosy + sen cos8son y) Xi +au =Rsentp (sen9cos'f + sen" cosasen 'f) XI+

) (sen9sen seno cos8 cesf) X, eoscos 8Xt
1

e per l'elemento lineare <&'di S' danno

(20) R' (cos*?c!M'+ sen*p ~).

Ora, se deriviamo la prima delle (B) rispetto ad u, la seconda ri-

spetto a v, e sottragghiamo osservando le (B) stoso, troviamo che y
soddisfa alla sua volta, come8, l'equazione (13)

9~
~==:sen? cos?,

onde risulta confennatoche la superficieS' è pseudosferica di raggio R.

D'altronde, derivando le (16) e confrontando colle (19), si deducono
le formole:

nn~ 1 3~ 9X, 1
'3«'=R~ '9,r==-R~?'3.'

Queste ci dicono che anche sulla S' le linee M,v sono linee di cur-

vatura, e i raggi principali di curvatura di S' sono

c R tg ? = B cot y

L'angolo? ha dunque per la superficie pseudosferica S' !o stesso

signincato che l' angolo9 per la primitiva S esso eguaglia in ogni punto
la mo<Adell'angolo delle assintotiche.
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Le assintotiche sulla S' hanno come sulla 8 le equazioni

« v = costante u + v c= costante

cioè le assintotiche si corrispondono sopra S, S'. Inoltre dalle (18), (M)
risulta subito che gti arehi corrispondent! d! asslntotica sono eguali.

Cosl risultano direttamente confermate tutte le proprietà dellecon-

gruenze pseudosferichegià osservate al Cap. X (I, pag. 323). Ed ora

aggiungiamo le osservazionfseguenti. Se manteniamo all'angolo un

valore fisso, t'integrazione delle (B) fa derivare da uaasempticeina-
nità di superficiepseudosferichetrasformate S'; le diremo le trasiormate

dl 8 mediante la trasformazione di BacMand B,. Prendendo per inco-

gnita neUe (B) in luogo di la funzione

A == tg ?

queste assumonola forma di un'equazione ai differenziali totali per A

del tipo di Riccati. Basterà dunque conoscerneuna soluzioneparticolare

per ottenere tutte le altre con quadrature; cosi: se di una superficie

pseudosfericaS conosceuna trasformata di JBSciM«M~per la trasfor-
Mt<M'~OMeB; tutte le «tM~esi avranno con quadrature.

La nota proprietà delle equazionidel tipo di Riccati, che il rapporto
anarmonico di quattro soluzioni particolari è una costante, si traduce

poi qui geometricamentenel teoroma:

<«!~ro ~«per/MedMca~s da «M<ïpse<«&)s/cf«!œS per ~a~bfMMM'MMe
J~cHMMO~B, tagliano tutti CM'CO~ di ragglo R cos O~C~t nei

piani tangenti (i'<S, colcentronel p!(K<o contatto,in K~~«?'0 di quattro

punti di rapporto anarmonico costante.

Si noti ancora che questi circoli sono traiettorie isogonali,sotto l'an-

goio n -o, deUesuperficieS' trasformate. Volendoapplicare ad una delle

superficie S' derivate la medesima trasformazionedi BacklundB,, è da

osservarsi che conosciamogià una delle trasformate della S', cioè la

primitiva S; con quadrature si troveranno dunque le altre.

A questo punto vediamo già che rapplicazione successivaed iUimi-

tata della medesima trasformazione B, allé nuove superficievia via ot-

tenute si potrà eseguire con sole quadrature. Ma fra breve, per mezzo
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del teoroma di permutaMUtà,potremonotevolmente perfezionare il me-
todo di trasformaziono, come già è stato indicato al §. 861 per un caso
più generale.

§.375.

Oaso della tras~rmtmione oomplementaM.

Si 6 già osservato che per o =0 la trasformazione di BacHund di-
venta la trasformazione complementareBo. AUora.la S ed una sua tra-
sformata S' sono le due falde dell'evoluta di una superficie W, i cui

raggi principali di curvatura sono legati dalla relazione

t-t f, ==B

Le formole dol §.378 si semplificanoin questo caso nel modoseguente.
Le (B) diventano

3? 39

~+~== cosOsen?1>

(B*)
3'p a9
3~ 39
~+~=-.Mn~cosp,âv au~

formole che furono date la prima volta da Darboux corne espressione
analitica della trasformazione complementare.

Le linee inviluppate sopra S dai raggi della congruenza formano un
sistema di geodetiche paraUeie ed hanno per equazione diSorenziate

(21) cossen~ d'M seneo6'p dv == 0 i

l'equazione differenziate delle loro traiettorie ortogonali, cioè degli ori-
cicli paralleli, è quindi

(22) cos6 cos'? ~«+ sen 9sen dv = 0

In virtù delle (B*) il primo mombro di questa è un differenzîale

esatto; dunque colla quadratura

(23)
==

(cos6 cos du + son9son dv)

si avrà Fequazione in termini finiti

==costante
dei detti oriddi.
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Essendo poi
A,<)<==l A,'))==:l,

i parametri dinëreaziati essendo calcolati rispetto all'elemento lineare

(18) di S, risulta dai §. 47 (I, pag. 100) che sarà e'~ un fattore inté-
grante del primo membrodella (21), cornedel resto facilmentesi veriSca.
Ora se si pone

(24) t = f e')'(cos9son'? sen 9 ces y ~)

dalle (83), (24) risulta subito

cos'6 <?«' sen' 6 1= o!~ e" d~,1

formola che mostra l'elemento lineare di S ridotto alla formageodetica
della pseudosfera.

Sulla superficie complementareS' l'equazione differenzialedelle geo-
detiche paratieie inviluppate dai raggi della congruenza è invece:

sen 6 cos ? ~M cos 9 sen y ==0

ed ammette e"')' come fattore integrante. Ponendo

tt ==
e~ (son9~s ? ~< ces8 son y <!c),1

ne segue

cos' ? + sem' ==~' + e~')'

formola del tutto analoga alla precedente.
Osserviamoin fine che se conç, !},Csi indicano i cosenidi direzione

del raggio deita congruenza pseudosferica, dati da

si ha
===cos Xt -(- sen y X; ece.

a:

~=s-.cos6sen'<pXt+cos68eaycos~Xt–senScos~X,

3~
== sen 8sen cos y Xt sen 6 cos"?X, + cos9

sen~ X, 1

e quindi

<+<~+~=(eosesen'f<sen<'eo8y<~)'+(setieoosy<?M-coseson~<i'c)',

cioè

(25) ~+~+~==e-+~
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Questa formola ci dà l'elemento lineare sferico rappresentatlvo della

congruenza pseudosferica normale riferito alle immagini t, ti delle Bvi.

luppablU; queste linee dividonolasferainrottangoUinanitosinud'aroa
costante. Viceversa tutti i sistemi ortogonali sferici di questaspeoio'si
ottengono nel modo superiore (Cf. la nota al §. 160, I, pag. 324).

§. 876.

Le de~rmazioni inanitesime

delle due falde di un& cona~ruemMpseudosferioa.

Una congruenza pseudosfericaessendo una congruenza W, ciascuna
falda della superficie focale é suscettibile di una deformazione infinite-
sima in cui ciascun panto si muovenella direzione parallela alla normale
nel punto eorrispondente deU'attt-afalda (§§. 242,243). Ne risulta:

Ogni superficieFseM~enca s:<sc~<& œ' ~~)M~ow tM~M-
tesime, nelle g!~ d'M'MMMM<M<0spostamentodi OMMCttMpunto MM~
M<~<t un angolo cos~~ i ~~<!<o sulla superficie.

Per fissare perfettamente la deformazionebastorà assegnare per un

punto della superficie la direzione dello spostamento. Facilmente poi si
vedrebbe che le uniche deformazioniinfinitesime delle superficie pseudo-
sferiche in cui le direzioni degli spostamenti dei punti ~ono inclinate
sulla superficie di un angolo costante si ottengono nel modo descritto
dalle congruenze pseudosfenohe.

Utilizzando le formoledei §§.precedenti, detenniniamoora l'ampiezza
p dello spostamento che subisce ciascun punto della superficie pseudo-
sferica S parallelamente alla normale (X'a,Y,, Z',) della trasformata S'

di Backlund nella deformazioneinnnitesima considerata. Le condizioni

~~3~~=o 0 ~0 0
~'3M 9M ~'3p ?av

~~3(pX~) ~~9(pX~ 0~3M"3~<r""

danno concordemente, a causa delle (19) (19*):

31ogp cos8cos y sen o sen9 sen If
~û coso

(26)
9« p = sen8

cos0

cos8
cosf ~5S~ sen 6 sonp sen o cos8cosy

Sf cosa
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La condizione d'integraM!it&è identieamonte soddisfatta a causa
delle (B), e si ha di qui p con una quadratura. [

Calcolandosimilmente l'ampiezza dello spostamento nella déforma-
zione innmtesima che ricevono i punti della seconda faldaS' parallela-
mente alle normali della 8, si trova subito che essa è l'inversa deUa

primitiva, cioè ==
p

Un'altra notevole proprietà di queste deformazioni infinitesime si
rileva calcolando,secondola formola (2*) §. 224 (pag. 5):

<&J-L(~9(~~
28en8eos9(~ 3N 9« 3K 1

la funzione caratteristica <&della defonnazione. Si trova infatti dalle

formole precedenti <~= cioè: ~eKe ~/b~-M<M~MttM~M~ co<M:- t
derate delle superficiepse!<<!o.~M/<e~'ompM~ dello spostamentoeguaglia ~I
la coMpotM~eseconâola. normalefM~ ~<<MMHcs!<Ma oMMemeH<osM- o
Fef~cto~e.

§. 877.

Evohta di um mperBcio pswdosCN'io&. j

Applichiamole ricerche latte fin qui sulle superficie pseudosferiche
aua considerazionedelle loro evolute che, seconde il teorema di Wein-

garten, costituisconola classe completadelle superficie non rigate appli-
cabili su! catenoide (I, pag. 293).

Considerando la superficie pseudosferica S definita dalle formole al

§. 373, ed indicandocon ~i, yi, le coordinate del primo centro di cur-

vatura di S, abbiamo

a-t ==. !C Xa==a! + R tg 6 Xs

da cui derivando otteniamo per le formole (A) pag. 391

R Y.iR xt3!<'*cosT'cos'93«~
(27)

3~_JR M
au "'co8'69p~'

e quindi per l' elementolineare <~t della prima falda S. dell' evoluta



BVOMJTNDELLBSUPMHCIE FSBCD08MBICHB 899

abbiamo

T,,(<!9'
0

(JfM*

1e ponendo
!co76+.o~

si ha
Rtg9~p,

== + + R') du'

che.È la forma tipica doil'elemento lineare del catenoide.
Ora ricordiamo che aile assintotiche della evolvente pseudosfenea S

corrispondonoancora sulla evolutaS) le assintotiche (I, pag. 282), corne
si potrebbe anche subito constatare colle formole precedenti. Cio posto,
prendiamo un'assintotica della S, p. e. la «=< e consideriamole normali
alla S lungo di essa. Queste formanouna superficierigata X luogo delle
binormali alla curva di torsione eostante«=f; ta Xtocca la S, lungo
1' assintotica« = che Èdunqueassintoticaanchesopra X.D'altronde la S è

applicabilesopra S,, e vogliamoora constatare questa notevole circostanza
che: wH'<t~!tcoM:<&<MSsopra 8, i punti <~H'<MMM<o<Macomune«=ev

<!0~pOM<&woa se ~M. Indicando infatti coll'apice zero le quantità
prese sopra S lungo la <t=o, per le coordinateE, Cdi un punto qua-
lunque di Sabbiamo

€=~'+~, tj==~'+<Y~, <:==~+<Z!?',

essendot la lunghezza di génératrice che intercede fra (~ ~) e

({,T),!). Prendondoa variabili indipendenti sopra S la « e la t, abbiamo

a;-
==(R cos8 t sen 8) X!" +(R een6 -t cos 8)X~'

3~ YM
~'='

e quindi

<+~+<~=(~+(R'-)-

che si identifica con (28) ponendo

~c=p=sRtang8,,

onde risulta dimostrata la nostra asserzione.

§. 878.

Le quattro falde délia evoluta nella trMibnnajdone di B&okltmd.

Siano ora due superficie pseudosfericheS, S' trasformate l'ana dol-
l'altra per trasformazioNOdi BaeMunded essendo M, M' due punti cor-
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rispondenti di S, S', consideriamo sulle due rispettive normali ia M,M'
le coppiecorrispondenti dei relativi contri principalidi curvatura che
indichiamoeon

(M,,M,), r (Mu M',), 1

1 luoghi di questi quattro punti sono le quattro falde delle evolute
di S, S', che indicheremo con

S), r St i St. S't. ·

Darbouxha fatto l'ossorvazione intéressante <" che le congiungenti
M.M\, M,M',toccanorispettivameate in questi punti le falde 8, S' S,, S'
cioële dette rette generanodue congruenze W che hanno rispettivamente
le coppie (8,, S',) (S, S',) per falde focali.

Per dimostrarlo si indichino con xi le coordinate di M., con

~t. ~u~t quelle di M' avremo

xi ==a:+R~OX,

ossia per le (15), (16)
~=~+B~yX~

~=~X.-Rsenotg?X,
Xe

e quindi

~t ~)
cos nR

cos cos 8Xi (sen6cosy-t-semcoB9sony) X,

Ora, siecomela normale in M; alla S, ha per coseni di direzione

X,, Y~Zt e si ha

~X,(~-a;,)<=0,

si vede intanto che la Mt M~ tocca in Mt la S,. Similmente i coseni

di direzionedella normale in alla S, sono

Xt Y~ Z~, r
doveper le (19)

X's==(sen8 eos + sen cos 8 seny) Xt+

+ (sen6sen <p son ocos9 cosy) X, cos ocos8 X~,

onde si deduce anche

~X',(~)-0.

dunque la M,M', tocca inoltre in M', la S'
<

t" ~~MM,t. III, pag.488. f

i

t
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Cornesi vede, i quattro lati del quadritateroMl M,tF, H'i generano

quattro congruenze W le eut falde focali som i tuoghi dei vertici. È

queBtodunque.un caso particolare dol teorema dimostrato al § 248,

presentandoslqui di più la notevolecireostanzacho te due congruenzeW

generate dai lati opposti MI Mi,M'iM'<sono congruenze normaU.

§. 379.

D problema di Tohebyohef.

Due superficie pseudoafericheS, S', trasformate di Baekiund l'ana

doll' altra, avondola medesimacurvatura costante,sono certamente appli-
cabUil'una sull'altra in oe~modidiversi. Ora fra queste oo'appueabitità
di S sopra S~ ve ne ha una notevole, che si pub costruiro geometrica-
mente quando sopra una delle due superficiesiano note le Unee geode-
tiche. Per stabilire questo risultato siamocondotti a riguardare la tra-

sformazionedi BacMnndsotto un nuovo aspetto, cho si collega al cosi

dette problema di ~M~<:i~<
Data una superficie qualunque S esistono, come ora dimostreremo,

Mniti sistemi doppi di eurve (0:) che danno all' elementolineare la

forma

(29) <~==~'+2co82e.a~+<

Ogni quadrilatero curvilineo raechiuso da quattro curve coordinate

<(i=<t,, <)t==ctt; p~p,, p==pt

ha evidentemente i lati opposti di eguale lunghezza e diremo anche per
ei6 con Voss 0 che le linee (et,P) formano su S un sistema di curve

equidistanti.Se si fannoerescere e per incrementi infinitesimicostanti,
la superficie è ricoperta dalla rete (K,p) a maglie parattetogrammiohe,
che diciamo una Xc~~i~ Immaginiamo lungo le linee («, p)
distesoun doppio sistemadi fili, che pensiamoperfettamente flessibili ed

inestendibili: questa rete (o stoffa) potrà deformarsi restando fissi sui

fili i loro punti d'intersezione, ma variando ad arbitrio l'angolo sotto

oui si incontrano. Cosïp. e. potremo trasformare la rote in un reticolo

VediDABBOux1.111,pag. 188e 806.
'') t%6e)'~x~M«~e C~fOMM~NMauf ~«mmeMJnMete~(Catalogder

mathem.AusateUangza Number~,1898).
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piano cartesiano.Il problema di Tchebychefdi costruire sopra una super-
ficie data S i sistemi di linee (et, che danno aU'e!emento lineare la
forma (29) puo danque dirai il problema di ft!~<t~ la data superficie.

La risotuzionedel problema di Tchebychefdipende da un'equazione
a derivato parziali del 2.' ordine, che Darboux forma (1. c.) nel modo

sempliceseguente. In primo luogo introducendo a linee coordinateu, v,
in luogo deUe a, p, le loro curve ~<~oM<

o[+p==costante ot–pcscostanto

e precisamente ponendo

la (29) diventa
a-{-p==M,' et ~'=0,

(80) <&' eos' 8 ~«' sen'C<
II

e viceversa da questa forma del <&'si ritoma alla (29). Ora prendendo
i parametri diSerenziaIi rispetto al di S, dato sotto qualunque forma

<&'=='au<~+2at,~t<~+<itM<~

sihadalla(80)
A x A 1 99 2senea9
~co~' ~~senerc. ~3~ a

dacui:
(81) 2A,«(~-1)==~).

Per la funzione incognita « di ;)! a!<è questa l' annunciataequazione
a derivate parziali del 2.' ordine. Viceversa se u soddisfa a questa
equazione, prendendo a linee coordinate sulia S le linee M=.costante e
le loro traiettorie ortogonalif ='costante, si potrà dareall'elemento lineare,
dlsponendodel parametro v, la forma (30).

E infatti, supposto

<E<iM'+G~,
la (31) ci dà

j_3&. 1 9E 0
G3«'1–E3<("

e quindi integrando
G B) ve,G-(1-E)V,

indicandocon V una funzione della sola v. Cangiandoil parametro v, si
1

puo fare Val e si ha quindi la (80).
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Venendo ora al problema di Tchebychef pel caso partlcolare delle

superficie a curvatura costante, vediamo che nel caso della curvatura
nulla Il problemaë immediatamente risoluto (Cf. §. 219, I, pag. 607).
Disegnate infatti nel piano due curve arbitrarie C, F, uscenti da un punto
P, si ottorrà la più generale rete di Tchebychef,costituita da curve con.

gruenti per traslazione rispettivamente a C e r.

Per una superficie pseudosfericaogni rete di Tchebychefè una rete
di assintoticheM~tMHdella superficie,cio6 ogni tale rete, per una defor-
mazione ordinaria perfettamento determinata della superficie,diventa la
rete delle assintotiche.

Per la sfera ogni rete di Tchebychef è costituita dalle immagini
delleassintotiche di una superficiepseudosferica.(Cf. §. 76,1, pag. 160).

In cio che precede ci siamo riferiti alle forme delle superficiepseu-
dosforiche ed alla loro immagine sferica nell' ordinariospazio euclideo.
Ma se consideriamo più in generalele superficie a eurvatura costante K
in une spazio di curvatura costante Ko,possiamoenunciare sotto forma
unica il teorema (Cf. §. 218,1, pag.508) Una rete di ~Ae~~sopt-a
«)Msuperficiea eMn)a<M~co~M~eK, ~ma~~Kt~o superficie~MMS~-Min
«MOSp<tjMOcurvatura costanteKa> K, «HO rete di <MMKA)<!C~virtuali.

In Bne, riguardo al problema generale di Tchebychef, osserviamo
ancora che si pub riguardare come intuitivo che per individuare sopra
una superficie data una tale rete, e ieeito assegnare ad arbitrio due
eurve su S uscenti da un medesimopunto, sulle quali debbano disten-
dersi due fili prensxati deUarete. Per le superficie a curvatura costante,
positiva o negativa, noi abbiamo dimostrato in tutto rigore la proprietà
nei §§. 368, 869; per il piano la cosa è immediatamente evidente

(Cf. sopra).

§.880.

Soorrimenti deUe reti di Tohebyohef salla ~!9r&.

Promesse queste osservazionisul problema di Tchebychef, lipren-
diamo la considerazione di due superficie pseudosfericheS, S' derivate
l'una dall'altra per trasformazionedi Baokinnd B~.Le immagini delle
loro assintotiche danno sulla sfera due reti di Tchebychef, applicabili
l'una sull'altra, in guisa che due punti corrispondenti delle due reti

si trovano a distanza (sferica)geodetica costante == o. Vediamo2
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dunque che: sopra una M~per/Mea exwo~M~cM~a~epMt~w w<M
ds ïb~~y ~w~<tfe jpcf ~«we ~<! M~pe~Mc ~t<M<tc<e
<«? t ?M~ <!p<M~MMsulla superficie<?un tratto ~eo<!e<MO0<M<a~.In

gênerais diremo scofroM~o di una rete di Tchebychef uno spostamento
per Ressionedella rete sulla sfera (o su qualunque superficie applicabile)
quando sia dotato di quella proprietà.

Andiamo ora a dimostrare il teorema i~vemo: Se due reti d'<2~

~e~' sfera sono o~~o~~ !<M s~ft~-a e i loro punti CMV).

sp<M<~M~hanno d'M~tM'ftsferka costante,esse sono le immagini a/~t~e
delle assintotichedi due st~r~M ~eM~os/e~~ S, S', <MS/bMM«~fiMM

~W ~<M/OnK<M'M)M<di JSMO~KM~.

In altre parole noi veniamo a dimostrare coalche: se d'w ~pc~M<
pseudosfericheS, S' a~<<~ raggio si corrispondonopunto N~«~0 guisa
e~ siano soddisfattele coMJt~Mt segiienti: l.e assintotiche si CM~

<Sp<Md~wad a<-c/4te~t«tH,2." le Mo~MM~in pMM<tcorrispondenti/a<!c~M<)

angodoeo~<t~, conMMconveniente~os~tOMe (!tuna delledue ~w~e
si potranno rendere foodi <Muna congruensapsett~/enott.

Per la dimostrazione, in luogo delle eurve delle due reti, conside-
reremo le loro curve diagonali (u, v). Quelle della prima rete saranno

le immagini sferiche delle linee di curvatura di una superficie pseudo-
sferica S, per la quale varranno le formole del §. 273, e si avrà pel
corrispondonte< sferico

<~=='son'6<i'M'+eo8'e~.

Indicandocon (X' Y' Z's) il punto della seconda rete corrispondente
al punto (X,,Ys,Z~ della prima, potremo prendere per X' Y,, Z~ le

espressioni (16), essendoun angolo ausiliario, e o ua angolo costante.

Ora dalle (16), derivando, si ha per le (A):

8X~ /Nm 30\

~== –8ena8eN6+cosoco8yf~+~
X,+

(82)

+cos<! seny
(~+g-jX,–cososen6senyX~

(82)

~~co~~)+
.-2 = cos0

cos, -p. + -)
+

+ senacosC +cososeny~-t-~j X, -cosacosBcosyXe,
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e ponendo

<~X~+<!Y~+<!Z~==E'd'«'+2F'<+G~c'

esprimiamo le condizioninecessarie sufSeienticui deve soddisfare y coUe
due equazioni

F'==0, E'+G'==1.

CalcolandoteeSettivamente per mezzo delle (32), troviamo:

/9c, 98\ /3? 99\ n )

CM
o

a~+5- –Mno
séné

cos? X eo8~+.- +8onoco8e)!enp ==\vM <tv \9p 9M/ )

'=–sen9cosy. coaSsen?

ces
o

~+j~j
sen o sen9 cos

y + cosof~+~J+senocos esemy{ =

==sen' 6co8' y+ cos'9 sen*y,

e quindi le formole

( co8o(~+g-)–8enoBen9coBy===±co80Bon~
M

o(a)le

cos
o

(g' -)- g-j-}-sen ocos8 seny===~sen8 cesy,

o te altre

co8<!(~+~j–8en<!8en6co6y==±sen9eoBy
q~

(b

ces
o (a" + ~)

+'8en ocos6seny == ? cos8sen~.

Senzs alterare la genera]it&possittmoprendere si nelle (a) che nelle (b)
il segno superiore, il caso opposto equivalendo a cangiare o in K+ o,

ci~ che per !o (16) ha per émette di gostituire alla secondarete la dia-

metratmente opposta. Le formo!e(a) coincidonoallora colle formule (B)

pag. 392 della trasformazioneB, di Backhnd, onde le duo reti sferiche

di Tchebyehef saranno appunto nella retazione enunciata.

Quanto al caso (b) esso &impossibite,come si vede subito formando

la condizione d'mtogrttbiUtà rispetto a delle due equazioni

3? 39 1 + son o n
–T–genOcose9M 3f C0800

3f 9C 1 sen o

9.+~==–~o"
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cio che, tenendo conto delta (18)

9*9 9~
sen 8 cos8

~senecosa,~e~w3r~

da l'equazione assurda

(1 + sen o)' + coa' o ==0.

§.381.

Soorrimenti delle reti di Thebyohef sulle superSoie paeudosfer1ohe.

B risultato ottenuto al §. precedente ronde naturale la domandase

anche sulle altre superficie a carvatura costante, negativa o nnUa,le

reti di Tchebychef ammettono scorrimenti. Lascîamo da parte il caso

della curvatura nulla che non ha qui per noi interesse e del reste

si tratta in modo perfettamente analogo e votgiamoci al caso di una

superficie pseudosferica. Prendiamo per semplicità == 1 il raggio B

della superficiepseudosfericae, trattandosi di studiare proprietà inerenti

alla geometria sulla superficie, riguardiamo questa come un piano non

euetideo (iperbolico), servendoci degli sviluppi ai §§. 183 e segaenti

(I pag. 407).

Supposto di avère una prima rete di Tchebychef nel piano non

euclideo, sia

eos'9 ~<' -t- sen*8 dv'

il quadrato dett'elemento lineare del piano riferito aite curve diagonali

della rete (§. 379).

Indichino ora t§. 183)

le coordinate di Weierstrass di un punto del piano e

1 ~<
""co89 3!( sen8

le coordinate delle rette tangenti nel punto (ts,<) alle linee coordinate

Sat pianoèevfdentooholereti di Tchebychefammettouotn primoluogo
cornescorrtmonttlo99 .trMiazion!dot piano. OItro a qnesMvt ha M'fdtfa

sérieto di seorrimentt,chepossonope)'es.farsicorrisponderealle trasformazioni

di Bitcktundpar le superficiea curvatura nulla noiio spazio etiittfco(Cf.il

Cap.XIVe la mlamûmorianel t." XXIVdegli ~tMN di MM<eMa«e<
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«, < Per le formée dellatabella(A*)aUafinedel Cap. XII (I pag. 413),

avremo

nt~< n ~< ~<
~=C08~+co~=-~

(88)

~<+~9~.au â~ '1), a~ & + sen0œ,

Essendo ora una convenientefunzione di u, v, e 9 una lunghezza

costante, conduciamoper ognipunto (~ icia;:)un segmento==8 inclinato

deU'angolo sulle lineep; per le coordinate dî dell'estremo avremo

(§. 188, formole (22), I, pag.410)

(34) = cosh9 + senh (ces + sen p ~<).

Di qui derivando, coU'OMervarele (38),si trae

-=8eBh$M8~co6~+ coBh9co88-MBh8sen~~+~-)i6< +
CM \M< CP/)

+80Dh8c08~~+~

(8S)
g~

=! senh 58en~sen9a!< –senh~sen~+g-) +
<w \<'<' (t</

+ cosh$ sati9 + senh S cesy (~+a) ~<<

Esprimiamo ora che mentre il punto (a!.a!t <%)descrive la rete di

Tchebychef

M v = costante « + v ==costante

il punto (a~ !C'<)descriveuna secondarete di Tcbebycbefapplicabile

sulla prima. Per ciô calcolandodalle (35)

~"=:~+~-<~=E'~t'+2F'<!«~+G'~

dobbiamoscrivere le due condizioni

F' =. 0 E' + G' = 1

Ma dalle (85), ricordandoche si ha

~-t-l, ~+~=1, ~+~==1, e
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deduciamo;

F'.B6nh'~+SS+S-<-Mnh~.8hS8eneeo~Ë+~\<MtCf/\00 CM/ \<tt My

senhS co8h9cosOsen'p
(-~+~)

senh'3 BenOcosCsen~ eos~

(36*), E'=senh'9~+~ -2senh$co8h9cos88eny~+~

senh'S co8'8eo6''y+co8h'9cos'9/8

G' = senh'S
+~)'+2 se~ 9 coBh 8 8en8 coB?~+~)

-8eNh'88en'9sen'y+co8h'3sen'8

e quindi le richieste condizioni si esprimono colle due equazioni

senh S (~
+ <-)

coshS cos6seny <( \vM <?/ )

X
8enhSj-~+x-i-t-co8hësen9co8<p

ss–senBcosQsen~coB~
\<'« f'M/

s8nh$~+~-co8hSco8e8en<p +

-)- senhS(~-}-~)+M8h98en9co8y
==6en'8co8'~+co8'6sen~.

( ~p w/

Queste, risolute, danno le formole:

senh 9 (~+ar) cosh S cos6 seny==±senO coa~

ta

I)

coshôcos6sentp=::1:sen6costp

8enhS(–~+~-)+
cosh§8enQco8<p==~Fco89Ben<p,

owero le altre/o

senhS (–+g)
coshScosOsen~ ==± cosCsen~

?)
~t

senhS
{~+~)

+ cosh9sen6 cos~ es? 8en6cos y

L'ultimo caso si esclude subito, le corrispondenti equaziom per p



8COMMMBHTÏDH.MBMt DITOHBBTOHBF8UM.AP8BUD03MBA409

MMado incompatibili (cf. la fine del § precedente), e nel primo CMO

ponondo

cos a tgh ô sena f
1

C08<!=.tgho,
MN<!==±– 8cosh9'

veniamo ad identi&caro le formole («) pt'ecisamente colle (B) §. 878

(pag.392) che ci davano l'espressioneanalitica della trasformazione di
Backlund. D'altronde le formole(85*),esMndosoddisfatta la (<t),danno

subito

(87) <&=. a~!+<<~==eoB'?<+8en'<p~.

Cosi e dimostrato, comesi voleva,che anche sulle superficiepseudo-
sferiche una rete di Tchebychefè Buseottibitedi oe' scorrimenti, e si

vede subito che uno seorrimentoè individuatoappena sia fissato il punto
della superficie nel quale si trasporta un determinato punto della rete.

§.383.

AppUc&MMAdeUe due falde di una congraenza psMdosie!'ic&.

Dopo queste ricerche riesee molto facile pervenire alla costruzione

geometrica, già accennata al principio del §. 379, per stabilire una re-

lazione d'apptieabiHtAfra le due falde S, S' di ana congruenzapseudo-

sferiea, cioè fra due superMe pseudosferichederivate l'una dall'altra

per trasformazione di BacMund.Si ricordi infatti (§§.373, 374) che,
essendo 0, y legati dalle formole (B) sopra citate, gli elementi lineari

della S, S' sono rispettivamente

<&'= R' (cos*6 + son'e <~

da; = R' (cos'y du' + son'y <~

Se nelle formole del §. precedente in luogo di porre R= 1, lasciamo

questo raggio indeterminato, le (36),(37) si serivono

(86*)
coso==tgh(-)

seno==±–

~(B)

(37*) db" = R*(cos*yd'<t'+ sen*?

`

l,

e quest' ultima combina precisamentecol <~ della S'. Se si osserva poi
che ha il medesimo significatonelle formole al §.873 comein quelle
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dot §. précédentee quindiFarcogeodeticochesopra8 va dal punto
(~ a:,)at punto(~ a~,)è tangentein M:= (<t,f) ai raggioMM'

dellacongruenzapseudosferica,montrepar !a(36*)RcosocRtghf~
ha il segnostossodi si pubformutarei) seguenteteorema:

\R/

~MMoS, S' dueNMp~te~<'Md'M/<f!oA<!raggioR, d~tt~e ~'wMt
dM~a Fe~<f<M/<M'm<<jMOHeJBSc~MMa!B,, estoMM~«M~e<!p~a<H

pMtt~con'!Sp<wdcH<!so~'<tS,S'. ? ~«M~M f~o MM'yeo~e<MM~e
S, nel~e~o~esso<?<tMw~o M',e sa gM~opM!«~<MMes~~o-

a~eo (M~~K' M~<McAt,aFan~'e<~tM,«Ms~HMM~oMM.=3 cos<«M~
e <a~c~e <t66ta

(A)
tgh~)=eoso.

<M <~<ttFMM<0M*di S' <&M'(tMHpMM<0MtM'pf<t8: !« ~'?~8'
~oyo appHcoMj'e~i'<t 8 <?~MMache<~M~!«t<oM'<~Meeteow<t<~e

per <<M'<!&<MacolcorrMpOM<i~eM..
Osserviamosubitochese la costruziones! fa suUasuper&deS' in~ece

che sullaS, si vieneancoraa staMHreuna relazioned'applicaMMtàfra
8 e 8'; maquestanondiffenscedallaprécédente,cornerisultadal si-

gnincatosimmotricodei due angoli6,
È poinotovoteche ta relazionefra e 3 data dalla(A) coincide

prectsamentecoUaformolache in geometrianoneuctidealegaFangolo
o di paraileUsmoe la distanzaS dolpuntoda ouisonospiccateledue

paraMe ad unarotta (I, pag.397).Ne!casodellatrasformazionecom-

plementaresi ha '~='0,indi Saoo, e la costruzionediventaUlusona.
Un notevolecoroUariodellaproposizionedimostrataè il teorema

seguente:
~e («Mtsxp~M ~eMd~/eneoS e<M«McoMcHMee~eod~Ae

ed! loroon~,M~fe~Ma<MM<j'wcsua ~'(M~fMM~a<?J!M!!t(M<!8' per«M<t

<f<M/<M~MhnOHeB,(COM0) StCOMOSCCMMMM)0~ !M~nMtMt/!??,
!tMee~eo<e.

E infatti,notele geodetichedi S (edil loroareo),collacoatnizione
data soprasi stabilisconote formoledi una detteapplicabilitédi 8

sopraS',e da questesi hanno,in terminiÔniti,le geodetichedi 8',
corrispondenti,neU'applicabnità,aUegeodetichedi S.

Pet casoinvecedi una trasformatacomplementareS~sappiamosot-
tanto chebastanoquadratureper ottenerele lineegeodetichedi So.Si
conosceinfattisopra80 un sistemadi oriciciiparatleli,cornecorrispon-
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denti agit oricicli paralleli di S normal! ai raggi della congruenza, con
unaquadratura si trovano le geodeticheortogonali(Cf.§. 182,1, pag. 40&).
In fine osserviamoche, mediante le considerazionisulle reti di Tcheby-
chef,abbiamodato alla trasformazionedi BacMundun signiSeatoinerente

puramente alla geometria sulla superficie.Ricordando le osservazioni
alla fine del §. 379, è facile concludemeche nonsolonello spazio euclideo,
ma in qualunque spaziodicarvatura costante,esistonole trasformazioni
di BacMundper le superficie di curvatura costante,purchè la loro cur-
vatura relativa sia negativa.

§. 383.

H teorem di permutaMIitA par le trM&rmMioni di B&ckltmd.

Un importante perfezionamentodei metodi di trasformazione delle

superficie pseudosfenche si ottiene facendo uso della proposizione che
ho chiamato <soreMto<Hperatt~t~ e che già trovasi esposto nel

présente trattato al §. 251 (pag. 80), pel caso più generale delle super-
ficie della classe

K==-i–
K )?(tf)+~M)''

Vogliamoora svilupparnele conseguenzepelcasospecialedélie super-
ficie pseudosferiche. In primo luogo tomiamo ad enunciare il teorema

nel caso at-tuale sotto la forma seguente:
& «MasMjp~/MepseudosfericaS si coMOMMMdue ~cef~ «~p~Me

pse)<~M':e/<ederivate S~ S<,per ~<M~OMM<M'M'~di jBSeM~K~Ba~,B~, a

costanti Ot,o, d'e~, e<!$~«H« quarta superficie~MM~/enca S~,per-

/e«KM<K~edeterminata, c/te legata ~~tMtttte~e o S,, S; da due tra-

s/bn~Kf.MOMtZMcMMM~B't,, B' collecostantiMM~~ o,, 0,.

Questa quarta superficieS:;È deducibiloin termini finiti dalle S, St, S,

supposte note, e noi andiamo ora a stabilire direttamente le formole

relative che potremmo anche dedurre, come caso particolare, da quelle
al §. 2&1.

Siano M,MI, M,,Mj,quhttro punti corrispondentidi S, Si, S,, S3 ed

indichino

(.y,~), (~), (a%f,), (.t,)

le loro rispettive coordinate. Questi quattro punti segnano i vertici di

un quadrilatero sghembo, di cui duo lati opposti hanno la lunghezza
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costante R cos et e gti altri due la lunghezza R cos o,. H quadrUatfro,

serbande inalterate le lunghezzedei lati, si muove neUospazio in guisa
ohé i quattro vertici descrivonole quattro superficie pseudosferichee i

due lati conoorrent!in ogni vertice giMoiononel piano tangente délia

corrispondente superficie (Cf. §. 251). Indichiamo qui, nelie rispettive
trasformazioni di BacMundB~, Bo,, deânite dalle formole del §. 878,
con Ot,6, i valori ohe assume per le rispettive superficie Sh S,; avremo

(88)
«;,==!)!-}.RM80t(COS8tXt+8e!t6tXJ

(88)
( a!,==!)!+Reo8o,(co86,Xt-)-8en6,X,),

e saranno 9t,9, legati a 9 dalle rispettive formole (B) pag. 892

99, ,96 cos 6 sen9, -)- sen ci sen 0 cos 61

($e)
3M'9p coso,

(89)
au av cos01

98t.99_
sen 0 cos 8, -{-sonOtcos 6 senOt

9c'9«' cos01

9~ .99 cos9 sen + 8on<~sen 6 co80<
9«'9<' coso,

(M)
9~ .99 8en6 cos 0, -)- aeno, cos 0 senC,
9f''9M~ cos '!<

Indichiamo ora con

X?',1 Xï', X~'

le quantità che per la St sono le analoghe delle

X} Xt Xa

per S, e analogamente con

X! XP X?'

le quantità relative alla 8~. Per la (16) pag. 892 abbiamo

(~1)
X~'==cos9, (senOiX, cosSiX,) sen o, X,

(4I)
( ~'==co8o,(8eme,X,–co88,X~–senoj!X,

Ora volendocercare le coordinatea: di M,, osserviamoche questo

punto si trova sulla retta uscente da M che ë FintetsezioBe dei due
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piani tangenti in M., M, a S, 8,, 1 cosoni d! direzione di questa retta

sono proporzionali ai minori della matrice

X~" Zj,"

Y?' Z~

ossia, par le (41), aHe tre quantità a, p, date dalla formola:

(42) et==(co8cl sen o, ces coso,aen 01cos8,) X,+

+ (coso. sen o, sen 8t coso, senclsen 9<) X, eosoi coso,son (~ 6,) X~,

colle analoghe per p, r.

Indicando dunque con A una conveniente funzioneincognita di «, o,

avremo

(48) ~==i<;+Aet, y,='y+.\p, <9==~-t.AY,

e A sarà da determinarsi in gaisa che ne risulti, come sappiamo esser

possibile

(!% ~)' = R*M6'< 'S (~ ==R*CM'<!i,e

in modo cioè che M~si trovi rispettivamente distante da Mi, B~ delle

lunghezze

Beos%, Rcosoi.

Le due equazioni precedenti si scrivono

A.a–(~–a!)j''==R'cos'o,

~JA.<)t-(~==B*M8'o,.

Sommandole, coll' osservareche si ha

S~R'cos'o., 2~R'

si ottiene

(44) A~K'==S<+S<)-
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Ma dalle (42) e (88) segao

«'
= costOtson'o, -)-cos' o,sent o, + costOtces' o, sen' (0) 8,)

2cesOtcoso,sen Otson cos(61 6,)

Sa(~+S~(~)==

!==B
co8'<!t8eno,-M8'Ot8enot+co80teo80t(8on~-MnOt)eo8(~)

i

queste possonoanche 8eriver8i

?' == 1 Ben sem, + ces ces cos (~
–9,)

s

s~+s~

= R (seno, senoj 1 +sen sen ~-t-cosoi coso,cos(Ot
<~

e la (44) da quindi per A il valore

(~ ~R
_sen~-seno,

(4~) =
8eno)8eN%-t-co8<!teoso,co8~–8t)–l'

Sostituendo questo valore di A nelle (48) si hanno eosi, in termini

finiti, le equazioni relative alla quarta superficie pseudosfericaS) del

teorema di permutabilità.

§. 384.

OalooUrelativi ftUaS. e variache.

Indichiamoora con l'angolo d'inclinazionedel segmentoM,M,='B

coso, tracciato nel piano tangente in MI alla 8. sulla linoa (di ourva-

tura)o==eostante di S~ avremo

~==a:t+Bcos%(co8~Xf'+sen~),

e paragonando colle (43)

a ==cosci (cos61XI+ sen 61X,) +

t coso, (cos X?' +sen 9,X~'),
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colleanaloghe per y. A queste poMiamoaostituire le tre equivalenti

xX,.eo8~cos 9.+co8oJcoB% X,xy'+MN% X,X~'

«X,=. eos-~sen8,+eos J cos~ X,Xy'+sen% X,X~')

~X. =eos~ {ces9,'S X?'+sen9,~ X,
X~'j

Ma, per le formole(19) pag. 393, abbiamo

X~'<=(cosCeos6t sen~senesenC,)X, +(cos9sen9,+88n~ senecos~t)X,

–cos~senOXt

X~'c (senCeos~+aen~cosOsen~Xt +(8en9senQt sen~co80cos9t)X,+

+C080tC089X,,

onde, avendo riguardo agli eSottM valori (42) di x, p,7, dedaciamo le

tre formole:

-p (cesOtsen cosOt ces o, sen cos6,)c=

==cosOtcos8t+ cos cos9,ces(0~–9)+ aenOtsen 0. sen (9y–6) {,

(ces Oisen sen6; cos«, son01aen9,)=s
K

==coBOison6,+ eosot sen81cos(%–6) senil cos 8, son(9t–9) {,

-p
cosOtces o,sen (6f–6<)<==cesOtceso, son(6r–~

Mo!tiplieandole due prime per cos9), aenOt e sommando, abbiamo

COS o~seno, coso, senOtcos(Cf–Ct) ==cos + coso<cos (<S)

mentre la terza ci dà

son(e,-9~ ==Mn (~-6)nsa (gi.g~ sen (8s.g)

Sostituendo in queste due formo!eper il valore(46), ne deduciamo:

cosQtcoso,+ (sen0,seno,–l) cos(~8.)

(48)

(Os-0) cos0)eoso,eos(Oï–~t) +sen 0)Benot– 1

(48)

.-jh (8enot–sem,)8en(e,-6,)
Nen ~s– ,a_a.\ j- om «m <_i
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e, corneconfermadel ealcolo, si osserverà che la somma dei quadrati dei

secondi membri è identicamente = 1. Formando dalla prima di queste
i valori di

1 ±co8(99–0),

se ne trae la formera di notevole semplicità

/0t-t- 0

~(~)-(~')'
(C) tang

\2
son

(

tang

È da notarsi la simmetria di questa formola, come deUe(46), rispetto
a St, S,, poichè non vengono alterate Mambiando (<!),o,), (~, 6,). Cio

dimostra che l'angoto misura altresl l' inclinazionedel segmento M,t~
sulla Unea f di S<.

Ed ora derivando la (C) rapporto ad u, v, e tenendo conto delle (39),

(40), si verifica facilmente che è legato alla sua volta a 0;, Otdalle

relazioni

3~ ,36t coset sen + sen 0: sen 61cose~

(891
au 9p COS0.

(M*)

~.<Mt senÇt cos 6~+ son o, cos8: son8:
3<' 9w~ coso,

cos6, son69 + son son cos 8,
9M 9f COS Oi

(40*)(401

3~ sen cos 63 + sen 01cosS~son0:
3c Stt' cos o,

Queste non sono altro appunto che le formole delle trasformazioni di

Baddtmd B~, B~ a costanti o,, Ot invertite.

Cosi sono verificate direttamente le proprietà contenute nel teorema

di permutaMUtà,ed è chiaro che per l'elemento lineare <&9della quarta

superficie pseudosfericaS. avremo

<&:==R'(ces~+aen'C,~
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§.886.

AppliOMianeaMMMivadeUa trMSMmMioM di BMkland.

Svituppiamo ora le conseguenzedel teorema di permutabitita per

l'applicazione successiva ed illimitata delle trasfot'mazioni di BacHund

(Cf. §.261).

Supponiamoche della superficiepseadoefericaS, corrispondente alla

soluzione deû'equazione fondamentale

~L~-MnecosO,

si conoscaM <««e le trasformate di Backtund,cioè si sappia integrare,

per ogni yalore della costanteo, il sistema (B)pag. 392

9y.99 cos8seny + sena sen6 cosy
9M~9c COBs

9y.38_ son0eosy + senocos9 seny
9o'3M'" ceso

Conosceremocosï una soluzione

p=="p(w, o, o, 0)

colle due costanti arbitrarie o, C dell'equazione fondamentale

9'e y<p
=sen~COST~sen~cos?

ora dimostriamo: Per cMM<<M<tsuperficie~e!<Jos~'WcaSt, <i~<x)!<ada S

con tt~a <f<M/brM<MtOMeB?), ~~<tHMO d~fM<M<tfecon cttMt alge-

~'M e <H<mMWMe <«<~ ~<M/OfM<!<e<? J9<!K!MMnd'.

Indichi infatti

6,==~(M,e,Ot,C))

la soluzionedell'equazione fondamentalecorrispondentea S), e sia X una

trasformata contigua di S. per la trasformazionegenerica B?. Se con 0

denotiamo la soluzionecorrispondontea S, dalla formola(C) del teorema

di permutabilità abbiamo

.J~

~~)-(~<~9).

sen~-)
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e questa ci fa conoscerein terminafiniti la cercata trasformata E di 8t,
se dapprtma si esclude il caso 9,, ove il denominatore del seconde
membro si annulla. Ma, considerando il caso ora esctuso come caso
limite, è facile trovare anche per esso la formola corrispondente. Im-
maginiamoper cio che nella funzione

y («, o, C)

si facciaconvergereverso 0, e si assuma per 0 una funzione arbitraria
di o che si riducaa C, per o =0;. Al limite per T=<~ il secondo membro
della (47)si presenta sotto formaindeterminata, ma se al qaoziente

~o,C)\
À_3 t

-(~)

che assume la
forma

si sostituisee il quoziente dalle derivate rap-

porto ao, facendo poio~o,, si ottiene

/8–e\ r~ 9m901

tang––
==

cos o, -'4' 13=901
ossia

2 '[9<C9oj9=<

(~
~(~)~+~]~ 1

conC nuova costante arbitraria. Ed è ora facile verificare direttamente
che questa formola ci dà appunto le oo' trasformate della S, per mezzo
della B< Basta per ei6 derivare le (B) rispetto a o facendovipoi oa o,,
e confrontare le formolecosi ottenute conquelle che risultano derivando
la (47'")rapporto ad u, v.

Il risultato conseguitosi puo enunciare dicendo che: applica-
<K<MMstMoe~tMed delle ~<M/brma.Moa! m!iH«Md!ad una

superficieF~M~os/ewa mie?«!<??!<?<~eHc<~e,<'< apefe <M~-«~
la prima ~MO~MM Biccati, ~MW cdla~<M~)M<MM~genericaBa.
le ««!(!??<?ea'Mft.MOMt<? Biccati che si presentauo MM'<MMMS~M'O~
tM~a~e <!oH<!prima.

§. 886.

Le geodetiche salle sapexaoie derivate.

Restando ferma l'ipotesi fatta al principio del §. precedente, dimo-
striamo ora che: jS~a ognist~~Mc ~se!<ao~ S. <Mgruppo <<M~o
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si determinare in termini ~<t<MM!M<Me HtMegeodetiche,
Si observera che qutesto teorema discende già in parte dal risultato

alla fine dol §. 382. E infatti, supposto che i! teorema valga per la

superncieS~t precedente nel gruppo, che cioè della S, si conoscano.
le geodetiche, conoMeremoaltresl le geodetiche di S, quando questa

provenga da S~ per una trasformazionedi BMdund Ba a costante o
non nulla. Riman'ebbe invece incortezza quando questa trasformazione
fosse complementare;ma allora la dimostra7.ionerisulta completatadalle
coMidet'azioni che nel §. precedente ci hanno condotto alla formola
limite (47*). Risulta infatti da queste ricerche che in ognicaso sapremo
determinare in termini finiti tutte le trasformate di BacMunde eom-

plementari della S,. Indicando con9"il valore di 8 corrispondentealla S~,
conosceremoin particolare l'integrale générale 'pdelle equazioni della

trasformazione complementare

9? ) ?“ n
S+~ =M8~8en? t

(48)
+ WB0. sonp

~n

~+~°-sensées y;

sia (u,v, C) qaeat'intégrale con uaaeostante arbitraria C.Se derivando
rispetto alla costante arbitraria C poniamo

<t==Iof!~
~90

demande le (48) rispetto a C otteniamo

9<b M
~co86.cos<f ~==8en~sen<p.à7u

= cos a" cosf av
= sen e"sen rp

Dunque la funzione checontiene la costante non <KM~wC, è una

soluzione dell'equazione a derivate parziali

A~=l, 1

il parametro difforenziale primo &,<}<essendo calcolato rapporto alla

prima forma fondamentale

~==co8'6.<+6en'e,

della superficie S. Basta allora applicarei teoremi generati sulla inte-

grazione della equazione delle geodetiche (§. 93,1, pag. 203) per cou-
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cluderne che l'oquazione in terminiCniti delle goodetiohesopra 8~ sart

a~-0, p

essendo 0' una seconda costante arbitraria, ossia

3'V ~3~
3C'~9C'

§.887.

Applioasione aUe etiooidi del Dini éd. alla saperacte complemeatMe

della pseudosfera.

Applichiamoi risultati gênera!: ottenuti a far conoscereun gruppo (

in1inito di superficie pseudosferiche, le coordinate correnti di un oui

punto si esprimonoper funzioni ordinarie, circolaried iperboliche, dei

parametri «, v delle tiaeo di curvatura.

Otteniamo questo gruppo di superficie nel modo più semplice par-

tendo dalla soluzioM evidente 9==0 della equazione fondamentale

ye 9~ =
~8en6eo86. E

Se ricordiamo gli sviluppi relativi alla trasformazione di BacMund
j

(§. 373e seguenti),vediamo che essi saranno ancora applicabiu per 8<s00

quando si assumano

a;, y, Xt, Yt, Z,; X,, Y,, Z,; X,, Y,, Za

in guisa da soddisfare le equazioni fondamentali (A)§. 373 (pag. 391);i

ci6 si ottiene ponendo

==,0 y 0 ==R«

X.==0 Y, = 0 Zi==l1

(49)
X,==senc, Y,eosw v Z,==00

x. =cos v Y~ == sen fi Z. = 0,

onde si vede che la superficie8 corrispondente si riduce aU'asse .f.

Essendo 8=0, le formole (B)pag.892 della trasformazioneBodi Bac-

klund diventano

3e sen.~tp 3y so~ss –ï e= sec <p
3M ces a av cos o
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questeintégrité danno
W–Dsonoa

tang~ssCc
CM90

3

e la costante C d'intograzione si pub fare<=1 senzaalterare la generaUtà.
Esaminiamoora le superficie paeudosferichecorriapondenti.Ponendo

perbreYità
«–o~Mno 0

cosoo

abbiamo

~~eo~' coB?==-tght,

e le formole(15)pag. 391 ci dannoper le superficiederivate, osservando

le (49):

.Rcoso Rcoso
~°'M8ht'°"'CMhT~

M–cseno a
t==–

cos o

Queste superficie pseudosferiche non sono altro che le elicoidi del

Dini già trovate al §. 334 (pag. 300), doYe soltanto sono leggermente

camgiatele notazioni. In particolare per 0=0 abbiamo la pseudosfera

Rsenf Rcosp
«'es y= ~R(«-. tgh«).coshM'"

a
cosh u

~u u).

1 teoremi generati dimostrati ci assicurano ehe: L'<~<<!<MfMMe<M

j~ocessot!~t<s<o d~ <y<M~&ntMM'iOM{di BcK;M(<M~oHe e!M!o{dK~eMahw/e-
We~ del Dini, in particolare aga jMeM~/cfa MOMrichiederàai~n <!6t!eo!o

<iM<<MtOt!e.
Cosi se prendiamo una particolare elieoide del Dini corrispondente

alla formola

.A M
c sen oi

tang~ ~=–

ne otterremo colla (47) la trasformata genericadi BacMunda costante o

colla formola

~+~
/e\

cos
etl e~

~(.)-~rT~.
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Nel CMCparticolareo=<~ dovremoinvece ricorrere alla (47*)che dà

tans f~ == Msen-Jt-w~-C'
J cosotcoshttir,

Se facciamoin questa 0, ==<0 avremo la superficie complementare

della pseudosferaove,senza alterare la genemUta, potremo fare C'=0,

indi
/e\

~)=-~u

~8=~ 3 ~e~sen
C08h'M+~

cos 8=
COSh'M+O'r~

Applicandole formoledei §§.precedenti troviamo che la nostra super-
Scie è tappresentata dalle equazioni:

2 R cosh«
sen v v cos v

° –f!–r~
sen c wcos

pcosh'«+o'
sen fi-fi cos fi

l 2Rcoshu
1

,a v
1'-S~+")

( 2 senh u cosh«

~«T~

Avendosi

~(cose-t-psenc) +y(senc–ocos<')~0,

si vode che le Uneedi curvaturav di questa superficiesonoin piani per

1' Mser e la superficiestessa non è quindi che un caso particolare delle

superficied'Enneper (§. 330).
1 raggi principali di carvatura délia superficie sono

o~ SB~coshM~h~ e

-cosh*<t–~

~Bcote.-R-
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e la anperncie ha quindi le due linee singolari

wcao ~c=cosh<t,

che sono per !a superficie linee cuspidali.La prima una curva piana
che si ottienedalla trattrice meridiana dellapseudosfera,staccandosulla

tangente a partire dal punto di contatto, nel verso che si allontana

dall' assintoto,un segmento ==Re prendendo il luogodegli estremi; la

seconda Uneacuspidale una curva gobba. In fine osserviamo, senza

svituppare i calcoli, che secondo i risuttati del teorema di reciprocità
si compionocon sole derivazioni, che l'elemento lineare della superficie
dato da

~=R' (cosh'«-~ B
4.'cosh'Mu ~<

R (cosh`u
du -I-

(coah~u-ro~)$ f(coBh'«+~' (cosh'«+~"j

si riduce aUa forma tipica

~==R'(<f-~<'<)
ponendo

a.=log
a;ahu

S~u-~tghu.
-~cosh~"

~«-~h..

§. 388.

Oomplementari deUe Mperacie pMUd<M(&rioh6di MtMione

e delle saperCdo d'Enneper.

Si é visto sopra che la complementaredella pseudosferaè una par-

ticolare superficied' Enneper.È facile dimostrarecheanche le superficie

di rotazione degli altri due tipi ellittico ed iperbolicahanno per comple-

mentari delle superficied'Enneper < Sia S una superficiepseudosferica

di rotazione; le sue complementariX sonole traiettorie ortogonali dei

circoli C tracciati nei piani tangenti di S colcentronel panto di contatto

e con raggio =R (§. 272). Le oe' superficie X(chesonotutte congruenti

per rotazione attorno ali'asse) fanno parte di unsistematriploortogo-

nale nel quale le superficie degli altri due sistemi sono i luoghi dei

circoli C lungo le linee di curvatura di S, cioè lungo i meridiani ed i

paralleli.

< Questesuperficied'Ennepersonostatestudiatedaldott.Boum nella sua
test d'abUttMtone2)<eCotap~me~Mf/Mc~Mder ~MxdopMf~Mte~J?o<a«<)<M/M-
c~ot (Halle.A.8.1901).
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Ora le superficie del secondo sistema sono evidentemente sfere col

centro suU'asse, e per ci6 la S ha le linee di curvatura di un sistema

sopra sfere che tagliano ad angolo retto la superficie ed hanno il centro

soN'asso. Dunque le linee di cnrvatura dell'altro sistema sono in piani

per l'asse e la supet'&eie,che appartiene alla classe di Joachimsthal

(§. 330), è una superficie d' Enneper(§. 332).

Arriviamoal medesimorisultato, ed anzi dimostriamodi più il teorema

inverso: & <«~ le complementariaf<una M~e~te jp~««~c<t S MM

Mt~e~e at'J~Mt~ ~«pa~e S ~<M~OMeprocedendo nel modo

seguente.
La superficie pseudosfericaS sia definita da

~R'(cos'9~+sen'6<~

e le sue complementariE da

< ==:B' (cos*y ~<t*+ sen* d~,

essendo y ta soluzionegenerale, con una costante arbitraria, délie equa-

zioni (B*) pag. 396
3e 98

~+9.-cosese~

(B*)
3m 39

S+~==-~<

Supponiamo che su <«~<!!e 2 le linee di curvatura v siano piane;i

dovremo avère (§. 330)

~1~ n(61) a
(-

CID,= 0
3!<\sen~

e questa dovrà sussistere per tutte le eoluzioni<f de! sistema (B*).Svi-

luppando la (61), osservando le (B*) e la relazione

9*6 y6
sen 8 cos

~==~e~e,
otteniamo

9~ 9699 aSS
(58) sen~+cos~~+senO~o.

Questa, nella nostra ipotesi, deve essore un' identità in e e perd6

sarà necessario e suiBcienteche si abbia

'98

0,



COMPMMBNTANMM.B 8DPN)MO!B D'BMn!P!tR 426

ossia 9"(<t); duaque ta 8 6 una superficiedi rotazione e precisamente
i paraUoUsono le linee u.

Col medesimo metodo possiamo risolvere la questione seguente
Quandoaccade eAetutte le coMp~e~Ke~anX dl «Mas~pe~M ~eK~/i!-
WM 8 abbiano sferichele ~Kee a!tcurvatura di un sistema?

Secondoil risultato finale del §.837 (pag.305),te superScioXavranno
le linee di curvatura p sferiche quando si abbia

cot?===<x+ B–
sen 9f

dove a, p sono funzioni di f soltanto. Derivando la precedente rispetto
ad u, otteniamo la formola equivalente

(58) -L-~+p~J_~=o.5s
13tp r

a
son' 9« 9M\sen~ 9~

` 0

Dovendo qnesta ooesistere con quella che ne risulta per una nuova
derivazioae rispetto ad u, otteniamo

1

1
(64)

sen'~3« 9!f\8eny~
==0

~JL-~
9' 1

2u 1 au) aû' 1 w)9<f ~en' y 9M/ 3M'~on y

Questa sarà sostituibile alla (53) quando non sia zéro
9<<\8eny9<t/'

cioè quando le linee f non siano piane. Dunque la (54) esprime che Unee
di curvatura v sono o piane o sferiche.

3'e 3m
Ci<)posto, se svilappiamo la (64) sostituendo per i valori

tratti dalle (B*), otteniamo l'eqaazione
oM cP

(55) A cos y + B son f +0 =' 0

dove A, B, 0 hanno i valori segnenti:

o/96\'38 ..99 9'e
A ==sen 8 + cos 9

\3M/?!' ~3M3f

B = cos
8afi

~6)t
-f- cos

ape
~(-

sen8afi

B=~(~

C sengeaeae ae a
san6cosÕ'G aeasa araa~

~+–+~.av au\3i1
sen0cos 0 av3uav-au au
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La (M) dovendoessoreper ipotesi identica rispetto & dovremoavère

A=='0, B==0 C=~0.

Ora se si lascia da parte H caso, già sopra considerato, che la S sia
ta

di rotazione, sarà 5-~0 e la condizione A= 0 ci dà
vt~

9/1 39\a
(- ~)

0
3.ko8e9«~

la quale esprime che sulla S le linee di curvatura w sono piane. D'al-

tronde si vedrà subito che, insieme alla A =0, sono soddisfatte anche le

altre due condizioniB=0, Cc'o, e perci6 le S avranno le Unee di cur-

vatura v o piane o sferiche. Per quanto si è visto sopra, il primo caso

non pub aver luogo per una S qualunque, se la S non è di rotazione;

dunque: Le c<MKtp!emcM<a~<!tuna SMjpe~6~e<«~ne<t S avranno </e-

riche <~!tMec<? CMn)M<«f<tv solo quando !e !~e M S siano piane.

Dunque le complementari di una superficie8 d'Enneper hanno sfe-

riche le linee di curvatura corrispondenti a quelle sferiche di S, mentre

quelle che corrispondonoaile linee di curvatura piamenon sono, in ge-

nerale, né piane né sferiche. Pero e facile vedere che fra queste oc'

complementari ve ne sono due e due sole (roali od immaginarie) per

le quali le dette linee di curvatura sono piane. Infatti pel calcolo fatto

al principio del §. le linee di curvatura v della complementare E di S

saranno piane se y soddisfa la (52). Ora questa è un' equazionedi 2.'

grado in tgq?
<~e due al massimo sono quindi le complementari ri-

chieste. Suppostod'altronde che la S stessa abbia le linee v di curvatura

piane, avremo

~-c.t9~
3«~ 9«9<

e derivando la (82) rapporto ad u e v si vedrà facilmente che soddisfa

in effetto allé (B*).Dunque: Ogni superficie<y~<)Mpef~oM~e<&<!«e<!?'<

M~e~M d' Enneper()'e<~tod immaginarie) contigue per ~'OS/bt~MMÛMe

w EsdndtMMU caso~& trattato avan~,chet&(68)shtun'identità; allora

la Sè una saperMe dt rotazione.
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eM~~WM~<OM~~w~MMa~M~M~
eMt~tM~t<? «MSt!<MMt.<

§.389.

Oomposiziomedi due trMformazioni complementari.

Le ultime ricerche suUetrasformazioni (reali) di BacMundaUe quali

ora ci accingiamo hanno per iscopodi collegarea queste trasformazioni

i risultati del Cap. XVH sulla deformazionedelle congruenzee in par-

ticolare i risultati dell'altimo §. di questo capitolo(pag. 129).Risolviamo

per oi&la questione preiiminare seguente:
Essendo SI, S, ~«e mpe~Ctepseudosferichederivate(&tuna medesima8

per ~o~bt~ta~o~t jSK<M«t!~83,, B~, quando accade chele normali in

due punti con~poMd~~ gM~MK~«eMi,M, Si, S. MMOH~~KO?P

Ritenendo le notazioni del §. 383, sarà per cionecessarioe suNciente

che si annulli il determinante

X! YS," Z~"

X~ ZP

ossia per le (88), (41) che si abbia:

eoao, cos cos< cesC< cosOtsenOt coso<sen 8<, 0

–coso,6en8) eosotMsOt senot =0.

–coso<8en~ cos0, cos9, senog

Sviluppando si ottione

(sen Ot+ sen ~). 1 senoi sen<'< eos01cos<!<cos(~ C,)'= 0,

e quindi, siccome il seconde fattore nonpuo annullarsi, dovremo avère

seno, + sen o, ==0

cioèOt = -tt. DitM~Mla OM'<XM~!M.M!t~MOK~a atWMtMsoloquando le due

~<M/onM<Mtc~tBj;, Bj, ~KMtMoccs~a~ e~t~ e <?segno contrario.

'') Le aqtMztonitn termini Nnitidi tutte le superficiepseudosfericheoon

un ststomadi lineedt eurvatura s&rtehoÛu'oMstaMUtedal Dobdner (Aet&
mathem.T. 9); esse dipendonodalle ftmztontCd! due variaMU.Le compte.
montari delle MperSoted'Enneperconsideratenel testonon ne sono che u

casoparticolarepiû semplice.
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Supponiamoadunque che sia o, i! punto d'incontro Me delle
due normali in Mi,M,descriverà una superficieS,, della quale andiamo
a ricorcare l'elomento lineare, per constatare che essa ë in ogni easo

applicabile sulla superficie logaritmieadi rotazione quando o,=~f0ed
invece sul catenoide accorciato quando 0,~ –<j, o.

Cominciamo dall' esaminaregeometricamente il primo caso. Siano

dunque Si, S, complementaridi una medesimasuperficie pseudosfericaS
e siano Mi,M,, M tre loro punti corrispondenti. I raggi delle due con-
gruenze pseudosferichenormali M Mn MM, sono rispettivamente tan-

genti a due sistemi di geodeticheparallele sopra S. Consideriamoquella
geodeticag di S che appartiene ad ambedue i sistemi, cioè è parallela
in un senso allé geodetiche del primo sistema e nel senso opposto a

quelle del secondo. Se con « indichiamo la distanza geodetica sopra S
del punto M da potremo dare aU'elemento lineare di S la forma

iperbolica (I, pag. 261)

(66)
~+M8h'~<~ W

e per l'angolo a di parallelismo relativo al pantoM ed alla geodetica 9
avremo (I, pag. 397)

MSOt~tgh~.\R/

Se nel piano MIM M,, tangente in Malla S, conduciamole normali
in M., M, ai raggi MM;,MM,, queste saranno le normali ad S,, S, e si
incontreranno in un punto M, tale che

~cos.).
cos a

OranoIlaforma(56)doU'eIementolineare la curvatura goodetica
delle Unee« è appanto

~(6).

onde si vede che il panto Mo è precisamente il centro di curvatnra
geodetica di quella linea « che passa per M, e per cio: Il ~o <jM
punto Mo!<ï ~pef~CM 8. eo!Mp?emeK<<!fedi S Wape~oaBe ~<j~M~
normali «Ma Pei teoremi stabiliti al §. 136 (I, pag. 295) la S, è quindi
applicabile sulla superficie di rotazione che ha per meridiano la trattrice

allungata. Ma possiamoprendere ogualmente come superficie tiptea di
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rotazione la SMperacielogaritmica, E infatti l'elemento Uneare della S.
e (§. 186)

d~eôa coth'
(R) du'

Re

«-
che ponondo

R

senh~)

si sorive/e

<bS==fl + +

ed appartiene alla superficie di rotazioneche ha per meridianola curva
logaritmica

<' ==Rtog f

Osserviamo poi che le sfere descritte col centro in M, e con
R

raggio M. M, toccano in Mi, M, le due superficiepseudo-

se~g)
sferiche St, S,. Il raggio di queste sfere eguaglia dunque il raggio del
parallelo della superficielogaritmica,e l'invitnppo del sistema œ' di sfere
è compostodette due superficie pseudosferiche8., 8:. Cosi abbiamoin-
vertito i teoremi del §. 2o9 (Cf. anche §. 310).

§.390.

OompMizionedi due tKMtbnnMioni opposte di BMdand B, B_

Supponiamoora o~O. Essendo S., S, derivate da S per le trasfor-
mazioni B,B_j,, esistora pel teorema di permutabiiità (§. 383) una

quarta superficie pseudosfericaS, legata alla 8, da una trasformazione

B~ ed alla S, da una B,. Il quadrilatero M M,M,M, del teorema
di permutabUità avrà qui i quattro lati eguali ed in ragione della sua

simmetria, le normali in (M,MJ, (M,, MJ atte superficieopposte (S,Sa),
(Si, S<)si incontrerannorispettivamente in duo punti Mo,M~.Cerchiamo
le coordinatexo, di Mo: ponendo

M!~==T
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avremo

~==~+T~, y.==y+TY,, 1 <~=~+TZa.

Per calcolareT basta osservareche la MoMa dovendo essere la nor-

male in Maalla 89, sarà in particolarenormale alla M~MI e si avrà quindi

(<t!) (a!jr-~) ==0

Di qui, avendo riguardo alle formole del §. 383, si trova facilmente

T~Bsenocotf~~);
i

e quindi ponendo
99e,–e,=~Q

siavrà

(67) es !t! + R sen o eot QX<, y. = -{- R aemo cot 9 Ya,

< ==< + R son o eot QZ,

Se si pone altresl
6,+0,==8

le formole (89), (40) della trasformazione di BacMand diventano:

98 cosCaenS+senoseaCcosQ

~=='CoiTo–ati cosa
cos.¥

9S sen 8 senQ seno cos0 ces8

~=–M.ôv cost3

9~ 98cos6co8S-'sonosen6sen8
~+~ av

=
–gen~

9<96 sen 6 cos a +sen<! cos 6 Bon 8
~e(,s<p.

Ponendo in fine

A==eos 6 sen 8 4- sen o sen .8 cos 8
(58)

A=cos6sen9+senosen.OcosOB c= son6 son8 son o cos 6 cos8

le precedonti si scrivono

38 A M B
--=9–co8<P Tr-=='sen'P CD

1

3~ cosa 3p coso a
(69)

3<&.M 1 9A 9~ 30 1 3B
~+9<i==cos.3Q~ ~+~-eoso38~
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Ont le (57), derivate rapporto ad «, f, danno per le (A) pag. 891

~–R ~Ly som93~
9M sen~8en'83«-' 1

~–RL~.Y Xe
seno9!i

ôv R j_J-
Kt

aû x.1~(senH"' sen'83c~

e quindi per l'elemento lineare della superficie8, luogo di Mo

(60) ~=B'j~+~j 1(60)
R, sen=a

d~= +
A= du=

B=dr~
(""0

(sen~Mg Ben'Q )

Ma si ha per le prime (59)

(«) A cos <&<+ B sen <~ c= eos o <?

e d'altra parte dalle (89) risulta subito che anche t'espressione

A sen 0 (j~M Bcos4' dv

è un differenziate esatto. Ponendo

(P) A son a~ B ces d'o =3 ces o <?',

e quadrando la (a) (p) e sommando,si ha.

A' < + B' = cos*o (<?' +<?*),

dopo di che la (60) diventa

(M) ~=R.
~+~<~j,

o RI
1 sen. 9 sen' g

che pone in evidenzal'elomento lineare di una superficiedi rotazione

Per equazionedella curva meridiana si puoprenderecomesubito si vede;i

<'==Rson<!Cosh
)~)\R/

ove si pongaovesi ponga

cot8 =senhj~)
cot 0 =

\R/

La superficieS, è dunqueapplicabile sul catenoideaccorciato(§. 269).

0 Si osserveràche, facendoin questa formolao '='0, siritorna alla super-
aoie logaritmicadi rotazione.



493 CAPnOMXNV. §§.890, 891

Le sfere descritte col centro in M, e con raggio

M. M!=* T == B seno senh
(-)

hanno per inviluppo le due superficie pseudosferiche S, Ss (Cf. §. 389).

Riepitoghiamo i risultati ottenuti col teoroua:

Se due superficieFse«<&s~'M'~S., S: sonolegate K«!una me~MMtwS

da due trasformazioni opposteB,, B~ ~oM«Md!, normali<? ~<e

pt~ CMVMjpoMde~<? S., St s'MMo~aMûin «? punto, che~et~w una

M<pef~e:eapplicabile <x~eHOKi!eaccorciatoo ~a a«per/Me <'<~<Mt<MKca<

fo~OMc, <eooM<&)che ot 0 owero o=.0.

Inversamente risulta dalle osservazioni alla fine del §.266 (pag. 129)

che se si considera una a'<«~«MgMedeformata S. della superficie loga-

ritmica di rotazione o del catenoide accorciato, e !o due falde a curva-

tura costante negativa del corrispondente inviluppo di sfere coi centri

sopra S. (§. 259), queste due superficieS., S, sono contigueper trasfor-

mazioni opposte di Backlund ad una medesimasuperficie pseudosfericaS

e quindi ad una seconda S~.

§. 891.

La tras&rmMiMM di Lie.

Da ultimo veniamoa considerare, insieme alla trasformazione com-

plementare e di Backlund delle superficie pseudosferiche, una trasfor-

mazionedi diversanatura la ~a~brMo.MOKe Lie. Riferendoci alle linee

assintotiche x, p di una superficiepseudosferica, ricordiamo che ogni tale

superficie corrisponde ad una soluzione9 dell'equazione a derivate par-

ziali (5) § 368 (pag. 381)

(62)
~='

La trasformazione di Lie si fonda suU'osservazione evidenteche da

una soluzione9 (<,p) della (62) se ne ottiene una nuova 8 («, p) con

una costante arbitraria k, ponendo

R\(~)

8(.,p)=8~R
8(a,~)=9

? È evidentecherosservazionedel testo vate per tutte le equazionidélie

forma
3'0

~g(~~
~)-
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Alla soluzione8 (<, ~) corrispondevauna superficiepaendosfertoa8
alla nuova 9 eorriBponderàuna nuovasuperficiepseudosferica Eperfet-
tamente doterminata di forma,cho8i dira la <MM/O~M(t<«Lie della S.
Per ottenere la Sconven'à integraro un'equazionedt Riccati onde rîdurro

effettivamente l'elemento lineare sferico alla forma

= ~< 2cos(20) +

Mentre la trasformaziono comptementaree di BacMundcorrispondono
ad una costruziene geometrica, la trasformazionedi Lie sembra avere
un puro signincato analitico. Nonostante essa si lega in un modo note-

vole, osservato da Lie, alle due nominate trasformazioni.Per vederlo

poniamo la costante k detia trasformazionedi Lie sotto la forma

1 + sen a
/c

C080a

sicchèla trasformazionestessa consistenel passag~odalla soluzione9(w,p)
deU'equaziono fondamentale all'altra

@(.,p)~eC±~~i-C080 C080casa' COBa

Indichiamo la trasformazionestessa colsimboloLae la trasformazione
Mt<ws<ïL~ che corrisponde al passaggioda 8 a 6, sarà semplicemente
la L–<t. Ora prendiamo le fonnole (B)§. 373 (pag.892) della trasforma-

zione Bo di Backlund e cangiamolein coordinateassintotiche<[,ponendo

«–p=s2<t, «-(-oc=:2p; i

esse diventano:

9(-p–e) 1+seno
~=-~o-+~

9(~+6) 1–Mno
(

-==-~0-

Supponiamo che si passi da ay con una trasformazione comple-
mentare Bo, e si abbia quindi

9 ft) 6~ 3 (w4- 9')

-=8en(~-6), ~sen~-e).
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Colla trasformazioneL, di Lie passiamo dalle soluzioni 0, ? atle due

e~O/l+seno~
a

l-seno

cos 0 oosoa

/l+sena l–seno\.

~==~COB-r"C08o-
r cosCI cos0

si vede subito che 8, <&saranno legate dalle formole della trasforma-

zione Bo di BacMnnd

?~=l±~en(e+4')

¡

9K
=

C08«a

9~=k~~(<~).
9p coscosa

Orada 9 si passaa 9collaL~'==L- da 6 a colla B. e in fine da <p

a collaL? dunque da 9 si passa a 4' collatrasformazione composta

L,'B.L.,

ondepossiamo scrivere simbolicamente

B.==L~'B.L.,

ossia in parole: La <fCM/<wM<M~MeB? JRScMMMd' ~(M/bt~M~a<Ma

complementareBoper MM.f-6'0di «MÛ)~<M/b~M«MOMeLj Lie.

Sotto forma diversa possiamo enunciare il risultato anche cosi

~waïtt~MecoKSTMeM<ajtset<<!os/enc(tsi ottiene«;pp!t<!aMd~ad «MacoM~'seM~

pseudosfericanormale «Ha:<MM/M<M'KWeLie.

Osserviamoin fine che vi ha una classedi superficie pseudosferiche

le quali godono della proprietà che la trasformazione di Lie le cangia

in sè stesse. Queste superficie corrispondonoa queUe soluzioni 9 del-

l'equazione fondamentaleche sono funzioni del prodotto?==!<t~. Noue

notazionidel §. 370,essedipendonodall'equazione differenziale ordinaria

del secondo ordine
t/{-e=son/

In particolare appartengono a questa classe le superËcie pseudosfo-

riche considerate alla fine del §. 370, che contengono due rette; esse

corrispondono a quegli integrali dell'oquazione precedente che sono

regolari nell' intomodi t ==0.



CAPITOLOXXV.

LesaperMca c<mtmcostanteia ~M&!e

oleloroMormaziaBi

Superacte a ettt-vatum ooxttttte pe~ttvtt e traoferoMttoM inYotutorht dt HttMtdoM*. Saper-
Bete a etu-vatMta ntedttt eeotwto. TrM<b)'m<Mtonedt Bonnet-Ue. SuperÛote a ottrvtt.
tura média cootante appUcKMU Mpra Mporftete dt )'ot)')otio.– Lu unove trasfomMtttont
Matt deUe MperNota pM~do~riehe. Loro compextzioM medtantc due ttMfornmtitottt
tmtnngftmrta cotttuKttte dl BiteMmtd. BidttfitoM, meditmte ttmt tnuformnztoM dt Me,
ttt oeto pummenta tmmtt~ntu'to. La «tpertete luogo de) puntu d'iueontre dt due
normali oorriopendenM &nppUeHbite oui tiunMtde iparbotmo. TroofomiMiout tmma-
giaarie dt BNektund per le ouporiMe a carvotum M~ttutte pmtittvn. Lore eotnpottftette
i)t una tratfonuaiitoae reale. CMC in eut le MHneU in due punti eerriopondeatt dt
duo MperCete trtMfot-mate 8, 8, )tt iucontrauo.–n t)t0j{o det punto d'incoutro wme
defottMta deU'emMoida o deU'tperboMde dl ret~teno dl antchard.-LttpenmitaM.
t)t& doUe nuovo tnxformMtoai colht tnteformmtone di HfMtidokit. AppttcMtone sne-
MMtvtt deUe nuovo ttaeformMient. Etompt.

§. 892.

Le MperBoieapplicaMU sulla s&ra e la trMt&trmMionedi HMttidaMs.

Nel presente capitolo ci proponiamodi estendere le ricerche ed i

metodi di trasformazione svolti nel precedentecapitolo per le superficie
pseudosferiche, alle superficie a curvatura costante in generale, tanto

positiva che negativa. CominciamodaU'esporre alcune proprietà fonda-

mental! delle superficiea curvatura costante positiva K = + cioe delle

superficie applicabili sulla sfera. Sia S una tale superficie,che riferiamo

alle sue linee di curvatura u, c. Essendo

ftf,'=R\

supposto che sia ft>B,<R, potremo porre, indicando con 6 una
funzione reale di ts,v:

ft=sRcothO, f,==Rtgh8

o l'elemento linearo della S prenderà la formacaratteristica (Cf.§. 331)

< c= R' (senh*9 + eosh*6~o'),
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dove&soddistaatt'eqaazionea derivatepafztati

~nhOcoBhO-O.
0

L'elementolinearesfericorappresentativodeUaSsara

dî''==eosh'9<i'<t'+ senh'0d~.

Oraioscambiodiwcon lasciaallaequazione(I)ta medMimaforma,

ondesi trae il teorema:

Za <!e~-MtMKM<MM~Me<!«F~Ma~tct~tj't ~<t sferadi ~~<' R

.~tpeMO'e<Ma:tM~'fM'Mtte~'egtMM~fOMea o'e~o~ jM~s~

ale+ a'6 senh6cosh6= 0.(I) ~+~Benheco8he==0.

~<*M<w8 gw~a ea'M<M~<~<!<w<j)pwd<wto~<w~e

wpe~M S,S, a CMM~oK== eoK~a~, e!ewMM~

H)M<!ft<&,<&t,W~M<!KeK~ (!<oMn~Mt-a«, < MMO(~ <Me/(~M<~e

(1) (&'=B'(8enh'e<+co8h'0(~)

(1*) (&R'(cosh* 6~-(-senh'e <?<)

e i Wspe«twe!eMM)t<t!t)<e<t~~eWct

==cosh'8~M'+ seah'8<?'

a~==senh'e~'+coah'ed~,

m~'e jp~f<~ FtTtM!p~t <ww<wf<tst A~~

(2) <==Bcoth6, ~=:Rtghe, perJaS

(2*) ft===Rtgh9, f,==ReothO, perJaSt.

Distendendola SsuUasfera,l'applicazionesi pubfareevidentemente

in guisache !e lineedi corvaturadi S si distendanosulleimmagini

dellelineedicurvaturadi8.e similmenteinvertendoSconS).Legéode-

tichedi S diatendendosisui circolimMsimidéliasfera, od ognuNOdi

questiessendor immaginedella!itieadi contattodi un cilindrocirco-

scrittoadSi, vediamoehe:aNe~<~<~ S <!MV!~<wotoMo«tNecoMMt-

~a~tSi!eKM~(yoMb~~ <'<~ yf<t!M~.
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Questa trasformazionedélie superficiea ourvaturacostante positiva,
che è evidentemente involutoria,ë stata scoperta da HazzidakisCC~-eMe't
JoMtW!!88).

È chiaroche possiamoesprimere le proprietà di questa trasformazione
anchenel modoseguente: JOtuna M~Me 8?<!<(fM~a co~aH~oa

K=+ 1 si
consâdertl'immagim di "88 aopruU» $fera 1 di raggio RK<=

+~,
st c<ats<de!-t!'tOtM<t~ (!t 6ht«ss sopMtMtw~a S ya~w R

<<~m<t<W)~OH<~~tCO X P~MHO~MM<Me M~ OM~
co~a d't8. Deformandola $/~ renderegM~oa~axt a<~eMa
<M~linee di curvatura ~a <~<wMa~S,, c~ «Kora la coniugata di S.

Si osservi in fine che data una superficieS applicabile sulla sfera,
per trovare la sua coniugata Si basta conoscerele linee geodetiche di S.

§.898.

Le Mperaciea onrvataramediaoostante.

Già al §. 286 (pag. 97) abbiamo osservato il teorema di Bonnet:
Le due superficieparallele ad MMM<jp<'r/MeS ~MaMe sopra «Hosfera
di fa~ = B, c a~a~ da 8 della ~a R, hanno la curvatura

media<!M~M~==
± Ne

risulta 1' identitàdei dueproblemidélia deter-

minazione delle super&ciea curvatura di Gausscostante positiva e delle

superficie a curvatura media costante.

Confermiamocol calcolo diretto queste proprietà nel modoseguente.
La superficieS parallela alla S d'elemento lineare (1), e distante da

questa del tratto ha l' elementolineare

(8) ~==(Rsenh9+<cosh9)'d'M'+(Rcosh6+!senh6)'~
e i suoi raggi principalidi curvaturasono

N~-=
Bcoshe+<!senh08

~==–

Rsenh9+!cosh0 6

p,=.,+~

Se iacciamo <es ± R, abbiamo quindi

(4) ~'==R~O(~

ei~ e+~
0 ~senM' ~00~ B
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indi

-L~ j.~
p;+p,B'

i

dunque la S è a curvatura media
costante ±

Se consideriamo altresl la superËcieSt parallela alla coniugataS) e

distante da questa di m, avremo

(3*) ob!== (Rcosh9 + m senh 8)'< + (R senh 0+ m cash 6)'<~

R8enh6+<MCosh9 -~RcoshS+NtsenhQ

cash6 senh 6

e facendo w ==± R, risulta

~=.R'e±M~~

R.i<' ~<'

~coshe ~"senhO-

Di qui deduciamo intanto:

L'e~MeK<ûlineare <?ognistMWf~e? curvatura media
~«M~c± ii

riferito alle linee di e«H)a<Mf<)tu, v, assume la forma

(4) ~==R'~(~«'+~),

dove6 è una so!<M'M)MCafeK'ea':«M~oMe(1)a ~~<wt<epsr.~a! ~cec~M, se6

è una s~tte~e della (1),<~<:<po)!<<'oMdue coppiedi superficieparal-

a e<M~M~ media co~NK~e±
p, «''ei'aM~o

lineare (4). f~a~

C~< di curvatura della ~fMM coppia sono dati dalle /iM~tO?~(5)

e+<' ei"

~="86nh6' ~==~~co8h6-sen 8 cos 6

mentre per la seconda coppia vengonosoltanto F~'M< pt. Pt.

Segue di qui in particolare che: St)pm ogni superficie di curvatura

media costante le linee di cM~ea~fsformano un si~eMa isotermo.

Si osserverà poi che ciascuna superficie di una delle due coppie è

applicabile sopra una dell'altra coppiain guisa che le linee di curvatura

si corrispondono, mentre si permutano i raggi principali di curvatura.

Queste singolari deformazionidelle superficiea curvatura media costante

furono già osservate al §. 237 (pag. 39) e quivi caratterizzate dalla

proprietà che in ogni tale coppia di superficie appUcabUitutte le coppie
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di direzioni ortogonali sono altresl cinematicamentoconiugate. Ora ve-
diamo che queste deformazioni corrispondonoper le superficieparallele
applicabili sulla sfera alla trasformazione di Hazzidakis.

In générale abbiamo osservato, alla finedol §. 239, che tutte e sole
le 8ttper8cte aventi a comune l'immagine sferica delle linee di eurvatura
colle superficie a curvatara costante positiva sono suscettibili di una
deformazione finita che conservale linee di curvatura. Secondoi teoremi
di Peterson (pag. 43) queste deformazioni corrispondonosempre alla
trasformazione di Hazzidakis per le superficie applicabilisulla sfera.

In particolare una superficieparallela ad una superficieS a eurvatura
costante positiva potrà deformarsi conservandole sue Uneedi curvatura
ed è facile vedere che dopo la deformazione sarà ancora parallela ad
una tale superficie, omotetica alla coniugataSi della S. Se scriviamo
infatti le (3), (3*) sotto la forma

~=.P j
(coNh8+

~senh8)'<!<t'+(6enM+~cosh9)'&*
1

ds$ Zy
(coah6+

lsenh6)tdtl+(senh6+ OOSh6)'dl1t¡

~~R'
i (cosh6+ senhe)(!«'+(senh6+ cosh9)'<~
1 à sonh8)du·+(senh8+ R1

vediamo che, ponendo

~=:~ n !<M R'
,'=p

,0 «M==!H

avremo

ds, R- ds;<&,

dunque: Se alle due .M~e~CMS, S, applicabilisulla sfera di raggio R,

coniugatesecondola ~O.S/OnK<M'!OMedi Ha~ds~, COtt~MCOMOparal-
R*

MeS, S, oNed'M<ewe sarc. la S asp!<ca6&con cotMenwt.MOMedeHe

lineedt curvatura «<& oma~ca <!eHoS)secM~oil
M~po~o<?oMo<eMoB

§. 394.

TrMibrmMione di Bonnet-Lie.

In analogia alla trasformazione di Lie per le superficie pseudosfe-
riche (§. 391), abbiamo per le superficie applicabili suUasfera, o per le

parallele a curvatura media costante, una corrispondentetrasformazione
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trovata da Bonnet. Questa risulta semplicemente daM'osservaro che

se 8 («, v) ë una soluzionedella (I) anche la funzione

6(<t,<')=='0(wco8o–pseno, «seno+ ccoso)

è una nuova soluzione,qualunque valore si attribuisca alla costante o.

La trasformazioneha il signincato geometricopiù semplice quando
si riferisca alle BUperMea eurvatura media costante. E infatti ponendo

«'=!«tCoso–~seno o

(6)
1 U=u¡cos 0-111 sen

13

<'===«t8eno+CtC08o13

e indicando6t(Mt,fi) la funzione di «“ ?, in cui si cangia 6 (u, o)per la

sostituzione, l'elemento lineare (4) si trasforma in

(7) R'(~;+<~); i

e siccomesi ha

~~+8enh6.eo8he,-0,à-te-, Ul/j
+ 0

esiste una superficiea curvatnra media
costante±., it

coll'elementolineare

(7), le linee «;, pt essendo le linee di eurvatura.

La nuova superficieè evidentemente applicabile sulla primitiva e le

formole di corrispondenzadei loro punti essendo le (6), si puo enunciare

il teorema: Ogni~Mpc~~eMa M<rMt<«~media <'<M(<M~6~«0 ~orma~
M~6<!M<~MMWa<ti singoli raggi di curvatura ed in guisa CA< MMOPC

linee di CK~o~tM'etaglino softo OK~oi'ocostante oy&~o~o aK~e.

Bonnet, al quale è dovuta la scoperta di queste singolari deformazioni

delle superficie a eurvatura media costante aSatto analoghe a quelle
delle superficie d'area minima(pag. 318) ha risoluto in generale il pro-
blema di determinare,per mezzo delle loro equazioni intrinseehe, tutte

le superficie che possonodeformarsi conservando invariati i loro raggi

principal! di eurvatura Fra queste ve ne ha una classe notevoleche

sono al tempo stesso supernde W ed applicabili sopra superficie di

rotazione.

Noi ossorveremoqui ancora soltanto che ogni superficie la quale
ammetta una deformazione<MM<!tt<«tdella specie considerata ha neces-

sariamonte linoo di eurvatura isoterme (§.333, pag. 26).

(')Jo~nMlde l'école Polytechnique,48~ Cahier,1867,pa~.7Se M.
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ïn fine accenniamo ad 'una classa di superficiea curvatura costante

positiva, o a curvatura mediacostante, ciascunadelle quali at trasforma

in se stessa per trasformazioni di Bonnet; esse sonole analoghe delle su-

perficiepseudosfericheconsiderate alla finedel Cap.precedente (pag. 434).
Per trovarle basta corcare quelle soluzioni6 della equazione fondamen-

tale (I) che sono funzioni di T
==

(<t*-}-1~).Posto
&

e~~),
la (I) diventa

2 ïf +2/' + senh/cosh/O

ogni soluzione di questa ci dà. una superficie della classe richiesta.

Le corrispondenti superficie a curvatura mediacostante d'elemento

lineare

db'-R'e"'(<?<('+~,

ammettendo una deformazionecontinua in se medesime,durante la quale
le linee «' -)-!)'== costante strisciano sopra sè stesse, sono applicabili

sopra superficie di rotazione. Viceversa si dimostra facilmente cho,
oltre le superficie elicoidali, esse sono le uniche superficie a curvatara

media costante applicabili sopra superficie di rotazione.

§. 395.

Notisie storiohe tmlle nuove trasformMioni.

Cogli sviluppi dei tre paragrafi precedenti abbiamo già fatto cono-

Bcere in sostanza quanto era noto sulla teoria delle superficiea curva-

tura costante positiva fino al 1899. Ed ancora non erano trovate di tali

superficie che queUe di rotazione, le elicoidatie le superficiedi Enneper
a linee di curvatura piane o sferiche. La trasformazione di Hazzidakis

e quella di Bonnet portavano soltanto ad una nuovasuperficieo ad un

ciclo chiuso di tali superncie con una costante arbitraria, ed erano quindi
bon lungi dall'avere, per la teoria delle superficieapplicabili sulla sfera,

t'importanza dette trasformazioni complementari e di Baektund per le

superficie pseudosferiche.

f' Cf. OmNi. tS'«Mes«pM'e<ea cMfoa<M)'<!mediac<M<<Ht<9.Gtomaledi
matemattoho1888.
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1 notevoti risultati conseguiti da Gaichard in quest'opoca, ") concer-
neati la deformazionedelle quadriche dl rotazione, ohé abbiamo esposto
nel Cap. XXII, richiamandonuovamentel'attenzione sulle trasformazioni
delle superficie a eurvatura costanto hanno aperto la via a nuovi per-
fezionamenti deUa teoria, che attualmente anche per le superficie a
curvatura costante positiva si puù dire aver raggiunto lo sviluppo già
molti anni pdma conseguitoper le superficiepseudosferiche < Abbiamo

gia in parte esposto nel Cap. XX, e particolarmente nel §. 310 i risul-
tati fondamentaUdella nuova teoria, occupandoci della inversione dei
teoremi di Guiehard.Ora vogUamomegtio approfondire quelle relazioni
delle nuove trasformazionicolle trasformazionidi Backlund,che risnitano

già dai teoremi at §. 266. In sostanza si puo dire che l'esistenza di

queste nuove trasformazioniera impUcitamentecontenuta nei risuttati
del teorema di permutabiUtà (§. 383 o seguenti) per le trasformazioni
di Backiund; soltanto occorreva considerareinsiemealle trasformazioni
fea~t di Backlund anche quelle immaginarie,che eombinate fra loro in
modo conveniente,seconde il teorema di permutabilita, conducononuo-
vamente a superficie reali.

Ed appunto in questa circostanza che soltanto colla duplioazione
deUe antiche trasformazioniimmaginarie di Backinnd si poteva pervenire
allé nuove reali è da ricercarsi, come sembra, la ragione per cui queste
ultime rimaserocosi a lungonascoate. Attualmente, come si vedrà, riesce
ben facile to stabilire le formole effettiveper la composizionedi siffatte

trasformazioni immaginarie in trasformazioni reali, coHa quai cosa si

vengono altresl a confermare tatte le altre notovoli circostanzo geome-
triche che accompagnanol'inversione dei tooremi di Guichard.

§. 396.

Oomposizionedi due trasformasioni immaginarie ooaingate

diBaoMund.

Cominciamoi nuovistudi sulle trasformazioni riprendendo i risultati

del teorema di permutabilita per le trasformazionidi Backlund insieme

<"<S't<rla déformationdes quadriquesde ~M)<M<&)H(ComptesBendus 88

janvier 1899).
< Pocodopola eomparsadella nota di Guichard,c ciob nollenote pubbli-

cate noi Rendiconttdei Uncei del 10 febbrato,6 ma.rM,88apriloe 81m~gto
1899mt occupaidelt'inversioncdi queetiteoremie ne sviluppailoconse~enze
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colle formole relative (§. 888). Essendo S una superficie pseudosferica

doBtuta da

(8) <&*=. R*(cos'6du' + sen' 6

appUohiamoalla S due trasformazioni di Bactdund B, B~ a costanti

diverse <?“ che conduconoa due nuovesuperficiepseudosfericheSi, S,

corrispondenti a

<&}= RI (cos'9. du' + sen' 61<~

= RI (cos'6,du' + sen' 9,

Le nuove soluzioni 81,6t, dell'equazionefondamentale

3'6 3f6

'==sen8cos0

sono legate alla 8 dalle relazioni (89), (40) de! §. 383pag. 412

38, 90 cos 8 son8, -)-seno)sen8 cos8t
~M av coso,

(9)

Mt
36 soncos 8t + senot cos0son9)

90 SM"" · coso,

98, 99 cossen 9, +sen o, sen0 cos6,

(9*)

9w'9f cos0,
(9*)

t 38, 98_ sen8 cos6, +seno, cos6sen 8,

3<'"9t< coso,

Abbiamo allora, secondo il teorema di pormntabUità, nnaquarta su.

perficie pseudosferica 89 perfettamente determinata, legata alla Si da

una B' alla S, da una B'~ e definita da

(10) d~ == R' (cos'8, du + son"

dove8, si c&lcoh in termini finiti dalla (C) pag. 416

(11)
,+~

tang
`

-C~)~)-(11~

tang I 2
e, =

sen
a~ 2

tang'~J'

per le trasformasionidellesuperBctoa curvatnracostante.Posterionnentecom-

parvero,a parttre dal 27marzo 1899,rteo'cheanaloghedi Dart~ux sull'ar.

gomento.
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Convieneinoltre ricordare le formole effettive (§. 888) colle qoati si
calcolanole coordinate del punto della 8. corrispondente al

punto (a),y, ~) della S: esse sono

(12) == a; + A a y, == y A p ==< + Ay

dove si ha ((46)pag.414)

(18) A~R_sen o,-sen o,(18) sen01sen o, + ces 0, cos cos (C,– 0,) i

mentre a, p, sono deûnite dalle formole (42) pag. 418

(14) « = (cos0)sen o, cesOi coso, senOtcos ~) XI {- j

+ (cosOtsen8,sen 9, coso, sen o,sen X, cos Otcoso, son(8, 9,) Xa

colle analoghe per p, f. )

Ora facciamol'osservazioneovidenteche la parte amaIMcadegli svi-

luppi relativi al teorema di permutabitità conserva la sua validità sia

per valori reali che por valori complessi delle funzioni 6, 61,8, e delle <

costanti <!<,0.. Dopociosupponiamoche la snperncie pseudosfericainiziale
8 sia ancora reale, ma prendiamo la costante ?t complessa qualunque
anzichè reale. La soluzione della (9) (contenente una costante corn- c

plessa arbitraria) sarà essa stessa complessa,ed immaginaria sarà quindi
la superficie pseudosfericacontigua S), j

È evidente ora che si soddisferà aUe (9*) prendendo per e,, o, le M

quantità complesse coniugate di 9,, «,, quantità che indicheromo con

L]
0) >

L]

sicchë avremo

0,== o,==o,

La superficie S, sarà' dunque anch'essa immaginana e preeisamente
la cosM~a di S.. Ma allora le formole (18), (14) dimostrano subito che
le quantità

A,<t,p,y
sono t<KtK<~t)Mnepure, perché cangiano di segno permutando O)con o,
e 61 con 9,, cioè mutando t in -i, e datle (12) segue che %,y,
sono reali, ossia la quarta superficie pseudosferica 83 del teorema di

permutabitità risulta ancora reale. Dunque: &!<!M!«M<tM(p~eM~t«~
~ef!<Mt-c~e S applica «Me<r<M~M<~MKeeoMtptess~<KBacNMM~e
? ne deducela ~ef~~eMO~/Meot MMttM~M~ Si, considera
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la <!CM<N~<)tSt ai 8t ~M/~MWM~S8 per la ~M/<WM<M<<~MeMM<t~a<<t,
la g<«~<tsuperficieFsetfcfo~W~ S) legata, coHMla S, ad S., S, da <f<t-

s~oM)«M~<Mt<coniugate<MjS~MtOtc!fM~ nuovamentereale.

Cosl si perviene dalla superficie pseudosfericareale S alla superficie

roale Sscomponeado fra loro, nel modo <Ms~M<!<otM'~ofema~M'

~otM~a,due trasformazioni immaginaria coniugate di Backlund.

§. 397.

Le formole efbttive per la 8, Bottoforma reale.

VogUamoora separare effettivamente nelle formoledel §. precedente
il reale daU'immaginfu'io,per presentare le formolerelative alla 89sotto

l'aspetto definitivo reale.

Separando il reale dall' immaginario,poniamo

(18) Ot=.a+t&, ~==M+t~ T
indi

Ot==<t–tt, 9,<==M–
Avremo

( senCtcasenmcoshp+tcosNsenh~

cos 8t===eosMcosh~senNBenhy,

mentre séné,, cos6, saranno le quantità coniogate.Osserviamopoi che

si ha

senotCos
o,='~8en(<!t+<~

+ sen~i-o~
===~

sen<t+~senh2&
1

coso,cos <~<=-} ces(o,+o,) + cos(o, -o,) =='[
cos2a +cosh2

)==~( )

=!C08'<t+8enh'6 b

8enOt8enOi<=~Ma(Ot-o~-co8(Ot+o<)
==,co8h26-M82<!–t "(

son0;sen o, 1 senh'& cos'a

Ne dednciamo per le (14)

(16*) et '==:– (son2a sen Msenhy+sonh 2bcosMcoshy)Xt

+1i (sen2a cosMsenh p senh 2bson ? coshy)X,

–4(eo8'«-)-senh'&)senh2yXt
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e dalla(13)
cos a sonh b
"Benh~ cosh'~+cos' a sonh'

sostituendo dunque nelle (12) avremo per le formole richieste

(16*) &=.a;4-R
cosa senh &

(la*) a; = al
senh'6 ccah'y + cos*<t seNh"yX

{(senh
2 bcosMcoshy + son3 son <osenh ~) XI +

+ (senh2b senMcosh sen 2 a cos Msenh ~) X,

+ (cos'a + senh'6) senh 2 ? X,
i

colle analoghe per y,, Queste ei dofiniscono, libera da immaginarii,
la superficie pseudosferica reale 89. Per l' elementolineare della 89,
riferita alle linee di curvatora u, v avremo

(17) <~ == R' (cos* 9, d'M' + son' 8,

dove secondola (11), sarà dennita dalla formola

(i.)
~(~!).

(18)
tang -2

=
ion-h tangh ((1.

Convieneancora separare, nelle formole (9) della trasformazione di

Blicklund chede6niscono6t=~a) +~, il reale dall'immaginario. Si ot-

tengono formole più semplici introducendo i parametri

tt=~(~-<,), ~(M~.)

delle assintotiche, con che le (9) si scrivono (§. 391)

~~=.~en(~+6)

~==~en(e,-e),
dove si è posto

l+s~°'

eosot

Indicandocon mil modulo,con t l' argomentodella costante l, pongasi

~eo8a+~senlt&
b

coshb sen a
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e le précèdent! si soindono nelle quattro

~?
'==weost8en(M+6)co8hy–8entco8'(M+e)8enhy

(19)

1)

!COSt
sen(w+6)coshtp-sen fcos'(œ+ 6)

Senh'!

9(M+9) i )

–==
cos 8en(M--6)coshy -) senTCOS

(M–6)Benhpep )? (

t

(19'~

g~==
<M<8enTMn(M+9)co8h?+co8teo8(M+ 8)8enhpq~

f
(19*)

1

à!==
m

!senuen(ro+6)
cosh1>+ COS'l'cos(ro+ 6)

senhf!

9v 1
gg==-, -8enTBen(M-9)co8h~-)-costCos(m-0)senhy

bon naturale, corne de! resto si verificasubito, che questo sistema
di equazioni a di~erenziali totati per le funzioni incognite M, y èiUi-
mitatamente integrabile in forza dell'equazione

y9
=sen8cos9

~-5S==sen6co8e
a3c(30

cui soddisfa6. Si osserverà poi che la formola (18) si pub scrivere

(18*) tang ~) ==cott tgh(18*) cotc tgh

Un'osservazione semplice ma importante si puo fare inoltre sulle

(19), (19*).Se in queste si cangiano «, rispettivamente in <?«, si ot-

tengono le formole stesse con <?=' Ora il porre <? ==1 equivale ad

assumera puramente immaginario (a = 0), e poichè d'altronde il detto

passaggio corrisponde ad una trasformazione di Lie (§. 891), vediamo

che: & dueSKpe~M psetK~cAe S, S, sonotrasformatef«M<:<Mfa?~

per «Mo~ow/onHOMtoKe~aM~e(?a!§.396, compostadi due~<M/brM<M<OHt

c<MM~a<e JSScMMM~B<.+~.B't. o~MeaKd'oad S, S,~MM~tMe<MMH~
«M cMt<WM<~e~M/bt'MMMtOMereale di Lie L3 si ottengonodue super-
~CtCJ)~t«!<M/WM~S~tS': fra loroda una particolare trasformazione
del §. 396 <!OMp<M~di a<M<)~<M~<MOMt~JB~~M~jWfaNt~e~m<~

~K~We <~pM<eB<t,.B~t'

Sivedesubitoche il vatorodi 96 datodalla formolasena .=.
cosho

Mn valoredi &'è dato da senh Y=. ~-3
009et
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§.898.

OompMtMoMdi due trMformMioai puramente immttgimtMrieopposte.

Le ultime ricerche ora esposte ci condueono a studiare particolar-
mente il caso in cui la trasformazionereale cho conduce dalla superficie
pseudosferica féale S alla reale 83 si compone di due trasformazioni

puramente immaginarie ed oppostodi Backlund B, B_ Nella totalità
delle trasformaztotHreali dol§. 896esse occupano,pei teoremi precedenti,
il medesimo posto come la trasformazione complementare nella totalità
delle trasformazioni di BacMund(§.'391).

Secondo i risultati del §. 389 (ove i calcoli sviluppati conservano
evidentemente la loro validità anche per valori complessi di oi, s,) pos-
siamo caratterizzare le spécial! trasformazioni che formano ora l'oggetto
del nostro studio dicendo che: M<~M<otM! o<MO<t~«~e le normali in
due p«M~C<MVMpOt;d'<Mt~alle duesuperficietrasformate S, S: 8<tfMOM~CtM.
E in fatti dobbiamo avere per questo (§. 389).

senot + son o,=: son(<t+t&) + sen (a i b)

==2senecosh&==!0

e per eiô<ï==0(''

Vogliamo ora esaminare la superficieSoluogo del punto d'incontro
delle normali a S, 8~ in punti corrispondenti per dimostrare che S,,è

applicabile sul ~«so~ iperbolicoe che S, S~sono le due falde doll'in-

viluppo di sfere coi centri su So associato nei teoremi del §. 869 ad

ogni deformata del sinusoide.

Cominciamodallo scrivere pel caso attnale a = 0 le formole del §.
precedente relative alla S,. Facendo Ot=3~6, e,=aM+ty nelle (9)
pag. 448 e separando il reale dall'immaginario, si hanno per determi-
nare m,y le equazioni

3~ 39 cos6 eosh <p+senh bsen 9 senh m
~+~=–cM~r"

(20)(20)
9m 96 -sen6cosh~+ senh6 cosOsenhy cos CI)

T' coshV"
cos

(')È ovidentementeinutileconsideraregli altri valoridia pei quali sen<t==0.
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M

9r cos9senh<!4-senhb Be&9eosh
7cosw

~==–ÏL~
(80*)

3~ scn SsMth~– senh6 cos6 coshy
w,3" cosh&

equazioni che formano in M,y un sistema illitnitatamente integrabile.
Le formole(t6*) por deËhiroS3diventano ne) caso attuate:

(21) ~==~+R~nh2~co8hy 'P~-h
coBh~eoBh'y-l~

X senh cos MX, -(- senhsen 0 Xg+ cosh&senhp X~

Indichino ora

~==a:+TX,=y ~-TY,, %=:rTZ,

le coordinate del punto M. ove si ineontrano le normali in due punti
corrispondentiM, M, aile superficieS, 89.Per trovare il valore algebrico
di T==MM,, basta esprimere che la congiungenteMoM, deve essere
normale alla M)~, essendo

==a! + R cosh&(ces X, + sen 6,X,)

le coordinate di M, (Cf.§. 390). Ora dalla condizione.

2(~) (~–<%)-'0 0

si trae subito, avendo riguardo alle formolesuperiori,pel cercatovalore
diT:

(22) T=Rsenh&coth?<
Si avrà dunque

(28) xo==~ }-R senh&coth ?X,

colleanaloghe per y,, e si verificheràsubito che si ha S(~)'==T',
cioè che il punto M. dist& ugua!mente da M, M~.

Per calcolare ora !'etemento!iaeare du!lasupe)'acieS. descritta dal
punto M. ~(~) si derivitio rispetto ad M,v le precedenti, teunndb
eonto delle (19) e delle formole della tabella (A)§. 373 (pag. 391)

ax 3a;

~==Rco86X,=Rsen6X,

~=~ s ~==-cosex,;â~a =

'') Per la (18)st pub scriveroanche

T=R..t(~)
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se ne deduce

-)~~v senh hb j9y
~0=-1LIC08hbx_senhbx XI3M senh~tcosM senh *j3H

== -A-
~h&

senh& 9p
9f ~enh'j: Mn~ senhyp J!

e quindi

.7Atd4 + aye,1- &0 R,senh'
b

d~v== + ==
R' +

cosh'i!'<

1

1 /S~ _1_ 9+ R'
cosh'b! cos' w(~i~)dvt

-r
sen' w (w) dv 1senh'y <ces'M sen''M

od anche

(24) ~.=R'+o
senh'%p

'f

~co8h'& 9p, 9?,

+B––t.tgM–~M–COtM.'<!f
·

eenh'y\ 3M 3~

Ora si vede subito che l'espressione

tg~t~<<au all coshb

sen 9 senh ? senh b cos8 coshp w dv
–cosh&

V

ë un dinerenziate esatto, in forza delle (20), (20*). Posto dunque

<K«,<')=
/(tgM~(!M–COtM~(~

t

la (24) diven

j\ (tg CMu
du cot

âÿ

la (24) diventa

.senh'~c.sh'6.enh~ s + R' cosh~ b
senh'

dF -F' ft
senh$~

~`~o
senh~'P

t*
-r~ senh~

1

e mette in evidenza l'elemento lineare di una superficie dt rotazione.
Per equazione deUa curva meridiana si pub prendere

f=RseNh&8enh(~),
W

ove si ponga

cosh
~)

==coth y, senh =a
W W senhy

Si ha cosi appunto ii sinusoide iperbolieo de] §. 269 e si noti che
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il valore di

T~Rsenhtcosh~)

combina appunto con quello del raggio delle sfere associatenel teorema
del citato §. Riassumiamoi risuttati ottenuti nella proposizione:

Se le <~«6superficie~Mt«~<M/efM/Mfe<«'(8, 83di )'<~MR sono<?e~<e

l'una dall' altra COtK&OMtKf&)<J<M!~<M/b)'M<t~:0<~~«'rOMeM<eMMtM~ttM/'tC

00~a<e <?J?(ÏC~MM~Bfj,,B- fK~M~tMpunti CO/V~OK~K~ S, 8,
si MMOM~tMM<?tMtpunto C/<e<~SCMW<M!aMtpef/Meapplicabilesul $W«-

M~ iperbolico

t''=-R8enh&aenh(~)

e sfere descritte con centro in Moe con raggio

T=R8enh&co8h(~
\n.'

/«tMMper le ~)M~e dell' invillsppo/~ec<sa~)~ S, 89.(Cf.§§.266 e 390).

§. 399.

Le trasformasioni immaginarle di B&Cktandper le saperBoie

di oarvatura. oostfmte positiva.

Veniamo ora al caso più iatoressante, al caso cioè delle superficie
a curvatura costante positiva. Per queste le trasformazioniMHtp!Mdf

Backlund sono sempre necessariamente immaginarie, corne già risulta

dai teoremisulle congruonzepseudosfenche(I, pag. 323); ma se si com-

binano fra loro due ta!i trasformazioni immaginarie coniugate,secondo

il teorema di permutabilità, si ottiene una trasformazionereale. Conviene

quindi che cerchiamo in primo inugo le formole delle trasformiMioni

elementari di BacMundper una superficie reate S a carvatura costante

positiva~
e combiuando poi opportunamente due tati trasformazioni,

facdamo spat'it'e gli itumaginarî.
L'elemento lineare della nostra superficieS, nppUcabitosulla sfera

di raggio R, sia dato dalla (1) §. 392 (pag. 436)

(25) <&<= ? (sotth*8 < + cosh'6 ~')
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essendo M,v le linee di curvatura e

(26) ft~RcothC, f,==RtghO6

i raggi principal: di curvatura.Ritenendo per la superficie 8 le conBuete
notazioni della teoria g''nerate,scriviamoin primo luogo le corrispondenti
formole fondamentali (§. 254)

~==B8enh8'X, ,~==RcoBhOX,

=Rsenh6XI

,=RcoshfJX,

~==-=~hex.(27) v
cosh8

X, ~t6~avXa 3t.=
cosh6 XI

.seuh6X~.Benh6X.Xe av loï av =sen X,.

Per ogni punto M di S conduciamo,nel piano tangente, un segmento
Mtf di lunghezzacostante = A,e sia y il suoangoto d' inclinazionesulle
linee v. Cerchiamodi determinarela costante k e la funzione incognita ?
di u, v, in guisa che per la superficieS' luogo di M' abbiano luogo le

seguenti proprietà:
1.' il, segmentoM M' tocchiin M'ta S' cornetocca in M la S (cioè S'

sia la seconda falda focale della congruenza MM').
2.' Sia costante l'angolo delle duo normati in M, M'.
Per le coordinate di M' abbiamo

(28) ~==a!+A(cos?X.+8en?X,),

e derivando cott'osservare le (37), deduciamo

3~/ r 1

~'=RsenhO-A8en?A Xt+~cos?AX,-i!;co8pcosh6X,

(~9)

âu

(29)(29)
g~/ r -)

~=-&sen?BXt+Rcoshe+Acos?BX,-J!;8enysenh8X,,

avendopostoper brevità

._9?_98
3M

(29*)
â-v

B ~f-aa ·

'') Con ci&esprimiamoche nella eongrMnjMtgenerata dai raggi MM'6
costante la dittanM dei due fhocMM,M', ed insiemequella dei punti MmiM.
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La prima condizione imposta si esprime cott'annuUarside! deter-
minante

ohé si traduce per le precedenti neH'eqaMtone tineare fra A e B 0:

(30) ~senysenhQ A-~cos'pcosh6B='R(co8'?coBh'0+8en'y8onh*6)

La nonaate in M'alla S' deve essere perpendicolare alle dae dtre-
zioni che hanno i coseni rispettivamente propoMionaUa

Se indichiamo con X' Y 3,Z',i eosen: di direzione della detta nor-

male, avremo dunque:

e formole analoghe per Y', Z', indicando con p un fattore di proporzio.
natita. Ma, per ipotesi, deve essere

e quindi

essendo o mi&costante. Da queata e dalla (30) si trae, avendo riguardo
ai valori(29*)di A,B:

(SI)

Si ricordiche X, Y, Z~ 1.

9«' 9« 3M

3f 9« 9p

9« 9« 1 3«
a~ ~-y .<

'y–~f.Y Y,Rseny8enh8-AA.,rA }==& son At ces ? X. -+- X))
). &cosycosh6 'J

SX,X'=.costante

Rseny senh9–AA
%C08?C08h89

9y 99 R
g–g.. == sen senh 9–c ces pcosh 6
au~'av k

9v, 98 R

g-+g.= cos
cosh e–c sen senh 0.

X, Y, z,

X, T~
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Derivando la prima di queste rapportoa v, )a seconda rapporto adu,

e sottraendo, col ricordare che e è una soluzione dell'equazione fonda-

mentale

?te ale
(A) ~+~==-senh6cosh8,

ed osservando le (31) stesse, ottenlamoper la condizione d'integrabitita

la t'etaxione:

RI
+(32)

e'4~+lr=o
0

fra le costanti c, A, cio che dimostra essere la trasformazione secessa- L)

~'<e[m~eimmaginaria. Per soddisfare la *(3ii)poniamo
'(

c==senh~,
R

,==tcosh' 1? )t

indicando con 9 una costante arbitraria complessa. Poniamo ittoltre

?==~9,.
indi

sen~==cosh6t. co8y==–~8enh6t
n

e le (31) assumeranno !a forma

'== senh cosh8senh6; cosh senh0eosh6)

(B)

¡:

a Il
t = sen11?c08116senl16\ ¡..cosh ? 8enh 0cash61

<
)-- ~-==

cosho cosh8senh61 sonh senh 9cosh6..tyP3v! CMau
= cos11 cosh6senhal senh., senh 6cosh61

Soddisfacendo9alla (A),queste formano,rispetto alla funxione inco-

gnita 0,, un sistema illimitatamente integmbile ed eliminando da!)e(B)

per derivazionc 6 anzichè8;, si trova subito che 8, c alla sua volta una

so)uxio!tedell' oguazionefondamentale(A).Sottanto,mentre la 0era reale.

!a 9, 6 necessariamente immaginaria.
Si constdcn ora la superficie (immnginarin)S'; per essa le (28), (29)

diventano:

~9) ~senh8,X,+tco8h8,X,
B

~do) ;p==a?–K
MShOt '(
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<9'/ <

g=='
R senh9, ("enhCsenh 6, -)-tgh i cosh9cosh9.)X,

–<(senh 6cosh9, + tgh-3cosh6senh 9.)X, + X, j
COSutn )

(34)(84)
–== E coshOt -i (cosh &sonh9, + tgh senh coshCJX. +

+ (cosh6cosh6. -)- tgh senh senh 61)X, -H X,

Di qui, per l'elemento lineare a~ di S' deduciamo

= R' (senh*6. (i~ -)-cosh'9.

e siceomeCi soddisfa la (A), la curvatura dellaS' è Mtoorac Si os-

servi poi che dalle (34) seguono pei coseni di direzione

X' 1 Y Z't,

della normale a S' le formole

v/
cosh8. X)+1 senh 9,X, +senh o X,tgO) A *==

coshoa

Se ne deduce

(86) S~X,=tgho,

e si osserverà ancora che si ha

(~) MM~==~==-
cosh'o

§. 400.

n teorema di permutabilità.
<t

Una trasforma~ionosempliceBa di B&eHundfa derivareda una super'
Scie reale S applicabile sulla sfera di raggio R una nuova 8Mpet'8cie
S' della stessa natura, manecessariamente immaginaria.Ma consideriamo

ora due trasformate 8;, 8, di 8, contigue ad S per due trasformazioni

Bo,,B~ di BacMund a costanti (reali o complesse)tt, diSerenti. Gli

sviluppi analitici relativi al teorema di permutabilitàsussistono eviden-

temente inalterati ed esiste per cio una quarta superficieSa,pienamente
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detei'Munata, delta stessa eurvaturaK– i
~.econtiguaaUaStperuna

trasformazioneB'o,,alla S, per una B' Convieneinnanzi tutto che tro-

vinmo, in termini finit!, questa quarta superficie89. Siano M, Mt,Me,Ma

quattro punti corrispondenti diS, SI,S,, S,; indichiamocon~ le

coordinate di M(, con

X! 1 Y~ Z!'

i coseni di direzione della normale alla S; in M) e notazioni analoghe
teniamo per le altre due superficie S,, 89.

Dalle (33), (35) avremo

pSenhetXt+tco8h9tXt
coshcosh~

(37)
8enh0,XI+ i cosh0,X,

senh 9, X. +1 cosh 9, X,N! R
cosh't

YC) cosh 01XI+ i senh 01X,+ sonho;X~

cosho.
(38)

Y'o cosh 8<XI +1i senh6:X, +senh~~
cosho,"

dove 9(, 8<sono tegate a 9 dalle corrispondenti equazioni(B):

(~9)

l
+~ = sonh'!) eosh0senh8;+ eoshOtsenh 8 eosh8;

(39)

t CM Cf

(39) J go gQ

'+:=-
cosh «t cosh9senh ') senho;senh 6 cosh6;

pp ct(

~+t = genh< cosh ') senh8t+ cosho, senh 8cosh 9,oK av
(39*)

= cosh cosh8senh 8, senh?, senh 8 cosh6,.cf c!(

Ora, per trovare le coordinatea~, del punto Madi 83,si osservi

eho questo punto si trova sulla retta M M, intersezione dei due piani

tangenti in M., Mt a S,, S<.Dalle (38) risulta subito che i coseni di

direzione di questa retta M Masono proporzionali alle quantità a, f),')f
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date dalle espreasioni

(40) a =. (senho, senh6, sonhi, senh6,)X) +

+ (senh '7, cosh0, senho, cosh 0,)Xe+ senh (9, ~) X:,

colle analoghe par p, f.

Dopo cio potremo porre, indicando con A una conveniente funzione

incognita:

(41) !==-(-A «, ~==~Ap, %=s<+A-r,

e A sarà da detertninarsi in guisa che risutti

Re $_
2~==- 2~cosh lit cosh 01

cioè

(41*) 2
A.+(~)j'=-J~ ~(~)L-h 0, cos °1

Sottraendo le due ultime, coll'osservare ohé si ha

~a~ cos ci cosh' 0,
si ottiene

cosh oi cOBh'ae
8i ottïene

AS~(~=.R'
=

cosh'ttcosh'o,

Ora, avendo riguardo aile (40) ed aile altre

~( /8e)~h senh e,\ /cosh9t coshe,\xe xl
R~(senh61 sonh9~ Xl 3 (cosh

9, ho
Kal~cosh~+~cosh~cosh~~

ne seguepel cercatovaloredi A la formola

(42) A R -senh(o,-o,)_
(42 1

coshQtcosho, [eosh (8; 6~ cosh(ot "<'<)]

e sostituendo neUe(41) questo valore per A si avranno le formole&naK

riohieste, che de&niscono in termini 6niti la 89. Calcoliamoin fine la

fuuziune8~(«, v) che ngura nell'elemento lineare della 89

(43) a~==B'(senh'9,+eosh'6,<).

A tale oggetto ricordiamoche la Ss derivadalla 81per mezzo di una

trasformazioM B~, e dalla S, per mezzo di una B~. Dalla (88) risulta
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che, prondondo eonvenientomente9.j, potremo scrivere

-senh~X~'+~eosh~X~'

~==~+B-

,~senh~X?'-Hcosh%X?'
8~

X~
,+B– j

Dat confronte di queste due formole, osservando le (37)ed i vatori

effettivi per X~ X~ che seguono dalle (34):

Xf (senh 6 senh tgh cosh9cosh6,)X,

(senh9cosh9, + tgh f. cosh8senh8.)X,
+

X,

X~"= <(cosh0senh8. + tgh senh6cosh8,)X, +

+ (cosh6cosh0, tgh Otsonh8senh 6,)X, + ,(~~

colte analoghe per X?',X~, ne dedactamo per determinare le due

formole seguenti

n~h~ eo8h(-'t-o,)co8h(a,-6ji)–l
cosh ~(e.-9,)-.eosh~

.~m a\ senh (0, o<)senh (8. 0~

8enh(9,~)

La loro compatibilità risulta d'attrondo confermata dal qaadrare e

sottrarre i secondi membri, con che si ottiene l'unité.

AUe due precedonti possiamo sostituire l'anica bon semplice (Cf.

§.384)

(0
tgh(~).tgh(~)c.th(~).

Ed ora, se deriviamo rapporto ad « e v questa formola, facilmente

veniamo a verificare che 8, è legata a 6,, 9, dalle rispettive formule

della trasformazione dt Backland:

( + = senh o, coshe!.senh 0, + cosho, senh cosh8,

t

CM dC
= sonh a, cosh6~sonh6, + cosha, senh 9~cosh9,

-i. ~= -eosho,coshe,sonh9t–senho,senhe3eo8h8,
cf cM
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( senh~cosh~seuhS~ ~cosh~senh~c~shO,<7H- ~V

(44*)j(

+ 5" = eosh0.cosh senh e, senh«tsenh cosh0,ff CM

Queste formole si ottengono daUe (39), (39*) MamMando6 con 9;

e «t con Esse contengono,comederivate dalla (C)e dalle (39),(89*),

l'eBpt'essioneanalitica del teorema di permutabilità nel casoattuale.

§. 401.

Oomposiztonedi due trMformMiont immaginarie ooniugate.

Le due superficie S., S,, contigue per trasformazioni di B&ctdund

Bj,, Bj, alla superficiereale S, sono sempre immaginano, ed in gène*

rale sarà pure immaginaria la quarta superficie S, dei teorema di per-

mutabiHtà.Ma,se prendiamoS<in coilvenienterelazione con8;, potromo

far si che questa quarta superneie 8t riesca nuovamentereale.

Ed infatti, essendo o, una costante complessaqualunque,sia 0, una

soluzione (complessa)delle (39J. Se, indicando eomt.~te qusintità co-

niugate di ft, 8t, poniamo:

o,=-ot 1 e,=xt-8,,

vediamo che 6, 6 una soluzione deUe(39*) e, a causadeUe(37), le due

superficie 8~ S, sono immaginarip coniugate. Le formole (40), (42) di-

mostrano poi cho le quantità

« p 'f

sono tutte reali, e per le (41) è quindi anche reale la superficie S~.

Ct6 risulta attresl confermato dalla formola (C) che diventa

<c.,
~(~C.~).

(0*) tgh 7 =
tgh 2 tgh

--2

essendo evidontemente la quantità del secondemembroreale e minore,

in valore assolnto, de!)' unita.

Per presentare le formole sotto aspetto reale basta separare nelle

formoleprecedonti il reale datt'immagînario. Se si pone

~==0-(.t& 6t==:M-{-t~, >
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la (C*) diventa

tgh~tghatghM

e, calcolandodalle (41) i valori di si trovano subito le formole

seguenti

m) ?.==?+2R_senhacosh~ X2
(8enh'a+cos'&)(senh'a+cosh'M)~

X (senh a cosbsenh Mcos + cosha sen b cosh Msen ~) X, +

+ (senha cosbsenh o sen cosha sonb coshMcosy) X, +

+ senh wcosh M
Xe

1

colle analoghe per Queste ci definiscono, sotto forma reale, la

superficie trasformata 89.
Le funzioni reali M,y risultano definite dalle (39), che separando le

parti reali ed immaginarie e ponendo per brevità:

A = senh a senh 9 senh M-j- cosha cosh8 coshM

B = senh a cosh6senh M+ eosha senh 6 coshM
(48)

C ==:senh a senh 6 coshM+ cosha cosh 0 senh M

D = senh a cosh6 coshM+ cosha senh 8 senh M

danno luogo al sistema

= co8&Bco8y-8en&Ason?,~+~ = cos6.Dsen~.sen&.Ccos?

(46)

a(l) a~ aa

~M 9~ 98
~= -sen6Bcosp-cosfAseny,c -sen&Dsen?+eo8&.Ccos?.ef cM

È questo un sistema di equazioniai differenziaUtotati per m,y, che
è illimitatamente integrabile, qualunque siano le costanti a, b.

Eseguendo sulle variabili <t,v la 809titNzi(meortogonale

(47)
u = «'cos~+t/sent b

(47)
v b sl senb -f. tlsenbfa -M'sen6 + </co8&
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le (46) possono scriversi più sempUcemonte

/~M '9m

(4e*)
tg.<==Hco8y g,==–Aseny 'P

(46*)
~9?'P 96

Sdn"'j'
9? M

= 0 cos
~+~==Dsc.n?, ~~Ccos?,

e queste corrispondono, nelle nuove variabili «', < tttte (46) stesse ove
si faccia b ==0.

Se ricordiamo (§. 394) che la soatitazione (47) equivalead una tra-
aformazionerenie di Bonnet-Lie, vediamo che le nuove trasformazioni
rea!i deUe superficie applicabili sulla sfera possono ridursi, applicando
una trasformazione di Bonnet, al caso particolare in cui b = 0, e di
queste speciatmente vogliamo ora occuparci.

§.402.

OMOin oui le normali a S, 8, in punti oorrispondenti s'inoon~raM.

In altro modo possiamo caratterizzare le particolari trasformazioni
di eui sopra ë discorso. Domandiamociper ci& se puo accadere che
le due«OMMo~oMa S alla ~o~on~a S, F<~t CMT~oM<~tM
<w<Mt<WHOcostoM~Me~e(Cf. §. 389).

Siano m tale ipotesi

(47) ~==a!-)-TX, y.==y+TY, ~=~+TZ,

le coordinate del punto M, d' incontro delle due normali. Poichè la di-
rezione MoM, deve essere normale alla M. M,, dovremoavere

(~) (a:t–a!,)= 0

ossia

S(TX,–Aa)(~-a~)=:o,
oinnno

a (~<) eso

Questa, avendoriguardoalle (37), (40), ci dà come condizioned'incontro

(48) senh (o.+o,) = 0

Per trovare il valore di T basta tener conto che la direzione M.M,
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deve essore normate p. e. alla M,M,, c!&che da la condizione

(TX~-A «) (A a+~-a',) =. 0

equindi

T~X,~==A~~ t ~(.)

Ora dalle (41*) itontnute t'istdta

A S < 2 =
2 <-< >

e per cio dalle (37),(40)

T senh (~-9,) == < (senh0, X,+1 cosh 6,X,)T seuh (0,-0,)
cosh~q

a (senh0, XI+ i cosh OsKt)

1D

=
senh6, (senho,senh 8, seuhtt senh 0,)C080~t

cosh6, (senh''), cosh9, senh')t cosh9~

e in fine

m R [senh senh o, cosh (e,-6,)]

senh~-e~

Ma nel caso nostro spéciale, in cui 8, è reale, si ha

Ot=='0+;& 0<=-0+t&

8)'=='<o+ty 6,=Kt–t)+~

e la condizione d'incontro (48) diventa

8enh(2~)-=0
0

sen (2 6) ==0

Senza atterare la generatita possiamoquindi fare

b = 0 owero ==

poiehô, per le formolefondamentati(39), 1' attmentodi &dt un m~tipto
di equivale a cangiare 6, di un equimultiplo di i.

Distinguendo ora i due casi

l." 6=0 3." 6=~, 2
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avremo eorriapondentemento dalle (49)

T ==R tgh <t tgh M per &==0

T = R coth <tcoth M per !"= 2i.

Esaminiamo ora la superficie So luogodol punto M, d'incontro delle
normali corrispondenti a 8, 8s.

§. 408.

La auperaoie So luogodel punto d' inoontro delle normali oorriepomdontt.

Vogliamo om calcolare l'elemento lineare della detta superficie S,

per dimostrare che essa e applicabile sull'ellissoide di rotazione a!!un-

gato o sull'iperboloide a due falde, seconde che ci troviamo nel primo
o nel secondo caso. Cosi veniamoa provare che le attuali trasformazioni
delle superficie a curvatura costante positiva, composte di due trasfor'
mazioni immaginarie coniugate di BacMund,coincidonocon quelle che

già at§. 310 abbiamo dedotto dall'inver8ione dei teoremi diGuichard.

1.° caso; &=0.
Abbiamo

T==Rtgh<ttghM

e le eoordinatea~.y,, del punto Mo d'incontro di due normaUcorri-

spondenti a S, 8, sono date da

(50) a~RtghatghM~, ~=y+Rtgha tghNY,,

.fe== + R tgh o tgh MZ,.

Le formole (46), essendo b ==0, diventano

9M 9M

(s1)
~=Bcosy ~=-Asen? p

(51)
at~ 1 atl

3? 38
't r. cOS'1:

f~+~==Dsen?. ~==Ccos.f. T

Ora derivando le (50) rapporto ad M,c, osservando le (27)pag. 462

e le (45), otteniamo:

R ~B
y senh a ?M3.1:0'i

R côsh

B

coshwX'

coshacoah* wâu
1

}3<t17$ cosh<tco8hM ~eoshacosh'N9«

~=R A senha 9M.-
¡Sf

=
cosha cosh M cosha eosh*M9o
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e quindi

~Ea&i.
ds~= dxô-1-dyo+d~

cosh°a coslitw (g9 dt~+A'14V~+
-h'-h4

d°'9

Ora, a. causa delle (51), si ha

(") B cosy << A sony(<p d'M

e d'altronde anche l'espressione

Bsenyd'M ~Acos~~p

è, per le (5).) stesse, un diSereMiate esatto. Ponendo

? B8en'paf«+Acosyd'e==~

e quadrando e sommando le (<:),~) si ha dunque

B'f<tt'+A'=dM'+~

e per ci6

~R'J~+senh~ d 11)'+ io
( cosh'acosh~Mw ~cosh'acosh'M

Questa pone in evidenzat'elemento lineare di una superficie di rota-
zione, e si vede subito che per curva meridiana si puo prendere l' ellisse

~'=='Rtghm, y~cosh? coshM

D corrispondente eUissoidedi rotazione allungato ha il semi-asse

maggiore= R ed il setni-asse minore
==

Cosi adunque la super-cos a
ficie S. è appllcabile sull'ellissoidee paragonandole formole attuali con
quelle del §. 259, si riscontra facilmenteche le due superficie a curvatura
costante St Sa sono quelle associate a S<,secondei teoremi di Guichard.

b
r.

8." caso <&===A

Abbiamo allora

~==:a!+Reoth~cothMX9, y.y ~-Rcoth~cothmY,,

~==<rRcoth<t cothoZ,,
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!)0

e le (46) diventano

9M 9M

(61 f ..=.-ABeny
~==.-Beo9v

?1*)
~=-Asen, h=.-Bcosrp

/9y 38 9w 38
;~+~-C~y >

~Dseny.

Nerieulta

~nL A Y
coshaa 3M~)

9M
=

(senh ? senh M
1

senhasenh'M 3 u )

axossR!
B cosh a 3M

9c ( senha sonhm senha senh*M9
e quindi

~R.A'a!«'+B'a~
coah'ra

aenh*a senh' M senh*a senh~<a
d`~'

Ora anche l'espressione

Aces <!« Bsenf <!<'

è un differensiale esatto, come

Ason p ~M+ B coe y <j'e == d~,
onde ponendo

Aeos y d~ B sen y <? *= <~

e quadrando e sommandosi ha

A'<~+.B'd'p'=<+<J!

Per l' elementolineare di8. abbiamo dunque

R. t Mnh'
M+

cosh'<~
<~ )

-0 ( senh*a senh*M senh'.asenh*M)

Questo appartiene alla superficiedi rotazioneche ha per curva meri-
diana la curva

R
~==BcothM,

< senhasenhm

È questa un' iperbotoide a due falde di semi-asse trasverso = R e
T)

di semi-asse
coniugato.

Anche qui (Cf.§. 259) le due superficie

a curvatura costante S, S, sono quelle associate alla deformata So del-

l'iperboloide, seconde i tooremi di Gaichard.
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§.404.

Paragone colle formole d'iaversione dei teoremi di Guichard ftl §. 310.

Allétrasformazionireali délie superficiea curvatura costante positiva
del §. precedente siamo già arrivati per altra via, al §. 810, trattando
della inversione dei teoremi di Galchard. Ed ora vogliamo paragonare
le formole attuali con quelle del §. 310 per vonftcarne l'identita, ci&
che costituisce una nuova confermadella identita, delle corrispondeuti
trasformazioni.

Nel citato §. 310 la trasformazioneera analiticamente definita nel
modo seguente. Indicando con <t',W due funzioni incognite di M,c e f
una costante arbitraria si determinavano< W dal sistema simultaneo

(E), (E*) pag. 244; queste nelle attuali coordinate «, v, essendo

<&'==R' (senh'0du' + cosh'e

diventano
D~=D"==.–R8enh9cosh9,D'=0,

9 1 9~\ 36 1 3't'g
(senh 8 ~u)-

a6

1 8 + (r "-1 )senh 8c~ R cosh 8W
~~senhe~r' c.8h8~h Ranh ats af1 cosh6 av

(52)

0 1 9~

9<senh8 3M/ co8h~9e

9 1 3~\ 38 1 9~
_1coshe~-Rsene

~~fe~r"~ 8ënhe~+(-f-l)co8~<1fRsenh6W.

(53)
gW1

wth0Lq>
aw 1 tgh0L(P(58)

A queste è da agginngersi Fequazione(F) pag. 244

(54)
1 ra<l»1 1 ~eI»' (y 1) 7il,we

~+~&

Scelte4', W in guisa da soddisfare questo sistema.di equazioni iUi-
mitatamente integrabile, si aveva la corrispondente superficie trasfor-

mata S' a carvatura K ==
M

dalle formole (50) pag. 246

~~(T-D~w~ wx.+v~'ï')).
t

i:
mentre per la superficieS, luogo del punto d'incontro delle normali in r
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punti corrispondenti aUe S, S', risultava dalle (48~ pag. 242

ci>
xs.~X,.

Per stabilire il conû'onto colle formoledel §~précédente, dobbiamo

porre, seconde le (47)
<b

.T
~i.

Comineiaudodunque dal primo casob ==0, avremo

4'

~'==–Rtgh<~tghM
cioè

(M) W==–~cothctcothM<t'.n

Sostituendo questo valore di W neUe (58)ed osservandole (61), ne
deduoiamole formole

senhScosw.
cosh a. 4'

9p senhM
(56)

9~' co8h6sen~,
~-==–co8h o. 4*,CM sennm

dalle quali si ottiene 4*con una quadratura, osservando che, a causa
délie (51), l'espressione

senh 0cosy ~M cosh08endv
6enh<o

è in effetto un differenziale esatto.

Confrontando le (56) colla (54), si vede che basta prendere

Y== aenh*<t

perchè quest'ultima risulti soddisfatta.

Dopoci6 si constata facilmenteche sussistonoaltresl ie(62),quandof
abbia il valore precedente. EJ in6ne calcolandodalle (55) i valori di

si confermasubito ehe esse coincidonocolle(D)§. 401(pag. 460),
ove si facclab ==<0 e definisconoquindi la medesimasuperficietrasfor-

mata 89.Resta che consideriamoil secondocaso
&='

Attora dobbiamo

porre
4)

== R coth a
coth M.

w
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Procedeado come aopra pel caso ~=.0, si vedrà ehe 4' è deSnita
con una quadratura dalle formole:

a~ euhesen
~==senh.

(56~

¡

nh sanh
sen

cu
j

coshCcosy.
""ij-5-=!=seah<t–<P.3f eoshM

Confrontandoqueste colle (64), vediamo che si deve qui attribuire
alla costante U valore

'T'=='cosh'<t

§.406.

Permutabilitt delle nuove trastbrnMMdonioeUa trMibrmMione

dtHMzidakis.

Andiamo ora ad esaminare le relazioni che intercedono fra le nuove
1

trasformazioni delle superficie applicabili sullasfora e la trasformazione
involutoria di Hazzidakis.

tRitornando per ci6 alle formole generali del §. 399 per le trasfor-
mazioni (immaginarie) di BMdund, applicatead una superficie S di our-

vatura costante K = deSaita dalla (25) pag. 451, consideriamola suaRI' s
trasformata S di Hazzidakis il cni elemento lineare ë

= R' (cosh'9 du' + senh*9 <?*)

Sia ora S. una trasformata di Baekiund della 8 definita dalle for-
mole (88) pag. 464

~senhetX,+<co8h8iX, ~t='iC-'JK–cosh0

dove la 8t è legata alla 8 dalle formole (B) ibid. Consorvando a 61il

medesimo significato, ed indicaado coi simboli

!C,Xt,Xt,X).

le quantità che per la 8 sono le analoghe deUe x Xi, XI, X,
si vedrà che ove si ponga f

Dcosh~'Xt+ tsenhOt X, c
a!t==a:-t- Jtt

SMNo
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e ana!ogamente per ae rtstdta definita una superficie S, tnMfof-
mata di BacMund della 8. E infatti, derivando le preeedenti, si deduce

9~)
== R cosh6t (cosh 9cosh0, -t- coth o senh8senh 6,)X. +

+1 (eosh 0aenh + coth osenh 9 eosh6.) X. X,j

9~) (

==
R senh

8,
i (senh 6coshC;+ coth ocosh6senh0.) Xi

(senh 6 seah8, -)- coth a cosh8coshe~ X. senh X,

e quindi
8Mtho

e qu!ndi

+ + == B' (Msh'Otd~+senh'etO~ 1

inoltre pei coseni di direzione X~ Y~ doua normalealla avremo

~) sonh X't + tcoshOtX~ cosho~
~C,senh 0

Con queste formole si verifica subito la proprietà aaserita e di più
vediamo che le due superficie St, S, sono alla loro volta associate per
trasformazionedi Hazzidakis.Possiamodunque dire che la trasformazione
di HazzidaMs cangia una coppia qualunque (S, SJ di superficieapplica.
bili suUa sfera, tegate fra di loro da una trasformazionedi Baddund, in
on'altra tale coppia (S,St).

Se applichiamo questo risaltato alle quattro superficie

8 S,

de! teorema di permutabilità (§. 400), vediamoche la trasformazionedi
HazzidaMs le cangierà contemporaneamente in quattro superficie

S S,

nelle modosime relazioni fra loro.
Con un calcolo del tutto anatogo a qaello esegoito nel §. 400, tro-
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viamo che la quarta super&cie89 è definita dalle formole

<%==«!-}-A «t ~==*y+A~ f <,t==~-t-3J~, f
dove

_senh (o,)_
senh <tt senho, ) cosh(ot–o,) cosh (8. 8~ {

« = (coshotcosh9,- cosho,coshe~Xi+~coshot senh9, -cosho, aenh6,) ~+

+8enh(~-9,)~

e f hanno espressioni analoghe.
Consideriamo parUeoktmente il caso pi&importante per noi in eui

essendo (§. 401)

o,==: f e,==,)tt– ï

la quarta superûcie è reale. Ponendo come al §. 401

Ot==«t+<.6 f ~=m+~y, f

e separando il reale dall' immaginario,le formole cho deûniscono la 89
diventano:

/D~ ~t-aR_senhceosha_(D*) <% -t-
(senh~ + sen~) (coah'a + coBh'M)

X j (cosha ces bcosh Mcosy + senha sonb senh Msen cp)X', +

+ (senh a son b senh Mces cosha cosb cosho sen y) X, t-
.r

+ senhMCOshMXs

e sono da raSrontami colle (D) pag. 460 che danno la trasformata S;
di Hazzidakis. Ancor più in particolaro, supponiamodi trovarci net caso
di quelle trasformazioni reali che corrispondonoall'inversione dei teo-

remi di Guiehard,le normalia duesuperficietrasformate S, Sa (o S~~) in

punti corrispondenti incontrandosi costantemente. Avremoallora (§. 402)

&==.0 o
&==~.

Fissiamo p. e. l'attenzione sul primo caso, Paltro corrispondendo a

scambiare le due coppie(S,8~ (S, S~. Si e viatoal §.408 che, indicando con
L

<%==<t!+TX, f y.=y+TY, f <.==~+TZ, i

c
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le coordinate del punto ove ai incontrano due normali corrispondenti

aUtS,Sj),Biha

T==.BtghattghM.

Con notazioni analoghe per la coppia (8, troviamo invece

T ==R coth a coth m,
onde

TT==.B'.

Ora, come si è visto al §. 402, la superficie 8. luogo de! punto
M. s (a~y, ~) è applicabile BuU'eHissoideallungato di rotazione,la cui
eUisse meridiana ha l'equazione

>
M R \R'

\C08h?/

e la superficie S, luogo di B~==(~) è invece applicabile sutl'iper-
botoide di rotazione a due falde, la cui iperbolameridianaha l'eq~zioM

?) R'
~JLV$)

`88nh )10=1.\aenh<t/

Troviamo cosi H singolare risultato che ad ogni deformazioM del-
!'mta quadrica ne corrisponde una perfettamente determinata della

seconda e le quattro falde a curvatura
costante~; dei dueinviluppidi

sfere associât! alle due quadriche, secondo i teoremi di Guichard, si
distribniscono in due coppie di superficie trasformate di Hazzidakis
l'una deiraltra. Notevole 6 altresl la semplice retazione

TT==B*

sopra trovata per i raggi T, T di sfere corrispondentinei due inviluppi.
Innne osserviamo che fra i punti delle due superËcioS., 8., appli-

cabilirispettivamente suU'eUissoideMe suU'iperbo!oide(p),vienestabiiita
dalla generazione geometrica stessa una legge di corrispondenza. Si
vede facilmente che la comspondenza cangia i sistemi coniugati di 8.
nei coniugati di S. od altresl le geodetiche de!i'una nelle geodetiche
deiraltra superficie. In particolare aile linee di curvatura (u,v) délie

S, S corrisponde sopra So, S. quel sistema coniugato che si conserva
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coniugatoquando la 8. si applica suU'eHissoide(et)o la 8,suit' iperbo!oide

(P), ed una corrispondonza della stessa natura ne risulta fra i punti
deti'eUissoide (a) e deU'iperbotoide(p); questa ë una projettivita.

§. 406.

Applioazione suooMsiva deUe nnove trMÎbnnMioni.

Le ricerche precedenti ci pongono in grado di estendere ai metodi

di trasformazione delle superficie a curvatura costante positiva le con-

siderazioni che abbiamofatto nel §. 885 sulla applicazionosuccessiva ed

iUimitata deUe trasformazioni reali-di Backlundalle superficie pseudo- )
sferiche.Per parsuadersene basta osservare ehe le con~gnenze snatiUche

dei teorema di permutabiiità restano le atesse (Cf. § 400). Possiamo t.

quindi condudere: Se per una NMpet~cte8 curvatura costante posi-

d~M~a

<~=.R'(8enh'8~+cosh'6<~).

MsannoMt~etfe coMt~aMe~e eg«<M'<OM~di trasformasaione(B) pag. 454

36
+ i ae senh 0coshsenh 81+ cosh 0senh 9cosh 81

(B)
a'+*a

'==senhocoshOsenhOt+coshosenhQeoshOt

*'5r'+ Tr° -coshocoshOsenh~–senhosenhOcoshOt
d<rP <~M <

per <«? t <M~ a~Koc<~aM<e<!OMtp!esMto, !'o~t<!<M'<OMeiM«!cesst<Mted

~MM<o<adM!e)t«OM<)'<ts~rm<MtO!ttaie s<(pe!~cMdi CMtDa<Mfoc<)s<OM<e

via via o~~MM~eMe&~aer~MK<tM<oMtM: a~eMct e di <<M~OMt.

Volendo timitarsi al casopiù interessante per le applicazioni di tra-

sfonnazioni reali di superficie reali, basterà supporre a a neUe (B) un

valore reale o== ? ovvero un valore complesso della formao = a + 2

(Cf.§. 408). In ogni caso, se insieme alla superficieiniz!a!e8 si conosco

anche la sua trasformata di Hazzidakis8, converrà sempreapplicare le

trasformazioni all' unao aU'attra superficie della coppia(S,S) con che

si otterranno le nuove superficie a coppie di superficie trasformate di

t
Cf. la mia notat &tpMtun problemaM<e«<walla <M)<(!<M&!<!e/bM)Mt-

z«Medelle«~pef~Me(Rendicontidei Uncel aprile1908)o l' altra jSM<e~Ma<!<<- L
o~ ooH~o~e<?a~M<M&MM(ibid.Aprile1908).
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Hazzidakis. Coal sopra ogni nuova superficie conoseeremoaltresl, in
termini nniti, le equazioni delle liaee geodetiche come corrispondenti
tUe linee d'ombra della trasformata di Hazzidakis.

Per constatare con un esempio t'utititàdeirisultati eoMegniti, ap-

plichiamole nostre formole a far conoacerole superficie iniziali di un

gmppo infinito di superficie applicabili sulla sfera le eut equaziont si

hanno in termini Sniti per funzioni ordinarie. Questogruppo corrisponde
all' analogodelle superficie pseudosferiche studiato at§. 387 (pag. 420).

Partiamo dalla soluzione evidente

C==0

deU'equazionefondamentale

9'6
6

9*8
+ 8onh0cosh0= 0.

+
+ senh 9cash6==0

La superficie8 corrispondente degenera ovidentementein una linea;
ma tutti i nostri sviluppi (§. 899 e seguenti) restano applicabili,purchè

assumano le funzioni

!c,y,<; X,,Yt, Z.;i X,, Y,,Z,; X,,Y,,Z,

di u, v in goisa da soddisfare le equazioni della tabella (27) §. 899

(pag.452).

Basta assumera per cio:

a; csO ==o .6'=!Rw

(a)
Xt=s–sen«, Yt=MS«, Zt~=0o

M
X< -0 Y~O Z,-l 1

X~ =3 cos w Ya'=' sen «, Z) == 0

e la superficie8 è cMl ridotta aU'asse deUe le sue normali sonole

normal! a questa retta.

Conformemente aHe ultime osservazioni del §. precedente, conside-

riamoinsieme alla S la sua trasformata di HazzidakisS ridotta anch'essa

atl'asse de!te e e corrispondente aile formole

? == 0 y ==00 ~==–B«

X, ==. 0 Y,<==0 Zt==–l
)

X<==–senf, Y,==cosf, Z, == 0

Xt==coso, Yt!==seno, Z;===0.
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Il sistema (B), essendo 6=0, si riduce qui a

36
S" 0senh01

3(t
i coohc $euh0

–t=.9enhe8e!th9i, g-'==~Msh«8enh8,

e si integra colla formola

tgh~- 9 =,~«Mnh<+<MBho.wv
2 1

dove la costante arbitraria moltiplicativasi omette porche aumentando

«, f di costanti si pub evidentemente ridurre es 1.

LMciando alla costanteo un valore complessoqualunqueo a + i b

e ponendo
9~~io-i-~==M+~

si separerebbe subito nella formolaprécédente il reatedall'immaginario,
ed applicando le formole(D), (D*)(pag. 460,470) si avrebbero anche, in

termini Mti, le equazionidi duec!assi di superficiereali applicabili sulla

sfera, trasformate di Hazzidakis l'una dell'altra, e dipendenti da due

costanti arbitrarie a, b. Da queste poi, con sole operazioni di deriya-

zione, si otterrebbe un gruppo infinito di superficie appiicabiU sulla

sfera dipendenti dalle funzioni ordinarlo.

§.407.

Bsemp!.

Noi ci Umiteremoqui al solocasob = 0, cioè ad assumeroo costante

reale a. Le altre superficie più generali di cui sopra è discorso si

ottengono da queste con una trasformazione di Lie-Bonnet (§. 401).
Avendosi

1,. «Mnh<!t+<cco8ha,

tgh~~=~

usenha+l1leoaha,

se si pone per brevità

«t==«8enh<ï, <'t=spcosha,
ne deduciamo

co8he,=-coth~+~.),senh8.

e quindi, separando il reate dall'immaginario,avremo le formole

senh«tCosh«t senhMiCOSWi
coshMcosp= -senhMcos?=Mnh'Mt+sen'Ct' semh'Mt+sen~t

(&)
coshcusen a co6h«)Senf) senficos~icoshMsenc = –senhMseny =cos

Mnh'M.+sen'pt' senh'«,+sen'e''
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da cui si ha intanto

(a) tgh wÇ, cos b~M

Rieerehiamo dapprima, nel caso nostro, le due superficieS. 8. appll'
cabili suireHissoide e sull'iperboloide di Guiehard, di ouiabbiamodette

in generale alla fine dol §. 405. Qui abbiamo

T=.Btgh.
CCBh

R coth cosh«i
COSCt

e quindi dalle formole

a!.=a;+TX~, y~y~TY,, ~=~+TZ,

~=~+1X9, ~'=y-t-TY,, ~=a'-t-TZ,

dedaeiamo,08servamdole(a)(a*):

(67) ~.Rtgh
~~cos~,

y~Rtgh.
~se~,

R.v

coshul coshu,
(&7*)~=Rcoth<t~~eo8~, y.=Rcoth~8enc, -R<t.

C08Ci C08Ct

Le prime formole deSniscono una superûcie S. applicabile suû'eUis-

soide di rotazione allungato i oui semi-Msi, principale e secondario,
hanno le rispettive lunghezze

B
"'C08h<

Similmente le (57*) ci danno ana superficie S. applicable sull'iper-
boloide di rotazione a due falde nel quale le hmghezzedei semi-assi

principale e secondano sono

R R

'senhor

Introducendo coordinate cilindriche

t.=y~+~,6=arctg~,
<,
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le equazionl di qaeste superficieS,, Se si scrivono semplicemente oosi:

)-cosh(6senh<t)~Rtgh acos f~~)roosh (0senha)=Rtgh
K

r cos (9 eosh <t) ~R coth ? cosh~Mr cos (8cosha) ==R coth a
K

È da osservarsi che le deformate dei paralleli dell'ellissoide od iper-
boloide di Guichard sono le linee T costante ossia r <='costante; esse

sono quindi descritte sopra dlindri circolari aventi per Mse t'asse

pesta ora che soriviamo le equazioni esplicite delle due superficie

89, S~applicabili sulla sfera ohé al ottengonodalle formole(D), (D*),ove

si faccia b= 0, e si abbia riguardo alle formole(a), (a'*),(&).Ma prima

ancora di far questo osserviamoche l'elemento lineare delle Se, 8, sarà

dato rispettivamente da

== R' (senh'8,du' + coxh' 9,

<&*===R*(cosh'9, du' + senh* a~)

e la fanzione63 di u, v sarà data, secondo la formola (0*) del teorema

di permataMUtà (pag. 4&9),e a causa del valore (e) di tgh M,da

<~ COSf)
~=~c.

n
Ora essendo

tgh
il prodottodi due funzionil'una délia sola «, l'altra

della sola v, no segue (§. 331) che la superficie S, avrà piane le linee

di curvatura « e quindi sforiche le v; la sua trasformata di Hazzidakis

8~ ha invece sferiehe le prime, piano le seconde.

Per le formole eSettive che danno queste superficie89,S, troviamo,

applicando le formole supenori:

_2R8enhNCos<'t_
cosh a cosh*«t senh*a (senh*Mt+ cos*<~){

X [cosh «t cos« senh a senh «. son «]

_aRsenhecosf,
xW

== eosho}cosh*«.+ senh' a (senh'M,+ cos'<)}

X [ cosh«. sen« + senh a senh«, cos «]]

_aRsenh'asenetCOSOt_
cosha cosh'«, + senh'e (senh' «t + cos'Wt){
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_2 R cosh cosh «.
J senh a C2R oosh a (senh' u, cos'v,)

XICa
senh a {cosh*«, + cosh'o (senh'«t + eoB't~)

X [ces cos + coaha sen sonc]

~*) jM;=,2Beoshacosh«t_( )
senh<t}co8h'Mt~cosh~(6enh'Mt+co8'Ot)i"

X [ coBft son p cosha sono, cosf ]

~'= -R«+_2
B cosh'a seNh cosh«t_

senh <t{cosh'Mt +cosh'<it(senh'~+ cos'f))]'

dove si è posto corne 80pr&

Mtc=!«senhe, Ot==~co8h<t.

È immediatamente visibile, dalle formole sapenori, cheper la prima
superficiele linee di curvatura u sono in pianiper t'asso ;e',per la seconda
invece le linee w.

Si osserverà ancora che sulla seconda superficie8,, quandosi attri-
buiscaallacostante cosh ? un valore commensurabite,le linee di curvatura
sferiche« sono aigebriche razionali.



CAPITOLO XXVI.

sistemitr!p!iortogoMitaeUospaziaeacMee

–M––

Le formole di LMMi par H~ H,, H,. Vatori det m~t priactpaM dt
carvetuM tn <m

Bt~mn Mpto ottogeMte, dei raj~t dl aetxtfeae etorafone delle carYe eeordfaate. LittM
dequid~totua ed tqnmtene del Ctytey. -1 etttetni etcUet oeaulatori di M dato ahtetM
triplo «ftogoattle. La tmtfotmMtoM dt CftnbeMtKe. Boempi dl ttotetnt MpU orto-
gonali. Le &mtt;IIedtL<M)ë aon taHettotia orto~onatt piaBe. -Loro derfvMioM par
trMfomiMtone dt Oombetcure dat atttetnt oMM. Le quodrtote & eontto eenfoeoU o
le oootdtnftte eUitttehe. Con'tBpondetM~ deUe nmtmtottehe aulle quadttehe dt NM
<iM)tt:Ue. Le eeogmetMte Mrm<Ute ee) falde sono qmtdrtehe eonfeetU. Le Unee geo.
detiohe <mtt' etU~otde. Qeedettoho uteeatt dagli ombetioM. Loro traiettorte ortoM-
iMdi.-TeoremtdiRoberteediHMt.

§. 408.

Il <b' di forma ortogonale e le formole di Lamé.

In questi ultimi capitoli ci proponiamo di studiare più da vicino
i sistemi tripli di superficieortogonalidellospazio euclideoa tre dimen-
sioni, ed esposte dapprima le proprietà generali di questi sistemi tripli
ne faremo poi l'applicazione a particolari sistemi tripli notevoli. n
nostro stadio in questo campo, che ha formatooggetto di tante ed im-
portanti ricerche dei geometri, sarà necessariamente molto limitato.
Per uno studio ulteriore il lettore consuM il trattato completo di
Darboux < di oui per ora non possediamoche il primo volume.

Gi&alla fine del Cap. XI (I, pag. 379 e segg.) abbiamo esposto i
teoremi fondamentali sui sistemi tripli ortogonali, in uno spazio curvo

qualunque a tre dimensioni,in particolare il teorema di Dupm-Darboax
(I, pag. 883) e il risultato di Darboux sec'mdo il quale se la famiglia
di superficie

~(~.y.<')=~costante

è una /s)K~M) di Lamé, la fuMione? (~ y, ~) deve soddisfare ad tm'e-
quazione caratteristica allé derivate parziali terzo. Si tratta ora di pro-
seguire questi stadî pel caso particolareche lo spazio Sssia uno spazio
euclideo.

f) 2~MMsur <M<y<<~MMorthogonauxet coordonnéesCMn~~Ma(Paris
GanthierVillars1898)
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Essendo ?,y,.?nm sistema di coordinate cartesiane ortogonali, sup-
pongasi di avère un sistema triplo di superficie ortogonali,i c<tipara.
motri indichiamo con M),«,, «~ che dia all'elemento lineare dello spazio
la forma

(1) '&'=~+~~t~Hî~tH;d'«;+H!af(4. ·

Le funzioniHf, H!, E~ di «t, M,,«,, corne sommedi quadrati, f sono

sempre essenziatmente positive, ed a scanso di equivoci diciamo una
volta per tutte che con Ht, H,, Ha intenderemo sempre i valori jp«M<tM
delle loro radici quadrate. Le funzioni Hh H,, H, di «,, «“ «, debbono
essere tali che la forma quadratica (1) rappresenti il ab*di uno spazio
a curvatura Blemanniana nulla, e per ciô sarâ necessarioe su&ciente

(I, pag. 76, 344 e 416) che i soi simboll di Riemann a qtiattro indici
siano identicamente nulli, cioè si abbia

(21, 18) == 0, (82, 21) = 0, (13, 82)==0

(12, 12)= 0, (28, 23) = 0, (81, 31) 0

Scrivendo per disteso queste soi equazioni, sviluppate per mezzo
delleformole (17) del §. 169 (I, pag. 844), troviamo il gruppo di formole

seguenti:

yH,~19H,9H, J,~9H.
3«,3w, H, 9M,9a, H, 9M,Sx,

f~ ~H'l~~j.l~~
3M~M. H, au, H.3~ 3M,

~~L~j.JL~
9«t9M, Ht 9M,9Mi H, 3ut 3M,

A~Afl
1 9Ht9H,

âu~tH~âu, ~+ (1.a~ ~+~~gâ~e 13«. 3«.~9M,~H,9«,/+H~

~R~ S 1~H, 19H~H,
~\H,~+~rB!at4o3% 3Uaif33usJHf3u¡3rt1

A
~~4.A L

n
9«,\H,~9<<t\Ht3Mj''HÏ9M,

Queste si diconole formole di Lamé, poichè furono stabilite la prima

(.)H'<+~'+~'(1)
\9M<9Mj~\9Mj
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volta daquesto geometracornecondizioninecessarle e seNcionti perchèM

<~=H;<~+H;<ih<;+H!(~

appartenga allô spazio euclideo.

Sappiamogià che, soddisfattele condizioni(A).(B)diLam6, il sistema

triplo ortogonale corrispondente è perfettamente determinato, a meno
di movimenti noUospazio (I, §. 160, pag. 346).

§. 409.

Triedro prtndpale e raggi principaU di oorvaitarn.

Note Hi, Ht, H: in funzione di «“ «“ «9,per determinare il sistema

triplo ortogonale cioèx, y, in funzione di «), M,,«3abbiamole equazioni
fondamentali di Christoffel(I, pag. 64), che qui assumono la forma

(3) ~==\'i~i~.(t) 1
3«.3«. ~~)3«/

<

dove r, c sono duo indici qualunque presi fra 1, 2, 3 e i simboli di
ChristoSel si riferieconoaUa forma quadratica

H}<?«Î+H;~+H~

alle medesime equazioni(2) soddisfano ancora y, <. Distinguendo due
casi seconde che f~~s f='N, abbiamo il sistema seguento:

1 3Hr
3a! 1 3H, Sa:

~9M.H,9M:3M:E[:9M;~

(4) l~H, H,3H,9a!

9«~H,3<t,~ H?9«.9M,H?9~9M:'

dove nella seconda s, t indicano i due indici oltre r.

Consideriamo ora in ogni punto («<,<<<,<<,)dello spazio il triedro

trirettangolo formato dalle direzioni (positive) delle tangenti alle Unee
coordinate «,,<<<<, rispettivamente, ossia dalle normali alle tre super-
ficie coordinate; questo diremo il Me~oprMMtpai~.Indicando con(XI,

Y,, ZJ, (X,, Y,, ZJ (X,, Y~,Z~ i coseni di direzione delle dette tre

MEsse non sonoaltroche le oquMiontdi WeingartenpelOMOattualeove
Ke=.0(Cf.I,pa~.414).
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81

tangenti priacipati, avremo

1 i 9y i
X'-n<~ ~"H<~ ~=H<~

("=1.3,8),

e le (3), (4) si scriveranno

JL~.Y ~1 9H.Y

(g)

3~ H.3tt, ~"H,

w =
at~r 1 an,1.

aH,X,

~JL~Y l~Hrv i
3M. H. H,

ed alle medesime equazioni soddisferanno

Y, > Y, Y,

Z.. Z, Z,.
H triedro principate si support orientato come la tema degli assi

wordinati, cio6 sarà

xi Xt X;

Y, Y, Ya ==+i.

Z. Z, Z,

Le (6) sono per le funzioni incognite X,, X,, X. un sistemadi equa.
zioni lineari omogeneeai di&renziaU totali. Lo condizionid'integrabilità
risultano identicamente soddisfatte, riducendosi appunto aile equazioni
(A),(B) di Lamé. Di qui 6 facilededurre nuovamentel'esistenza e l'utii-
cità del sistema triplo ortogonale corrispondente (Cf.I,§.58,pag. 124).

Le linee coordinate(«.), («,), («,)sono, pel teoremadi Dupin, le linee
di curvatura delle superficie del sistema tripto. Riprendendole notazioni
del §. 171 (I, pag. 378), denotiamo con

''<*

il raggio principale di curvatura della superficiecoordinata«~costante
lungola linea di curvatura («~ e per annonia collaeonveazionefonda-
mentale rispetto ai segni dei raggi principati di carvatura delle super-
Scie, diamo ad il valore positivo o negativosecondoche per andare
dal rispettivo centro di curvatara verso il piede dellanormalesi va nel
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verso positive o negativo della direziono(X<,Y<,ZJ. Dalle formolege-

nerali testè citate (I, pag. 378), ovvero dalle (5) attuali, deduciamosubito

ehe si avrà

.JL-JL.~
~*H<H~«<'

e, scrivendo per disteso le soi formole corrispondenti (date da Lamé),

avremo

1 1 aH, i.-JL~ 1 1 9Ht

~H,H,9Mt ~"H,H99«, ~"H,Ht3«,'
(7)

JL– i~~ L 1 9Ht J~ 1 9H,
H.H, H,H, 9M,

1
H,H, 9«,

ConformementeaHenotazioni della teoria delle curve, denotiamo con

ai P< 'r<(

')< t<

~< t~ vs

i coseni di direzione della tangente, normale principale e binomale

della curva coordinata («<) e con

p<à T,

i corrispondenti raggi di llessione e torsione; avremo intanto

(8) ct< X< i p<== Y, s ï == Z< ·

L'arco elementare <?<della («<) e

<&<es Hf a'M<

e se deriviamo le precedenti rapporto ad «<, ricordando le formole di

Frenet ed osservando le seconde (5), ne dodurremo

/<~ ~==–i ~==-.Z*i C~
Z<

p< ~< )'« p< ~< ~« p< ~< ~<

da cui quadrando e sommandorisulta intanto

1 1 i
1

i
~+~'(JI 9''k, TH
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Questa non è che un caso particolare della formolaatabilita alla âne
del §. 171 (I, pag. 379). Dalle (9), (10) segue poi

(11) ~=.±~-X.7~-X. ~==d:PLY~Y,''< '*< ~< ~<1

u__J.P<'7 T-P<'?V<e=± Z)
~« rxt

e si vede subito che varrà il segno superiore o l'inferiore, secondoche
la permutazione i k <degli indici 1 2 3 è pari o dispari.

Dalle formole di t'renot abbiamo

l=,Jk~
T, ~1~9~'

onde, avendo riguardo alîo precedenti ed aUe (5), si trae

1==4,~ ±A~
t

!LM
1

cioè
T< H, f,<3K<~J ~<~J)'

~±~arc~).i< tt<CM< \fjt</

Supponiamosonz'altro, corne è lecito, pari la permutazione i ke e

ponendo

cosM<c=:–lL gonm<!==!
~<f ~<

avremo

a cos M<X,sen M<X~ ?)<='ces ?<Y<-{-senM<Y~

(12)
c cos M<Z, +senM<Z~

\<c'sen<o<X,-cosM<X)t [<.<='8enM<Y<-co8M,Y~,

v<=senm<Z,-co8M<Z~

n significatogeometrico di ?< nsattadaquosteformoieateMe: esso
è l'angolo che la normale principale della carva («<), nel suo verso

positivo, forma colla direzione positiva della eurva («;) -e si ha

1 1 3~

T< HfSM,'

Riopilogandoabbiamo dunque, oitt'e te (7), le formole:
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1 1 jl ï ï t_
1

t 1 <~
1

tl3~==-i-t-~ -,=~
r-.1

.:+. ~<=~!+:~
pt r,) f,) f), p, f~ f~

1 1 3M, 1 1 3~ 1 1 9~
(14)

il, Z. 4 1 à ats 1
==

i4~T,==g;H~ 9~ T,=='E;~i 3«; T~H;ï~ 3~'

(18)) tg<==~" tgN,=~' tg~=~.15 tg (1)\
=

tg 011
=

tg (1),
=~)

§.410.

Unee d'eqiddiatNMa ed equasione del Oay~y.

L'etemento d'arco

d~==H,a't<,

delle curve coordinate («~ puo anche riguardarsi come la porzione {a&-

nitesima di normale alla superûcie«,, intercetta dalla succesaiva«t~
del medesimo sistema. 8uHa superficie «!)le linee

Hs ==costante

sono dunque quelle lungo le quaUè costantequesta porzione inflnitesima

di normale; esse si diranno per ci6 le H~e di egMMts~otM'odella super-
Me «3== costante'

Ora osserviamoche i cosoni di direzione della tangente alla linea

di equidistanza H~a'costante sono proporzionali ai tre binomii

3H3~_<'H,~ ~j~ ~L
3!<:3«)9Mt9«t 3x,9«t ~~3~'t

9H,<~ 9H,3<
9«,9<(t3«t9«,'

e quindi per le (11) a (ti, Ne deduciamoil teorema: La )t0two~e

FHKCtp~ di MM<tlinea coordinata («9)d'M'e«a secondola KontM~ealla

~M~~a~MM~M~

'') Solonel'cMe in oui &BMH; asaolutamentecostante(o fanztonedella
solaM~)le linee di equidistanzasarebberotndetMmiuate.Ma alloraavremmo

1 1 1
o

~-=-
1

~r''ria rr~ P.

e le linee coordinate(«~ sarebberorette,<M le superacie«~ parallele.
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OMerviMMdi più che la fonnota

1 1 1 /3H, 1 /9H,)

? "H? H?M +B?M~

che dà la flessione di questa traiettoria ortogonale si pub scrivere

(16)
-VA,logH,==\/A,IogM,

essondoAt Uparamètre differenzia!eprimo calcolatorispetto all'elemento
lineare della saperËcie «s~oostante ed eM, con coûtante Mnitesima,
indicando la porzione inûnitesima di normale allé superficie«9, intercetta
dalla succeasiva. È notevole 'che il teorema superiore, corne anche la
formola (16), non dipendono.dall'essere la famiglia «;==:costante una

famiglia di Lamé ma valgono per qualunque sistema di superncie e per
le loro traiettorie ortogonali, come per primo ha osservato Morera f.
Anzi aggiungiamo di più che esse sussistono in qaalunquespazio cnrvo
a tre dimonsioni, come facilmente si deduce dalle formole generali at

§. 166 (t, pag. 364) w.

Ma,nel caso nostro dei sistemi tripli ortogonali, la funzioneMdeve
soddisfare per la terza delle formole(A)di Lam6,aU'equazionedi Laptace

n?) JL~JL'<~
3«t9M, H,3«, 9«,'H,3~3«,'

Abbiamo già ineontrato più volte questa equazionoin varie ricerche
in particolare nella tooria dei sistemi ciclici (Cf. parMcolarmente§.278)

Bondicontidel R. Istttuto Lombardo,4 marzo1886.
IndioMamoraptdamentela dimostrazionecho si ottiene appMefmdola

formolo(81),(82)deUacttata pag-.864 (vol.I). Prendasi nello spaztoonrvo
il datosistema<?'di superaoiecomesuperficieeoordinatea~e lelorotratettorie
ortogonaliper Uneecoordinate(a~).Avremo

eMT& ~='<'U<~t'+S~<&+<~<&C',+~<

~-<&V~< <t~.y~. ·
Postonelle (83)aitate

~r cd~xt

ILI
~A

~'=="+° < 'd<
sometrae

dO 41 1 di di

(~1,8)

~'=0,
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e nel proMema di determinare le superScie aventi a comune con una

data tt9=costante l'immagine sferica delle tinee di curvatura. Nel aigni-

neato attuale, come equazione a cui soddisfa la distanza normale ian-

nitesima fra una superneie e la sua successivain una famiglia di Lamé,
6 stata data dal Cayley e si dira per ei&l'equazioue <?e!'Cby~.

La forma (17) di quest'equazionesuppone che le linee coordinate

siano quelto di curvatura. In coordinatecurvUineequalunque, denotando

nel soUtomodo le due forme quadratiche fondamentalidella super&eie,

essa si scrive comeabbiamogià osservatoal §. 273* (pag. 151)

Mu Mu MM

(18) E F & = 0

D D' D"
Possiamo dedurre di quinuovamenteil risultato (gia sopra ricordato)

di Darbom che il paramètre y di una famiglia di Lamé

<j)(iC,y,j)')=="~ir

soddisfa ad u&'equazionecaratteriBtieaalle derivate parziaH terze. Si

vede subito infatti che la distanza normale t ? fra la superScie della

famiglia e la successiva <p+<~è data da

1M=='

v~w

i

Sostituendo nella (18), calcolata per la super6cie y, avremo appunto
l'indicata equazione aUe derivate parziali terze. Di qui si ha &cUmente

tl risultato:

~!MC~ un StS~CMO00' <? SM~!e<e $!<t«M<t/<m~!M <KLamé W-

cessaWoe s<cMH<ecAe <!M<aM~KamM?etM~Mt~estMKt<? ogni <Mper-

~Me~Ka /<n)ti~!((t<!aNasMecesstws<x~t!<s~a!e(jft«!<f!tOtM(18) de! Ca~.

e qutndt
1 !n 9tog~3togM

?""A"T"
1

che 6 la formola(16)de! testogener&UzMta.Dai valoriauperioridelle?), eon.

eiderandoche le cestanti di direzionedelle Unee di equidistanzaM=costante

sonoproporzionaUa
91otfM 9tog-M

"r'
segue !'ortogOMHt&di questadfrezionoa qneUadelta normaleprincipalealle

Unee(a~ c. d. d.
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§.411.
SitttemidoUciMcalatort.

La coincidenza, sopra notata, deU'equazionedel Cayley con quella

che ha servito al §. 278 per la determinazione dei sistemi ciclici nor-

mali ad una superficie data trova la sua.espressionegeometricanel bel

teorema di Ribaucour:

Se in «M s<~eM<tMp~ <M~osaj'esi considera una sMpe~~Mc8 ds

uno <~ tre tM~ewte MMpunti di ma si co~M~eosoi circoli oseM!a&wt

ddle traidtone o~oMoH d'~ a~pef~cte<p<t~eMeK~a! medesimosistema,

la doppia ~M~ di circoli costruiti forma «MsistemacMtCO.

Diremo che questo sistema ciclicoè il sistema <MeM!a<M'edel sistema

dato lungo la superficie S.

Per dimostrare analiticamente questo teorema basta paragonare le

formole generali dei §§.precedenti con quelle che al §. 273 ci hanno

servito alla determinazione dei sistemi cielici normali ad una data

superficie. Consideriamo nel sistema triplo ortogonale («), «<,«9) una

determinata superficie «9==co8tante; la funzione Ha è una soluzione

deU'equazione del Cayley:

~==1~4.J
9~ 9M, Ht ~Ht3«t H,au, Sx,

Essondo il raggio de! circoloosculatore della curva coordinata («9),

ed M, l'angolo che la sua normale principale formacollalinea («;),dalle

formole alla fine del §. 409 si ha

1 /31ogH~, 1 /31ogH,

~Hïb~~h~P: H~r̀ ôu, } H: 3u, }

cosu~,
~3'logH, sen u~

pj)9togH:H$
co~=-~ se~=-g-Hl ôtcl Ift 3ue

Confrontando queste formole colle (V) §. 273(pag. 149), e tenendo

conto délie mutate notazioni, dednciamoil teorema enunciato.

Una dimostrazione geometrica del teorema di Ribaucour si rileva

dalle proprietà generali osservate al §. 326 relativa ai circoli osculatori

delle linee di curvatura. Se si considera infatti la doppia inmiità dei

circoli oseulatori delle linee («~ lungo una superficie«, ==costante, ne

risulta che associando questi circoli lungo le linee di curvatura («,) o
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lungo le (u,) si avranno due sistemi di superficie a linee di curvatura

circolari. D'altronde due tali superficieS., S,, aventi a comune uno dei

detti circoli C uscente da un punto M della «~= costante, hanno per
normali in M le tangenti alle rispettive linee di eurvatura («J, («~; dun-

que St, X, si tagtiano ortogonalmente lungo C. Dat toorema inverso di

Dupin segue ora che circoU C costituisconoun sistema cicUeo.

Da quanto abbiamo detto alla fine del §. precedente risulta poi che

la proprietà contenuta nel teorema di Ribanjour è caratteristica per le

famiglie di Lamé, ehe eioe: C(Mtd!M!!otMnecessaria e sM~c~~e o~Mci~
KtMtfamiglia (8) di «~er/M< sia «Mafamiglia di Zam~ <«K~oe~Mt

s«pe~CMS deKc serie < circoli <MOM!<~<~o~Me<ro!te«orM<M'<o~MtMdella

famiglia C(M~«~CaWun M~eMMtCta!~0.

La condizione è necessaria secondo il teorema di Ribaucour. Essa

è anche suSciente poichè, indicandocon n la distanza normale in6ni-

tesima fra la superficieS e la successiva,il raggio p~del circolo sarà

dato dalla (16) pag.485. D'altronde, riferendo la S alle sue linee di

curvatura, siccome quei circoli formanoun sistema ddico, dovrà la n,

secondo i risultati det§.273, soddisfare l' equazione(17) del Cayley e

pero la famiglia (8) apparterrà ad un sistema triplo ortogonale.

§. 412.

Le eqoMiOBi a derivate pertdfdi per la J~mzione
w '=' g(a!*+y' +~').

Per un sistema triplo ortogonalequalunque(«),«<,«9) indichisicon W

il semiquadrato della distanza dell'origine (o di un punto fisso dello

spazio)da un punto mobiledi coordinatecurviHnee«“ «“ «9, cioè pongasi

W=~~+~+~.

La W, considerata cornefanzionedi M),«,, «,, soddisfa ad un sistema

notevole di equazioni simultanee a derivate parziali del seconde ordine,

che ora andiamo a formare. Siccomequesto primo risultato è indipen-

dente dall'essere <<M,,«; parametri di un sistema triplo ortogonale, ma

Yale per un sistema qualunquedi coordinate curvilinee, supponiamoche

sia in generale 1--3t-9

&*==2~~<~

il dello spazio euclideoe ricordiamoche per le formole di ChristoBel
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le coordinate cartesiate brtogonati x, y, <'soddisfano&!sistema di aq~ta-

zioni a derivate parziali

(2p) <~ ~i~i
a~i auA 1

3

a ~u atiZ~==~h)~

colleanalogheper y, DaUa(19),derivando ed osservandole (20), si trae

9W_R~
S~

J~W~~g S'a; -~<~
~A 9M~9M~ <!W~<W~

0

9'W ~i~ w
(21)

as

auA iki
3W `~ ai,%

S~=~h~

Coi simboli delle derivate seconde covarianti queste si scrivono

(21*) W~==~ (t,&~l,2,8)

È questo un sistema di soi equazioni simultanee alle derivate parziali

del seconda ordine per W; esso illimitatamente integrabile, come

risulta a priori dall'osservare cheper un sistema iniziate divalori«i.t<t,«<

ai possono prendere ad arbitrio i valori di W e delle tro dorivate prime.

Ciô ai verifica anche subito direttamente aulle (21) osservando che

ne! caso attuale tutti i simboli a quattro indici

}~)

sono identicamente nnIU.

Ma supponiamo ora cho il sistema («t, «,, Ua) sia ortogonale,cioe si

abbia

e~=sH!, a<t=='0pert4=~'

Allora se si considerano delle sei equazioni (21) solo le tre che impli.

cano le derivate miste, cioè il sistema

3'W ~)~)9W
a~~a~l~s~~3Mt~~ l)9<ti')2j9!<,

9'W !23)3W.(23)9Wau~a,
â~+~s~a~3«,(2;9«,3;9M,

~W_(81)9W,j81)3W~`
l3fâ~'+'~1~3«,3<<,( 3) ( 1) 3M,
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ovvero, sostituendo ai simboli i loro valori eNettivi:

-==~Ht~4.?M~?V
9M,9«.~ 9M,

(0) ~~=~8~4.~2S~~3~9~ 9~~ 9M,

~Ut~Uaa_logH$au, a lagH,aw-=~j.~H'~
.~SM,

`
3Mi i~ 9M, 9M.

si vede che già per questo sistema le condizioni d'integrabilità sono
identicamente soddisfatte ''). La soluzionepiù generale di questo sistatM
(C) contiene quindi tre fanzioni arbitrarie di una variabile ciascuna,
potendosi assumere ad arbitrio lungo tre linee coordinate (Mj,(«,), («,)
uscenti da un punto, i valori di W (Cf.$. 209, I, pag. 481).

§.418.

Trttsïimnazione di OombesooM.

Applichiamole considerazionidel §.précédente allo studio di un'im.

portante trasformazione dei sistemi tripli ortogonali scoperta da Com-
bescure e ritrovata poi indipendentementeda Darbouxpel casogénérale
dei sistemi ortogonali neU'S~euclideo.

Il problema che conduce alla trasformazione di Combescure & il

seguente:

Dato un M~eNM (~<~OM<~e,<~Mt<o<Me /bMM<~e

~====a!(«i,M,,«,),y==y(<<<~«,), =<'(«“ «~<

Senzasupporreil siBtema(ul, «“ «~ ortogonale,basta supporreche si
abbla

M
'j~.

0

perchéle tre corrlapondentiequazioni

W~==<~ (~~
forminoun sistemacompleto.n sigrniacatogeomotricodeUe(.)6 q~MtochoMpr&
ciaseunasmpefHcte(«<)le superficiedeglialtridue sistemitracoianoun sistema
coniugato; si hanno allora i it&~em<MpMooK<~Mt«di Darboux sui quaUnon
poMiamotrattenerci nel teato (V.DarbouxT. III, pag.881,s. 8).

Annales de t' ÉeoteNonnateSaporienre.t.t. IV(1.' serie).
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<fOMMW MS MOCM<~

i!a/(w,, «,,«,), !y'(«h<<M,), j/==~(<<«,,«~

<~ che !Mo~MtpM~o (~ y, dello <!p(Mtole Mo~w< ~e a~~de
<? primo ~enM NMttMp<M~Me<~ C<MVtSp<W~e~nel pMK<0(~,

<6(!<M<!o.

Prendiamopar incognite le distanze atgebricheWt, W,, W,doit'origine
delle coordinatedalle tre facce del triedro principalenei secondosiatema,
cio6 poniamo

Wt==~X, +~Y.+j/Z,

j W~~X,
+/Y,+~Z,

W3==~X, +~Y,+~Z,,
onde avremo

(22) ~-W,X,+W,X,W,X., r

colle analoghe per Basterà determinare W., W<,Ws in gaisa che

riaultino

ë~
8)

proporzionali a

X<, Y<, Z<.

Ora se deriviamo le (22) rispetto ad M<,avendo riguardo aUe (5),
troviamo

f2~ 'L ~H,~ 1 9H,~ /3W. 19H,
jb+

_ax'~(âWf

i
aH,

1 ô_Hl~.itgs+~Vfa

1 â_Hi~lg~+
~~+H~H,H.~ ~T~

/9W, l9H<
+~H;

dove at so]ito indiea una pennutMione degli indici 1 8. Ne risulta

che le condizioninecessariee suScienti cai debbonosoddisfare W., W,, W,
sono le soi seguenti

(24)
3Wk i aHi1

W, (i t L.),
~-B.

prendendo per t, &le sei coppie differenti.

Questa si puo scrivere

~(H.W.)-~W.+~W.,
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ed il secondo membro non mutando per !o scambiodi con &,ne ristttta

~(H.W~~(H,W<),

onde sarà

H,Wt<~f,.t-H,W,<+HsW,d~,

il di~renziale esatto di una funzione, che indichiamo conW. Avremo

dunque

1 9W 1 3W 1 9W
WI=-- W.=-- wg aw
~"n~n~==i5~

e sostituendo neUe (24), vediamo che W deve unicamente soddisfare le

tre equazioni

-=.j.l~~(~A)
3t« H< 9M~9M( 9!<<9M~

ossia

W~==0.

Queste non sono altro che le (C)pag. 490, che ammettono come si è

detto una soluzionegenerale W con tre funzioniarbitrarie. Invorsamente,

pei calcoli sopra eseguiti, basta che W soddisfi le tre equazioni

(C) WM=0, W~–0, WM==00

e le formole

r9o~ 1 9W~ 1 3W-
(22*) W= 1 ~-wxl+ 1 awx,+.ILWXS(22*)

~~x.+~X.+~X,

daranno in termini âniti il sistema triplo ortogonale trasformato.

Si puo altresl calcolare faciimente l'elemento lineare dello spazio
relativo al nuovo sistema triplo

<~=H~«}+H1~+H1~,

osservando che le (23) diventano

~_W«.
3M<"H<

e si ha quindi
/rtr \B /~r \B /TYy\<

(26) ~==~~+~\"t/ \"t/ \H</
*1

Come si vede, i sistemi tripli ortogonaliderivati da un sistema dato

per trasformazione di Combescure dipendonoda tre funzioni arbitrarie.
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Volendo caratterizzare geomotricamentegti elementi ehe détermina il

sistema trasformato, si osservi che le curve coordinate («))(«,)(Ua)ven-

gonotrasformateesse stesse per la trasformazionecheal Cap. 1(I, pag. 40)

abbiamo detta la trasfortnazione di Combescureper le curve. Ora si

considerinonel sistema primitivo le tre curve cootdtnate («J («~ («~
uscenti da un punto (t<«~ !<!?');per individuare H sistema triplo tra-

sformato basterà dare, ad arbitrio, le tre trasformate di Combescure

delle tre curve coordinate primitive.

§. 414.

Altro modo di déterminas i sistemi trMf<M'm&ti.

Si pubprocederealla determinazione dei sistemi trasformati di Com-

bescure di un sistema dato

<&'==H;~«;+H}~+H~J<4

in un altro modo, che talora torna più utile nelle applicasioni. Basta

per cio prendere corneincognite i nuovi valori delle H pel sistema tra-

sformato

<b"=H~«:+ H~M! + H~<

Le H.\ sono da determinarsi in guisa che le tre espressioni

H'< X, ~<, H\ Y< dM<, H'< Z< <~<

risultino tre diS'ereNzïaUesatti, dopo di che avremo il sistema trasfor-

mato con quadrature dalle formole

H'<X<< =~
H~ Y< <~«<, H~ Z<<

Ora, scrivendo le condizioni d'integrabilita

~(H~X<)=~(H\X.),
1

coll' osservarele (5). si ottiene

9H'<
Y j_ H ~St 9H\ H~ 9H<

~+~
·

Questa devesussistero cangiandole X nelle Y e nelleZ, per cui le H'<
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debbono soddisfare alle 6 condizioni

13H'< 19H<
S~H.

PonendoconDarboux

a -~H'
~"H.

vediamo che le 6 quantità P~<debbono conservare il modesimo valore

per due sistemi trasformati di Combescure,corne risulta anche subito
dalle (5)*.È da notarsi che le formole (A), (B) di Lamé, espresse per
le p, assumono la forma

aphi
(A*)

~=~'

~+~+~~=C.(B*)
au, hl%

+ t'id ~¡'I =:: 0 ·

Le H't sono dunque da determinarsi in guisa da soddisfare le 6 equa-
zioni lineari ed omogenee

~-8
~-e.<H,.

·

Se si trae da due di queste i valori di H~ H', espreseiper H' cioë

H',=~ H.~l~
~9w. ~3«,

si trova subito che H~ deve soddisfare alle tre seguenti equazioni del
seconde ordine:

~H~aR~ ~9H~e
9Mi9<<, 3M,

(26) a~Hra a~"aHm
+ AIr,

~+~
a

~==l~~j.8. 3M,9<<,~9<<,3«,+~
Per questo sistema le condizioni d'integr&bilità risultano identica-

mente soddisfatte a causa delle (A*),onde sogue che la sotuzione più
generale H', dei sistema dipende da tre fanzioni arbitrarie di «“ «<,«,
rispettivamente. Cosl arriviamo per altra via allomedesimeconcinsioni
che al §. precodente.
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§.416.

Cas! pMttoolMi di sistemi tripli ortogonaU.

Dopo queste genoralità sui sistemi tripli ortogonali, passiamoa con-

siderare alcuni casi semplici notevoli.

Consideriamodapprima un sistema qualunque <?' di piani o di sfere

e le loro traiettorie ortogonali. Se sopra una sfera o piano iniziale si

Sssa ana linea arbitraria L, quelle traiettorie ortogonali cheesconodai

punti di L formano una superScie la quale viene intersecata da

tutte le sfere (piani) del sistema ortogonalmente e quindi lungo linee

di ourvatura. Dunque: Ogni <~s<em<t<?' di sfere o piani t[Rp(M~eMead

~M<~ S~OMttripli O~OMO~t.

Per ottenerne ano basta tracciare ad arbitrio <opra una sfera ini-

ziate (piano) due sistemi di carve ortogonati L, L'; le corrispondenti

superficie E, S' completano il sistema triplo ortogonale. Al Cap. 1 (§§.

22, 28) abbiamo esposto i riaultati di Darboux relativi alle famigliedi

sfera ed alle loro traiettorie ortogonali e dimostrato che queste famiglie,

insieme colle loro traiettorie ortogonali, si hanno con sole quadrature.

Coaltutti i sistemi tripli ortogonali in discorso si hanno con quadrature.

Ricordiamo poi (I, pag. 46) che se sopra due sfere qualunque della

famiglia si riguardano corne corrispondenti i punti d'incontro con una

medesima traiettorla ortogonale, la rappresentazioM dell'una sfera sul-

l'altra conserva gli angoli (ed i circoli). Si vede facilmente che tale

proprietà è caratteristica per le famiglie di sfore (o piani) e le loro

traiettorie ortogonali, cioè: Se sopra le ~fper/Me un a~sMMo~

~-ft~~oWeO~~MM~segnano una <WW~KMM~M~COM/is~MC,SMpet~

MMC~'C o piani.

Supposto infatti di avere una tale famiglia di superficie (X), se

sopra una di esse X tracciamo un doppio sistema ortogonale qualunque

di Unee (L, L'), le superficie luogo delle traiettorie ortogonali delle

(X) uscenti dai puati di ana L o di una L' completeranno con (E) un

sistema triplo ortogonale. Pel teorema di Dupin le linee L, L' sono

dunque linee di curvatura di 2 e questa superficie, avendo le linee di

curvatura indeterminate, è per conseguenza una sfera.

Consideriamoii caso particolare in oui la famigliadi Lamé si riduce

ad un fascio di piani. In tal caso, tracciato sopra uno dei piani un

sistema doppio ortogonale arbitrario di curve (L,L~), il sistema trlplo
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si comporrà 10dei piani de! fascio, 2" dei due sistemi di superficie di

rotazione aventi per asse l'asse del faseio e par curve meridiane le

L, L'. Bicorehiamo se è questo il più generale sistema trlplo ortogonale
contenente una famiglia di super&ciedi rotazione. Supponiamo per ciô

che nel sistema triplo definito da

<&'==.H;<~M;-(-HÏ«h4+H~4

le superficie«, =='costante siano di rotazionee siano le curve (Ua)i loro

meridiani. Poichè queste sono geodetiche, sarà

~==0
3«,

onde dalla prima delle equazioni (A) di Lamé segae

~0 owero &)~-0.<'we
0 ovvero

<t<t
=:00

Nel primo caso a) avendosi

~~0, ~~09t~ ?«;
==

segue dalla (7) pag. 482.

~-0~M ~M

dunque le SNperBcie«9='costante sono piani, cioè i piani delle curve

meridiane délie superficie «,'=costante, e le superficie di rotazione

M,'=costante hanno il medesimo asse. Si ha quindi necessariamente un

sistema della specie sopra considerata,oveanche le superficie«t = costante

sono di rotazione attomo al medesimo asse.

Notiamo poi che Hi, H, sono indipendenti da «“ e dovendo essere

JL _L-~ 1 1 9H,

H, H, Ht H, 3Mt

indipendentida «., ne segae

~lo8H,_ 9'logH,_
0,

3M,9t<, 9w,9M,
cioè

H, ==U,(!<«,),

a cangiando il parametro «, si puo rendere anche B~indipendente da «9.
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«

Viceversa se in
<H'==HÏ<!M!+H;<ï«S+H!<t

Hi, H,, Ht sono funzioni solo di M.,u, si ha il caso eonsiderato.

Nel secondo caso ~), essendo

~~0 ~-0
9M, 9M,

si pub fare senz'altro H.~l. Essendo eosi

l~o -L=o
*M

e qnindi per le (18) pag. 484 –e'O, le linee («,) sonorette e le super-

neie Misono pMaMe. Inoltre le superficie «,<=cost<mtodi rotazione

sono sviluppabili, quindi o cilindri retti o coni circolari retti. Nolprimo

caso le «t~eûst&nte sono piani paralleli, nel secondo superficie parallele

a Unee di curvatura circolari. Viceversa si vede subito che qualunque

sistema of' di cilindri circolari retti a generatrici parallele, o di coni

circolari retti i cui assi siano le tangenti della eurva iMgo dei vertici

danno una famiglia di Lamé composta di saporScie di rotazione.

§.416.

Ltt trasfiM'mMionedi OombeMare applicata ai eiatemi oiOMoi.

Una classe notevole di sistemi tripli ortogonali è quella deis<s<eMt~

oM«!tdi Ribaucour, al cui studio abbiamo dedicato il Cap. XVIIL II

teorema di Ribaucour,dimostrato al §. 411, permette di far derivareda

ogni sistema triplo ortogonale noto in6niti sistemi cielici.

Ora andiamo ad applicare ai sistemi cietici la trasformazionedi Com-

bescure il che conduce,come diaMStroremo,aile più generali famigUedi

Lamé con traiettorie ortogonali piane.

È chiaro intanto che in ogni sistema triplo ortogonale,derivato per

trasformazione di Combescureda un sistema ciclico, le curve che cor-

rispondono ai circoli sono piane e per cio: 2~t sistemi ~~ot~o~~

d'eMPo~per ~<M/bHM<M'MMeC~M~e~cM~dai sMe~ cM~ traiettorie

c~MMtK Me M~pe~~ uno dei tre sistemi sono curvejpMMe.

Inversamentedimostriamoche ogni sistema triplo ortogonale(«t,«<,«:),

nel quale le curve coordinate di una stessa famiglia, p. e. le (<< sono
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piane derivano per trasformazione di Combescureda un sistema cicUco.
.Consideriamo infatti una superficieS;,de! sistema~ ed 11sistema cicUco

osculatore tungo di essa xecondo il §. 411. Le superficiea linee di cur-
vatura circolari del sistema ciclico hanno le stesse immaginidelle linee
di curvatura delle superficie «t='costante, «.ccostante del sistema pri-
mitivo, onde risulta chu ft'tt i due sistemi tripli ortogonali viene a sta-

bUifgi precisamente la trasformazione di Combescure dunque Se in «M
SM~~ O~OM«~ (M;,!< «9) curve(«3)sonopiane, t NM~Mtciclici
<Me«~oWh<~o le superficie<~=costante <~WMMM(MpMHM~M'oper tra-

~/btWKM<oMed!t C'oN~ea'Mfe.

Per trovare tutti i sistemi («i, <<“«,) in discorso basterà dunque
cercaro quelli che hamio un sistema ciclicoassegnatoper sistema oscu-
latore. Quest' ultimo problema si risolve, come dimostreremo, con sole

quadrature.

Conviene per cio che richiamiamole formoledel Cap.XVIII relative
ai sistemi oidici, in particolare quelle del §.279 (pag. 168), ove abbiamo
determinata la forma dell' elementolineare dello spazio, riferito ad un
tale sistema ciclico (u,v, w). Si è trovata la formola, ivi segnata (86):

(27) <t!*==A!+~

avendo ~t) ~t i valori seguenti:

h, 2 cos
° a

o Bon 2 cos o 12

~~o~[~Etg~e~~)~~j~] ]

~[~.t~j~,] ]
(28)

¡

2

if ~.+

Gootifsen\ 2~P-1- 1 P

~==psen~.

Ricordiamo che in queste formole le funzioni

E, G, a, o, p

sono funzioni solo di «, v col significatoseguente.Le tre prime figurano
nella formola

~=E<~+2cosayË~M<!p+&<

che dà l'elemento lineare sferico, riferito atlo immagini(~ delle svi-

luppabili doUa congruenza formata dagli assi dei circoli. L' angolo a è
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defhdto dalla fomota

<"
~(~j'(~!?!i1~

e soddisfaalle equazioni ,ni

?
~==3(c.l) ~=2(coB~l)

che 6 bene scrivere anche sotto la forma

M ~logseno~ 2cosoa 12) 9!ogBem. 2Mt)')o 12
y au 1- coea 1121 3v cos a--1 11219M 1+coso 2} 9p "coso–l 1

12 (12

1 1 ) ( n sono
ctttcol&t~per relemento lineare sferieo.La funzione

p(M,f) è poi una ao!uzion8(qualunque) deirequaziono di Laplace

/Qo~ -L 9p,jl2 9p r3 (12) ,9 12; ~)

~~+ 1 ~+i2 ~+t.3.<)li+~ 2!+cosa~EG]p==0.

In &~ela funzione t (u,o,w) &la soluzione generale dell'equaziono
a di~rmzMi totali, iUimitatamente integrabUe:

(80)~=.[~tg~cB(<+~)+~~+V~I~en8]~-

-[~2-(~?)-

Questa soluzionegenerale contiene una costante arbitraria, indicata
con w, la quale ûgara come terza variabile soltanto in

§. 417.

RidMiMie al OMOdei aiatemi oielioi dérivai.

Rieordate le formole superiori, costruiamo per il sistema ciclico le

quantità

R
~&<3«<
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del §. 414; troviamo:

~)~

~~(~~)
r

COB~
(M)

~=-~sen~+~)-tg~~ j

IL ~GCM~)
~==–L~ p~sen~.
l'JI=

son
`~

~18

=

sen
2 aïv

t ~2

Osserviamo che questi valori de!to sono affatto indipendenti dalla

soluzione scelta p della equazione (29), onde segue il teorema;
Tutti i SM<emC~Mt che j%«MMO? comunel'immagine ~C<t ddle

~h<p~Q&tKdelle coa~~etM'edegli assi dei circoli d'e~MMol'uno d'aH"~o

~'<M/MtKa~MMdi Combescure.

Questo rlsultato <lem'&anche subito dalle formoledel citato §. 279, j
in particolare dalle (34*) pag. 168. j

Ora per applicare, nel modo più generale, al nostro sistemaciclico

la trasformazione di Combescure dobbiamo determinare i coeScienti

Ht, H:, Hs del sistema trasformato, de8nito dalla formola

(~ = H! + H! dv' + H~

mediante le formole (26) del §. 414 che servono a trovare H,. Se mu-

tiamo in queste la funzione incognita Hs, ponendo

H,==Rseno~,

essendo R (u, f, te) la nuova funzione incognita,troviamoper determinare

R le tre equazioni simultanee:

3'R )' o Q\ 2eoso (12)13R

~=~Etg~en(<+~JJ~

~=[-2-(-~I~)?t]S

!~i1~?j~!?~t~aû~+i1 âü+~2 3u 1 ~+â~22
ûo.
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Ma le prime due, in forza delle (c) e della (80), si scrivono

3, /3R\ 9,
log

).- ==
–?- log

[sen
o

~-)Sx \3M'/ 3« 9M)/

9, /3R\ 9,

3.r"r"3v du av a/CI'

onde integrandorisulta
9B W

seno~-9«'

dove W ë unafunzionearbitraria di ?. Una nuova integrazionerapporto

tt w dà

(88) ~~f'~+~~).
~/«)o 9<p

dove «~ è un valore Ûsso di w e 'j)(u,v) indica una funzione di u, fi

soltanto. Questa restera da determinarsi in guisa che il valore (88) di R

soddisfi anche la terza delle (32). Ora si verificasubito che la funzione

1_
at
seno.-sen

3tp

soddisfa a qaest'equazione e poichèi coeiSeientidi quest'equazionelineare

omogenea non contengonote, vi soddisferà pure

JL P'w~.W

senot

~/M'. 3M'

Dunque:si M<MM/e~nel modo ~~ae~e a <«~e e~d'~w (82),

assumendoMeKo(7) per '}'(«, u) MtMao!«<'«)Kearbitraria <!e!e<j't«MMOKeo[t

Laplace (29), da CMtdipende la ricerca <&? eo~M~M<(e~M! aventi

pef tMtaM~tWdelle.M~)o& le linee s/encAe («, v).

Vediamo adunque che basta conoscero tutti i sistemi ciolici derivati

dal sistema ciclicodato por trasformaziono di Combescureper trovare

con quadrature i sistemi derivati più generali.
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§.418.

DeterminMione dei nuovi sistemi tripU dai loro elementi oar~tteriaMoi.

Colle formole ottenute nei §§.precedenti, siamo in grado di stabilire

il seguente teorema, che precisa il grado di arbitrarietà delle famiglie

di Lamé con traiettorie ortogonali piane:

Per d~etWttMfeun sidema triplo o~c~MM~e, ouile ~a~cW~ ~o-

~OKOM!~<~e «tpet~Me uno dei sistemi(X)siano cMnwpMKeC, si ~ossoMO

<&tfead arbitrio i seguenti e!~KeH~;1.' una SMpe~cteX, dei s~~t«t S,

2." una CM~eC. fra le 0, 8.' ii sistema ciclico~CM~a~clungo ïa. Ctfes<t
elementiw~Md'<«tMO sistema, <~ si o<~a con sole g«<!<&'<!<«rc,se de

linee di curvatura di S, sono note.

Che il sistema triplo cercato, supposto esistente, sia unicorisulta già
dai teoremi dati al §. 327 (Vedi teorema (A') pag. 883). Ma l'unicité,

insieme alla effettiva esistenza, risulta nuovamente dall'anallsi seguente.

Il sistema ciclico osculatore sia quello a oui si riferiscono le formole

del §. 416. Pel sistema da costruirsi avrà H, il valore

H,=sRseno~-Stp

essendo R dato dalla (7). Ne deduciamo

19H,-i 19H.
a* 3.7 ~a*a'.rPM*"< PM

e qaindi per le (80) (81):

H.(<+~~JB] ]2 LaRS 2
sen

2 1 + cos~ I R

84 Ii, 2 sen aR -f- ~/Gcot son t-~ 2
2 cos1212

R(84))
B.+~B~~(<j'~]

1
9~

2 2 1-cos,I!

H9<=Rseno C<P

Per le curvature principal!

1=~,1~~
*'M H< ~M Ï~
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troviamo

1~
1

1~1
1

;=
a

17'

'2Rco8~2Rsen~'

e quindi per le quantità ps,N9,fp-
del §. 409:

p,=aRseno,M, ~==0.

Ora per il sistema ciclico osculatore valgono le medesime formole

cangiatovi Rin p; e po:chè per ?==?<, debbono risultare per ipotesi

formole identiche uei due casi, mentre dalla (88) si ha

(Rseno)~==<))8eno,

vediamoche si dovrà prendere necessariamente ==p. E viceversapren-

dondo

'r~'+')
v)W

<lw

100 ~~a

con W funzione arbitraria di «', il sistema triplo ortogonale corrispon-

dente avrà per sistema ciclico osculatore (come si vode dàlle (34)) il

sistema clclicodato, dal quale dériva per trasformazionedi Combescure.

Basta ora osservare che la presenza della funzionearbitraria W nella (85)

permette di dare ad una delle curve coordinate piane (<o)la forma pre-

stabilita C, perchè ne risulti dimostrato il nostro teorema.

Faremo un' ultimaosservazione sui sistemi tripli ortogonali che at-

tuahnente consideriamo.
L'angolo

misura, secondo le formole superiori,

l'inclinazione dei piani delle curve C sulle superficie«=costante; doman-

diamo se fra i sistemi tripli considerati vo no sono di quelli pei quali a

e costante. Essendo allora per le (6)

~j'

le Unee (u,v)sono le immagini delle assintotiche di una super&ciepseu-

dosferica d'olemento Hnearo sferico rappresentativo

~=(~ 2 cos a du <~+ ~o*,
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doveQ 6 una soluzione de!l'oquazione

3*8
+sen fi = o.

~+Mna~O.

L'equazione (29) per p diventa allora t'equazione per le deforma-

zioni infinitesime délie superficie pseudosfaricho:

s
~,+~.sS~O.

La ricerca di questi speciatisistemi tripU dipende cosi dal problema
delle deformazioni inRnitestme delle superficiepseudosferiche.

1

t. <
ç

D ~t9BMt triplo ortogonale delle quadriohe a oentro oonfboaU. a

a
H resto del presente Capitolo sarà dedicato allo studio di uno dei

più semplici ed importanti sistemi tripli ortogonali, del sistema delle

quadriche a contro confocali,che dà luogoaUecoordinate ellittiche, intro-

dotte nell' analisi da Lamé.
e:

Consideriamo il sistema di quadriche a contro confocalidefinito dal-

l'eqaazione !{

(S6))
~+~+~=1.

y 11

y
dovep è un parametro variabile, e le costanti «, b, o sono taU che

<t*>6'><

La superficie (36) è reale soltanto quandop glace fra+ <oe–
e più precisamente essa è

Mnetlissoide.quaBdo+eo>p>-c'

un iperboloide ad una falda -<>?>-&'

un iperboloide a due falde "6'>p>-<t'.

Per p es -(-cosi ha una sfera di raggio inftnito; variando p da-<c

a –e*, la superficie rimane sempre un ettiBsoide,il cui asse minore ve*+p
va sempre e continuamente diminuendo,l'eUissoidoriducendosial limite

perps=!–c'alla porzione di piano xy (contata due volte) interna al-
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t'eHiMOfocato

y*
0 o, -F- o,

1.
a.~+f~-l-

Appenaë p<c', la super&cieè un iperboloide ad una falda; e se si

poneys -e' con positive, poi si fa tendere s a zero, si riconosce

che per <e'0i'iperboloide si riduce alla porzione di piano x y esterna

aH'eUisMfocale; questa ellisse forma adunqae il passaggio dalla série

degli ellissoidi a quella degli iperboloidi ad una falda.

Modesimamentesi vedrà che ii passaggio da questa serie di iperbo-
loidi a quella degli iperboloidi a due falde avviene attraversando l'iper-
bola focale

xt <*

~6'"6'=1'j--bl 11 0'

Per ognipunto (<, 0 dello spazio passano tre superficie del sistema

(36), corrispondenti ai tre valori di p radici dell'equazione di 8.° grado

/'(p)-(«'+p) (6' +p)(c* +p)-(~ +p)(e'+f~(c'+p)(s'+p)~-

-(c'+p)(&'+p)C'-0,
e poichè

/'(+<~)>0, /-(-~<0, /'(-~>0. /(-~<0,

t'eqaazione avrà le tre radici reali pi,p,, psgiacenti rispettivamente negli

iNteryaUi

+~>p,>-c', -c'>p,>-y. -&'>?>-?'

e le tre superficie corrispondenti del sistema (86):

~1 1
«'+p.~&'+~'e'+h'

i

x~
+- vt

e
)

~+~+~=~

<
~'+~~&'+p,c'+~

che passano per (!, t), 0, saranno rispettivamente un ellissoide,un iper-
boloide ad ana falda ed un iperboioide a due falde.

Possiamo do&nire la posizione di un punto P =3 (.e,y, ~)dello spazio

per mezzo dei parametri pt, ft, de!ie tre quadriche del sistema (9) che
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vi passano; in tal caso p., p,,fisdiconsl le «wd~M~ eKM~e~de! punto P.

Esse sono legate aile coordinate cartesianex, y, de! medesimo punto
dalle relazioni (87).

§.420.

OoordiMte eUitttohe.

Per calcolare J'etemento lineare dello spazio in coordinate eUitti-

che p,, p9,osserviamo che, essendop),h, p, le radici dell'equazione
di 3.*grado in p

J~~j.=o
~+~p+~+p.1-0,

si avrà identicamente, qualunque aia p:

/3g) J~- 4- 1 (P'-P)(P'–P) (P'-P)
a'+p &'+p ~+p (<+?) (6'+p)(c'+~)

Moltiplicando da ambo le parti per

(a'+p) (~+p)(e'+p),
indi facendo successivamente

otteniamo
p==–a' p==–6' p==–c',

~(<~p,)(~'+p,)(a'+~ (&'+?,)(!<-p.) ~+~(89)
(~(a~c') (&c<) (!.<-<,<)–'

.(e'+p~h~~
(<?') (C')

fonnole che danno le coordinate cartesiane, espresse per le coordinate
otUttiehe.

Da queste formole, derivate logaritmicamenterispetto a p,, se-
guono le altre

9a; 1 a: 9y l 1
~==2 ~+ p< SpT~ ~-=2 ~p7a;2 fil apr~2b~-f-N~ aPi 2c`-pi

per~~l, 2, 8

e dalle (37), sottraendole due a due e osservandole (40):

~,9a;9. ~3a!3a: ~BicSa)
S~ ~9p;~==''3pI3p, 3p,3pa ara3p¡

i segnl sommatorii riferendosi ad una permutazionedi x, y,.?. Segue già
di qui:

Vedi KtMaoFF. Mechanik 17.' Vorleonag.
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jR a~MM (86) <Mg'!«t<Mc~ ces~-o cw/o~~ «? N<a<Mwt<~
o~<~M<t!e.

Ora, derivando la (88) rispetto a p, e ponendo poi successivamente

p -='pl,p<.p9si ottiene per le (40)

flO~~Vc~ (pt-Pt)(h"h) ~1 (p."P.)(p<-pt)
'3pt/ 4(«'+pJ(6'+p,)(c'+~)'~9~ 4(a'+p,)(6'+f,,)(<+p,)'

1

~1
(ft-P))(pX-Pt)

~W 4(<t'+f~(6'+p,)(c'+~)'

e quindi:per ~'e~M~o lineare <M~<p<M'<oin coordinateellidichep,,p,, p,

<'41~ <& ~P')~' ~) ~< j. (p'-f~-pt)
4) ~+f~ (~+f~+h) + (~+~(~f.)~+p,)

~+

L (P9-P.)(P,-P,)+ (a'+fn>(~'+fn)(~'+r~
mi.'(«'+h)(&'+p,)(c'+~~

Di qui vediamo che nel presente sistema triplo ortogonale le linee
di curvatura di ciascuna superficie di uno dei tre sistemi fomiano un
sistema isotermo. Esiste per6 un sistema triplo ortogonalepiù generale,

scoperto da Darboux < al quale appartiene la medesima proprietà. Le

superficie di quosto sistema sono ancora algebriche ma de! 4." ordine.

§. 421.

Oorrispondenza délie astdntotiehe.

Consideriamole quadriche confocalidi una qualunquedelle tre famiglie
e le loro traiettorie ortogonali. Sopra due qualunque di queste quadriche
riguardiamo corne punti corrispondenti quelli ove sono incontrate dalla

medesima traiettoria ortogonale. Diciamoche sussiste il teorema: Sopra
due quadriche d~Na me<!eM<M<tfamiglia si corrispondonoi sistemi coniu-.

yot~ (le linee <M~M<<
Per dimostrarlo basta osservare che la detta corrispondenzaper due

quadriche della stessa famiglia è una projettività (afmità), come risulta

subito dalle formole (39). In altro modo to proviamo,p. e. per la fami-

glia p)=eostante, cosl. Per i raggi principalidi curvatura delle conispon-
denti superficie abbiamo

JL==,J. 1 1 9H.-=:s--
~t~H,Ht3p, t-M'~H3H,9(),

MAMatesetc. t. ni, 18M.
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e qoindi pei coeScienti D, D', D" della secondaformafondamentaledella

superficie atesaa

D =- H;
1 3H; = 0 D"=- FI~ 1 8H$D==-~==– D' == 0 D'L~.

3H,~ f~ 2H,3~

Ma, per la (4t), Hf, H! sono fanzioni lineari intere di e e per cio

il rapporto ,y,
è indipendente da ci&che dimostra il teorema.

Si pu~ trarre di qui una notevole conseguenzaohé riguarda la fa-

miglia degli iperboloidi ad una falda. Sopra due tali iperboloidi si corri-

spondono le generatrici rettilinee (assintotiche).Quelle traiettorie orto-

gonali degU iperboloidi che escono dai punti di una generatrice segano
tutte gli altri iperboloidilungo generatrici e per cio tratti corrispondenti
di due generatrici hanno eguale lunghezza.Dunque: il doppio re<~o

/M'ma~o(M due sistemi di rettilinee di «tMtg'!«t~Wcasi p!<~

~'<M!po~<M~WtMaa«ef<M!OKed!eKe~<'e doppioreticoloOMto!o~o
MNOtqualunque dellegtMOfWc~confocali.

La proprietà deltacorrispondenzadei sistemi eoningatidelle quadriche
di una famigliaconfocale,proprietà che ritroveremonel Capitolo seguente

per le famiglie di Lamé costituite da superficie a curvatura costante,
basta già ad assieurare che la famiglia6 di Lamé. Diciamo cioè che

sussiste il teorema:

Se le ~«<e~one<M~<~OM<~<di «Mafamiglia oo*di superficie«~MMO
M<He«tpe~cte stesse una c<M'W$p<M«!etM<tche conservasistemi coniugati,

{p«8~~t<pe~/Me<!<M<t<<(MC<MM«?<!famiglia <?Lmé, appartengonoad

un ~CMM triplo ortogonale.
Ed infatti supponiamoche l'elemento lineare dellospazio, riferito alle

superficie della famiglia come a superficie coordinate «3, ed alle loro

traiettorie ortogonali come a ourve («,), abbia la forma

<&*==a)) <?«{-)-2 ?.; du, <&<,+ a~ <&4+ Ot,

Pei coemcienti Cu, 8~, della seconda forma fondamentale delle

superficie («,) abbiamo (I, pag. 380)

Q
i r~iMf<o88]'-~L3J

ed in particolare

o _L_w ''« ==
aJ'

2V~~
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Ora sopra UM superficie iniziale, p. e. la «,=.0, prendiamo alinéa

coordinate («,), (u.) quelle di curvatura ed avremo

<!),==0 8,,='0 0 per <<3<==0.

Per la supposta corrispondenza dei sistemi coniugatiaaràquindiQMsO0

per tutti i valori di ul, «“ «, e dalla M

~'==0 ?“==/'(«“«,).
<~

~i'1!= f (tell f u!) ·

E poichè <[“ deve annullarsi per «~sO, 8a)A identicamente ~0, ci&
che dimostra il teorema.

Si osserverà che nella dimostrazione dei teorema superiore non entra

l'ipotesi che lo spazio sia euctideo; esso va!e per uno spazio curvo

qualunque a tre dimensioni.

§. 422.

Teorema di Ohasles.

Il sistema isotermo delle linee di curvatura di una quadrica gode
altres1 della proprietà di essore costituito da eUissie da iperbolegeode-
tiche, come risulta da!ta forma (41) deU'etementolineare. Le quadriche

appartengono cioè alla classe di superficie di Liouville, saUe quali le
linee geodetiche si hanno con quadrature. E qui appunto vogliamostu-
diare le proprietà delle geodetiche naUo quadriche a centro, o in par-
ticolare sull'ellissoide.

Ma anzichè riferirciaile proprietà generali delle superficiedi Liouville,

procederemo in un modo geometrico diretto, che utilizza le proprietà
delle quadriche confocali,e confronteremopoi i risultati cosi ottenuti con

quelli che seguono dalle formole generali del §.94 (I, pag. 205). (~

Il teorema fondamentale, dovuto a Chasles, che conduce geometri-
camente alla determinazione delle linee geodetiche, è il seguente:

Se $t considerano due quadriche onofocali, la COM~«MM'<t(? raggi
formata aM!e loro ~~K<t oomuni è WM!eos~M~M~M~~M&.

Siano infatti f/, p" i valori dei parametro p nella (36) per le due

quadriche confocali che si considerano e siano y', i~, y*, le
coordinate dei due punti di contatto di un raggio della congruenzacolle

MCf.Darboux,T. 11,pag. 896.
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rispettive quadriche (p"),(p") avremo

'e~
1

(42)
)

'i-

<

-+' = 1

f _L ~JL- J, == 1
a'+p~Wc'i:

Le normaU a!Ie due quadnche (?'),M nei punti (fe',~), (~, ~')

avendo per le (40) i coseni di direzionerispettivamente proporzionaUa

~+7 ~7 'c'+p'

~P~' ~T~'C'+f~
1

ne risulta per ipotesi

(~ (~-<) o
~+-+-0

) ~(~ .~(~ .(~0
<~ + 6'+~ <~+p"

ossia per le (43)

-L ~t
~~7-q~+~7-'

1

~.i
<WWW

==1

Queste ~time eottratte danno

j~ tl' ~o
(~'+p')(< (~+p~ (S'+p") (~~ (<+P~

0'

onde segue che le due normali considerate sono perpendicolarifra loro,

e pero il teorema onunciato risulta dimostrato.

Ci6 premesso, le linee inviluppate sulla prima suporScie focale (f/)

dai raggi deHa congruenza daranno un sistema oe' di geodetiche su

questa quadrica e se, tenendo nssa la quadrica ((/), facciamo variare

l'altra (p"), otterremo tutte le unee geodo~cne della prima.
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§.428.

Le superBoie evolventi di Liouville.

Liouville ha dato il modo <!iformare effettivamente, nelle coordinate
ellittiche pt, p,, f-a, i'equazionc del sistema di superficie parallole X, le
cui normali sono i raggi della congruenzasopra considerata, che ha per
superficie focftHle quadriche (f/), (f/')

Per stabilire il risultato di Liouville ricordiamo che se la funzione

soddisfa all'equazione
6(a:,y.<)

le superficie
~)'~)'+~

6 (<?, ~)== costante

costituiranno un sistema di superficie parallele. Ora l'equazione

A,~==l 1

in coordinate curvilinee f-u~ che diano all'elemento lineare dello

spazio la forma ortogonale

<~=H!dp;+H!<~+H~< r

prende la forma

l.W..i. 1 1

H;~J ''H;~ '9~

Introdaciamo le coordinate ellittiche, ponendo per abbreviare

(44) /'M==4(~p)(&'+p)~+p)

(~5) <P(p)== (p–P.) (p–p~ (p–~) ¡

la formola (41) si scrivorà

(46) ds, 'Y ~P~(Pt)
dp

r

~=?~
t

e la (43) diventerà

'S'~M~ 1
~?'(P<)WJ"

(t)Questedue quadricheconfocalisonoadunque le due falde dot!' evotuta
deUesuperficieX.
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A questa si soddisfa ponendo

(47)
~~y~~EB~

dove a, p sono coetanti arbitrarie, giacchè si ha identicamente

corne risulta dalle note formole di deeomposMonedélia &azione

(p–e') (p-P)

in frazioni semplici.

L'equazione

9 avendo il valore dato dalla (47), rappresenta adunque un sistema di

superficie parallole ed ora andiamo a verificare che ]e due falde della

evoluta di queste superficie sono appunto le due superficie coordinate,

corrispondenti ai valori a, p di p.

L'equazione

valendo qualunque siano le costanti a, p, se la deriviamorapporto ad «, p

otteniamo

(.) 7~)==0. v(~ ~)=0,

essendo v il simbolo del parametro differenziale misto. D'altronde, in

forza della identità

si ha anche
/? 3e\

~(~' ~==~
Le tre relazioni (a), (6) esprimono che i sistemi di superficie

(48) == costante = costante

complotano colle superficie paraUele

-c (p<-<!<)(?<–? <

~(P<)

(p"P~(p-P<)~P-Pt)

(fh p<.pj '=* costaate,

A,6==l 1

3~\ ~6t\

1
0

2~)-o,
r

(ae a~)

38 36

<7<t Cj!

Qcsco8tante
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80

un sistema triplo ortogonale. Dunque le superficie (48) sono le evHup*

pabiH formate colle normaii delle superficie 8 '=' costante.

Ora basta osservare che la prima delle (48) differenziata d&

sV~°
0lr

((,t-a)fi~t)

e per conseguenza,facendo pi =='x, ne risulta

<~==0,

per concludere che le sviluppabili

98

'==
coatante

c«

sono tangenti alla superficiedel sistema confocaledi parametro 'x. Simil-

mente le sviluppabili
98

cacostante

sono tangenti alla quadrica di parametro p. Dunque le due quadriche
di parametri x, p sono le due falde dell' evolutadelle superficie

8 = costante.

Possiamo ora facilmente scrivere l'equazione delle linee geodetiche
sulla quadrica di parametro a, supponendoper fissare le idee chesia p. e.

un ellissoide ~). Facondopt ==a nella

38
==costante,cp

avremo per l'oquazione richiesta

/V~M~+/V~S*

che rappresentorà 8u)I'eHi8MMe~==ct le geodetiche inviluppate dalle

tangenti comunia questo ellissoidee alla quadrica di parametro p.Perchè

queste geodeticho siano reali, bisogna che p sht il parametro di un iper-
boloide ad una o a due falde, e facendo nel l." caso nella (49)~=P,

(''L&determinazionedellelineogeodetlchesuH'eIUMoMe6stata ea~ttuatft
la prima volta da JacoM(OMNe'aJbM~M~,t. XIX).
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ne! S." p9- ne risatta rispettivamente <),'=' 0, o <j~==0. Le geodetiche

(49), che s; ottengono tenendo Asso e facendo variare la costante del

secondo membro, sono danque tutte tangenti ana linea di curvatura

p,=P 0 j)9==P

suIl'eUissoide. Faeetido poi variare neUa (49) anche la costante si

avranno lutte le geodetiche deU'oHissoide.

§. 424.

Le geodotiche aull'emsspide.

Applicando le formole generati dei numofi preeedenti ai caso del-

l'etlissoide =' 0, che ha per equazioM

~<
~+~+~==1,

assumiamo per parametri M,f delle linee di curvatura i rispettivi assi

primarii degli iperboloidi confocali ad una e due falde, che tagliano

appunto FeUiMoide secondo le linee di curvatura. Poniamo adunque

~==<ï't-p, o'=~+pj,,

e facciamo inoltre per brevità

~=y <c*=.y.

1 parametri u, p varieranno entro i Umitisegnati dalle disegMagtianze

~->«';> ~>>0; ¡

l'etemento lineare deU'eUissoideprenderà la forma

~=~i(.<)~

che colle sostituzioni

V<t~
d~ = vi

< ––i~
~==~

V~)~~«')
1

–=:r=r===: = ft
V(&(j!

si riduce Mbito alla forma di Liouville (§.94), e l'equazione (49) in ter-
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mini Bniti dello geodetiche diventera

(si) f–J~ r.
J ~(«'-C) («'-A') (~–M*) 7 \/(C--f')(~ ~)

1

essendo 0 una costante arbitraria, cornerisulterebbe aitrest dalle formole

del §. ora citato. Per l'arco o delle geodetiche (51), contato da una

traiettoria ortogonale Ëssa, avremo seconde il §. 94:

(62)
== ~E~C) ~f'/(C~)

dv
V (~) (~) V ~) (y-~)

il segno saperiore od inferiore valendo in con:ordanza colla (51). Indi-

cando poi con'j' l'angolo délie geodetiche (51) colle linee di curvatura

w==costante, avremo l'integrale primo

(68) w'8en'')'+f'co8'<)'==C.

Questeformole(62),(53) sono del resto sempliciconseguenzedella (51).
L'ultima formolaè suscettibile di un'elegante interprotazione geome-

trica, dovuta a Joachimsthal, che ora andiamoa stabilire, avvertendo che

alla (63) soddisfanonon solo le geodetiche ma anche le lineedi curvatura.

Qui osserviamoancora che le linee geodetiche reali dell' ellissoidesi

possono distinguera in tre specie, a seconda del valore della costante C

nella (51). Perchè la geodetica (51) sia reale, occorre che C giaccia
aell'intervaUo:

X'>0>0.

Ora, se si dà a C un valore fisso compresofra ?*e A', le geodetiche

(81) saranno (§.423) tutte tangenti alla linea di carvatura

«'==0;

questa si componedi due parti chiuse diametralmente opposte descritte

attorno a due ombelichi dell' ellissoide corne un' ellisse attomo ai due

fuochi. (Cf. il §. seguente). La linea geodetica svolge tutto il suo corso

entro la zona ellissoidalecompresa fra queste due curve chiuse, passando
dall'una aU'altra e toccandolenel retrocedere sulla zona, sulla quale gira
in generale infinite volte senza chiudersi. Se la costante C giace nell'in-

tervallo fra A*e 0, !o stesso accade rispetto alla linea di curvatura

~==0.

In fine se C =1& si ha il caso notevolodelle geodetiche uscenti da

un ombelico,chevanno a passare per l'ombelicodiametralmente opposto.
Cio si riconoscogià osservando cho la quadrica del sistema confocale,a
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oui sono tangenti te tangenti delle goodetiche(51) per C ==?, avendo il

paramètre ?='-& si riduce aU'iperbola focale,alla quale si appoggiano

dunque le dette tangenti. La tnedesima propriété risulterà anche dalle

diacussioni seguenti.

§. 426.

Teorema di JoadtimatM.

Per stabilire il teorema di Joachimsthal sopraaccennato, cominciamo

dalle osservazioni segnenti. In un punto qualunque(~ y, x)dell'ellissoide

conduciamo il piano tangente e per il contro il piano paraUeto; la se-

zione ellittica prodotta avrà per assi i diametri paralleli al!o direzioni

delle Unee di eurvatura .useenti da (x, y, ~). E infatti, indicando con

cos et, cos cos f cos x', cos ces<f' i coseni di direzione di questi

diametri, abbiamo

cos a cos § cosY
9.c 3.e' a!x w .f

C08Ct C08 C08f == <' == TT– MTT– ..<'i–cos et
3p9 9pt <+~ &'+pt c'+pt

9a' 9~ a; w .f
cos<x' cos eosf' ==<- :<?-== M~– -.T–

9pt 3p< a'+ft &'+pt c'+f'.

e da queste segue subito, sottraendo le due formole (§. 420)

(<+pJ(a'+~) (~+~) (6'+h) ~+~ (<~p,)
(?) <

(«'+pJ (a'+pj
+

(&'-<-pJ (6'+p,) (c' +.pJ(e'+p.)

nelle quali si faccia p~O:

eo8<tcos~ cospeosB' C08YC08/
-~r"+--V-+–v–-o.

Questa esprime che i due diametri in considerazionesonoconiugati,

e, poichè sono anche ortogonali, coincidonoappunto cogli assi della se-

zione centrale

Cio posto, se RI, R< indicano le lunghezze dei semi-assi paralleli

rispettivamente alle tangenti aile linee M='costante,o=costante, avremo

1 cos « cos* p cos' Y
R!+'V"

JL '~?*~ -i. ~s'~
cos'y

R; "«' &' e'

~)Ci6 risulta anche subito g'eomeMcamentedall' osservareche la detta
sezionecentr&Ie&simileaU'indieatrieedi Dapin nel pnnto(a),y, z).



TBOBNMAM JOAOHIM3THAI. 517

ossia par le formole précèdent!

1 <

M" ?' (<t'+~)' + &' (6"+~'
+ < (C'+p,)'

.1_

· (~+~' ~~py ~6~F~?

Ora dalla prima delle (ot) segue

y'

indi
<(~+~) 6' (S*-~P.) c' (c' +

t
(a'(6'(<'+~" '(~7y'&c'(c'+~'

e porci6 Rî'=' -j~ e similmente BÏ" -p,, cioè

(54) R!==< R}=.<t't'.

Queste ci dimostrano che B) è it semi-asse maggiore, ?“ il minore.

Nella sezione centrale tiriamo ora il semi-diametro parallolo a quella

tangente nel punto (if,y, F) all'ellissoide che fa colle f~costante l'angolo

<)',e indichiamo con R la sua lunghezza; avromo

1 cos'~ sen'~tp
~~a'P'

Se poi cona indichiamola distanzadel centra dal piano tangente
in (?,y, s), abbiamo

yt1_
8' °~+~~7'

cioè per la prima delle (40*)pag. 507, ove si faccia pl= 0

1 («'-«') (~)
~y?~

'') A questaformolasi pub legare l'OMervazioneseguente. La curvatura
totale K dell'ellissoide&data da

tr <6'<K
(~–«')' (~
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Ne deduciamo

==< («' Bon' + cos'

e, confrontando coll' integrale primo (53) delle geodetiche, otteniamo il

teorema di Joachimsthal:

Per ogni linea geodetioa ~'o<'o!<a sopMt«M ellissoide co~a~e

~rod~o ddla distama del eeK~ dal piano <OK~e~e un pMM~odMj~

geodeticaper la !«M~a[ dei diametroparalledoalla tangente<~No~od~-
<<<!?nel MM~eStMMpunto.

Per quanto si è già osservato, la medesima proprietà appartiene,
oltre che alle geodetiche, anche alle linee di eurvatura. Segue di qui
nuovamente che per le geodetiche tangenti ad una medesima linea di

curvatura la costante 8 R, ovvero la costante 0 de!la(81),BerbaiIme-
desimo valore.

§. 486.

Qeodettohe ombeticaJi.

Consideriamo ora i quattro ombelichi reali dell'ellissoide. Esai giac-
ciono sulla eltisM principale dell' assemaasimo e minimo ed hanno per
coordinate

\6~1~
~==±a~==±-, ~==0, ~=±eV~==~c~

\/a'–< ~6<

Il piano tangente in ogni ombetico è distante dal centre della tun-

ghezza $= e qualunque semidiametrodella sezionecentrale fatta con

un piano parallelo è eguale a b. Dunque:
Per ogni geodetica«sce~e da «? <MKM<<:ojpf0<j'o«oR ~<n! valore

oostantea c. H valore corrispondente della costante C nella (51) è quindi

eguale a A', corne si e già osservato ai §. 424.

Da questa osservazione possono dedursi conseguenzenotevoli,segna-
tate da Roberts. Consideriamo un punto M dell'ellissoide e congiungia-
molo per archi geodetici MF, M FI a due ombelichiF, FI non diame-

onde segae K=.

Dunque le Uneedi ~Ma<curvatura <M'eH<MoMesonole <i<Me<M<h~p<t<e
dai ph<K<<<tn~en«comuniaK'eOsMt~eed a<!esferec<MMMt<)~c~e.
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tralmente opposti. Il valore della costante R è to stesso per le due

goodetiche,e sieeomein Manche 8 è la stoss~ i due d!<naetricondotti

parallelamente alle tangenti in M alle due goodetiche dovranno avere

egualo lunghozza o faranno quindi angoli eguali cogli ami della sezione

centrale e poichè quosti sono paralleli alle direzioni delle Uneedi cur-

vatura in M, ne segue:
Le <Hf<!<'tOMdelle linee <?curvatura w M«wo Kse«nc<<M!'aM~<)!!o

<M<cnMe (~B'a~o esternofomato dagli archi ~eod~c! M F, MFi.

Ne risulta che l'arco geodetico MF' che riaoisee M aU'ombelicoF',
diametralmente opposto ad F, è il prolungamento dell' arco geodetico

F Me quindi

0~ ~<!e<<c<tuscenteda «? ombelicojpoMaper !'o!MM:cod'MtNMM'-

mente opposto.Come due punti diametralmente opposti della sfera, cosi

due ombelichi opposti dell'ellissoide possono nuilirsi con infiniti archi

geodetici, i quali avranno tutti eguale lunghezza, poichè per la defini-

zione stessa di geodetica, passando da una di queste geodetiche alla

infinitamente vicina la variaztone prima di tale lunghezza è nulla.

Già d<[questi teoremi segue che le linee di curvatura deU'e!tissoide

sono ellissi ed iperbole geodetiche avonti i fuochi MgH ombelichi del-

l'eHissoide,ma più chiaramente apparirà dai §§. seguenti.
Lo equazioni (24),(25) in termini finiti delle geodetiche danno per

le geodetiche uscenti dagli ombelichi (0=~*):

<~/v'&v~x~ u~ h~ x~
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e pel loro arco

~/V~y~

Le quadrature nelle formolegenerali (&1),(62) portano evidentemente

ad integraU iperellittiel, le attuali invece ad integraUeltittici. Per ese-

guirle assumiamo per semplicità il semi-asse maggiore dell' ellissoide

per unità lineare <!c.1 e potremo prendere la quantité &=~i–c' <; 1

come modulo di una classe di funzioni ellittiche di Jacobi, per le quali
le quantità K. K' saranno reali. In luogo dei parametri u, f, introdu-

ciamone due nuovi T,tt, ponendo

«==&6nt wcs~snt),

ed essendo ~< poniamo <i

~=~hma, n

dove etè una quantità reale compresa fra 0 e K; avremo cosi j

a~i, &c='dnct, e~ A=~hmKa

e le formole (39) pag. 506, che danno le coordinatedei punti dell'ellis-
1

soide, diventano

Je

(67)
snnnfi dn a ..1

(8àla
cncencl

y-.i~ (.n').sn«a sna cna ona

dove,adottando pel radicale il segno positivoe dovendorestare ~~M'
]~<0.cioè

l<>sn'T~8n'<t sn'a~sn'tt~O,

faremo variare T,ti negli intervalli

"SK–ot –a~e.

Le (57) ci danno allora i punti del senu-ollissoide

y>0
e i quattro ombelichi

F~(8n<t,0,&'cn'x) F':==(–8na,0,cn<)

~~(-sn<![,0,&'ena), F't~(sn<!t,0,–&'cn«)
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riceveranno le coordinate cnrviUneer, t,

F~(<t,<t) F'~(3K–<t,-a) Ft3~(a,–<t) F'(2K–e[,<t).

L'equfMiiono(65) dettegeodeticheè data da

/<J sns--sna sn«--snst

e il loro arco da

<dn't<~±/'dn'~d!tt.

Se prendiamo un punto Msa! semieHissoideyX) ed applichiamo

quoste formole all'arco geodeticoF M, osservando che mentre t cresee

tt decresee, vediamoche debbonoadottarsi t segni inferiori, o percib sarà

<:
== da't <?t

dn*~<t ~et

la lunghezza ddl'arco geodeticoF Mcontato da F, cioë

(68) ,,=~(T-~)-)-z(T)-Z(t,), >

essendoZ (t) la funzionedi Jaeobi ed E la lunghezza di un qaadrante
della ellisse principale nel pianos A

Per l'arco geodeticoFt Mal contrario valgonoi segni oppostie la
sua lunghezza< è data da

(68*) Ot=~(T+T,)+ZM+Z(Tj.
·

Facendo nella (81)t'='2K-a,i:t=-ao o nella (31*)t c 2 K <, <*a,
si vede che tutti gli archi geodetici F F' o Fi F\ hanno la lunghezza
comune 2 E. Sommandoe sottraendo segue poi

o-t-o,t=2~t+8ZMn

o.-o==2~,+2Z(~.

Dunque le Unee di curvatnra t =*costante, Tt==costante sono e!!iNi

geodetiche le prime rispetto ai ûtochi F, F, e le seconde iperbole goo-
detiche rispetto ai medesimifuochi.Ma se ad uno dei fuochisi sostîtuisce
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il diametralmente oppostop. e. a Fi, Fi, allora le t; ==costante diventano

eIHssi geodetiche rispetto ai fuochi F, F., e le ==*costante iperbole.

Ogni linea di curvatura d! un eUissoidopub quindi doseriversi ËBSMdo

un &to di lunghezza costante coi due capi a due ombelichinon diame-

tralmente opposti e per mezzo di uno stilo in M tendendo il Slo &ul-

l'eUissoide: la estremità M dette stilo descriverà una linea di curvatura.

§. 427.

SliMoide riferito aUe geodetiche ombeUoaUe traiettorie ortogonali.

Cerchiamo la forma den'elementoUnearede!t'et!i8Soide,rifer!to&Ue

geodetiche uscenti da un ombelicoe aile loro traiettorie ortogonali.Se

prendiamo p. e. le geodetiche uscenti daU'ombeUeoFe e ritorniamoalle

formole (66), (56), ponendo

-1 a~ du a* -le$ dv

/v~
(56*) f v ut t~' ht v îto to A,

==

/v~v~
a

saranno le Unee4' = costante le geodetichee o==costante le loro traiet-

torie ortogonali.

Ora si ha

~=1 1

7(~,o)~o 0

e quindiper l'elemento lineare dell'ellissolde in coordinate '4' (I, pag. 94)

(89) a~ < + («' A')(~ c') d 'f

La costante del secondo membro nella equazione (8S*jdelle geode-
tiche uscenti da F dipende unicamente dalla direzione che la geodetica

ha in F. Se con <eindichiamo t'angolo, che l'arco geodeticoda F verso

M forma colla direzione F FI della ellisse principale y = 0, sarà una

funzione di w, la oui espressione effettiva importa di trovare. Fissiamo

per cio la costante additiva in scrivendo

~-t/
(60)

4'==~ y~ y~
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Ora se uniMMM eon F, e con indtcMamoFangob esterno F, MF'
in M de! triangolo geodeticoM FF., 8M&evidentemente Mil limitedi
quando M muovettdosi sull'arco geodetico MF considerato si awiohm
inde&nitamente a F.

Ora la lineadi curvatura <'==costante, nseente da M, divideper met~

l'angolo F, M F e formacoU'aroogeodetico F M r angolo deMto dalla

(89), ove 0==. si ha quindi

e pero
y==:<t–2<{'

tgk(21
cot ~rut

h~
onde

~)-~=~.

(61)
tg'~= Mm ~=

Mm

\2/ «=A,.=, M=.A.

Ora, se soriviamole (60) nel modo seguente

.~f~«'
/~A'\ L

"<' u'
y~7o~v~~J+

+~n~ ? 1

"V~-A'/A ~0 ti'~J

vediamo che la difforenza dei due primi integrali, convergendou e f}

verso ?, converge verso un limite determinato e Snito, che dipende solo
dalle costanti a, A,&,mentre la seconda parte di '? puo soriversi

H/~E~
L(«-A)(.+A) t-& 1

2AV~r~-<')(M+&) "°&+~ Jh
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e al Mmite per «~&,f='& converge, per la (61), verso

1~/e' m 1~/?'-&' k-h

~y~tgg-~y~
icg

Si ha adunque

~vs~

essendo A una costante e la (69), cangiando il parametro 'P in M,diventa

~+~
owero

(62) ~=~+~

dove y è la dietanza del punto M dal piano degli ombelichi.È questa
la formola notevole dovuta a Roberts.

§.428.
Teoremi di Boberta.

Se uaianto il medesimo punto M aU'ombeticoFn e con Otindichiamo

l'areo geodetieo M Ft, con?; l' angoloM F, F, avremoper la (62) stessa

~+~
da cui

atMt <!m <&)t
(~) (~+~) ==

~) ~+~J

Lungo le linoe di curvatura

« = costante p = costanto,
è rispettivamente

<!o+<t=='0, <&)– <~t=~0

e perb

t<

tg 2 tg = costante ovvero
==

costante

2

DeU'esattezMdi qnMt&corrispondenzaci si peratMtde&Mttmente,osser-
vandoche Imm~la elliase(diourvatura)o==0,w Aerescentepet «, decrescente

e invecelungo l'eUiMe!B==0,e),~ crMiMBOo decreseonoinsieme.
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Prolunghiamo ora t'areo geodetico MF sino a passare pet l'ombollco

opposto e sia M'l'angolo ohé l'arco geodetico F' M da F' verso M fa
coU'areoF'F', dell'ellisseprincipale, montre eom'denotiamo la lunghezza
dell'areo F'M; per la (62) avremo

«h' + ~M' < +-~ dM",°~
sen- <H

~w!
gen'o)

e poichè

risulterà
= <h',

<&.)' d'M"

sen' M sen'M'

Se si osserva che M'è deereseente per w crescente, ne risulta

~M ~N' 0
senMsenM~

quindi

tg tg costante
ts(~)tg(~)-costante.

H valore della costante del secondo membro si esprime facilmente

per l'angolo Q, corrlspondente all'arco geodetico che unisceF coU'estre-
mità dell'asse medio; in tal caso è infatti

M-a M'c=. Q
e per6

"(M)-

Per mezzo di questa formola possiamo facilmente s~uire l'alterioM
corso delle geodetiche. L'arco geodetico F MF' traversa in F" il piano
«!e e descrive un nuovo areo F' N F sopra l'altro semi-ellissoidey<0,
ritornando in F. Quivi per6 non si ehiude, come nel caso della sfera,
ma uscendo di nuovo da F forma coU'areo F Fi un nuovo angolo m"'
diSerente da M.È infatti, se al nuovo arco F'NF applichiamola (63),
osservando che i nuovi valori di w,o/ sono ~-M', x-o)' otteniamo;¡

~)~)-~).

Questa formola, confrontata col!a (63), dà

.).(§)



636 OAMTOMXXVÏ §. 428

e, poiohè l'angolo 8 e acoto e in conseguenza~>1, ne risutta

m'">M

In generale, indicando con M<"11valore di w dopon giri della goo-

detica suirelliBBoide,avremo

/M~ /M\

~=~(2)'

Dunque l'angolo m" al crescere di a, si avvicina indefinitamente

a e la geodetica converge sempre più verso l'eHisse principale, che

contienegli ombelichi.



CAPITOLO XXVII

LaM~e diLam6compostedisapera~acarvaturacostMte
66*

Pontm doll'olomeato lineare dello opMic riforito ad aa Ntatoma trtpl. ortogeaato pMado-
aferiee.- MMeMa e grado dl arbttrartata dt qMfttt stfttemt.- Le ~tni~tte di Lamé
oompo~te dt euperBote a curvatura ooxtante po~Mvt).– CarrtopomdoMa detthtem) otf
NtuXtttt outh s<tpef)!eto tt out-vatum eaotante dl una famieHe df LtMuë. Eeampt
dtvemt.- Lo tHtohnnaztoni rouli dt Bitekttmd por te (ttmtjttte pmndoitfertehe dt iLamt.-
Il teoMMM dt pormtthtbttt~ e t'MppHcmtono iUtmitattt della tmsfonttMtoM dt Bft-
oktmtd.– Le nuove trftftformMfont retttt dotte ftHutgIie pMttdoftfertehe dt Lmm<!eempotteoon ttMfortMttteai tmmagfnafte coain~M dl BMdtind.- Bteerohe amdoghe per le
atmigtte dl I.tttne composte dt Mpm-aete a earvotttra costttntc poettiva.- OMO parti-
ootate dot ttotemt dt Weingart4n quando la ourvatttta & ta steMa per tatte te Mpertote
della ~mt~Ua.– Unee dt eqntdhtttMa oui 5)<tet)tt dt WeittgartMt oomo otroott geedeHet
paratMi.- 1 ebttemi pMade~<erfct dtW6taj{artenaao)tBtotteee<taate.-8tBtemattipto
dtWotnKartan eUcotdate.- Traotonnaiitone di Bitoklund pet thtamtdt WetaMrten.-
'D'OtfttnoMitene oomptomontare.– Betadone del!B famiglie dt Lame a etttvatara eo-

etanta ootto superficie applteubili oalla qnttdrtca tmtnagiaarta t*+<'+(~)-<<)'n.
oho ottttta it otreolo immaginario aU' tnBnito.

§. 429.

Nstemi tripli ortogonali pseadosfiM'ioi.

1 sistemi ciclici di Ribaucour a raggio costante, che abbiamo tro-
vato al §.272 (pag. 146), ci danno un primo e più sempUce esempio
di famiglle di Lamé composte di superficie colla (medesima)curvatura
costante. In quest'ultimo capitolo ci proponiamodi costruire e di studiare
in generale quei sistemi tripli ortogonali che contengono una famiglia
di superficie a curvatura costante, sia questa curvatura la stessa per
tutte le superficie della famiglia oppure variabile dall'una aU'aItra.
Escluderemo senz'altro il caso in cui le superficie a curvatura costante
del sistema triplo sono di rotazione. In questo caso, secondo quanto
abbiamo dimostrato al §. 416, si possono costruire immediatamente le

corrispondenti famiglie di Lamé prendendo un sistema qualunque oo~di

superficie di rotazione a curvatura costante col medesimo asse. Per

questi particolari sistemi non varrobboro M)~eMeya~le formole cne
andiamo ora a svlluppare.

Cominciamodal considerare una famiglia di Lamé composta di su-

perficie pseudosferichedi raggio R, variabile in generale dall'una all'altra
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superficie della famiglia. Supponiamo che nel sistema triplo ortogonale
corrispondente, definito dalla formola

H! dur + H; + H~<~

del d~ le superficie«s'3C08tante siano pseudosferiched! raggio R, dove
R è una funzione della sola «9. Dalle formole (pag. 482)

J-== 1 aH, 1 = ~~H'
~t H, H. 3~ H,H, 9M,

1

per l' ipotesi

1.1.=.-JL
1

R"

risulta che si pub porre

_l_9Hi tg M

M 9«, B

1 ~H1. tg (1)

1 9H, cot<e

H,H,3«, 'R"'

dove 2M è un angolo ausiliario che misura l'indinazione mutua delle
due assintotiche, uscenti da un punto delle superficie pseudosferiche
accostante.

9H 3H
Sostituendo i valori di cho si traggono dalle (1), nelle

due prime equazioni di Lamé del grappo (A) pag. 479, risulta

1 c= ~°~ 1 COSM
-~=-Ht3«, co8<o9«, H,9Mt'*8enM9«t'

onde integrando si ha

(2) Ht = cos <t. <j<(«t,«~ H, ==son My (t< «~

essendo funzione di «,, «, soltanto e di «,, «,.
Dimostriamo ora, cio che è essenziale per la nostra ricerca, che ')'

sono indipendenti da «: cioè

<"
à-"

Ricaviamoper cio dalle (1), (2)

(3*)H,==RtgJcot~+~RcotJ-tg~+~L
c~ = R tg

LCcot <'«< 9M,J
R cot

L
tg

~Mi 9MtJ
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a*

da oui

<+~
w COfll3ü;=

Qaesta, se non sussistessero le (3), darebbe:

(4) tgM-
N(M,,«a)'

dove M è fanzione di <(.,«, e N di «,,«,. Ora, se consideriamo una
spéciale superficie pseudosferica«,=c e cangiamoi parametri «1,«, ri-
spettivamente in

/'t-(M,,e)<~ /~(«,,c)~,

per l'elemento lineare della «9~0 avremo dalle (2)

(S) (&*=s cos*M(?«!+ sen*<o<~

dove per la (4)

(fi) tg U_(y)<"

essendo U funzione della sola «, e V della sola«,. Ma poichè l'elemento
Uneare (5) appartiene ad una superficiepseudosfericadi raggio B, dovrà
ta soddisfare all'equazione a derivate parziali

/M\
9'M senocosM

~R'

A causa della forma (6) di M, ci6 è posstbite soltanto, come ora
dimostriamo, quando la funzione U o la V si riduca ad una costante,
ed allora le superficie «accostante sarebbero superficie di rotazione
contro l'ipotesi. Ed infatti, gli apici indicando derivate, le (6), (6*) danno

M
(~+~(U'+~==~+3u"+2V~

dalla quale formola,formandola derivata secondarapporto a M,,«“ risulta

/n" /v"

(~vv'+(;-).uu~o.
e per6'a

= A U U' &V V (estante)
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Integrandosegue r

U_~U' VI
+

V" ~V.~
~-==-+0, y-=,+c'U 2 V 2

2U"==~+2CU~Ci 2V''=-~+2C'V+C'

con C, 0', C), Ci nuove costanti. Dopo di cib la (a) diventa

((y-c-~)u'+(c-c'v'=c,+c',
1

e non pub essere soddisfatta che per U o V costante, c. d. d.
Sussistono danque le (3), A cangiando i paramctri «t,~ in J''}'
~M,rispettivamente, avremo dalle (2), (8*) j

0

(7) Ht==co8M H,=senM H,==R".

n

·

n

§.430.

Le eqtMudonia derivate pM-ziali per la fanzione w.

L'elemento lineare dello spazio, riferito ad un sistema triplo orto-

gonale (Mt,«“ «jj della nostra specie, vienecosl a dipendereda un'unica
funzione m («i, «,,«,) delle tre variabili «nM,, «, (oltre ehe dalla fun-
zione arbitraria R di «,). Resta che scriviamo le equazionia eu! deve
essere assoggettata w. Per cîô bisogaa sostituire i valori di H,, H" H,
nelle formole (A), (B) di Lamé (pag. 479). Le due prime (A)sono iden-
ticamente soddisfatte e le quat~rorimanenti si traducononelle seguenti:

9'<0 9'M SeNMOOSM
0

~=9«! –Rr--0

~M 3m 9'M 3M 9'M

(8)
""3<<73~3<~+~~9.~

0

c~f–L-HÂ.M\j_
3MAcoso)3«,9!<J R9M9\R~sen<o9M,3M,9M,

0

D==a f-J– ~\)I A.M\j__l_3M 0
<

D =
âus(senwau~au~+l~âus( R )+cogwâulaü,3~

= 0

a
3M,~enM3M,3Mj''R3M,\B /'co8M9Mt9M, l

Ogni qualvolta la funzionemaoddisferà a questo sistema di equazioni a

a derivate parziali, avremo un corrispoudente sistema triplo ortogonale,



8ISTEM!TBtPM OBTOaONAt.!PSiBODOSPEftKI 831

che darà al <&'la forma

(9) <&'==ces' Md~! + sen' w A<;+ RI f~)'~(9) cl8'= cos' (1)lM + sen' (1)du: +
\~</

dl4

dove R ~R(«,) è funzione della sola «, o le superficieaccostante sono
pseudosferiche di raggio R.

Par stabilire l'esistenza e riconoscere il grado di arbitrarietà di questi
sistemi tripli ortogonali, conviene dunquo discutera il sistema delleequa-
zioni (8) allo derivate parziali. RaggiungiamoHnostro scopo colprocesso
seguente che riprodace in sostanza le considerazioniesposte nellaprima
edizione di questo libro, modifleatee sempUSeate,per la parte anaUtica,
nel modo adottato da Darboux nella sua opéra recantf (~.

Avendo A, B, C, D il significato dei primi membri délie (8), comin-
ciamo dall'osservare che si possono dare a B le tre forme segaenti

1 B a i 9'M i aw 9'M
cos (1) 3M,\cos M3Mt9<<J MM 9~ 3«,9~

(.)
B

~L. -L1(°`) sen M 9«t

a

\senM~<,3M~ ces M3~3!<,3M,

B 9 9'M 9 y.,0-os

a ( w ~a~l athl a'(I);,)8en<.cos~ ~r~~+9.<

Ne segue che fra i primi mombri delle (8) hanno luogo le identità
seguenti

9A
Ccosu)DsonM==

9«,'

(p) ~L.~B+'~D– A9Mt~cosM/9M, senM9M. 9M, seaMSt~

~JL~~=J_~B-~r-J-A
9M,\senM/ 9«, cosM9«,

B
9M, eosmSKtSMa

A

Supponiamo ora che m sia una funzione <Mtci~MOregolare delle tre
variabili «,,«,, «9, la quale soddisfi alla

A = 0 per tutti i valori di «,, Ua
ed alle

B == 0 D = 0 per M.===0

dimostriamo che la w soddisferà al sistema (8) per tutti i valori di «“

<"I~!M Bur les <yt~!M <M'<~oK<tM!C,t. I, pag.812e se~enti.
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«,, «,, per i! che basterà dimostrare che B e D saranno zéro par tutti
i valori delle u, dalla prima delle ~) seguondoallora che anche C a 0.
Ora essendo

Ba0 D=a0 por «t=!a0,

quindi anche 0=0 0 per ;<t='0, dalle seconde (~ segue

3B
0,

9D
0 par ul = 0

~==0. ~=0 per «,==0.r i
Derivando nuovamente le (&)rapporto a «., poi facendo Mt=*0,ne

risulta
3T!

0
9T)

@
90

= 0 par ut
~==0 ~==0, ~~0 per«,=0,

e cos~di seguito, derivando quante volte si voglia rispetto alla medesima
variabile M,. Le B, C,D, essendo séné di Taylor in «, che si annullano

per tft= 0 con tutte le derivate rapporto ad M;,sono dunque identicamente

nulle, c. d. d. Ci6 posto pongasi

(~-e==M. (g-) ,=~,

e facendo e~i 0 nolle B = 0, D 0, si

\CM)/«,=<),

ledue equaxioniconduee faconde «t = 0 nelle B =0, D =-0, si scrivano te duo oqnazionicondae
variabili indipendenti «,, «“ e con due incognito M,,')'

°__ cot (O~wo tg au~
a~o

~&

~~JL.L.\4.~A~cos~J~~
\3M,~enM,9«,3<<9<R9M,~B ~'co8m.9K,~

In ordine ai teoremi sutie equazionia derivate parziali, questo sistema.

ammette una soluzione générale con c~<<6 funzioni arbitrarie di una

variabile.

Ed ora prendasi, secondo il teorema fondamentaledi Cauchy,quella
soluzioneM perfettamente doterminata délia A='00 tale che sia

9N
= ~o par ut = 0M==M.

~-<==<t. per «t==0;

essa soddisferAper quanto précède aiie equazioni fondamontati(8) per
tutti valori delle «. Ne condudiamo: Le /aMt~He ZaM~composte
<?t~Mpef/!e~F~~$/erM~ ~Md~M da ~«c /<(M.WMtarbitrarie

È da osservarsi per altro che se R è costante, cangiando«9 in una

funzione di «,, si pno far sparire una delle funzioni arbitrarie.
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Volendo porre sotto forma geometrica gU élément! carattetistic! di
uno dei nostri sistemi tripli ortogonali,si osservera che: un tale ~em<t
WM~atMMd~o ae <~MiM~t ejhme~ ~«e~:

l." MM<!~ef~ pMM~M/e~MKt~MM~e«3 c= 0.
2.' una <M!eOMtw(«,) ~~oWe o~oHa!t della /<MM~

~==«,==0.

3." la !e~e oome<Wt<tR ~o g«e~ cMrcat.

Svituppando infatti Min série di potenze di «, si avrà

<a=!M,+Mt«!,+m,

le M,,M,,M, essendo funzioni di «., «, di oui la prima 6 data e le
seguenti risuitano pienamente determinate dalle condizioni imposte.

§. 481.

Fandgiie di Lamé oon MperCoic a onyvattu'a oostmte positiva.

Passiamo ora a considerare le famiglie di Lamé composte di super-

Scie a eur~aturaeostante
positiva~;

YariaMie in generale daiFuna al-

i'aitra superneie della famigUa.Intendiamo esciuse quelle soluzioni dei
problema che si ottengono prendendo una famiglia qualunque di sfere,
o nna famiglia di superBcio di rotazione. Sia

<&'=IM+H!<~+H~

l'elemonto lineare dello spazio, riferito at sistema triplo ortogonale cor-

nspondente, nel quale le «accostante abbiano
!acurvatara='dove

R è una funzione della so!a Procedendo corne ai §. 429, osserveromo
che avendosi

1 1 9H, 1 l 9H,
~t Ht H, 3<<, H, H, 3~

ed essendo por ipotesi

1 1–1 1

~B"

(t)Cf, la mia Memor1a.1S'ui si8!'emtdt Weï~gartera~eegEïgpa~ di owrrvatura
Cf. la miaMemortat~M<<~eM<<!<~~a~

~H <pa~ ct~eo~M
e<M&tH<e.(Atti dei Uncei, voLIV, série4. 1887).
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potremo porre, indicando con 0 una funzione auaitiaria

1 9Ht_coth9 6 1 9H, tgh 8

HtHs~ 'TT''H,H,3«)~ R

Con ragionamenti del tutto analoghi a quelli del 429 (essendo
esclus6 le famiglie di sfere e di superficie di rotazione) si troverà cosi;

(10) <?'= sonh' 8 + cosh' 8 + R'
(j~)'

(10)
a~,

dove la funzione 9(«t,«t,«!,) deve soddisfare al sistema di equazioni a
derivate parziali seguenti:

3*0 .yo senhacoshe 0

~"3~+3t4+––R'==0

~°3<<r3~9,~==~
0

3uIau. 3113 àu7liota-th à-%àu-àz
(11)

C.L-LA~co8h~j_M e 9'6
t

''9M,\senh0~3Mj''R9«,~R ~cosh69«,9<<,3«,°"
°

D ~i_L\jl ~~enh6\, 1 M 9~ c
3M,~08he3M,3!<J'R3«,\ R ~8enhe3Mt9«t9<<

~` o

Inversamente ad ogni soluziono0 di questo sistema corrisponde un
tsistema triplo ortogonale (10)delta specie richiesta. Il sistema(11),che non

diS'eriscein sostanza analiticamente dal sistema (8), ha le medosime pro-

prietà e conduce alle medesime conclusioni,cioèa riconoscerel'esistenza

delle attuali famiglie di Lamé con cinque funzioni arbitrarie. Ora, se

osserviamo che nelle rispettive fonne (9), (10) del <&*abbiamo

H}+Hî~l 0 H~-H{==1,
e quindi

9H! = 9H;

9«, 9«,'
ne deduciamo, secondo le osservazioni al principio del §. 421, il teorema

soguente: In «K<tfamiglia di Lamé, composa di M<ye)~CMa curvatura

costante ~OM<M)a0 negativa, le ~M«OWCortogonali«?'? famiglia segnano
sulle singoleSt~~CM una COtVMSpOK~Mracheconservat SM~~ C<Wtt~~t

(le linee (MStM~M~).
Per questa proprietà i nostri sistemi tripli ortogonalisi rawidnano

al sistema triplo delle quadriche confocali. È poi da notarsi che dal
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teorema précédente non vanno nemmeno escluse le famigUe di sfere,
perchè allora la corrispondenza segnata conserva i sistemi ortogonali o,
ci6 che per la sfera è to stesso, i sistemi coniugati.

Osserviamoancora che nel caso pseudosferico le linee assintotiche a, p
si introducono ponendo

Mt-M,==.2<it, «t+«,==<2p,

il che da per la (9)

(9*)
<~=<+2eos2M<~<~+~+B'<

Qui è posta in evidenza la corrispondenza delle assintotiche su due

superficie pseudostenche della famiglia e di più si vede che ~H archi

OMVMpOHd~~ assintoticheSOMOuguali.
Ci6 risulta anche dall'osservareche sulle superficie luogo delle assin-

totiche corrispondenti queste sono linee geodetiche, poichè il loro

piano osculatore, che &tangente alla superficie pseudosferlca, 6 quindi
normale alla detta superficie.Anche dalla (9*)segue subito questo risnitato

perchè, facendovi p. e. costante, si ha

<~==<!«'+R'~<

La superficiedei due sistemi « costante p ==<costante hanno quindi
un sîstema di linee geodetichoa torsione costante.

§. 432.

BttM&pîdiversi.

Prima di procedere ad uno studio ulteriore dei nuovi sistemi tripU
ortogonali, consideriamonealcuni esempt più semplici.

l." Cerchiamodi soddisfare alle equazioni (8) con una funzione M

indipendente da «,. Allora le dette equazioni si riducono aH' unica

/9M\' cos*M

t~) + -gT-
==costante

che si intégra colle funzioni ellittiche di Jacobi, a modulo varlabile it,

(')Le snperSoiequi indicateper incidenzasonostate stadiate direttamente
dal B~BBineUasua tesi di abUitaiitone(AnnalidoUaB.t ScnolaNormaleSupe.
riore di Pisa, vol.X,1888).
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oolle formole

ces M==sn (t, &) sonM en (T,~),

essendo

T==~+<)'(«,) &=g

con ). costante arbitraria e ')' («9), B («s) funzioni arbitrarie di «9. Le

superficie pseudosferiche«9==costante sono allora di rotazione.

Notevole è il caso in oui R sia assolutamente costante; allora queste

superficie pMudosferiehe sono identiche di forma, cioè congruenti per
traslazione lungo l'asse. Le «)= costante sono alla loro volta superficie

congruenti'di rotazione e di curvatura costante positiva'==p; Ne di-

scende il teorema & <H!tMe~~Mo una ~Mpcr/Me? curvatura costante

si <? un moto ~aai~M'MMelungol'asge, le traiettorie o~c~eK~ delle <?'

~<Mt.M<Mttquesta <!?'<?~eo~rtMH~ ?~ sono ancora i meridiani

SMp~oM <tcurvatura costante eguale ed opposta alla ~fece(!eM<e.
2.° Consideriamo un sistema o"' di elicoidi pseudosferiche del Dini

(§. 334) col medesimo asse ed aventi per profilo mendiano la medesima

trattrice, ma differeuti fra loro per ii passo e quindi per la eurvatura.

Poichè le sfere di raggio eguale al segmento costante di tangente alla

trattrice intereetto dall'assintoto, coi centri distribuiti sull'asse, tagliano

le elicoidi ortogonalmente, risulta dal teorema di Darboux che ai due

sistemi oe' di elicoidi e di sfere ortogonali fra loro pub associamiun terzo

sistema ortogonale ad ambodue abbiamo dunque un sistema triplo

ortogonale pseudosferico.Ponendo per sompticità'= 1 it segmento costante

di tangente, si trova facilmente che il corrispondente sistema triplo

ortogonale pseudosferico è dofinito dalle formole

(12) 008P)= tgh z BerL(0=
1

(12) costo~tght, seÏtM=_

dove

(12*) t==«,+M,tgh«,+<t'(~),

essendo («9)una funzione arbitraria di «9 e R*='cosh«9.

(<)È questo un caso p&fticolM'edi nn teorema di Beltrami. ~M<o<*Mûad
«<o«Mproprietà dellesuperficie<«Ww<«e<OM(Annali di matematica,serie I,
tomoVI (1864)).).
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8." Si eoMideri una superficie d'Enneper a curvatnra costante, ma
de) reste qualunque.Le sue linee di curvatura di un sistema sono trac-
olate sopra stère ortogonali,alla superficie e coi centri in linea retta.
Se facciamorotare la superficied'Enneper attorno all' asse,essa taglierà,
in tutte le sue posisioni, ortogonalmente it dette sistema di sfere;i
danque: ogni s«pa~cM af'~Mpef ~M< ~f ~<M~M a<<oMM«!~<M<e
ma /<Mt~<« <? Zam~ <MhtM<M<f<t~eeM.

§. 488.

La trM~rmMiMM di Bioklund pei ttistwmitripU pseudosferioi.

Ci proponiamo ora di dimostrare che la teoria delle trasformazioni
delle superficie a curvatura costante negativa o positiva, stabilita nei

Cap. XXIV e XXV,pub appiicarsi non solo, corneivi si è visto, a super-
Scie isolate, ma anchesimultaneamente a tutte le superficie di eurvatura
costante di una famiglia di Lamé,ottenendone nuove famiglie di Lamé.

Cominciamoanche qui dalle trasformazioni ye<~tdi Backtund appli-
cate alle famiglie pseudosfertchedi Lamé. Supponiamodunque di avere
un sistema triplo ortogonalepseudosferico, che dia all' elementolineare
dello spazio la forma (9)

<b'= ces'w~M;+ sen' m + R'às' = cos'(/jdut + sen' (1)dU:+
\<y«~/

dt4

la funzioneMdi W),!<“«9, soddisfacondo alle equazioni del sistema (8)
pag. 530. A ciascuna superficiepseudosferica = costante applichiamo
una trasformazione semplice di Backtund (§. 373). Indichiamo con k la
distanza costantedeifuochinellacorrispondentecongruenza pseudosferica,
e con a il complementodell'angolo dei piani focali, sicchë

(18) ii!==Rcoso,

dovek, o saranno, comeR, funzioni di «9.Si indichi poi con l' angolo
d'inclinazione del raggio della congruenza sopra le linee di eurvatura

i(,==costante. Le formole (B) §. 373 (pag. 392) della trasformazione di
Backtund diventano nelle nuove notazioni: <

Evidentomente,pel confrontodellenotazioniattaaUeonquelledel§.873,
bisogna porro(u=.6, K,–B«, «,=.B~, ol&che da tuago alle (14)del testo.
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9y,9m cosMsen~+senoseNMcosw

(14)
~+~&

~ï.4-~
senMcos senocosMsony

9«,3«~ "j6–

Prendiamo una determinata funzione<p(<<“«,, ~) che soddis&le (14),
e domandiamo: ~<«~t«~enoWo<MM~<.M<mt<&we~o(w~e~o~ fun-
<~M y (<~th, M~0~iM<~ 00' S!<pe~~~eM~M/O-M~trasformateabbiano

pef <Mt~oWeortogonali le nuove e~tw («~?
In tal caso, siccome la trasformazionedi Bitcklundconservale Unee

di curvatura, le superficie pseudosfèriche derivate faranno nuovamente

parte di un sistema triplo ortogonale. Cominciamodall'osservare che la
condizione imposta porta per conseguenza che il segmentok sia una
costante assotuta (indipendente da «,), poicM una curvacoordinata («9),
e la sua derivata debbono essere traiettorie ortogonali dei segmenti ?,
che ne congiungono i punti corrispondenti.

§.484.

L'equazione a differensiali totati per la ftuMiece ?.

Siano y, f, le coordinate di un pnnto dellospazio, rlferito al sistema

triplo primitivo, quelle del punto corrispondenteper la trasfor-

mazione avremo:

«!=!t-&(co8~Xt+8en~X,)

(16) ~=~+&(c<M~Y.+senyY,)

./==<-)- (ces y Zt + sen yZ,),

essendo X., Yt,Z.; Xt,Y,,Z, i rispettivi cosenidi direzionedelle tangenti
alle curve coordinate (u,) («<).

Dalle formole (5) de! §. 409 (pag. 481) deduciamo pel caso attuale:

Y ,senM 9Xt 9M 3Xt__ R 3'M

(16) { 9<<,

9M, R ~'9~9«;9:co:M9M~~

f~Y ~Y~COSM 3X,_R yM X.
9Mt" 9M, 3M,""9«.

1 "R" 3<<son m9«,9«;

colle analoghe in Y, Z, onde derivando le (16), col tener conto delle (14),
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e della (18), troviamo:

f 9a!'
.<– = cos (ces Mcoay sen oson msen y) X, +

t (cosMseay -{-8en'38onMcosy)X<+coso8enMXa{
9a/

(cosrosen'P + sen., sen roCOB'P)le + cos a Ban(1)Xe
1

== sen sen wcosy sen a cosMsen y) Xt +

fl7~
+(8enMsetiy–8en<jeosMC08y)X,–eosocosMX,

1

d = hoeuf XI+ k y~,+
~==-~en~X.+~.8~X,+

.1.p ~c~y 9'M J!!8ony 9'M 9M\
+ R

( cosw
âu,~ss$̀~

son wa~8ug
+ âu.

\cosM9Mt9<8enM9«,9<<9Mj~'

Ne segue

o
~9M;

9~
cos

~cosy 9'M &son<p 9'M 9M\

au, a~ 7, (0 enc8«,cosw9#1$en 3'tt>+3ro)
==

~n~en~+~+~+~

a~ax' ksentcoswa~ k ~o$ a=w
ks~n

a~w
_aw

S~~ ~~c.en~+~+~+~.–9Mt9«9 9«, co8M3xt9«, senM 9!f,9«9 9M,/

Perchè le nuove curve («s) riescano ortogonali alle superficie pseado-
sferiche trasformate è danque nocessario e su&ciente assoggettare ? a

soddisfare l'ultenore condizione:

(18) sen 9y
Acos~ 9'M

iiiseny ym 9M 0
~9~'cM~9~~senM9~'9<<

Supposto per un momento che cio possa farsi, le (17) ci daranno

subito per l'elemento Uneare dello spazio riferito al sistema triplo
trasformato

(19) <&"= <+<~+<~ cos' p ~+sen* ? ~+R*
(~)~

che ha la stessa forma (9), sostituito l'angoto p ait' angolo m.

Tutto si riduce dunque a provare che la funzione incognita pu6

determinarsi iu guisa da soddisfare insieme le (14),(18) ossia l' equazione



6~0 OAPtTOMXXVH. §.484

a diSeroMiaU totali:

m
d~

~cosm8enp+sen«senMcosp f 9M\
W

~9~

/sen<aeo8y+senocosMseny 3M\
due

-+9~

r 1 ~cosy
w

9*M

aae
~seny

w

9'N 9M\~
seD<cosM9Mt9M3' sen<a3«,3«,'3~

Se seriviamole condizionid' integrttbUitadi questa equazione,tenendo
conto delle equazioni (8) cai soddisfa w e della relazione

9

C080==g,

troviamo che esse sono identicamente soddisfatte.Dunquo la (I) è i!H.
mitatamente integrabile e per cib, Sssata ad arbitrio la costante &,la

(I) ammette una soluzionegênerai contonente ana costante arbitraria 0.
Per fissare il valore di C basta Sssare la trasformata di BacMund di
«Masuperficiepseudosfericainiziale, cioè la direzionedi twodei segmentik,
che potrà del resto essore data ad arbitrio, parchè normale alla curva
coordinata («~).Dunque: c~Ntfamiglia <MJ~om~compostaa!t ~fpe~c~
pseudosferichesi pt~ applicare, come oKe ~ef/hiie pseMahM~M~eisolate,

~<<WM<M'M)~ JMcMMtM;)- /e~ /<tM~Mt<f<M/P~M~basta
<&!M una <M~ st~ <M~ /a)M~t<t ha trasformata di ~teM«M~
o~ pub scegliere dd f~o ad a~~M. Cbs;,da ogni tale ~~«t nota

Lamé, dMpaw ~<M/~nM<MMKcd't BSc~MM~o)' M<«w/aM!~M
trasformate.

La ricerca délie famiglie trasformate dipende dall'intograzione del-

l'eqaazione a differonziali totaU (I), alla quale prendendo per ineognita

A==tg~y

si pub dare nuovamente (Cf. §. 374, pag. 394) la forma di uN'equaziono
di Riccati. Basterà dtmque coMseere una particolare famiglia tra*
sformata per avere tctte le altre con quadrature. E con sole quadra-
ture potrà poi appUcarsi illimitatamente alle nnovo famiglie la trasfbr-
mazione di BSekIund.
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§.486.

n teorema di pennntttbilit~.

Come per le superficie pseudosferiche isolate, cost anche per le

famiglle pseudosferiche di Lurné il metodo di trasformazione descritto

pub ricevere un'importante semplificazionefacendo uso dal teoremadi

permutabilitù (Cf.§. 888 e seguenti) il quale, corneora si vedrà, è ancora

applicabile alle nostre famiglie di Lamé.

Per dimostrarloindichiamo(conun leggiero cambiamentonellenota-
zioni del'Cap. XXIV) simbolicamenteconBAla trasformazionedi Back-
lund applicata ad una famiglia pseudosferica (X) di Lamé, quando la
distanza costante fra un punto di una superficieS e it punto corrispon-
dente della superficie trasformata S' è eguaie a k. Dimostriamoche sus-
siste il teorema di permutabilità:

Se (S'), (S")MKodue /«M~~et(~/e)-<«%e Lamé legatea~ Med~-
sim (X)da due~«s/<M'M<M~OM<dftm!MMMd'B~ B~,a <!<~<M~k, d~e~,
~M~euna Q'!«~<!/9Mt!~M(pseudosferica(2"'), Fe~CMM~e d~MMt~a,
che Wspe«!tMMK~e? (S'), (X")da due ~<M/M~<MrM~t.BSeiiii'tfMd'

collecostanti tttt~~ f, k.

Siano infatti

s, y,

tre supor&eiepseudosfenehe corrispondentinei tre sistemi (E), (S'), (~.
Pel teorema di permutabi!it&relativoalle superficiepseudosferiche isolate

(§. 383), esiste UM quarta superficie pseudosferica X" perfettamente
determinata e deducibile in termini finiti, che è logata a S', X"rispet-
tivamente da due trasformazioni B' B\. Dobbiamo solo provare che
X"'genera una famiglia(~) di Lamé. Ora se P, P', P", P~ sono quattro
punti corrispondenti di X,Z, S", e a P facciamo descrivere una delle

curve C traiettorie ortogonali della famiglia (X) i punti P', P" descnve-

ranno rispettivamente, per quanto si ë visto sopra, due curve 0, C*

traiettorie ortogonali delle rispettive famiglie (~), (S"). Indicando con C"'

la curva descritta da P~, basta osservare che i segmenti P' F", P" P~

sono costanti e normal rispettivamente a C', 0" per dedurno ehe essî

sono normali in P' a C~; ma questi due segmenti sono tangenti in P~

alla X"'e per6 le curve C'" sono traiettorie ortogonali delta famiglia (X'").
D'altronde, siccomela trasformazione di Blicklundconserva le Unee di
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curvatura, le C'" segnano sulle superficie una corrispondenza che

conserva le linee di curvatura (ed i sistemi coniugati); dunque (S"*)ô

una famiglia di Lamé.

Noti i tre sistemi tripli ortogonali pseudosferici(X),(S'), (S"),definiti

dalle formole

ds*=. coa'M + sen*M c!«;+
R' (~)

&! = ces'M~«}+ son'M' + R' [~)~ds; a cos' w'
du;

-+-sen' w' du; +
~«w

du~

ng
8

o~ =ces' M~«! + son' M" + R'
S"")'<

il quarto sistema (X'"),pel quale indichiamo conM""il corrispondente

valoM di M,si otterrà con operazioni algebriche dalla formola(C) §. 384:

(pag. 416) del teorema di permataMUtà

/o+o'\MtO~.J t
/M'M\ W "°\ 2 L /M'-M"\

((1)'" 11)) 2 ((l)' -11)")(20

~("~r~j~("~)'
dove

i!; f

0080===~ C08tf===~ji it

Applicandole considerazionistesse dei §§.384, 386, otteniamoanche

qui per le famigUe di Lamé l'importante eonseguonza:
Se di una /a)M~Mt pseudosferica Le~ M conoscono~e le oo'

famiglie <&ftt~e per ~O~/bfMtMMMedi ~[<!M«~, per CMMCMtKt$M~e
«Mme potranno (M~atMMtfecon so!t ecfi'co!to~WM e di <<M'MMC

<t<«ele nuovefamiglie <~nc<~c.

Nelle condizioni del teorema ora enunciato trovansi p. e. i sistemi

tripli pseudosferici compost! con elicoidi del Dini e corrispondenti alle

formole (12), (12*) pag. 536. Senza compiere i calcoli relativi, ci limi-

tiamo qui a constatarlo nel modosegaonte. Il sistema(8)pag.680ammette

la soluzione evidente <o===Q,alla quale applicando la trasformazione di

Backhmd a costante k per ottenere una nuova soluzione y, vediamo

facilmente che deve unicamento soddisfare le due equazioni (14)

pag. 538, che diventano attualmente:

9y __Mny 9y senoseny

9~" & &
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Questeintegratedanno

1 «t–Bea<t«,

dove ô funzione arbitraria di e basta fare in questa

s=!i son o == tgh Ma

per trovare appunto le (12). Det)a8ohtzioneM==00 conosciamoadunque
lutte le trasformate di Backtaad, e possiamo quindi applicare il teorema
superiore. Cosi riconoBciamol' esistenzadi un gruppo infinito di~amigtie
pseudosferichedi Laméchedipendonodalle funzioni ordinarie (Cf.§. 387).

§.486.

Le trM&naMioni imm&sfim<u'iedi B&cMMd composte
in trssformasioni reali.

Stabilito anche per le famigliepseudosferiche di Lame il teorema di
permutabilità, è chiaro ? priori che tutti gli sviluppi dati nel Capitolo
precedente per le trasformazioniimmaginarie di Backtund e la loro com-
posizione in trasformazioni reali per le superficie a cnfvatura costante
isolate potranno applicarsi alle famiglie di Lamé compostedi superficie
a curvatura costante. E basterà che ci limitiamo a dare le formole
fondamentali per le nuove trasformazioni.

Dalla soluzionereale Mdelle equazioni fondamentali (8) passiamoad
una nuova soluzione M,, trasformata di BacHund di M,mediante l'inte-
grazione deU'equazione(I) a digerenziali totati (pag. 540)

f9t ) /cos Msen M.-)- sen 0; sen mces M, 3m\

~i~9«J~-

/8en Mcos M,+ sen o, cos<osen «t 9M\
+

9<.J

1 ~tcosmi9'M At8enMt 9M\
sen o. cos M0 ~9~ seno Si~M, 9<~

dove è una costante e

cos 01
&.coa

Ot ==

Ma supponiamo qui che A;sia una costante complessa qualunque, per
cui la ?. sarà essa stessa complessa. Ora se si cangia nella (21) im–t
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e quindi le quantità
o, M,

nelle loro coniugate

~==~ r 0,=a0t M,==Mt, r

la M,sarà una soluzione (complessa) delle (8) legata alla roale Mdalla

trasformazione di BilcklundB~- coniugata della B~ che lega ?1 ad M

stessa. La formola (20; de! teoroma di permutabUita,indicandoqui con

la quarta soluzione ci dà

f~

tg == -A-~ tg f'°t 0 f
t'*<

et n )'
S

Ben(~')

ovvero, scindendo il reale dall' immaginariocol porre

Ot==a-i-4& Mt=s6-)-

2~ ws-w cosas t h
"(''D-S"2 fionhb g If,

e questa ci dimostra che la quarta soluzionem,è nuovamente reale. Le

formole stesse che abbiamo stabilite al §. 397 (vedi (16*) pag. 446) ci

darebbero in termini finiti la nuova famiglia reale pseudosfericadi Lamé

corrispondente alla soluzione trasformata < Applicandouna trasforma-

ziono di Lie, potremo anche qui (Cf.§. 398) ridurci al caso in ouile due

trasformazioni elementari componenti B~, Bj~ sono puramente imma-

ginario ed opposte.

§. 437.

Le trM&rmMioai immaginarie di Bâoklumd per le famiglie di Lamé

a ourvatura. oostante positiva.

Passiamo ora al caso pià intéressante delle nuove trasformazioni

reali per le famiglie di Lamé composte di superficiea curvatura costante,

al caso in cni questa curvatura è F<~M~. In questocaso infatti le tra-

sformazioni elementari di Backlund sono nocessariamenteimmaginarie,
e soltaato quando siano opportunamente compostedanno Inogo a tra-

sformazionireali (Cf. §. 399 e segaenti).
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86

Sttppcniamodi avere un sistema trip!oortogonale (Mj, < de&dto
dalla formola (10) pag. 584

(28) senh' 0 <&<;+ cosh' 6 ~«; R'
~-)'~

dove lo superdcie tc~ costanto sono di curvatura costaentepositiva =
1

dove le superMe accostante sono dt ourvatura.costantepositiva a-

essendo R funzione della sola «,. La funzione reale 6 (M,,«,, «~ soddi-
sferaalle equazioni fondamentali (11) pag. 584.

Cominciamodallostabilire le formoledélie trasformazioni elementari

(immaginarie) di Back!undper questi sistemi tripli. Per ci6 non faremo
altro che riprendere le formole già calcolate at §. 399 per le superficie
a curvatura costante positiva isolate. Occorrein primo luogo,adoprando
le solite notazioni per i coseni deUe direzioni principali nell'attuale
sistema triple, scrivere le formole seguenti relative alla forma (28)
dell'elemento lineare dello spazio:

~=senh6X.. J~h~
$

~-R~X.1-41
e--

gUt au3 ath

?4~ ~y
co8h8

X.
9X, 98.. 9X. R 9<e

~R- ~enh03~~
==~.X.~=.X-X ~= R

au.
=

â~x, a~ -ul 1-t xs ~~sh 8 au,aus
x,.3«i 9«,"3«, 9M,' R cosh~M,

Indicando ora con k una costante complessa qualunque, pongasi

cofiho
T)

coaho ==y ?k

e, secondo le formole (B) pag. 454, si determini una fanzione 8, di «1,
«,, «, che seddiaû alle due oqnaziuni simattanee:

9~9~_
senh s cosh9senh 9t + cosh osenh 8cosh9)

9M,'9M, R
(25)

t ~L 4- coshocosh6senh -j-~senh o senh0 cosh
3M, '9M,R–

1

le quali, a causa dellaprima eqaazione(11), sono corne sappiamo com-

patibili.

Scelta nn&soluzione0, deUe(25),si considerinosecondole (33) §. 399
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(pag. 464) le superficie (immaginarle) trasformate date dalla formola

~0~ ït s~ X, + <cosh 6, X,
H:0) je s= !<! –it

cosh a

colle analoghe per y',-e'. Dobbtamoora trovare le ulteriori condizioni

cm bisogna assoggettare 8. aflinchèil panto (~, descrivaun nuovo

sistema triplo ortogonale. Per questo,derivando la (26) coU'averriguardo

aUe (24), (2&),troviamo:

<

<– ==
senhCt (senh9 senh.C,+ tgh o cosh8cosh9t)Xt

c<ti

< (senh0cosh et + tgh ocosh8 sonh X, + cosh X,
coatio )

a./

(27)
g–

== cash (eosh0senh 61+ tgh a senh9cosh CJXI +

(27)
u. 1

isenhol+ (cosh8cosh61 tgh<tsenh0senh6.)X,+ X,jCOSuO)

~==-~cosh0, ~Xt i k senh 8~ X, t-
C«j CM} cM~

+''[~a.t~+.an~
X~

11'4a sen au,au~ COB8'Iv''1l

e qnindi
ad ad

~'3«,9<<,

~9~9.«' i!!eo8hasenh6,(90, .39
Y–a= –Hg~o'j-cogho–9~ 9«B cosho j 3M, 9«,

R 3'8 ~R M
61

senh 9M~ cosh 3~ 1

3~ 9;e' ~senh8cosh6, 3~
+ cosh

38
!==

senho.
4- cosho ?–

–9«t3«t coshoa 9«9 3<<t

R 3~ tR 3~u
R 916 au~a

sonh8,
cosh

816 a~
senh

9,"se.he3~cosh~3«,9~

Il nuovo sistema triplo («, «, «,) sarà dunque ancora ortogonalese
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la ftMzione 9, soddisferà, oltre che a!!e (25), alla ulterioro equazione

<~
's.+~,&

(25*)
senh"au, =senhO~~

senhOl
cosh 6~Su$ coshO.-cosh(J~tIs

Maquesta, insieme colle(25),formaunsistema illimitatamente integrabite,
como facilmente si veriSca.tenendo conto delle equazioni (11) (pag.834)
cui soddisfa 6. La soluzionepiù generale 9, del sistema (25),(25*) con-
tiene quindi una costante arbitraria (complessa). È da notarsi poi che,
soddisfatte le equazioni precedenti, le (27) danno

(28) (~=.ah;+<~+<=senh'e, ~+008~6.
~+B'(~V<?<4,

sicchë 6, ha to stesM significato pel sistema trasformato come 0 pel
primitivo,

§.488.

Le nuove trMibrmMioni reaU.

Il risultato analitico del teorema di permutabilità conserva eviden-
temente, anche nel caso attuale, il suo valore; e cioè, se 6. è legata a 9
dalle (25), (25*) con ~o,, e similmente 8~ a 6 daUe formole stesse
con 0=0,, avremo una quarta sotuzîone deUe equazioni fondamentali
(11) dalla formola (0) pag. 458

(29)
tgh(~~tgh(~)coth(~).

E questa sarà legata a Bt, 6, dalle formole stesse, scambiandovisl
con <ït.

Non resta ora altro che applicare le considerazioni stesse dei §§.
401, 402 per comporre due trasformazioni immaginarie in una roale.
Per ct6 osserviamo anche qui che se si pone

o<0i 0,==:9t,

mentre 61 soddisfa aile (25), (35*) con o=:< la 9, soddîsferà alle equa-
zioni stesse con o==o,.

Dopo di ci6 la (27) ci darà per la quarta soluzione 98 la formola

~(~)').
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la qaa!~ ci din~ostrache 9, è nuovamente reale. Avremoquindi un maovo
sistema triplo ortogonale roale (?,<, «s) con superficie <<,=coBtantoa

curvatura costante
positiva~,

doiinito dalla formola

(80) <&!= senh' <?«!+ cosh' 9, + R*
(~)'<?<4.

Le equazioni in termini finiti del nuovo sistema triplo si ottengono
dalle formolestesse che abbiamo dato al §. 400 e che non importa qui
trascrivere.

Terminiamoqaestericerche generattsutle trasformazionidellefamiglie
di Lamé composte di superficie a curvatura costante coU'osservareche

vate anche qui, come per le superficie isolate, il teorema finale: Se <?

una cM~eindicate ~MSt~M Lamé si coMoseoMtutte letrasformate con-

<t~!<e,!'«RpH<!<M'MMes<(cce~paed ~t)M:~a dei~foc~Mdi ~<!S/<MWMM!<MM
si con co~coMa~~f~ e di <?~<xM~Me.

Cosi p. e. se ad una superficie di Enneper della classe particolare
trovata alla fine del Cap. XXV si dà un moto di rotazione attorno

aU'asso, si genera una famigUa di Lamé (§.432, 8.") che si trova ap-

punto nelle condizioni indicate nel teorema.

§. 439.

1 siatemi di Weingarten.

Fino ad ora abbiamo considerato il caso generale in cui le superficie

della famiglia di Lame sono, individualmente considerate, a eurvatura

costante, ma questa curvatura K è variabile dall'una aU'aitra superficie
della famiglia. Veniamo ora ad occuparci del caso particolare notevole

in cui la curvatura K è una costante assoluta. 1 sistemi tripu ortogo-

nali corrispondenti U diremo sistemi di Weingarten, poichèquesto geo-

metra fu il primo a riconoscerne l'esistenza notando la possibilità del

passaggio da una superficie di curvatura costante ad una M~M<<tWM~

fteMMcolla medosima curvatura, in guisa che la distanzanormale infi-

nitesima fra le due superficiesia una soluzionedell'equazionedel Cayley.
Per ricercare le proprietà speciali dei sistemi di Weingarten,prende-

remo per somplioità per la curvatura comuneK delle superficieM='eo-

atante il valore K=±l. Cominciamodal caso pseudosfericoK" 1 ee
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facciamo quindi nelle (8) pag. 680 R.i. Abbia~o Cosi il ttatema di
eqMadotd

3'M 9'M
son wcos w~sen<.co8<.

9*M 3*M 9M 9'm

~81)
3~='9~3~aula%a% $$,ài;à;îotg aU.aul~

~.fJ_~<'L\~co~~4.
3u, lcosw Su,au~ oo$

w
a~ eenw3u=augâu=

(81)

9M,~co8M3Mt9t(J 9Mj,8enM9!<,9<(,3«,

a 1 _3~\ 1 9M
9«, ~8enM9<<,3!<J 3~ ces M~3«, 9«,

e seriviamo altresl, per comodità dei calooli seguenti, la seconda deUe
precedenti sotto le due forme equivalenti:

a fJ-
1 9'M

(si*~
9Mt\eonM9M,3«J cosm~S~ 9M,

JL~JLJ~~ =, 1 9M
( 1 att~ 1 a~aum3u,

·
9M,\<~BM9M<9<<~ senm 9M,9t<,9«t

L'elemento lineare dello spazio, riferito al sistema pseudosferico di
Weingarten, ha la forma

(82) dCs'==ces' M sen' N d'<4+ (~)'<

Poniamo per un momento ~o

A=(J-~V+ p-LYL
A

\co8M9Mi3M~senM9«,3Mj ~«J'

ed osserviamo che dalle (81), (31*) risulta

aA 0 ~-n 0,
~=O

~=O,

onde
9~ 9«;==~'

1 3'«Y 1 9'<. /3M\
\cosM3Mt9t<J\senM3M,9Mj~«J W

dove F (~) è fuMione di «, soltanto. Ora osserviamo che cangiando «,
in ana funzione di «),, cio che non altera la formadell'elemento lineare

(82), si puo rendere

F («,)=: e (c costante)
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ed il valore di qaesta costante si potra, senza alterare la goneralita,
modincare per un fattore posiMvo.Cosi !e oquazionifondamentati (81)

traggono seco (disponendode!paramètre t~ te due equazionide! secondo

ordine:

9'M 3'M
.rt = sen wcos w

~sen<.c.s<.
(A)

(

1

a~w~e (

1 3'(/)

jll (a,1
C

\cosM9)<t3«t/\senM9M,~ \9M~
= 0

Mavieoversasi vede che dalle (A) seguonola (31), siccM le (A) sono

le equazioni caratteristiche pei sistemi pseudosforici di Weingarten.

Pongasi infatti

M=.-A-L N==-L-LM
cosM9Mt3M, senM9M,9t<3'

e si derivi la prima deile (A) rapporte ad «“ e la seconda una prima
volta rapporte ad «t, una seconda rapporto ad Mt.Le tre equazionicosi

ottenute si associno alla

3(McosM) 9(N8enM)

9«, 9Mt

e si risoivano ie quattro rapporto alle derivate

9M 9M aN aN
9~ 9«t 9«i 9<<,e

si ottengono cosi appunto le (31), (31*). Si presenterebbe un caso d'ee-

cezione se poteMe annutiarsi il déterminante

cos m 0 0 sen M

0 cos M sen m 0
:=: N'cos'M-M'sen'M.

MO N0

0 M ON

Ma allora ne seguirebbe

&yo+~
1

3u13ua

= 8 COS 0) 0+

!l~/

8

J 8 = :f: 1

,V~
1
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e derivando la prima di queste rapporto a «,, la secondarapporto a «n
ne verrebbe

9N
9Mt~3«,'

cio che contraddice alle due precedenti.
In modo perfettamente analogo 6i tratta il casodei sistemi di Wein.

garten a curvatura positiva. Allora l'elemento lineare dello spazio prende
la forma (10) pag. &34

(88) d!i)'=j senh' 8 -i- cosh*8 +
(~)*

dove 6 soddisfa le (11) ibtd. con R=. 1. In virtù di queste l'espressione

1 M
Y',

1 3~ Vt
8

( 1 316_\11 + 1 316_\1 (3!~8nh93«t9!<J ~coshe3M,9«J ~«J

è una funzione F(«J della sola «9 o, cangiando Hparametro «,, si pub
rendere F~e. 1. Cosl 8 dovrà soddisfare il sistema:

~R N~H

+ + senh 0 cosh 9 =: 0

(B)

f
1 1 /98

l 1 a~ lg
r 1 a~ lg la~g

1.
~enhO~,3Mj ~coshe~~

°'

E analogamente, comesopra pel sistema (A), si dimostrerà che dalle (B)
seguono le altre equazioni (11), per cui il sistema (B) caratterizza le
fnnzioni 0 che danno luogo, secondo la. (33), ai sistemi di Weingaften
a curvatura positiva.

§. 440.

Le linee di equidistansa nei aistemi di WeiNgMtem.

In un sistema di Weingarten si consideri una qualunque superficie
«9=='costante della serie a curvatura costante e sopra di esse le linee
di equidistanza N9=3costante, cioè le linee lungo le quali ë costante
la distanza inn&itesima normale e Mdella superficie dalla consecntiva

(§. 410). Dimostriamo che sussiste it toorema: ogni sistema di WeMt-

~(H~t !e ÏMMe eg«Mt~~(t sMJ~«~er/Me a cMrp<!<«~<XM~<tM<esono
<!<~oMpeo< p<M'o)KeH.
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Si CMNidMtdapprima il caso di un sistema pseudosferico,oorriapon-
dente alla forma (32) dell'elemento lineare. Qui si ha

ft=au,'

e qaiadi la seconda délie (A) si serive

(84) A,M~C+M',

indicandocon ~M il parametro differenzialeprimodin, calcolatorispotto
aU'oiemento Uneare

<&*= cos' M~.+ sen' Nof<~

della superficie pseudosferica «9 es costante. La (84) ci dimostra intanto

che le linee di equidistanza n costante sonogeodeticamenteparallole.
Calcoliamoora, colla formoladi Bonnet (I, pag. 183),la cnrvatura geode-

tica delle linee di equidistanza:
ptt

j_1__ f sonM ] 9M1 cosN i 9w1

p. senMeosM~cosM3MtJ'9«, ~sen M9~J
sengcos(/)1cos(ô+;n"vâ-,$seïi(;j
Facendo uso delle formole

9 1 w 1 9M9M==eosMM4- <
cMt\cos M3t<

= cos (1)
senM 9«t

ÂLJL~:=s 1 an9M
3M,\6enM3!<t/

= sen (1)n
cos m 3t<)

che seguono dalle (31) e dalle altre

3AtM2 an 9AtK2 an
3~ 1

che provengono per derivazione dalla (84), otteniamo

/oK\ 1 n n
($5) ==: ==!(85)

P" ~A~ \/o + ?'

Dunque le linee di equidistanza n ===)costante, geodeticamente paral-

leIe, sono altresl a curvatura geodetica costante, e per6 circoligeodetici

paralleli, c. d. d.

Del tatto analoga e la dimostrazionepel caso in cuile use= costante

del sistema di Weingarten abbiano carvatura positiva. Valondo allora le
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formole (B), ed essendo l'otemento lineare dato dalla (88), ai ha

96

?==.-
AtM–l–M'

<%

1 n
(86*) 1==-J"L-

Vl~

Dal teorema ora dimostrato segae poi che: Se un ~ewttt <? T~M-

~a~eM ~e, ~MM~eod~oAe<M!est~~e <~ a~M ? <!MH~«Mt
eos~M~e o<oMC cott g<«t~y<e.

Ed infatti ooMaciamosaquestesuper&cteunsistemadi UneeM-cMtfmte,

appartenenti ad un sistemaortogonale isotenno, e le geodetiche ortogo-
nali si hanno quindi, pel teorema di Lie al §. 47 (I, pag. 100), con una

quadratura.
Oosip. e.se ricordiamo(§.482) che ognisuperficied'Ennoper a curva-

tura costante genera, par rotazioneattorno aU'asse, una famigliadiLamô,
ne deduciamo sMpef~cM<J~K6pef a Mt~«f<t co~M<ele ~<K&<<c~
M ottengonocon giMM&~MfC.

§. 441.

1 sistemi pseudosferiol di Weingarten a ae~one coattmte.

Consideriamo in particotaro i sistemi pseudosferict di Weingarten,
che convienedistinguere, seconde la formola (85), in tre specie secondo
che la costante c è positiva, negativa o nuUa. Possiamofare corrispou-
dentemente

e=='+l c=– 1 e==0

e si ha dalla (35) ordinatamente

1~.1 l~i 1_,"< t '> 1, T~l) 1
PM

1
P.

.`l'
P.

~r i

D'altra parte, per la formolagénérale (16) del §.410 (pag.485), indi-

cando con 1 la flessione delle curve («3),si ha
pa

,Q~ 1 \tM
fIn(36) *-==-==P"p< n
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e quindi nei tre rispettivi casi

1~, 1~, 1_,->l -<;l,= l.
P' Pe P<

Diremo la /s!OMe del siatema di Weingartenecorrispondontomente

avremo tre specie di questi sistemi, secondoche la flessionesar&>l, <11

ovvero==!1. Nel primo easo i circoli di equidistanza saranno a centre

idéale (paraUeligeodeticamente ad una medesimageodetica),nel seconde

a centre reale e a distanza finita, e nel terzo infine oricicti paraUe!
L'ultime caso e speciaimentenotevole.Basta che «Hadelle curve (<~)

sia a Sessionecostante =s 1 ed allora sopra ognisuperneie pseudosferica
del sistema,per le (36), (36), le linee di equidistanzasono oricidi paral-
leUed in oonseguenzatutte le altre carve («,)sonoa flessioneeostante 1.

Diremo in questo caso che il sistema di Weingartenè a /~MMe cos~aH~e.

Esso è caratterizzato dal valore e ==0 della costantee in consegMenza
dalle equazioni per w:

9'M 9'M

~-3~-sen<.co8<.
(A*)

1
~1_, 9'M~/9N\' p

.\c<M(o3!ft3Ms/enM3<<,9«J~9«J

Se si indica con 0 1' angolo che la direzione positiva della normale

principale alla curva coordinata («;,)forma sulla superficiepseadosferiea
colla linea «, = costante, si ha per le formole del §. 409

-ë-

f~ Ht H) 3t<t

e si pu6 quindi sostituire al sistema (A*)il seguonte

3'<o9'M
~-9,4-

& V7

9'm 0son 3M
~senCsen~.
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Le formole (81), che seguono da queste, danno allora

(87)
~+~o8M,~+~==–cos9BenM,

dalle quali eliminandow si ha

~B9.

Derivando le (87) rapporto ad abbiamo

~=~

da oui

~-L ~1-V-L~J- M
\co869«, '\6en63M,9~ ~«J

Dalle (38), (40) risulta che 9 soddisfa al sistema (A*),e pora al dato

sistema di Weingarten a Sessione costante se ne associa un secondo

corrispondente alla formola

<~= cos'6 + sen*8<?«!+ 6~'<
La relazione geometrica di questo secondo sistema di Weingarten

col primitivo si vedra chiaramente pi~ avanti (§.446).

§. 442.

1 aistemi oiclid di raggio coatante.

Tra i sistemi psoudosfericidi Weingarten a nessione costante noi
conosciamogià i sîstomi ciclici di Ribaucour a raggio costante (§. 372).
Per vedere come la loro esistenza risulti altresl dalle formole generali

del §. précédente, osserviamoche, indicando con ,p- la toraïone delle
i:

cnrve («3) in un sistema di Weingarten a Sessione costante definito

dalle (C), avremo per le (14) del §. 409 (pag. 484)

36

1
T,9M

9~
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e pero se e è indipendente da «9, sara
~eO.cioeIecurve~Baranno

circoli di raggio i. Per ottenere questi sistemi, basta, secondo i! §.
precedente, partire da una superncîe pseudosferica arbitraria S (di
raggio '==1) il cui elemento Unearo riferito alle Mne6di cûrvatara Bift

<&*==<cos'6~+8en'0<~

e, determinando M dal sistema lUimit&tamenteintegrabile

9M 39

~+~='0sen<.

9M ? c
~+~

prendere per terza variabile «3 la costante arbitraria che entra in m;
cost la Mverrà appunto a soddisfare alle (0). H sistema ciclicodi Ribau-
cour corrispondente sarà deËaito da

<&*= cos'M + sen' M<~
+ (~-)'d't4

e le superficie psondosforicho «}==costante saranno qui le <?'comple-
mentari della S.

È bene osservare che dalle formole(89),confrontate colle due ultime

(C), si deduce

36 3m

~~=~

essendo («9) funzione di «9 soltanto; ne sogne che se per un aistema
36

particolare di valori di ul, «, risulta
~-=='0, sarà («t)=0, e per ci&

38
costantemente

3.,
0. Geometricamente ci6 si interpreta col teorema:

*? «? sistema di WeM~a~eMa ~stose c<M<OM<e= 1 una <M~
~ate~oWemogonali delleSt~Me pseudosfericheM~ <!M'«)?o<?raggio =1,
tufte le <!J~-esaranno ciredi <Mo stesso raggio ed il sistema M~ un
<M~M<!cMtCO .B%(K«!0!<f.

Osserviamo che già dal teorema enunciatoalla fine del §. 480 risulta
l'esistenza di infiniti sistemi di Weingarten a Sessione costante che non
coincidonocon siatemi ciclici di RibauMur. Per definireun taie sistema
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si pu6 dare infatti ad arbitfio: l." una superficie pseudosferica S di

raggio= R. 2.' una curva r nessione
costante 1 uscente da un punton

di 8 normalmente a questa saper&eie.Il sistemapseudosfericodi Wein-

garten, che ne risulta individoato pel citato teorema, sarà. a neMione

costante, perchè anche tutte !e tUtretraiettorie ortogonali delle superficie

pseudosferiche avranno (§.441) la ae88iono==- D'altra parte basta

che la curva iniziale l' non sia un circoloe nessun'altra traiettoria orto-

gonale sarà un circolo, e:oè il sistema non sarà ciclico.
È evidente poi che: j&tognim~M~ di T~~a~eH a ~!OMe costante

t sistemi ciclici (MC~~OM~0 C<<MCMMSsuperficieyseM<&M/M<!aM~OMMO
SM~Mtciclici di jR<&(K«!0«rd't raggio costante.

Possiamo poi servirci della considerazione dei sistemi ciclioi osca-
latori per dimostrare la seguen.teproprietà caratteristica dei sistomi di

Weingarten a flessione costante: Se <? una /aM!~ Z<~ le traiel-
<M-MO~OM~ sono curve (non F~~ colla MMd~WtM~MMMe00<<H~,
le ~er~ <M<ofamiglia sonopseudosferiohed"<~Ma!fa~, &M

triplo c<~VMp<w<~eè quindi un ~<6<tM<HWeingarten a ~<<M< costante.
Ed infatti ogni sistema ciclico osculatore del sistema triplo dato

lungo una superficieS della famigua oonsterà di circoli di egual raggio B
e quindi, per quanto abbiamo dimostrato al §. 273 (pag. 146), la super-
ficie S sarà pseudosfericadi raggio R, a meno che non sia una superficie
modanata. In quest'ultimo caso le linee di equidistanza snHaS saranno
le linee di curvatura non geodetiche,e si vode subito che le traiettorie

ortogonali della famigliasaranno allora circoli tracciati nei piani tangenti
di una svUnppabite.E infatti se

<~=H!<~+H~<4+H~

e il <&'corrispondente al nostro sistema triplo, sarà H, indipendente

da «t o da M,,poniamo da «,. Allora

H3=0, ~-0,

indi per le (14), (15), pag. 484

<== y, m'==0 e
i~

la quale ultima formola ci dimostra appunto che le («:) sono circoli.
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§.448.

SiatMM triplo ortogonale <UWeingarten compMto di eliooidi.

Vogliamo considerare nel présente §. un particolaresistemad! Wein.

garten molto notevole, che si ottiene eercuadodi soddisfarele equazioni
fondamentali (A), ovvero le (B) §. 439, con una funzione che sia fun-
zione di una combinazionelineare

t = a «, + b«, + (a, b costanti)

delle variabil! «i, «~,Poniamo p. e.

M=/'M(t)

e la prima delle (A) ci dà

aen
cos

«'-6'

da oui integrando

~-(y+~~(C'co8tMte)

e la seconda delle (A) sarà pure identieamente soddisfatta, il valore
della costante C nel secondo mombro essendo

~(~

Prendiamo C'=sl e sia &>«; avremo

.==r

f sen'~

J V~-&~
onde

8enMc.8n(t, co8M=<cn(T,~).&a–

e per la forma dell'elemento Unearodello spazio risulterà la formola
notevole

(41) ~–cn't~+sn't~+dn't~

t'=*OK(t-{-&«,-)-«, &==–
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N modulodeue funzioni eUittiche rimane qui arbitrarlo montre le
costanti a, b sono tegate dalla relazione

1

Per i raggi principali di curvatura delle superficie dei tre sistemi
troviamo dalle formole (7) de!§. 409 (pag. 482):

-l=:e~
t

i=–6~c'LI
s

1=,
~H sn T dn t f,t en t

(42)

r,r

=adn~, r~ ân s r8~ cn s

~1,1._6!~
s

1
s

Ir

f)!) dn T )'“ en t sn

e quindi per le rispettive curvature

K,==-(t'y, K,~& K,l,
onde

Kt+K,+K,==0.

Come si vede, in questo sistema di Weingarten tutto tre le famiglie
di superficie sono a curvatura costante, due negative e la terza positiva.
Di più, siccome per ciascuna superficiedella famiglia tanto i eooacienti
della prima quanto quelli della seconda forma quadratica fondamentale
sono funzioni di ana combinazionelineare delle variabili, risulta che le

superficie di ciascunafamiglia sonoelicoidi congraenti &a loro. Le equa-
zioni in termini finiti dell'attuale sistema si ottengono per funzioni ellit-
tiche <*)e si trova allora che i tre aistemi elicoidalihanno 11medesimo
asse. Ogni elicoide a curvatura costante pub appartenere ad un tale

sistema, cioè si ha il teorema: Un ~M0t<~gMa~Me a curvatura eos~M~
~OMMper fO~MMe<OtW ~'<~e una famiglia d't ZaM~; aUredue

famiglie sono ancora co~t~e <? ~Mû~ congruentia OMt~ww eo~a~
col medesimo<??. Due dM~ cMfM<«~sono ~~w, <e~a ~~t<w e
la somma <M~tre M«N<t.

Particolarizzando i valori della costante a, b, si pa6 anche fare in
modo che il nostro sistema triplo eticoidalo riesca a nessione costante.
Avondosi infatti

1 1,1 1 ,1 1

~~+~°~V-'

<')Cf. la mi&memoriatSopra una o~aMedi ~<MM<tripli<M<Mpef/~orto.
~<MMH,checontengonoun ~<eiK<tdl e«ooM<aventda comune<*<MMee!il pomo.
(AnnaUdt matematica1886).
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bastera prendere

t 1

per avere un sistema di Weingarten a flessionecostante

e~tJ
P!-

Ma esso non dégénéra in un sistema ciclieodi Ribancour,perchè si

trava

1-
T,t'

va!orenonnu!lo.

Notevole è ancora il caso particolare in cui nelle formote(41), (48)
si prende il module delle funztont e!titt!ehe= 1, con che le funzioni

eUittichedegenerano in iperboliche e si ha

<~=tgh't~+~(~!+~.
dc~`r tgh°cdu~

+ côsh$
(du; daa~·

Le superncie «) =='eostante, M~costante sonoallora elieoididel Dini,

congruenti in ciascuna série e coassiali,mentre le «<costante sono le

sfere di raggio eostante '='.coi eentri sull' asse.

§.444.

La trsafiM'mMioM di B&oMTmdpei datmi di WeingsrtM.

Ai sistemi pseudosferici di Weingarten potremo applicare, secondo

i risultati generali dei §§.433,434, la trasformazioneelementare(reale)
di BacMund per derivarne nuovi siatemi dellamedesimaspecie.Le for-

mole che legano le due funzionicaratteristiche M,pel sistemaprimitivo

=. cos'M + sen' M + (~)''<&4`~a

e per il trasformato

cb'' = cos~ < + sen~ o~ + (~)'~

saranno, per la (I) pag. 540, essendo qui

Rc=l &=co8«,
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88

9MepBMseay+senosenMcoay
L

9«t"'B'M,

a08w89tty~
C080n

a sen uoaos

~n~ -L son Mces y + son o cos <asenw

+ 9«, –coso"

Mn~i- ,C089 9'M 9M

~~+~9~+~3~~V+~-0.

È importfmte os8ervareche l'espressione

f- ~~L /J_
3'M

/9M\'
~co8M9Mt9Mj'enM9«,9<

è un invariante per la trasformazione, cioè si avrà:

(43) f~f-L~'L.(4~) ~eos~9~9~ ~sen~SM,~~wj
= ~-L- ~<) 9'M~

a /9M\'a
~eosM9t<,9tJ'\8enM~9!<J ~J

E infatt: dalle (D), osservando le (31), (31*) pag. 849, si traggono
le seguenti:

coa<! 9'w 9e 9M

~~=~~+~+cos au,au~ cos wa~$
sen a cos w

â~

-t- coso sen msen
f

cos o sen M
cos

cos 9'<p 3e
+ seni

S~

8en?3<~==~~+~

cos0 C080)sen
1 etc

+ cosa cos 0)cos
1 a·w

-c.Bo~~en~~+c.~coB<.c.B~

da cui quadrando e sommando,coU'aver riguardo alla terza delle (D),
si deduce appunto la (48).

Stabilita questa formola,ne risulta che, scetto il parametro w,in guisa
che ? soddisa le (A)pag. 6SO,anche k y soddMerà le modesimeequazioni

3'<p 9'e

~sen~cos?

/_L.~L.1_J~
9 /9?~.

\eos ?9«.9«J \6en?9<<,9«J

senza che sia cangiato il valore della costante 0. Dunque: la flessione
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del sistema derivato aarâ > 1, a 1 ovvero < 1, secondo che accade
t'uno o l'altro dei tre casi pel sistema primitivo. In particolare i

C~Mtsistema (K Wemgarten a /!s~MMMeo~a~e c(M~<t~' traslor-
ttMM~MM JB~JM«M<!in $~m< della medesima specie.

Ponendo poi nel casodei sistemi di Weingarten a aossionecostante

(§. 44l):

3'M 9'M

..n~
cos 8 =

008 (OF

sen 8

sen aro

_~L 11

cosy
au,ou3_

sen -a~ t

risulta

cos
â~ aen ~f

â~
risulta

ces cos
Mcos(-p–8) sen senMsen (?-8) eos a cosM

~s
1–C080COS(~9)

~j,
sen Mco8(y–6) + sen ocos wsen (l~–O) cososeaM

l–co8oeo8(~–8)

e derivando rapporto ad ne segue:

_seno_ n
1–co8oco8(y–9)3t~"

<
Dunque se == 0 anche = 0, cioè (§.442)

J M~~cM<c<di Ribaucoursi ee~MKOper ~(M/bftKa~otM BSeMttMa!
in nuovi sistemi ciclici.

La dimostrazione di questo teorema e del precedente si pub anche
fare direttamente, osservando la legge geometrica secondooui la trasfor-
mazione di BaeMund cangia una curva C traiettoria ortogonale delle sn-

perficie pseudosferiche di un sistema di Weingarten nella corrispondento
cnrva 0' del sistoma trasformato il segmentoP P' ahe uniscedue punti
<M~~p<~)< 0, C eos~M<e = cos e MM-Mo~aile duect<nw,mentre

!'<M<~0delle fMpe~M tangenti in P, P' a C, C' =~-<!
2

Trattando direttamente una tale trasformazione per nna carva arbi-
traria C, si trova subito che se si indica con9 l'angolo d'inclinazione
del segmento P P' sulla normale principale in P alla C, risnlta 6 definito, =
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neNe solite notazioni, dalla equazionedifferenzia!e

JLj--JL.~?~ 8 t~
< T 'sen< p

Tonendo Ssso si hanno oo' curve C' derivate dalla C; esse sono

evidentemente tracctate sulla superScie canote che )ta per asse la curva
C eperraggioB==co8'! e e taglianoi circoli sotto l'angolo costante o.

Per la aesaicM delle cnrve C si trova la formola
p

/1 CMOMM~' /1 A

~)=~

dalla quale si deduce appunto che -7: 1 ho il segno di 1 si

annulla con essa. Dunque se C è a Sessione eostante = 1 anche tutte

!o C' hanno la medesimaaessioM. M più è facile vedere che se C e
un circoloanche le C' sono ch'coti.

§. 446.

La trMfiM'mMioneoompIementMedei sistemi 4i Weingarten.

Nell'applicare la trasformazionedi Backlundai aistemi dt Weingarten
è ammissiMioil caso spéciale notevole, in cui l'angolo a sia eguale a

zéro o quindi la trasformazionedi BaeMundsi cangi nella &'<M/o~'m<M~MM

ccatp!eMeM<a~,ci6 che net caso générale dei sistomi pseudosferici a

raggio B variabile, a causa della formolaib~Rcoso, non poteva e~iden-

temente aver luogo.

Esaminiamoora questo caso. Allora la teMa delle (D) diventa una

equazione in termini Sniti per y, e cioè

1 ~M 1 3'm 9M
(4~) coéwau,âsu~

cos $~nwar~~au$
sen~ = o

co~9,<8en<.9<+~==~

Ma per le formole del §. 409
9'm

COB9=-p,cos 6 r·a 9<o

3'm

sen~f. VB
son

CM
sen M

3«9
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dove 8 & l' angoloche la normale principale posittva delle curve («,)
forma colle tinee «t~costante; la (44) pu6 quindi scrivemî

(45) eoa(y-6)~=p,

e dà due valori reaU e distinti per y quando la Sesstone del sistomadi

Weingarten ë > 1 ed inveco t'unico valore y=9 pet sistemi a flessione

costante =~ 1. Ora basta derivare ta (44) una volta rispetto ad «t,

una seconda rispetto a «<, col tener conto delle formole(81), per accer-

tarsi che la funzione soddisfa aïïe due prime (D).
Per interpretare geometricamente questo risultato, assumiamosopra

una supernde pseudosferica S del sistema, suppose a nessione > 1,

par iinee coordinate a, i eh'colt geodetici di equidistanzae le géode-
tiche ortogonati. L'elemento lineare della S prenderà la forma iperbolica

ots'+~+cosh'«~

Ora se con a indichiamo l'tmgolo ehe la direzionedefinita dalla (44)
forma coUa geodetica accostante, avremo

M~~a 0

e la (46) essendo per la (36) pag. 653

==p,. c= eoth «
h

diventa
Pa

cos 9 = tgn a

dove a è la distanza geodetica del punto P che si considerasu S dalla

goodetica a=0. Ma per la formola che da !'<tt~o!o ~a~eH~M in

geometria non-euelidea (I, pag. 397), t'angoto 8 e appunto l'angob di

parallolismorelativo al punto P ed alla geodeticaacO. Abbiamodunque
il risultato seguente:

D<~o«tt sM~NMtpseudosfericoJt WeM~a~Ma /<eM:ioKe–>1, fOM-

~td'CMsopra ogni superficie~eKO~/enea S delsistemagMeKo<i~enMtMa<a

~eoaM~co che a~~t~MMea?jfelinee e~M~MaM~ae sopra S ~accMM

le ~eodM:cAepa~Me nell'uno o KeH'a~ senso alla Se <M« S si

prends la s«pe~c<e complementareS. o S~, rispetto all' unoo aM'a~~

dei due~ts<e~ <e' peo~M~ parallde, le <c'~<pe~~ Si, (WMC S-i,
daranno i'<«~0a d'<Mnuovi $~eNH We~<eM.
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P.er confermare H teorema précédente possiamoanche ricorrere aile

propriété delle lineë a doppiaearvatnra osservato ai §. 13 (I, pag. 26).
Se consideriamo una carva C dei sistema («a) e le sue due trasformate

C,, 0-4 la formola (45)
C08B==!p9

dimostra ehe C), C~, sono, sulla superficie canale di raggio =11 ohe ha

per asse la ourva C, i due rami dello epigoto di regresso di questa sn-

perScie, e per cio le tangenti a 0,, 0- in due punti corrispondenti sono

perpendicolari alla tangente net punto cornspondente alla C. Rieordando

le proprietà della trasformazionecomplementare,ne segue che Ct è traiet-

toria ortogonale di tutte le S, corne C-.t di tntte le S~. Ne risulta

quindi nuovajnenteche le Sh cornele S~, formanouna famigliadi Lamé,

corrispondendosi su due tali superficie le Unee di curvatura.

Co8l da ogni sistema pseudosferico(8) di Weingarten a aessione > 1
ne deduciamo due nuovi (Sf), (8-;), che diremo i coMp~eMe~~ di (S);
essi hanno, corne il primitive, la nessione> 1 (§. 444). Potremo quindi

applicare tanto a (S,) che a (8~) di nuovo la trasformazione compte-
mentare. Ma poichè ogni volta uno dei due sistemi complementari e
il primitivo, cosl vediamo che il sistoma noto (S) darà luogo o<Mtsole

opef<MWKt a~~MM~Kead una eatena di sistemi di Weingarten

.(S~,(S~),(S),(S,),(S,).

estendentesi all' infinitonei due sensi; ciascunodiquestisistemihaper

complementari i due contigui nella catena.

Pero se il sistema (8) è a nessione costante ==1, allora i due

sistemi complementari si riduconoad uno solo (S.) e la relazione fra

(S), (Si) è involutoria.Ciascunadélie due famiglie di Lamé ha per traiet-

torie ortogonali i luoghi dei centri di curvatura delle comspondenti
traiettorie ortogonali dell' altra famiglia.

§. 446.

La. diatMMttnormale iaaniteaim& fra due MperCoie saeceaaive

in mm famiglia di Lamé a cu]'v&tar&costante.

Ritomiamo ora a!!e famigliegenerali (S) di Lamé compostedi super-
ficie a curvatura costante K, ~asendo per6 K vatiabite con continuità

dati' ana ail' aitra superficie della famiglia, e cqneideriamo la distanza



&66 CAPITOLOXXVt! §. 446

normale in&nitesimas fra una saper&cte 8 t!e)h famiglia e la SMCM8-

sîva. Le equazioni di Lamé si traducono per '!) in (m notevole sistema

di equazionisimultanee aile derivate parziali, chegià abbiamoincontrato

nel Cap. XX nelle appticazioai del nuovo metodo di Weingarten aile

superficiedi curvatura costante, e questa coincidenzaci fa riconoscere

una nuova ed intéressante proprietà deUe nostre famigUodi Lame.

Si consideri dapprima un sistema triple ortogonalepseudosferico(a
curvatura variabile) corrispondente alla forma(9) §. 430 (pag. 631) del-

l'elemento lineare

<j~ ces' Md'«Ï + sen*M + R'
(~)'<~

Qui la distanza normale infiniteshna fra la superficie pseudosferica
«9'acostanto e la successiva è proporzionale a

A 9<"4'==R–.4>=
9M,

Basta ora ricordare le equazioni (8) pag. 630 cui deve soddisfareM

per vedere che le tre ultime C='0, B='0, DcOsi traduconoper 4' nel

sistema simultaneo

9'$ 3m 9~ 3M 9<f' cos* M. /1 V
5-T ==–tgM~ +COtM~+–+ SeUMCOSM
9«! 3«t9M( 9!<t9«t' R* \R/

9'4' 9M9~ 9M9~
(a) tg 0 ato 8 (b 4 COtlll--

9~==-9~9.<;

9'a'~>; 9M9~, 9m9~.8e!t'm./1/
==-+cot<+~<6en<.co~.

dOYO'e

~Y a
~R~~VB;-

Ora per un'individuata superficie pseudosfenca «~c, nelle solite

notazioni della teoria generale, abbiamo

E <=='cos*M G ==' sen' M F ==0
ed essendo

f, == R cot m )', ==Rtg m1
ne segue

sen Mcos M
sen mces M

== > D~== > D == 0
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le precedenti formole (x) si scrivono

9*~ )llj3<P.(11)9~
== !l)~+)sj~+~îtèl ¡ 1au, 2j afl.

(8) -~L.=!~3~ tl2~
9~~ !lf~~(2
y~ 28)9~ (32)9~a~~

==1221
a~

+j22¡
L4)

KG4>+ D"=
1J9«.+!2)9«;+~
Tt'

essendo a la costante
-n per «:)==e.
tt

Ed ora se consideriamo anche il caso d! un sistema triplo ortogo-
nale in oui le superficie «,=co8tante siano a curvatura positiva K, ado-

perando le formole det §. 481, troviamo che la distanza normale infini-

tesima e<Pfra una superficie«~~costante e la successivasoddisfaancora

al sistema (p).
Confrontando le formole (p) con quelle (D) del §. 807 (pag. 237),

vediamo che le prime ne sono un casoparticolare, la superficie8 essendo

riferita alle sue linee di curvatura. Cosi abbiamo stabilito il teorema:

ln g<<«~t<M~famiglia (8) di Z<MM~C<MMpOS<<tSt~e~Me? CtfrPS~MMt

costante, M M ft/B~Mee«M~~M~~cie 8 <M!<t/<MM~!Mad «M SM<eMMt

qualunque coo~tM~e cttn~ttt~ (u, v) e cone '& <M<ftcala <J~s<<MM~

Mrmale ~W~:M<t fra la <Mpef/McS e la ~MCOeM~<M!~famiglia,

g«<~ /~<WMMe<&soddisfa a<!SM<eHMtSMMM~ftK~<K6p«MfMM~aile <~W-

wa<epcf-MaK

~,==.- KE~+eD

(E) 4'KF~+~D'

( ~==-KG~+<tD~.

In queste formole abbiamo denotato al sotito con

E~'+SFo~~+G~

D<!M'+2D'dM~+D~~

le due forme quadratiche fondamentali della superficie S, e con a una

costante che e proporzionale alla varlazione della curvatura K metpas-

saggio dalla 8 alla successiva.La costante a 6 dunque egnale a zéro

solo quando K &assolutamente costante, cio6quando(S) è ma famiglia
di Weingarten.
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§.447.

tatcfpretMtoM tfMBtûMca.

Veniamo ad interpretare geometricamente questi risultati. Comin-

ciamodal casopiù semplice, cioè dal caso dei sistemi di Weingarten in

oui a='0. Allora il sistema (E) si riduce a quel sistema di eqnazioni
a derivate parziali che abbiamo particolarmente studiato al §. 184 (I,

pag. 410), a cui soddisfano le coordinate di Weierstrass in una molti-

plicità a due dimensioni di eurvatura costante K. Segue di qui nuova-

mente che le linee di equidistanza 4'===!castaatesuUe superficieS sono

circoli geodetici paralleli, come già abbiamo osservato al §. 440. Ora

consideriamoi piani normali atte linee costante di equidistanza
sulla S, ossia i piani osculatori nei punti di S delle traiettorie ortogo-

Mi della famiglia (S). I! loro invituppo non è altro che la superficie 8

complementaredi S rispetto alle geodetiche normali aHe 4'~costante

ed ha un elemento lineare che dipende unieamente dal valore K della

curvatura.

Un risultato del tutto simile otteniamo per le famiglie generaU di

Lamé a eurvatura costante. Abbiamo infatti dimostrato ai §§.807, 808

che se 4' è una soluzione qualunque del sistema (E), CM'la CM<oM<ee

MCMsta nulla, l' inviluppodei piani normali aile linee 9' ==costanteë

una superficieS cai compete la forma

== e- dfM'+ 2 (p-«) < ( ap'& )

dell'elemento lineare d's, dipendente unicamente dat valore K dellaour-

vatura. Questo elemento lineare si è visto <pag.240) appartenere alla

quadrica immaginaria

(46)
y'+<'+~-y-~)'=~,

che oscala in un punto il circolo immaginario all' infinito. Ora basta

rammentare le proprietà generali délie linee di equidistanza (§.410),
secondole quali i piani normali a queste linee non sono altro che i piani
osculatorideUetraiettorie ortogonali della famiglia (8) per dedume il

teorema finale:

J&togni /~m~M (S) <? Lamé eoMpo~ Ht M~~ S ? CMt~Mt-e

co~t~e K (MtfMM~«My<m<taN'ai'~« ~per/Mc della /otM<~t<%)p<<M<
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MM~M~~M~~t~rM~~MfBdM~M~M~O~~M~
<~H<tfamiglia (S) <MetJt«pF<MtOW)KtMpCf~ 8 <ye!ettMH<0~MM<M~

&' = <r"- + j 2 (f-«) e-~ ~{ <~)

oho tf~eMd~unicamente ea!~ K della c«f<wf~«'<it.

Cosi variando comunquola superficieS, restando Sssa la curvatura K

e cangiando comunque la famiglia (8) di Lamé in cui la 8 & inserita,
le infinite superficie 8 che si ottengono sono tutte applicabili t'una

sull'altra o sulla quadrica immaginaria

(46) y'+~-(.+~).

che oseula in nu punto il circolo immaginarioall' infinito.Per tal modo

la ricerca delle superSete applicabili su questa qnadrica viene a colle-

garsi, in singotare guisa colle famiglie di Lamé composte di superficie
a curvatura costante.

§.448.

tntegrMione del aistema (B).

Prescindendoda ultimodallarelazione delle superficie applicabili sulla

quadrica (46) colle famiglie di Lamé a eurvatura costante, dimostriamo

che nota una superficie S a curvatura costante e notele sue !MMe~<)~-

tiche, si potrà trovare con sole quadrature la soluzionegénérale<t delle

equaziohi del sistema (E), dopo di che por le (1) del §. 294 si avranno

le 0'~ superMe S derivate, applicabili snlla quadrica (46) colle formole

~+~jv~)+<;X 1

~+~f~+~!j n.ft(y,4D)+&y)1
~+K~ V~t-.zj.

Per dimostrare quanto sopra abbiamo asserito basta osservare che

l'integrazione del sistema Uneare(E) si riduce, per noti tooremi generali,
a quella del sistema <MMo~MC

(E*) <)'M==–KE')', ~==-KF<[., .KG~
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ed a successive quadrature. Ora Fintegrazione di qaest'nItimosistenM
ô subito effettuata appena note le geodetiche di S.

Volendoscrivere effettivamente nel caso nostro l'intograle generale
del sistema, si indichino con <)'t, tre soluzioni Maeat-monteindi-
pendenti del sistema (E*), talchè il determinante

<)'. <h

<~
A<= 3M au au

< 3~ 9~
9c 3p

sarà diverso da zéro. Derivando Arapporto ad u, v ed osservandole (E*),
si ha subito

f~l) tISj'L~"Hii+titj~
~_r(22).(121.

cioe(I,pag.ll9)
~2+2

3IogA3 9 log VEG~? 9logA 3 log VEG–F'
9M au '~<T'9p'

e quindi integrando

(~7) A==~VEG~B",

dove la costante &, che non &zero, si potrà fare p. e. =1, alterando
una delle tre soluzioni per un fattoro costante.

AppUcandoil metodo della variazione delle costanti, pongasi la so-
luzione générale <~ del sistema non omogeneo (E) sotto la forma

4.==C,t,+C~-t-C~

e si cerchi di detenninare 0., C,, (~ in fanzione di «, v in gnisa che
sussistano le equazioni

.~Ct
+190, 9C,~+~ ~+3,, ~-0

~4.D3M3M+3M3<<+9«9M'
3C~<h90~ 9C,9<),,aD,9«~+~3.+~1 au av âu av au aa
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e!ea!tre

90,, ,30,, 9Q,
+ + = 0

~j.4.9C,9<k~9M+'~3«,

~3C~.9C.9<k+ + + LQ = aD"+~+3~3~ 1

dopo di che la 't' verrà appunto a soddisfaro (E). Dalle precedenti, osser.
vando la (47), si traggono per le due derivate di C, i valori:

f' 0 <h <f

9C,
a D

3M ~~EG–

D'
(48)

0 <k <

9Ct_ 3~ <~
AVEG-~

1~ av 9p
e analogamente per C,, Ca con rotazione degli indici 1,2,3. La condi.
zione d'integrabilità per le (48) risulta identicamente soddisfatta in virtù
delle equazioni (E*) eui soddisfano 'j. -j~e delle equazioni di Codazzi
(I, pag. 120). Cosi dalle (48) si ha con ana quadratura 0,, a cui è da

aggiungersi ana costante assoluta arbitraria c.. Analogamentedicasi per
C,,C,.

Si osservi in fine che se alla superficie a curvatura costante S ap-
plicheromoi metodi di trasformazione dei quali ci siamo occupati nei

Cap. XXIV e XXV, MHenuove superficie a carvatura costante conoMe-
remoancorale geodetichee basteranno quindi quadrature per dedurre da

queste le corrispondenti superficie S applicabili sulla quadrica (46).
Cosi i metodi di trasformazioneper le superficie a carvatura eostante

possono anche interpretarsi come metodi di trasformazioneper le super-
ficie applicabili sulla detta quadrica, ohé oscula il circolo immaginario
all' infinito.





NOTA I.

Bulle onrve di Bertrand e auHe deformate rigate dell' iperboloide

dirotMiMeadMa&ld&.

l.

A pag. 270, del volumeI, abbiamo fatto conoscere l'elegante teorema
di Lagnerre, che pone in relazione le carve di Bertrand colledeformate

rigate deii'iperboioide di rotazione ad una falda. ÎI teoremaconsiste in

questa proprietà: che il circolo di gola dell' iperboloide(linea di strin-

gimento), in qualunque deformazionedella superficie, che lasci rettilinee
le generatrici di an sistema, si trasforma in una curva di Bertrand. A

complementodi questo teorema,aggiungiamoora la costruzioneseguente,
dovuta a Bioche,<" collaquale, data una cnrva 0 di Bertrand, si genera
quella deformata rigata deU'iperboloido che ha la carva C per linea
di stringimento:

Se 0 «~ ourva <? .Ber~o~ e <7'la ~«0 coniugata (occM~ ? eo-
)M!<MeCOMC le MOMM«j'~~MC~Xt! St COM~HOaper ogni punto <? C la

F<tfo!M<talla MM~MoJe C' Me!punto cotr~~wd~e; ~o<a 2 for-
mata da $w~ Far<tHe!e&<!la oMt~cC per linea ~My&tMK<oed è

<pKcaM~ M<N'~6o!oM!e.

Per dimostrare questa proposizione, riprendiamo le sotite notazioni

della teoria dolle curve (I, pag. 50) e iudichiamo con

<~ Xseno ~coso
son o(1)

-sono
0

ri T

la relazione lineare che vincola le curvature della cnrva C di

Bertrand.

Le coordinate ff', y del punto della curva coniugata C', che corri-

sponde ad (a;,y,<') sopra C, saranno date da

a)'==<!+&$ s~=~+&~ ~~=~+&C,

~Mf«Me<!<<MM<~<M-Mt~MM,(ComptMMndus,t.l06pae-.8S9;(1888)).).
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e i coseni di direzione della binormale a C saranno

(2)~='aaen'coao, i'apsena-~euso, /=~3M<-vMn9.

PeI punto M (x, y, <) di C eonducasi la parallela alla direzione

()/, (). v') si staechi su di essa, a partire da M,un segmentoMM°«;
indicando con a',y,~le coordinate deU'estremo M, avremo:

(?) !p'=!B+w(«8eno-~co8o) ~cy+~~sena-~coso)

<='<'+«(fBeno-vseno).

Denotàndocon v l'arco di 0 e riguardando nelle (3)«, v come va-

riabni indipendenti,le (8) ci definirannola ngata XdeU'enuociato,riferita

alle coordinate curvitmeou, v. Derivandole (8), coll'osservare le formole

di Frenet e la relazione (1), troviamo

(4)
~.seno-~os., ~=.+~{;

pel <&'deUa superficie abbiamo quindi

(5)
d~'=~'+3B<m<)d'Md'c+fl+~~(!'p'.

(5) da' := dut + 2 sen du dv 1 +

Se consideriamoora l'iperboloide di rotazione ad ana falda definito

dalle formole

(6)
a!=.~co8(~)-«8en'!8en~),

y~sen~H.Msemcos~),
\<c/ \«/ \K/

o == w eos o

dove k è il raggio de! circolodi gola e 3 l'angolo d'incUnazionedelle

generatrici deU'îperbotoidesuU'asse, vediamo appunto che il suo ete-

mento lineare6 datodalla (5). Cosl è dimostrata la proposizionedi Bioche.

2.

Completiamoora la proposizione dimostrata colle considerazioni

segnenti.
Se tiriamo per ogni punto (! di C' la parallela alla blnormale

(~, v) della C, formiamo evidentemente una seconda rigata S' appli-
cabile sul medesimoiperboioide. Queste dne rigate X,X'stanno fra loro
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in una relMtone semplice aotevo!e; esse sono Mpernde c<H~MMM<<H~
l'una dell' altrarispetto alle geodetichedeformate dei meridianidell' ipar-
boloide.

Per dimostrarlo osserviamo che,indieandocona/,y',? le coordinate
di un punto M' di S~,avretuo

?.==a!+~+M~

colle analoghe per P, dove si è posto

MM'=~

Basterà provareche, determinando eonvenientemente in fanzionedi u,

potremo far si che il segmente M M', che unisce due punti corrispon.
denM M, M' di X, tocchi in M la S in M'ta 1: e sia inoltre normale
in M alla direzione della linea « costante (deformata del parallelo)
similmente in M' aUa direzione della «' =='costante.

Per ci6 osserviamoche, se si indicanocon X, Y, Z i cosenidirezione

della normale in M a S con X', Y', Z' quelli délia normale a X' in M',
saranno X, Y,Z proporzionali ai trinomii

«
seno e j

« sen*
À

M son
o

11

«san'o a

p."&C080 k 'itM8~
1

« son o w sen* o
'1

A ~&COB~

e similmente X', Y'; Z' ai tre binomii

~+(H~ ~~H.. ~+(H<.1:, T p T (J

Ora, avendosi

a; ==: « sen o a + («' + « cos o) X + k $

colle analoghe, si verinca subito che basta porre fra u, «' la relazione

MM'=~
0

sem*o

perché ne risaltino te identità

2(~)X==0 S(~X~O.

Queste dimostranoche il segmento M M' è tangente riepettivamento
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a E, E' in M, tF. In Ane le identité

vJ-âi
v-w o'2~~)~-0 S~O.

provano !e restant! asserzioni. Coal abbiamocompletata la proposizione
di Bioche colla seguente:

B'<M <?t<ee«tw Bertrand coniugate (aventi e~ a c(MM«M<!wf-
m<t!tFt~M~i' ? p~ punti di CMMCKtMt<J!t<?<?si «wd~OMC parai-
!e!e aNe binormali Met jpt<t~ eorr~MM)~ <M<<t, /bnM«KOdue

superfide rigate S, S' <~He<!6~tsux medesimoiperboloidtldi rotaoionead
ma /~< due superficie X, sono <!<MMp!'CM~<t~«M<!~'«~-e

W<~o aile ~o<!e<M~d'~M~e dei MeWdMK).

Risulta di qui che la superficie complementare di una deformata
qualsiasi deU'iperbotoidodi rotazione (rigata o no) è applicabile sullo
stesso iperbotoide,la quat cosa sarebbe facile constatare direttamente
colle formole del §. 186* (I, pag. 295).



NOTAII.
B~Uemperaoie d'area minima aegU eptM~oarvt tre dimensicni.

1.

In uno spazio Sa qualunque dennito dal suo ab*

t_!

<&=.S~ab<~

coMiderimno una saperReie arbitraria S data da

== ip,(M,~) ai, <=-ai,(M,w) <= («, w)
e sia

<&'==E ~«' + 2 F (hf < + G

il <~ di 2, oalcolato MUa metrica di 89.

Per a~a di una porzione quahmquo di S intendiamo il valore A

del!'intégrale doppio

A==ffVEG–F'<

esteso alla porzione di considerata. È immediatamonte evidente che

l'area cosi deMta è invariante rispotto alle trasformazioni di coordinate,

e che net caso euclideo questa deSnizionosi traduoo neU'ordinari&.

Dopo ci6 resta anche precisato che cosadobbiamointendere per su-

perScie S. d'area minima neUo spazio Sa, rispetto ad un dato contomo

chiuso C. Sia S, una tale super&ciee consideriamopoi una série «~ 1

continua qualunque di superficie (S), limitate tutte al contomo C, e con-

tenento So.

Prendiamo in 89 a super&de eoordinate x' ==costante le S e sia

a!}°0 l'equazione di X,; prendiamo inoltre per Unee coordinate (~) le

traiettorie ortogonali delle X, talchè l'elemento linearo di Sa prenderà

la forma
~a aW i" 2 aleci1:1~xa an + au ci1:J·==<tu<~ + 2 <t,<dfCt -{-OMa~ + «!M«M

L'elemento d'area di nna superneie E sarà

~u«M-<t)ïab!t<&!<
97
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e la nostttt ipotesi che la S. aia nna supefneie d'area minimasi tradurrA

nella relazione
a

(1)
â~

(a~WM--al~ per x, 0(t)
~H~-a~~O

per ~~0.

Ora i coemcienti H~, della seconda forma fondamentale di ï sono

dati dalle formole (I, pag. 880)

(2)
~VA;M~
¡~ =

L"J 2VaM~

Se chiamiamoctu'vatura media la somma delle curvature pdncipaU
o la indichiamo con H, abbiamo

TT –~S"+<~Su-2oMHMjti ==
au <ïK <t)!

indi per le (2)

H
1 a

log (W auH == log (<tt,OM-et9H =

2
log (a¡lan-aID

Dalla (1) segue quindi il teorema già enunciato alla pag. 388 de!

presente volume:

In qualunque<!pCMfMûtHW? ~'e dimensionile SM~~C~e<f<)ff~)MWMMa

hanno ?«N0 la ourvatiara media.

Da queste formole discende anche una semplice conseguenza che

vogliamonotare. Si consideri in S, una seno <?' di StiperBcieXd'area

minima (a curvatura media nulla). Prendendo il sistema coordinato come

sopra, sarà identicamente

~(at,aM-o~==0 i

e viceversase 0;. am <~ ë indipendente da.% le superficieS (.%=eost.)
sono d'area minima. Dunque: In uno spasio g~«~<M a tre d't)MCM~<~

le traiettorie <Muna serie oa' sMpe~o~ ï <y<tfe<!minima, coMMMgMe

sce~e,M~MMosopra due X tMOco~t~pOM<<HMr«checoMsenM o~ee;CM~-

versa se g«e~o accade le sono <y<tfe<tminima.

2.

Vogliamoora considerare in particolare le superficie d'area minima

dello spazio a curvatura costante negativa (îporbolico). Se usiamo la

rappresentaziono conforme dello spazio pseudosferico sul semi-spazio
eudideo -e'> 0 (I, pag. 419 seguenti), i'equMione a derivate parziali ca-
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ratteristica. par superficieimmagini di quelle ad area minima Bar&

data, per le formole (58) del §. 222 (I, pag. 516), da:

~2F~–(1+~)'–(1+~')~
2

x

(l+p'+<~ "'(l+p'+g*)~'

Colle notazioni del §. 68 (I, pag. 144), questa si scrive

(8) ~~Z

ed esprime una notevole proprieta geomotrica delle nostre superficie.
Introduciavaoper ci{)col sig. Thybaut la nozione dt evolutaafMMMca

di una data superficie8 nel modo segmente.Sopra la normale in ogni

punto M di S prendiamo il punto M coniugato armonico di M rispetto
ai due centri principali di cnrvatura. M., M:; il luogo S~del punto M
è apptmto la superficie che si difa l'evoluta armomicadi 8. Le cootdi-

nate y, sono date, come subito si vede, dalle formole

~=a!X y=y–Y
y

~==<Z,

le notazioni essendo le usuali. Di qui è chiaro che la (3) esprime la

proprietà seguente: Le SHpef~M~o ~<MWct<eK<&o<n~KOFer evo-

luta afMOMtCa«tt piano a sonok tMM«~(MtdelleSMpe~CtC<fa~<!t))t~~M<ï

in gMeKametrica tpefMtCo che ha per piano ~MKt~e yMttMK.

Queste superficiesono dunqueisoterme; la loro ricerca dipende, come

si ë visto al §. 3&2,dall'integrazione delrequazione

~+~-co8h6.

Si osserverà che, allontanando il piano Kall' infinito,le dette super-
ficie diventano le superficieminime ordinarie.

?< MtMc<Msede Mf/~cM<<m<te)'!tt<<j'«M.Annales de 1' ËootoNormale
3." sMe, 1.17 (1900).

HNBBELSMOMMM ULTIMOVOMMK.
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geodetteaeMtatttefUaeettfM.
totale(di&ttUM),6S.
média,(B.
coûtante (apaxt di) Me.
media cottante (oNperHaie dt) SSS.'
totaie dt M trianeoto geodetiao, f)6.
BiemanntMMt tu ogni ortentattOM nett'Stt
M7,m
nntia (MpatMe di) tn f;eometrta ettttMett,
atMM.

Outvatnre deUe Mzteni nontMti dt ana super-
acto, 6L

dette oexioni aurmait pertm'ipeMnperBpie,
19S.

priaetpatiin nno epafdo 8<1<S,188.

prtneipftti di (m'iperMpMOote, M8.
Curvatura (linee di) <<pm una auperNeie, ?.

(Unee di) dt on' ipenmperMo, 199.

(linee di) tn (~Mnetrta etUttiea ed tperbo-
ttea.m.

(eqmuitone dtB'e<'enftiait delle linee di) 60.

(eqnattone dtBerentiate dette lineo dt) in

ooordlnate carteatane, 69.

m

Darboux (){eM)tMtoM geemetrtM dt) per le

ttuperftete a linee dt ourvatura pitme, M6.

(teorptnn dl) )mt etttmnt etutto), m.

Darboax-Dnpia (tuorema di) eut ohttemt trtptt

ortogonoli, 173.
Deformazteue dello mperftoie (teeremtgenereti

etttto) 111, 119.

Deform~toat apeoiali, US.tU.
dt f)ttpof<Me rlgate, 1U), 1ZO.
continue eonMrvtmt) un ttatemft ooniagato,
M.

di superficie ]M)6ttdo<fettohe oon tm'M~n-
tottM rtgtdo.SM.

delle ooagruanee retttunee, !<B,iBt.

Dint (Etteotdt pMudoafedche de!) SM.

Dupin (Opttde dt) 3N.

Dapin'Dttrbotu: (teotemo dt) au) ttstant MpM

ortogenaU, 1M.

E

Elemeoto Uaeam e d'areo, tl.

UMttM nello ftpmio a tt ditMMtmti, M!.

Elloho oUind~ohe, M.
Ë)ioa circo~re o otUndro eontett, U.

tfortca, !)t.
KUcotdatt (taperftcie) TeoreMa dl Bour, tM.

EUeetde rfKKttt d'aren mtnimtt, M?.

EUeotdttto (tttBtema tripla otto~oMte) a emvft-

tnre ooatanti, US.

ËUcotdi pMndoafortahe dal DM, Mt.

EUt"'t f~odetMM, m.

KUhttoide dt Mtxztona (superficie appUcaMU
tan'),4<B.
tre <tMt(~eodetteha dett' ), St.

EUtttiehe eaordinate, <?.

Enneper (MperCote di) ad Mft) adntma, 9M.

(Mpera~e d') a etu-vetuM eexttnte, S9M8S.

(teoroma d') enittt tomtene dette ttMtntett-

che, 71.

EquMioM (MttxtterfsMoa pe]' te dB&nntMttoBi

fnanKettme, 3M.

–Mfattet'ttttM (fonnenttrmtU dell'), 3!~
de! Cayley per le famiglie dt Lmaë, 410.

Eqnazioat fondMMatatt per tt teoria dette au'

perOoie, 65.

foadftmentmU per la tooria dette tpefMper-
Heie. iœ.
d) ttan~ e (JedMti per le auporflole, M.
dt ChHtm o dt CodaMi per le )pen<tpet9ete,
166.
di Weiuj~rtea per te oeerdtimte dt Weter'

BtraBe, 1M, !?, iœ.

Equtdiottnm (tt)Medi) ln )me fumtgttodt Lame,
<10.

Eqntttbrto delle <apet'Me fteMtMUed tMetett-

diMU, Ni.
Equtv<tt6M<t delle forme dtHeremdttt, ?.
EneUdea (geometrta non), MO.

Katero (fonnota di) per le enrvatttre delle ae'

)!)oai normali, M.

(formottt di) eotem agli tpeMpMit, UB.
Evolventi ed erotato dolle ourvo, 1&

ed evotate delle aaper&tte, !?.
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H

tMphen (focmeta df) pet le due Mde deU'eve-
luta dt MBttmpeh)ete W, 1SO.
(formol dt) eetexa da Kibaneow a tatte
teeoue'eMeW,80.

MamUton (furmuia dt) per le eettmoettM ret-
ttUMe,138.

HoettdaM~ (trMformMiooB dl) per le MparB-
ete tppUc&bUt <aUt of~, M.
(pernmtsMUt& dûUa t<'Mtt))-o)M)iene dt) eon
quelle dt BttoUnnd. IM.

t

tmmtt)!)no afertoe dt un atotem~ eottiN~to, M.
IttMaaj~ttt sferiehe deUe tuperaeie phMtptdt in

ana eon~mMM, M.

–tfer[ehodeHe<vtt)tpptMM dl unaconKmBMt,
U7.
Iforioho deûe xvttttppttbtit dt tum Magreeu-
«t a)o)f~ 260,

tndeformabtUtit dt mut MtperMe con ajte Il.
non rigtdtt, 110.
delle tpeMaporBete nello spaslo etteUdee,
ZM.

Intrfnoeche (oqttttziont) deUe ettrve, 9.
(equantoui) deUo MperHefe, B7,M.

tnvarfMti dt<re)-en))Mt, 28.
Invertiono det teoMmt di Gulobard, StC, 9!!0,

40&.

InvUnppi(<)tpertc!e) dt un stfttotM w' dt M-

perNoie, M.
dt tbtemt <«' dt tf re, 2S5.
dt efere B<tUeoui falde si eorriopeadono le
)fnM dt em-vatunt, ÏCt.

Inviluppata niediftittttmtconKttMMe taotropa
14S.

JooeMmethat (superficie di) ooa un ~ttema di
ttuee di ourvatttm fa piani per an~ retta,
3!!0.
(teoroma di) per le geodettohe dBU'etHMeide
4M.

Iperbototde dt rottufene ad una fatda (super-
<Me opplioablli )utt'), 10?, 4<Be nota ï.
dl rotaisione a due falde (tcorema dt <M-

fhard), i!B8.

IpaKnperaeto mgti <ptj)t ourvi in genetah,
1M.
aeHe spatio eacUdee, !!C8.
Mtto ttpatio etiitMeo ed iperboMeo, atC,3U.

tm~tonaMte dell'ottaedro, 8!i6.
tsetMtdo) (EarameM), 49. `

tamtetmt (atotemt) di UMe, t4.

tsetermo-coniat~tt (tt<t<Hni)79.
Isotenae (eapefteie a Unea di ettrvttuta), 933,

!!M.

)[<

t<am< (annigiie dt) apparteneatt a ftotemt tri-

pU ortoxena)!, !?.

(fa~tfMe di) e<tnt)ni9ttertoo)-toeomti piano,
417,418.

(famtf;Ue di) composte dl Buperftcte p<)ende-
Bfertche, 4S9.

Nvehretttt delle mperaete ptend~fettehe, U6.
Kvehtttt tMtoabtt dt tiaa MperfMe. Nota M.

media dt MM«tparNete, M9.
Evotate dl oaperSote W, m

d! mpotNate W ( tooremi dt Wetngetten
fmtte) iS9. t33.
dt otperftete paemdotMotta ta trtMfonM- )
etoue dt BaeMttud, 37?.
dl un'ipemupttaete, !?.

Fatde dBU'evotxta dt una Mpernete tn tœne. j
ralo, Mt.
deU'evohta di una OMperNoteW, U9.
di Mjt tMUappo dt o' <fere, ?5.

FIoMtbttt Mpettoie, 98.
MeMtono dt una ourva aeUe opMie, 2.

dt mtft ourva negM ipempmtti, 196.
oottmte (ourte dt), Mt.
cootanto ftttxtemi dt Weiaftarten), 4M.

FooaU (Mp~acte) in UM eongntoMtt tetttU-
nea, t.N, t<t).I.

Forme ftIgeMohe tutadmtiche, S&
dtNMemtMt qtMdtttttehe, a?.
dteët-eMtfttt xtNtutttMMO,SS,?.
qun<)rnt!che <bndnmentttU pet UM MperK-
ote, &t.
qundratioho fondawontalt per un' ipersuquttdmttoho foadameMMt par ut)' tpemn.
perecte, 1M.

qtmdftttMte fondtmteNMt p<r una non-
grMM<t,!S7.
rfdotte det do, 377.
ttptchedtl <<t'pej uua <ttpe)-a<)tep<eudo))&-
rtea, 103.

tiptohe d9l <<fper gU aptut dt onrvttMM ao-
otante, 180.

froMt (formule dt) per tt)eurve, 0.
(fonnote dt) Mtem nUo geomoMa eUtttte~
od tperbolteM, 201.

FMoeht sopra tm raggto di Mmeonp-MMo, 14L

<a

&auM (en)'v.ttt))tt dt) o totale, 93.
(equasiolle dt) per le auperaete, 165.

tteodetteo (om'MttUtt), 8t.

(ibrmtt) deU'etemento ttmttM, 00.

GcodettohefeqntMitotto dttteMMtttte dette ttnee),
87.

(eqmuitoae sono la forma dt 8tmM), ?.

(proprtotit goneraU dette Unao),89.

(ttnee) salle ovttoppttMM, 16,93.
«tdte BaperBoie dt Ltoavttte, M.

)KtU« Bttperaete di rotMtone, ?.

net[tt tpeMptMtit, MMN).

parattele in Keomotrta iperbotiett,
17&
pMtUete tn goometrtft ettttttea, m

Qutehatd (emtgniemte dt) tSL.

(fonitoto di) par le eettgrneBMMt-
ttitnee, 147.

(teoremi di) <)tUe deforwate dette
quadriche dt rotestono, 2!!7,!!?.
(taoMmt di) tu )-<ihta<oae001otttemi cietiei,
3M

(taventane det teoremi dt), 8M.
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Lamé (&migtfe dt) eempwte di «tperMe )tp-

pMoaM]) MUe eîeM, 431.
Lie (teoronMt di) Mt «totetui twtermt di Muoe,

17.

(tootMMt di) Une MperCcie W, 181.

(tntefertttMtONBdt) par le ouperfteie ptondo-
efN-tche, 991.

Ue-BenMt (ttMtbnatMdoae dt) par le mpertt-
oie ftpptteaMU tmlb *&[)), 3M.

Ltmft! (punti) nul raggio df una <)ongntMUt&,
140.

LiottYiUe (femiote dl) par 'h ourvotura d!

GtmM,f!6.

(tttpertcte eYetvmttf dt) per due qundrtohe
e<Ht<booU,423.

(teofemit dt) eulle mppreitemttudont eonfor-
mi dello eptuto, 170.

m

H)dHB-D)tp)n (tooroMtt dl) Mttte eongraouM

nonnaU, Itt.

HMtmtM' (teotomft di) pet raggi dl ourvuturu
dctto JftMedt una MperOeie 6t.

Metdca Mtgotate BeUo apualo 8<t1C3.
dot Oftytey, N!

ettttttctt, MS.

tpethotteo, 1M.

Mfn<U))~(Ntetode <tf)per lu deformM)euo dette

f~ete, U9.

Mtattue (Mperftcte) lu genemte S3a 0 nota II*.

(MperfMe) etgeb~ohe, NU.

(MperHete) dopph, SN.

(ftNpertteia) <tpp!ie<tbtU)e une MtUe Mitre, M3.

(Bnperttote) ttppUcxbiU fKtpm mperftcio dt

rettutene, M6.

(MpertMe) ht MiMtom oette defurm~te det

paroboMde, ?0, Mt.

(<aper<Me) ta geetnetria eNittioa ed iperbo'
Uca, NB.

Modanate (mpat'Me) in geMntle, 31&

(MiptH-tMa)« «tftttppttbffo dtrettffoe oiliu-

drtca, S.

(xopefN~e « avUttpptbHo dtretMea cottiott,
St9.

Motttard (Teotenta dt), !!tl.

Movimentf delta «féru Moupietxa BS.

deUe MperMe pooadoo&tiebe, t7i!, 170.

t)o)to «petto tparboUeo? tre dtmGMieu!, 18S,
]eo.
netio sptMie ellittico a tto d)ment)on(, Mfi,
!?.

N

NormaU (NMtgn)e!)M)tatMIinoe, t<S.

(eonptmmM) di ourva, !!?.

(eonpiMaM) df enrye pione, 298.

0

OmbeMeet) (geodetteht) MU'enfMoMo. 426.

OrMeM o etreeB Mm<tiin géométrie pMttdo-.
<t&de)t, 177.

0)'to{[0!mtt (otttemi tftp])) in Mte xptuito Se «nb-

vo.173.

0)-t<wn<m.(BhtMtt t~) nette apa~o 8 M.

("totemt tt') neU'tperot~, :?.

OMUhttoM)()))Mo),3.
OMatutoft (~tMMt etottoi), NL
OttoedM «ft<MioattKt& deU'), 3!!&

P

PfM~betoide dt MtooteM (tuperMa oppttcabtU
aul) N6, 8(6.

(teoremadt Ctutohard), SN.
PuMUeUfimo dt Ctta'm-d tngeMU'tftetMtt~,

!?.

(enfp'to df) tu géomètre ipetheUee, 178

fmtoU du in xeemett~ etUtHoe, tM.

PtM'amett't dMferenxtaU in ){Mt6)'ste,S.

di&~MatiaU prttat 29.

Parametro dtC~taMttte seeeedo, 89.
P<)r<tn)Mt-!dMet'MMhtU t<Mttco[odt), (B,

t)m«toMct, M.

Parxmett'o dt d)"tt-tbtMtono det ptano tan~eato
itt Kau ri~tn, IMt.

PftrameM fH Mocrtmeate, M.
Pon'Muento (<fotema eoa)t)(ato) ta unn defar-

mottome tttCaH.e~tmtt, 237.

(<)<tama eon!<ij{*to) tu UMOdefofttMMtieneft-

nttw, 238.

(ofototMtt contagato) in une dafermMtone

eottttMM, !?!
t'e)tmtttt)))ttt& (teoreota geoentle dt) per te de-

fontmziott) iaftnttettiNM, !M8.

(teorema di) pef le oottgntemte W a falde
focaU dt ogttttt e)trv<tturtt, !5t.

(teofema dt) pef te tMtpeffMe pteadeafe-
fttihe, !)?, StM.

(teurema dt) per < ft<te)nt tttpU ettogenait

ptMttdao&rio), 43&

l'otej'xou (tBoremt dt), N0.
Plateau (proMenm dt) per te ttt)perM< )))intme,

9SS.
t'ofttCuM! (ibnnete di) pei tttovttttenti ttc!to epa-

xio iper)<Mtioo,!?.
PfteudoBferiahe (M~intoMoheMUeMtpCt'Boie) 79.

(superacte) dt rotn~one, 1<B.

(Mperficte) oUeotdatt <tet Dtnf, 8M.

(oNporBeto) d'Ettcaper, !)?.

(o)tpet'Be)e) eon due RMe~ttttte
tn~ntottehe, SOMTO.

(eettgnuMMe), KO.
Ptteadottfeîtei (tfetett~tftpU ortoKOMt)), 4ZB.

Puott UttdttneUaeoBgrtteBMMttiUtee.iamo.

«!

Qtmdrteho eonfocaU, <t9.
ai fotMtone (teoremt di Qaiehatd), !B!7,2N,

tmatugtatu'te (deformMtent di), M!.

Qaadrtot tmntx~fn<n'it OMahMtte il etMoto ttt-

t')nan)te(Mpnt~oteapp)ie<MMhtnt]ntt7-M&

tt

Btt~io dt cnryatnHt delle eettoai nonuett. M.

tU ourvatura goodettaa, U?.

RtgKi prineipeU dt cM-vettun d) aatt 'uperN-
ete,<B.
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BttpprMeatMteoe aotttMme dette mperttett,
4~<f.
eoafhrmo etereexKtCe* deUfutbm, 00.
eanfonne della pMMdoa&m oui MtotptMM,
17'4..

eontbnoe dotta peeadottem entre un eh*-

coto, 1Ï7.

BappteMtttMtMi eottfonnt degli Bpeiit, 1W.
BappretentMtoBe conforme da)tosptuto ptett-

do<C))rh)oBttU'etioUdee,187.
geodsttoa deûe MpeTSete K ourvaturtt ce-

otante, MO.Mt.

gaodetloa degtt apMt dt ourvatura cottante,
1M.
BC)rtoadeUe MperMe, 7M9.

ttiN-teft deUe tpermperaefe, !M7.
tfettca )n retMtone oot thtemt ofetici, 974.

Bête ottMdt-fM MU<t )tfera, !Ni.
Bett di Tehebyottef outte .mportote, 379.

(mon-huent! deUe) 'UTotMhyohefxttUtt BfeM,
S80.

(teen-iment) deUe) <tt TohebyohefmUapMU-
doBfere, ?1.

tMbtHMOtu-(coBgrnen)!9 dt) ?9, !BO.

(teeremtt dt) tutte eon~nteatc dt ourve pt)t-
ae, !!?.

(teotMNft dt) Ntdte ouperaete con Unne d)
eorvtttnra ptMe, SS8.

(otttentt etettet di) « ragglo étante, M.
Btccatt (etjuitttone dt) per b f~edettohH dc)ta

Mperaete a cttrvatttm oootmite. Mi.
BtonMan (ottrvatura di), )?)?.

(«imbot) dt), 95.

Btgttta (aaperMe), 1M.

(defofnmtttoM de) te) «ecoude Mtndiujt, US.

(deformMttme delle) moanda Bettramt, !SO.

appttcaMtt <)tt ettonoide, Ml.

apptfeaMtt mpntBupefaeiodt MttMttone, tS3.applloablll 80pm superllole dl rot..looe, 123.

applinabilt (oopplo di). !B8.

–ttOtu-vftturanHU~taKeentetrta etUtttce, 900.
Beberte (teoremt di) sulla geedettehe deû'e).

HsMtde, 487, 428.

BotohtmeatedtanMBttp'M'fMoMpnt )mtt nppU'
cobUo, !S6.

?

Sehurfteotenta dt) aulla aMrTXttmdt Btemona,
Mt.

SehWttn: (<bnnet<tdt) per le tmperftote mimime,
847.

(eontoruo di) per M<per))eteminime, 351.

~upeffMe d')n-6)t minimo di),S!!M6t.
~orr!mentt in ~ometriM etUtttett, 166.

tk-orritManto («tpetOaie dU, 220.
Stmxteide tpet-toUeo, 2N).
Ststemn eentuf~to pomianonto in dcfomMtztout

M))!texhn«, 2M.

eoaht);oto penuMCNte ln defentmtioni 0-

ntte, S99.

Sittemi cMio! lu gettonth, !<B,M
cieMet net plant tMt);entt dt ana euperftete,
370.

etotte) nonotU ad un') data Npcrtteie, !HB,
eteMet ~ornxtU ad tttm Bfem o ttd an ptann,
!!7B.

eieUetd) reggto ooatMte, !?.

M<temt <Mp!t) eteM o'tagMMM, aWM.

(MpM) <f)'te){omUin fteaer~t, M, 1M.

ottogomtU, M.

a

8pMt t « dtmeMteni, M9.
dt ourvatura ceotftBte, Me.

Sptgoto di regteMO deU& tvilttpp&bite pet~fe,
17.

Strtttgtmeuto (Unea di) f)t)!)etigate, m.

SttpBreoie )t thtee df ourvatura plans, Om
corn nu fttetenM dt tineedi eMTtturapteut,
319.

dt JoMMmathttt, N0.
a ttMe d! ourvutura etreetett, Ni-SZt.
tt Muéedi cufvttttre stertehe, 3N!~36.
tnadutotto (ntouturat) M Menge, 8M.
a Uaee dt ourvatura )n ptant pMtHeU, <9.

STitappabUt (aaperOe)e) 14.

SvUappabHo poirne dt M)t ourva, 16.
rettMeMte di una curYt, 16.

SvftttppaMU d) tta<t e<mj{rtt«nM, m.

T

Tangente d) nua ourva, 1.

Tangentt coniutmte, 6t.

Tcbebychef (problema di) 9!9.

jtott di) mUa ofeM, 380.

(Mt) d)) xulït pMMdoe&m, am.

Thybxnt (oeNgrttOMe di) 351.
Torntooo dolle enrve, 6.

(oegno deMs) 7.
cootxnte (enrve a) la goemetrttt olltttina ed

tperboUen, aB.
dette tinee nMtntoMohe, 71.

f~edottett, ?.
Traiettorlo ortugonali dt un oiatema todt plonl,

IS.

<H-to);ONttttdi un xMemttto' dt <feM,!B,S.
Trn~emtMtone oentpIotnentttM dette Mperft-

ota pseudotfe~ohe, 3M.

eomptetoetitare de! afetmni dt WetogMten,
«6.

TMtofennMfunteomptemeetart (oompeddoua
dt dM) 38).
dt Bttetdnnd par le eupetOote pMudot&ri-
ehe, 87S-S74.
dt Hftekhmd (eempetizione di dtte) 360.
detto Bupartteie apptieaMtt «uUtt sfeta, 399-
«S.
dt NteMund pot ttttemt tripU ortogotuttt
pMMdexte~ei, N3.
dt tMcktund pet itittemi di WeMgorhm.~M.

TntofonoHttoae di ComboMure portecurve,0.

pet ttt-tmnt Mpti ortogoottU, 413,414.
di Moutard, 247.

Triangolo gcodt'tteo (ourvttont totale dt )ta) 99.

Tt-iangett geodettei sulla pMttdotfent, MX.
'Medro prtueipttte di natt onrve, 4.

(i'enmotc dat) mobilo naUt teorit deUe m-

porflolo, ZM2M.

prineipato lu un titteuM tripto ortogonate,
409.
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Medro pthMtpfde tu une tpMto em-ve? {M
tUmeMtMt!

'MttMtomettfa pMttdCN&ttoe, 1!9.

V

VMttmtotit dt D, D', D* in an& de&mtMtone
tnaaitMtme, 281.

VtttMtone Meondt dt M' area dt Mperacte
tntnh)M,M<

W

WeteMtteM (eeerdtMte d<)in geemetrte eUtt-
ttw e<ttperbettm, M3, MS.
(formole df) pet- le aaperBete minime, &M,
3Mt

WeineertM (ibnaote d!) tu ceordimate tangea-
zMi.a.

WebtffM-ton (erMetie dt) par te MpMBe~ toe-
tmme.

(teotMtt d<) ftnUe eï~te. M), M9.
(Movt e~)tMtoM dtU'appUMbUitt a<) !)?-
M.

(nMve metodo <M)tn fetMtme cet otetemi
cteMef, !)M.M9.
(matede <U)tn geemetrit etHtMea ed tMrbe-
Ucit. M, 9~.

(~temt tr)pM orto~MtU di) 439.
(thteo)! di) a BetMhtie eootMtte.

W. (oupN-aote) ta genentte, Mi).
(Etemento thtMM <~tfoo<U tma Mpet9ete)

(SapetBcie in ~emxetttu eUttttoa ed tperbe-
Uca, !!17.

(ConfiNMHM) tettUtnee, !Ma,M.

(CongruenM )t fuMe fooaU d'e){M[ enrDt-

tUM, M8.

(ChMHt eomptets <!tMperNefe), H)!.



CORREZIONI

VOHtMBI.

Pag. 861 Hneal8,<tt<<M~<«f fA,<~ < f~<A<d

iMd. aeiia nota a pie di pagina <
(<-A,<)-- (<<A).

4M nei)a seconda (49*)<M<M<~o <<
s 468 nella oewnda (49*) in luogo

<~ <«
607 Unea6, dal basM < il tratto
616 nel prtmo mombro della seconda formola (59) &~<M< 4-

VOMMt!II.

Pafr. 17 Unea 16 netta seconda formola ~oa~ =.co

78 net primo membro della prima (49) <M~«cyc<K~ a: a!'
87 nett'inteata!!ionodet§.8&8~N~ siatemio~disffere

ay ~y98 neUasecondadelle (8) <? <t«~odi <e~('« cït

98 nel penuiMmotermine deiia (6*) <M<«<~o ~<
0

cM 9~

105 neii'enunciato dei seconde teorema di Chuchard <~< <per6oM<~<~
M<<N(<MMa due ~<Me.

188 neH'uttimo termine deiia (I*) &~<M~

140 neiiafo)'moia(A)<M~M<~o<NtAtT &~<< A,Tt

141 nel secondo membro deiia prima deiie (18) i* uitimotermine

s 148 formola (14) nel primo fattore fra parentesi nel aecondo membre

âv

800 formoia (87) nel seconde membro M primo termine <<e~f~
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DELLE FUNZIONI ELLITTICHE

Un cc!'M~e ~a~!MeCM !M-S°grande, MCï-1'BEZZO:Mre 20.

TEORIA

DEI

<!f~!<)!SMtiMMitM!t~mH!~tMë
SECONDOGALOIS

<'o!«~ ~Me ~M-a"grande, ~co-PBBNo: Ure 10.

LEZIONI

SULLA

ÏMMMM) (atim!)!)?<!tMmimmAnno1902-1903
CH~«MM jp<~tMo7M tM-S"~«M~e, ~PMzzo: Mre 10.


