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PREFAZtONE

Esaurita ja seeottda edMione (1902-1909) dei pt'eseute
tt'xttato, in qaesta ter~t edizione del Jibro ho cercato di

apportare, ne!!e sittgoto parti, quelle modi~caMoni e qoei
perfeziouameoti cite i più recenti progressi (!eH&te«!'ia
mi !tanno consigHat~. Per altro il contenuto eMenxiaIe
de!P opéra è rimasto i! medeniujo, e sempre Ihnitato alla

ge<Mnetr:awt~We~ iniiniteMma!e nell' antico seNso. Tntte
le teorie contennto ttei tro vottuni deUa secMda edi~ione

tr~var~n~ qui il loro p«sto in due voiumi, cMt parziaH
rimaneggiamonti neir ordinc dei capitoli, soppremiuMi ed

aggiunte.

Qaesto prîmo Toinme che ora con molto vitardo esce
alla lace (dopo due anui dalla conaegoa del mattoscritto
ùell' intero tibrc) riprodace nei primi X capitoli i con-i.

apondeoti detia seconda edizioiie, eaponendo la teoria gé-
nérale delle auperUcte e delle congt-uet~e rettilinee, dat

puuto di vista Met!('o in~nifestmale.

Seguo il Oap. XI c<t!!a tnttta~ione delle superScie a
Unee di ourvatura piane c sfericbe, indi nei Cap. XII,
XHt. senxa maggion svilappi dalle e(Hi:iotii anfenori,
viene riprodotta la teoria delle superficie d'area tninima.

Gli ultimi tre capitoli sono dedicati allo studio delle

superfioie a cnrvatnra costante. Nel pritao di quest! (XIV)
si tratta, in modo pin estcoo, de!!a geometria. 8n!!e auper-
ficie (moîtiphcità) pseudos&richo colla intorpretaMone MOM-
MM~c~. (]t!i a!tri due stndiano le e~ttire ~nno di que-
ste snperticie nell'ordinario spa~io cou particotare ngaardo



<v

aHa toot'ix. dolto ~~r~M'~Mt. La trasf<n'tna~i<mt) c<'M<

~~MeM<ft~, cbe t'ot'Mtil pnnto di partenza per tutta que-

stu tuoria, tfn'tna <~g<~tndc~U nttlun pat'tts''at! dol Cap!

toio XV. H ~ttpitoto <in!ttM(XVI) traita dette ~cuo-ali

traafoDM~Hmi di Backhmd, c<M)tuupio nvituppo dei tro-

MM<M yMrw<~MMt<Ao delle tfue i)Mp<M'ttUtticottseguenito.

i ;))'occdhtto))ti <UtM<e~yM!<M)<e~MCCM~twchM Me dunvau<

p<')'la rict'rca deUeHuperHcin!t, cm'vMtut'a coatnnte, souo

ttutto ;)iù nup<n't:Mttichu essi iht'niscono il primo eaem-

pio di metodi, <!i c'u si ô ditu<Mtrat~ tu tecundità iu

tuotti ultri Rampi detln ~cumetria inihuteaimate e 'nei

cH.tupt tH~Utici che tt'ovttno Ht quelli )n ioro t'appresen-
taxione.

Ho a~inuto ili t'ond« al Vutnmc uua n(~ta su! me.

tod<' del ~'t~~ M(«&< coUo scopu di facilitaretil iettfu'e

il p~ssuggK) dalla trattiMiono deUa geometria uWimtesi-

nutto tndt' mdiriiMO ad<'tt!tto nell' upem, che ripote le Nuo

origmi daHe D~M~<<~MM di (~m~, a!t')tttra e~uatui~nte

compjeta ed ispirata a concetti c!nMtitttici, che viene pre-

t'erita dai geotnetri Francesi Htl è resa ortnai ciassica ne!Ie

~opoM~di Davboux, dovo ha tt'ovuto il suo tt88ett« deii-

niMvo.

Pian, 1 Novembre 1931.
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~Aj'rror.o i.

Curvea doppiacurvatura

')'.m){f))th' pituMxurnmtt-. PdotHMHfVtttorau ttt.~x))~. Mxoo'««-xtoh'rf.
Trtedfo ))rhM))))t)t). Heaunth)cttfVttt.xntn toroinne. t-'onoott-d! )''n<M)<t.
K<tt)ft!!ion)tnMttOeetje. Htiohfcitittdriphe. SujXtfHeioiMvihtppi. 8H)x't-'tn)<.e<t)))))t. f-tuperaoe ~)!n)))M)hi)i. St-ih)j.(.<t'.i't'f<.ttiH<M).tt<.di.urv.

Svi)n))))a),))M).<n. e <.«. ~.ij[<,)o.)ire;{reMo. Mt'er).H..)))Mt.f)Kt..).:Y..)
vottti 6<)<iv..)))~. Tt-ftjettortN<trt<.{(o))<t)i<)i!)t.m,.).)i<-f iotittitA')< jt~~i.
Tnt"f'))'t)mztot)idi CfftMbetteut-f. 'rr<t.)"th)ri'<<.rh))("))aH<))tum '<f'))t)t)it.inti
')!h\ <))ttrot-p. UttrYc <)iH«rtr)m<t.

1.

Tangente e piano normale,

P'')' ')«))))<? tH)M)it)0)tt))e)ih'ont) (t)u-vt) U, )'it'«t-itt)))")tm't ttnftJMtt'tttu
'ti OHui(J)))-n.H!)t))jt.)-ttt(i;t)))n)i0 (;~ y, z) ed t-xprimituno ).<.<))-<)))))))'.

.<y,~ di ttt) ))ttt)t(( tnohite itt~ht cnt-VM in fm)!!it')x«)i tôt ))m'))))n'h-<'M;

~==~(") .==?/(") <'=~(«).

Rinjx'tH' ))))<'t'ouxit)))) ~(«). ~(K), .:(,<) ((.ht. )x')) dftthtt)).) t.tdn
)'t))tt)t't)tt' mhttui )) tt-<' <Mwh)))t.i),dioittnx' ))))!) vo)t)t )«')- totte «))<' xt

MtppOM~MM/)Mt/<tr <!W)~MW~~M'<M<«/M<'tt« <!?- t~W~~ ~ffM)f.
M<!f))M:er ~t' <')t~Ml' M~Ot-M~O MWftt/<! /<!M<fM~< K MC/

~Mft~ CMe ~OOa~K<(f, /<~4 a~t'Ot~'OMftt~ ~tA ~(( pMM// <!pet'M/). K')

'tc<)tr<')tt)o )t<~)i ttttoricri svittippi tare Mao 'U ttwiv~te di ordinc pih

<')<ttt«, Mi8ntti<ttn)t<terj~aentprf ohé CtMGsiano pnM' Hoitt- e Mot)))))'
A<t «a'ni valore partioolare M,a.tt.ribttito a) ptt)'n)))ft)'f)w, entro l' i))

t.Hrvttito <M)))si()en)t<),(Mu'rinpotder~ nnn poxitiiot~ ptn'tit'ohn'c M, <)(')

punto M KS'tenttore ttetta cnrva e vm'iand<' « «on t'ontinnitA, il puoto
M Ri omovarà con legge contimm nftto fttMMio,dcMt'iv<'n<)<)))) onrvit

C. 8nppf))')'atno poi ttonpre «)n<il seoso Moo)n)n <tni fti tnnnvt. il pnnto
K0))pntt<n~ M <)mn)do Gn'sco il panunctr~ tt sia )u'cf«)?< HC'oitopnni-
tivo 'toHn enrvn C, t'oppottto cotno oegHtivo.
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H più')<'))''v"itt'a<'Ht))))c~')t)<t)'M't)m'!U)t«t)'<t,t)i!t))j)<')ntMi))!t.

ni) M, i'itt'ooxttt'n~ M))'Vit<nt!))""tMH[i)'<))t un )')))))" ))xm'(")'i-

K)))<') !))")'Vn,'<t'<')V'H«t!t'<W')~<)it<. )t)(t'Jt))f'!)«)',J))')-')t.'<t

oh'i"<'t)H!titt))<'t)i <f,'dthitH)n)tttt'n'')t")n

~lx

V~yf.~· $ irlz~>!dts
`

J

f)<)VO))a<'K"tet)-t)')it'tt)<)<)vrJt.n<'<tiert(i jXtRitivojw))) cutn'))

!tion<' f<ttMt.

tn nn tumto M de)tn c'H'VH<J ('~nsxtet'mnto ht tm)K<t' ht ''n)

'tiroxioff p"sitivtt Hi itfMntue <'t)))cor<t!)))tt''<) Vt't-M)){xnotivo f)M!!)t<'stt

C.IudH'tU)dM<t)hn'n,con)~ftn't't))t)''<Mt!t))t<})))t<))t<'i)tH<'t:it<')'t'f ~f

)cnwnididir('i<)n<!p()sitiV!t<t<'itttt)tt)K<')ttt',))v~)t)f'h'i'n-tn)))''

<<j- <<v
(1 ~==, .==–(==–.1

fM M

i<iuiH<'Cttt)()it)«'tnbri possonoriguttrdnrH! it)<))ffo)-<'t)t<'t))~)h't)))<'

qMMionti <)i ditt'M'Pt~Otti. )'rpai nspetto ntiit V!umhi)« i))'ti)M't)d<)<' M.

« HOtne tterivttt'' <H .<<' rifpetto ot)'Mr<!<)

ttpiMon()rn)tt)eh)MnUaht)tff<)tGd)(!t'K)i)pi<)))<)MM'Mt<f/('<)<'))tt

onrv)t,~)'tHntt<'<)n)~)o))<i))'t)<))U)d<)W))X.Y,Z)')n)'<)it)))h')'-

rfnti,siacrivp:

(X .f) at ( Y y) + (Z ~) -f=

Prima curvatura o ftesstone.

D))))f)')~vi!)!ti<t))<)'i)ttt)n('t)t)m))it))t(i))f'i)p))ht". ))<'M<')'iv'))t''tn

out'V)),snhiH<t!!(Htt')h'<'iti<')t<'n'tt.i))nMt,))t)it!it)<))Ct)i!U))<t).t<')ht )))!)~-

giot'n ') ))<!))")'('~M<OHC <))'th) ttttt'V!) f)t<*fS)).P<')' ))n'<')Ht))'«<j)«'tt<~<))-

<i«t,t<)«rc<)<)o)')" Hu:<(!ftti))))<'t)i toison), oottxhiMrittOtont) p)))')" ~)

dt'thtOtt'voett tu))tttn')))tt)tt)vioi))<) M,')«)))) <'m'v'tHt''«at); Ht'<)ivi

dhnMuriUij;pic' ~f'

'h)t<ttt))got)tiin M,M,)"'t'))t)))t)j?))<'i<!<ttt)M))''n'<')t<MM.~),'='i) il

t)n~}!)<'))).<'–))))!))n)<'M, "i!)'<f!')))t)'')i)))t)tn)t'tttf't M f<'i<x')))'tt)



)'):t~\t)):)t't:t')t't.)'.«X') I

t'<'t'(tm'edtK!tx<'r<)),t''))tV<)t'K')tcr.))))!t'h)('v<s"ntt)!))mt-'h'n')-

"t"tit)it<t.)'di\'<-tK<)th)/<,t')tt-s!!)-<s)!(m.t-.)))~Nnt)t)'!).)cn.)

pWMOf-«<-w~~«~~tw~ '))'))« ~))\)) )H ).unt"). htdi'-))"rct))~

~ttt't)t")i)))in-(i)~t"vtttt)t'<- i).s.-«))))tt')<!on.f).tt<)):t !n\(.t~ H,

tiPrprethlt cuulP Iuti~;IIN%za,Hi Ilil'a ïl rti rtriinu :·niv·rFlulvi.'<'rt)ret)~Mt-t.)tK<)m)tj!)tMM,8i<ti)'Ài! il )'«.~n-<(~<

Pf')'))t-()v,'n't'nsiMtt'nxt)')i<)t)).Mttf)it)Utf.<'tt-.)V!trth-i))j.a)'it<~t~)u

t'Mpr~i<)))f<,fa<i!t)))t)n)t<)<)t't!t-<))si<)(-rMi<t))i.<-jtfNt~)ti.(')..t.t!)r<.

n~n'~)w<.(.<)nM~n't~~t~~n'nni)M~)')-i\'iit)t)~n)utt!tf<n<d

intet-<'ttin~«c«))!tMU))<'W:<)i~t)t<.rifttint)fi;! <MMt')"t)i t'it~HctitOH'tttt.
'd)~ ')iM!!it<))i)mf)itivfde))t- .ox-o~n- tfto~-Mt.i dc))!)<!)tt-va<.h ll

Ht.)<'t?'iH).trMn)di
~im~~Mi~~t~M~N~~d~~

hmK""ri:'<d .'ttt'i )"<ttixi"t)« de) t~nt'.Mss~t ..«))!<) <-H)-\M<

~n~~n~t~~h,M'=~dn~~H~r.

ttH)K<')tti.fSi)n')'A Hvidf'tttCttH-tttc

.y' ;'='

<)mst-n8tt)ft'f)))t)())tn).!U)to ~~Hi.o.))\-it''y,j, “.) M.
')t!f"'f'~w')'A '<'u-ah. pn'u~).tt.d.t)!'i,t-).~t.),r..),i.s-
''hnft.chpx))))!) st-f-n, Mp)«-Mntt))tivf) uni).tu.. j.n.tfix.H.ifmih.
M't/.Tn)th)n(h'!<it)it't))<'ft)nrf'i))it)tit).

'==)h..f\? ~n'~)

p~w~H~Mi.~nt~p~

~(tJ~t"d~tA,:=I) `AIR

)'i))f)i('Mtrim'<t'frx'M.<)\')'<')m)m')ti!'M)h'~

1

f~

"Mi)tpfj')f(~)

.3)
~)/~?. (~)" ..(~

r
,3)

1

V .dk! vIJxJ (t/'Í 1p F \~J ~~J-

Ov'~it)M)nnHK),Mvari)'M)ph).tij.f.tt.)t'nt<it)t.!<tRt<)rm~t)tt.ttu
<Griver8ip6r)e(t):



c~t'n'umt.- ~2 2t

(..) =-
L/r-~Y t c~

)-
f~)'~

==

f,

t{)i'n't'e))tiindi'!M))<)u')ct')VMX)unt<t'))t)'ett<'H))'f)''e<).

htot'itmn) ht (Ktt)Vtt))ziot)f.dtt mtmt~twt'Mi HMtnpt'f n<<ts«fj;"itf,<:

/<tB)'tMtt tttO'~W'tt J!t <MMM~M«~M<C tM Ba~Ot'C'tMO~tO -~>0,lrc pri9nu
P

1

p

xi mfxttrts Nultnlatn its atalorts
P

i

P
y 0,

M neHe foftnnte (~), (3*) dovrono aetnpre ftoogtiem i) vatore positivo

<t«) fadiotte.

OsserviatM" anbito ~he uxa curvt) C non pub averf «? <)'a«o

nnUa he ttetMinoc f)en!!)tmw're, ))«)' ')))«) trutto, ret.t.itixttt. K iofMtt

dt) ==<0f)<~f!t)e
P

~=-0. ~=0. ~==<t,
dx dx

oif)~ ~t, 'f <!OHtanti,itx!)

<;=0t<t-}-a, j~==~+&, i!'=Y<+Ot

oon <t, c cMtaoti, eqnHXMt)) partunetriche di un tnttto MttitixeM.

i)f)))t prima ont'VfttHnt ai posHoon dnre ttttre <te«))i!!i<)t)ioqnh't)
P

tenti, tnt qm~i la più itttpm'ttmte, por fntare genemtiz~itio))), <*ht

aegneote.

SaUft t)H)K6'tt6 in M ttHt~MHrv't xttMtohiamc nn tr~tto )'et.t<H)n~'

MM ngH~e itt tnx~hezxa ~t)' tn'co MM,==~=A, o)w )'!({'?))«)

<MM)oi))ftn't<'f)i))w (tf) prinm ordix' e i)t~ich)nm" fo;) ht distm)!M<

dfti <)nf puoti M,, M; si ha nitorn

t r~-))))) M

{. *-< A'

Mh)))tMi)<MMt)'<)in))t<<<tiM'<'H)"

.r ==a; -j- A~t, </=: y -)- A~) ==<{- /<

f <)H<'))f.)/?, 'tt M, <M«e«f~M~ ~<<<)t~M~M~M)<« <e<'MOt'~Mf



!'MMA CCMVATMH 0 FLMMOXË r)

M M

l

.=='r~+~+~.v"

r

.,=.+~'=~

indi

,<==
(~~ y~ +~

Uunque p6r itt (3*) ?! hti (tt nwttOtPina~iteHttni di tcyzo oriiiue)

t<(mt't))Ô)tp)tUUt<)

t M== txn–c. <t.d.
p A-C/t!

~3.

Piano oscutatore.

Pe) pmtto MBE(x;) deU)t ctu'va C <!<nntn(ii)nu<)ut) t'iaou n

'inatuoque, )Hcni cquHzione aoriviMOtt'

W <t(X-~+&(Y-y)+c(Z-~)=(),

<<<'veX, Y. Z indicauo le o<M)rdit)))t<'coM'Koti Md<t,&,c, i coseMi di ()i.

reKiooe (poaitiva) detttt nonnHtf a) piano («'-(-j-c*==t) t'ign«rdHt)-
<to cotue pagina [MwitivMdi !t qneii:' rivoitu vorso ht direxiotte poai-
tiva (a, &, c). J't'exdendt' pt«' )Mtf)U))t<H'ox t' M'o" < '~)))t curv~ co))-

MdMt'huoo un pnntf) M' do))' iotortx' d! M Mn))ncurvo, corriaponden-
te at vabre <{-A (tott'att'o, c rigutu'dinmo h Moux' inttttitesittx) di

pritno ordine. SeAx: Hcoo ~)i tKMX'eaoixtOtti che «nbiaoono

.t, < net paofMggio dit « ad < -}-A. ta distant (~Kebriot} ë de) pun.

to M' da) pia)K' !t !MrAdattt, woond~ )a nob) formotn <ti K<<'t)'it)

<maMtio)t, dn

~==<fAa'Ay-ct~,
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c fiautter& positive ucgmivx 8e<'utn)<)ube tt pttotu M' ai tfova

'<tt)t!tb)H)<)tt))"i))))va"wt{)ttiv)t')i'fhHHhtt))))Bi(t

~.r -A.
/t~

i,

(<!)
~< -j-

f ?'A /<'a.; i f~

2̀

tt<m'<"))" ))tt)))it.t'<m)i')M)/ff:f< "rt)i!)t't'pnnt)<t

== («~' &/ < A r («/' -)- -{-) r

)'t)n!iuHtm<sitt)"))frx""t'dit«',)'pfrvft)Mrt'i)!)<i)i[tt"di~baat<'t'~

<'xi)m)t)m'<'qtK'i)"d~tt'')))mn'pt'f))t))ttt<*t'Hnte.i<'t'')«)))) pittbHMHt) po

t«)t}!Md!/t.U)n,fi)<tti''it<j)tt'd)/f

«/-)-/<.</ :M'M tj:-j.<

))"))''UH)t". )it))"tt')!'<)t)'tt'))"tt')t't!H<tt't')«)')'))))tt<t)))tJ:)M'jH)tnH

))!<('~<t"t'u)t A,f.'t(;r~tWM<'<(<~<« tM A))'<~«(/)f)~. Mi' te

't? t5 =- <' ~ii) xi~ttitip!' chf il piitt)" K)tnx«tt )t' tx Um~m~

.)Ua<'mvM,oHHi!)i'U)))ti.))tt'bttti{''<ttt''JM))a<')uvitt)M<)ev<'tt!tttt)u<tbo:

/<fCM!t''f «/<<'<)<'«')'«'? M u</<t)~t(M<fper M MWt(«~CM/f «M« (Wf<t.

.)')))t))t)-i"t)''t'"Kt)))H)H)u)Mttj:)')tt<M~))')'t.T' ~')C<==0.

)}tf'n'tttn)itt'«)-)iv''f'tit

~(f<.r"<J. &' 3
jV,'ri

f!'mp)X)!<~t'<.<" A. M" 0,tH)w'[f))!!)tp)'e)wt))')t'))mt<'('))tSt'

<)m)n."))')<S"w<!))))~)Mpi))Hs('~n"t'<'))A, ('<«<w'<M~'

/t~r))M~t.\i,<t</<'t~M««<'<~Wff~ x.~)')t))H':)«dHi)'i)t))it!ttt~'tt-

tit))~) vi))n<)')"<~)''utt")'u'!<")"piMt«'))M')h''h)tfr))t)tt)tt'")!'))<'

')))('q!t!)}')tt)))Mi))))))ht))t'c )))')'«. t,<:i

«. -j- &/ + M' == 0

«.i. ~O,
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t"-r'')))c!tM)t)h)tn)t))tttf)K'H))m<(t:<'))<')'H)t))<'))t''j'<t.t~rzoot'()in~,Mt-

't'').))tt:tt)mvt'tMitmM.<~n<t<~)Htttt<t)atitth'qnn?!)'t)tt',<')))Ut-

tttU)'t<tf<<t'nt)('t)u<'p)'<!(}d('))).it'h'(4).8it)(!t'ivc(').

X -t, Y- Z-<.

<6) y ~=)),

'tiwni il yf<fM«««-)<(<((«)-<.<)<'))MMto'Vt)in M t'm LuM)i pittai che pas
f)H)t' pM- At estttt 6 toiudt't'tttattM't)~' <}Ut<tt«oht' si wiostit tteH' httontu
<h M tt)Mt)«'))tt)tt.it;)'t'<<"«'tut'va t'd è t'ttoicu ft'xipttmi

t)Ut).:M)))ich(- von({" C" x't''<) Mth-ttvert.tato dttiht cnr\'a.

n pittoo t))«:nt)th))t' in u)t )MHt)o M denacurva M i)) };eMe)tt)o uni

<)t<t'tt('t.M')ui))Mt«.Ht!t'M!ti<))t<-Mihatt())tnnt.« tM't'qneipHutiHittgohtt'i
«VH Mi tt)t))u))nH8m'u t))t)iett)« i tw taittot-) <te))a Mutncc

-r" y

M)t!tt)t)t)s<tdtiUt!iotmo)c

r +- .=!c' .t" + y' y" + <" = (t

.~+~+<
p"

si hit

1

K" t/

u))tit< ni VMte che i <)et,ti pmtti siogotat'i Huoo noicatoent~ quelli even

)UMt)"v«)aHeHa)M)eaitH)nutti.

AoM'))!mnn<)tt)H!h(< ad t)ttrodctin)!!n')'i eqaivntenti <tet piMX'
tMt'ntttt'M't'. t'f)' ))t taut:f))H' m M)t))H.Mm'V!tC,c))<L't'un puuto

M'<ti<i<'in«!)M,si i))'-oia)'"HMt)'«m)))ittM';<)n<'Htoi') oonve!

~e)'o 'HM'v<))«tMt)'t)<h'!u))))Mp('8ii!iotm)in))te.ch«è<)ue)tttde)

piaot) twf!n)n)u''c. Atx'tna: st' )«') M « {wr d)t<' ttttt'i pnnt.) vioiui M',

M"do))a<')~rvttH) t':) jjM(sa)H'<')t))pi)H)o,<tH('at(),m'M',M"nia<'<'t)-

{')h')'<())Mit'n''<)')))))<tt)"<)M!))t<tt<)r<)<t<tt-h<t«v)<it'nt<'))))'nt<'t!)Nt«))x)tf<'no)tMM)-
tnftxto !))«)qut)'t))q))fV)H'itt)ti)eh)dip)'n')<'))ta M.
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fttttt't) tii)'))))t))t)<U)tMttt<)tt ~[ (in ({'"Mn t'hf h' ttittMreuM tm )c <MMn'.

')itttttf<)iM\M"))uMtHvcttt,hn')Mttt))tMHinK} d'ttntinettuperK't'ut-i

x))(<t.t«)t)tt' <M)t')'i))))u)<th'M)i'HtferoMM~<MtUM), tun<)t}<m"V)))UM)ttt'vetw

i))'i))))o'M<))thttort'(').
l't'[' )~)t)nt' )t)ti))))t pt'cpriftà oi tHw Muohe, (ion )o<)t)i!)HMt')))))n~-

vittttt, <'))<!il pian~ <jMt<nh)t«M'in t))) puntM è il ))ittH« oMndotto )«'<

')t)fnh< punto « (M'f thu' )H))tt.i xuueet)t)!vi df)tx <wvK.

<t.

Trtedro principale.

t
Net ftMoio dette uormaH in M tt)ht oHrvtt. M) tHHUonootto quottM

};)Ht'<')ttnne) pixttu oRcnhttorM, ohé dioes} to M<)tiMa<<pW)Mt<p<<<e,t-

)')dtn<, ))ttf)t)))k'M) ?)«<)« oHcnhttorf, ohf port~ .i) txmtM 'ti MwMttM~.

Si f g)& HtMttta ht dnfzittm' tKmitivo <)e)tH t<n)gM)tf ootttf ttuotht t!«tt-

"ttr't~ote <)<)(fMtttM)jxtHitivo Mwttf xMH)ttittfVtf, ed (t)'t' <iMSt!M))n<t,eut)

opportuoH «<'t)ve))zit)ni, tmohM vo'Hi poa)).iv) per ))< ))<)f)t))ttept'ino!-

)'tt)« <' pft- ht bit)<)t')m))o.Qtn'Mte tn' <tir<'i:i«))i p~ith'e individt))nn)

mt triwh-~ trir<'t.t))))Ku)o, eh'' <))?)))« il tWc~ro ~WKC~~c <to)ta onrvM

h) M te sue tre t'HCM*xom' i" il pittMt' ttOt-otn~, 3° il pMttu tmon.

))tt«t-e, a" il pou)') dt<))o ttt)~<t'' ')<'tht tHMwntMic (xortttMtt' otht

n')r)))n)<' priooipotM) oh'' xi o))i)))t))),pfr un)) r)){;iot)'' «hc xi v<'<))'&più

ottfe (~ )6), il pw~ ~M/!p<tM<e.

Pet' quanta ai 6 uaaervttto i)) };e))''m)Ma) pttntgrHfo prece<)oatc, h)

om-va t{bM!H,tt«))'i))tMn~ <Ii M, tutta )ta Mna purte <te) phntc rettitt

fmote, Mm'i t'tKtuu'denttoo cutxe pMgiott ))oaitivtt <ti())t<MttoptKHoq'K't
))t l'ivottx vertM<h) ourva. i))'!) cono direziont' pftaitivtt detta n'M'M)))<'

))tmoip)))M(tte)))t MXtn<M')t))t)t')(jnettu vpw cni tH)<'pH{:inaè rivo))~ (").
In <i))f ))t dit'o!!i<)))t'posit.ivtt deHK bin0r)ntt)o M) MMmnet-A in ~)):M)
oho In tMt-ottot't0{{un)t)« forotttbt orditXttMMteotc 'htU't tangente, oot'

'note pt'iooipttte e b)M<t)')n<t)<<Hit) <<M'«««.MeM(e(!o))grne))te co))~ terxtt

0(;e,~)')H(;)ia8!)ic<M))'<ti)))tti.PMr ciO uttticnndo, ootno tioattUtto.
tttfxtf in xt'~oito, <M)tt <

*)V')'.e ).)):« U«)au)"t)t)te)f<'Ui!i)t)f.

(') A <Mt)r<)t)M de)))t direxioMe jMtttith'x tte))« ttm~ttte uhe etHt){"~ n'YM)tei))M<(~

il «enM ))«)tiHv<) dt))ft oofvx. ))) <)irt!!io)tf ptMith'x d<-))H nontm))' ))~)tM'i)H))<' rc"~
'<"))) )tn'M'fM))n))ttit)))fntet(t)MtM.
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<fi"nt'))t)i)'t'xi<t)tt.t)<'H))t.Mt(~)(tt.

'toH)tu«t')))M~)'nt)<'ipx)<'
y < dettttttittwmtth',

f)vrntH(tt'ht'i)<)<'t('nt)i))Mtt~-ttttMtJ:u))M)M

<

A )t.

d~~(~M~MUpH~iW~M~)~~n~&~M~M,~h~hi
~n" t'h'ttx'ttto t'Kt)t){;)!)tH juftj.ritt <t<tt))))te)t)cntf<tt~ettrico.

Dtt!)tt M())Mi!)<'))t<(S) ()<.) )HHt)o t~onttttoff t-it.ntttUtf*~«bit<t )(. ())o.
pM)'iu)tt

h: po; j./

<'
j

;1
~:(t:w== :)

<" !.j i~

"'t'Httt))dt).))<'<M)tt<!ixtO!))))'wt<){:)'t&

~+~~+t:f==.~+Vj~+~~0,

~-t-Y~-}-~==0,

)t<tttt)'<'

~:Tj:C~.C"

nn
<tu. t.M)wi jwr )H (3*) ~+y"~ ~==-L..M.tt~.n

)t't«)'tnoh'

~=<f~ T,=~==6~

~n<-qu)th;<=t,u!=±:). t.
~.ra~.k-t.hk.t-t.w.i.thM.))..

n~m~~m~ap~MmM~~tM~M~rh~Ww~
On~ )'fq)M!!i<n))' th') piw))' r«tti(tot)))tf è

(X.~t+(Y-y)Y;+(Z.z,c=0,

"'M '))Sttt)t!Mt(.tt~H-iott) <!p.) t"«~. X-)-& j5~) ,)M)
')ftto)mn)t'~(!otHf!<t

.ty.)-A.t.

<)Katat)<'r)ctt)n))t))t'(a) <t<'t),tr )<'(<))
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~=~,

M))t'!<it)t))ti(;M!))t')t)f)t<'t.tt'~t'ti)t"M)),)tHt'<<' nostrf cttxvauztttnt,

~'t'ct-MStttM))t)sitt\tt,)~r&sMrMt'iM))h'U)t-nh<)''t!M't't;duhhi)(t))<)quitt-

't)pt')'t)))t-)'<a=:-j t'sih!t))))'))t't'<j'<)t)«it'<tMHttit.ivt'

:=~ 'ti==f~ !:=.

<'t)(')'!)()!))tt:h('h')t)tt'C

.==~v;==~(~~ -/y")

(S)
~~=-t-~==~<)

f V=-: 0!Y, .=: (.t y" .< a!")

.5.

Seconda curvatura o torstone

)~}ti!H]it,)n')t')<')))it)))o"!<(!)thm't'cv)U'iMit)~<'))M'i))t'Mtv))n'i)U't't)~

(tt)t)t"M <)i"st!t))t)xi')m'.t')a)i)pi')itA')'')))'s)t)tdcvi)txit))t<Mioèth'))<'

.SttUSt<H'M)(h'))(t''t)t'V!)')))))!tK'itM' )" '<)'uiMt))')t <iu))tt«'<M<Mf/«

';M<'f<t~«'<tu <~<w«t'. t't't jn'fcixttn' !U'<')t«'(t)i h~f t't'ut'et.tu, ooosidt''

tt* )-<'tt)t't)<'p)tt)t" M')<'))!('t)'v:t)'d on Nao)'nttt"i<'inoMj,e) dm'

))i)H)i'w<')))))tfn'ii)t ~f.~tjtth''t:"))))')'h<i<))ttt Cm )<))'<)m)tmt!u)t)pitW))

))8t<it)tft<l's«i)')))u/it'))tf jm ()<)di<!)())'t')~)'!)t'<!t'MM,)Mt~))VO)'){<*rA)))IiIlHilllfl.11];s,~ il '1
4x

(illtli¡:lIlItiu Ali"III'UII~Ul,) 01'11Vt\I'j{IH'àIII

t<'t)dotfd't<tMt")')'K<)))n)i)t)ited<'t<'t'))t))t)ttt'f<h)it«,f})HJt)<!('Mi

:)8sn)ne)'à ttppnot" ''onx~ tuisu)')) ')d))) )tt)'sit)))t' < pffM MM MH <M'~w

).'))MMM<eM<t',n)im)i(!)t''m'))
1

·
T

l't't't)'(j'viu't'')m'Mt)t ('sj)tt'H.i')t)t')ttitt<'i)t)t!<'d)))i'uHt<t')'ntn'<'t)«

t)0)!j: c 't'i* ')!<))'))))):<))<'))t'))f ')))t' hh))))')))!t)iMuc'jt'Mfivf

ni M,M,):)))'))«,))))))<)<)" !tt)H)"ff't<'<')))<))<).S. COHtt')tt!H)H''))))))<

t<t'Hef<<!c<'«/tWc<t~~eA«fwWM/<i)(')ti ))Uttt"tt<')'Ht")'t'(;<v,)

!tVt'At<')'"t't''tmHt<'

.~=.A. /==~, ~,==~,

fimtto<md<«t'j itstt")<'))t''))f"')'!U'<)Vf')"int)t))'"
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.<. '=~(~)'.
1

`

~INt T S r(.r ·+
\Jo)2 Illt%

13'

r L~/ '<~

Oaf)Mrvi.t)(fusutHUt cht', m' ht turHi«Mf <' MtdtMtM)' nu tMt.to,

)-.)tt\')tH)t)))'-)mtU"M tmmtt, )toit!)tè i)ttM)<!Mtt~~t' ta (?)/<<

.~)tUt'usUH)U.~)('h)hH)<n-n)a)<)hM)t))a<)h'tMHt)t)'t))'ttM.A~)tt)t't)))<')))

)t)'t Mt't))()ti<'i)a)'('t'))MM''tt')h'.f,)H't'Mntn

A~ ;<=(). V=l.

JII,1i ·; ,2- Il, c lmr I:iil t 1:lIl4t,l~ il sslu· Irruvtv l'IIHUI'I'In 11111"
~))))'

=.=«.)"'r<:i<)~-=t'ttXt.))t!))<')<t'UVMf't«tUt'"))'t!tt)

Yttt.~n'ui)tttttt)unpi(t)m(ttu-M))<')t))t)))it<n«a~.

). <t.

formote di Frenet (Serrât).

A)td))U)t"')).'ittititt)))i)-(')f)t))))t))'t!H)tit'otn"))t'):tt''<'K)))'hn'))t<! h'

'tt't'iVttK' (p)-f))f )'t!t)M-tt<)xtf'tH't't' <)(t) ))"V MMMt)<)<')k t)t< <)i)''Xh<.

'l' 1 1
1

))i)tt'H)ci)t.t)i jK'tit'<)Ht')))M)''Mt<it')Ktt'h'<t)t<'<!MrvMtMrc
T

T)'c')i())tt'xtt't')x)))t)t)tt)it))tt)t''t)Htt)))t<')tt<'<)«))<'(T)~ 4,ht' 'hum"

~~V
'l" </)! 'J'

<hit!«''t<')ivi!t)tt"t~))))0)t.u!n)<tc'fm'i')''))titM

.)'~=~
0

L. ~=)~

')K'«'rva))')"tt'j)n't:tt))('nt,i(a).))cdn<:tKt))t'

~Ai, ,<<'t <<
x -r~ !-V- =" Il

)

dx'

j.<<A, <<;).y, <<~v
A'0 jj.- -j~=0.a* M 'M

""<«'d (lit
-n''«))!ttt")))'<')M't'}!)<m!))i!ti))'<')))))W)'i'h')t:'t))t)

<M M <Mt
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tritte a f ~<);,ït,)«')'ivit))H"

~A
–.=A<=~=~'<<

<~)ttnh'tmt)oM ttutuft'omtu ne vicoo per ta (M)

~==-L,
T'

f t)"i ~M«tWtfM'<t « WNM~~<« <HMMMC
T

)H'M))ttft)')<)!)) ~ttMfttt'~).

tm))f&== ,Moè
T

(t) ~~JL ~==A · ~=JL.
dx T T' T

eu))) otttt tofaiottM vieoe Mttribuito t))) VM)"M'Htgebrioo. <!<n'6 quetto
t)ei tre mpttorti «({nati

1 1 1

6 ïj <h <f«

L'' torntotc (a), o) (Koxptehtttc 00)~' )t)t)'<<''ho '<&nnt) vn)ori

(H -J. t)t)tMit'Vi)))d<''p~< uhM t<i ha1
<<<

ollll6t'Vllllt Ilfi;'(4, Il III ai Ira

~=W-

int)) d~t-iviUttto <!<'))'<')M«'t'VHn.'le (<t),(t) opt:

~==' (~)+.(-
0<t ('p

~y)
T

(Tt¡ ~Ç)

omia

x
À

p t

t* forxtfte tnndoghe p«r t'* Httt'f '!n'' dt'rivatt'
<!x M

KiHmutnfn-
drr na

))« )p f)tr))t<))<<nM«n"t< thhitH'Xt i) qntxtrn s~n«))h'



t-'UMMUht: t)t t'HHNHT J:!

d
= ~== = c

~-f- ~=~f_ v

pp 1" (y t' p T'

d~ { <~ Yj dv t;

~"T' ~f ~~t'

Qneste aont) te (brntute t'tXtdmttOMt.Ktideth) tM<<t (!«<)«oorve, <n'tc

Hntto i) nome <)! fbrmote di Fmxet, o )).nohe d) Sermt, n«b)M')n' i)

primo )e ~bbi& &ttc ooooHtiere ttntet'iot'txeute.

È beoe o8serv)tre obt* dtt)t<' formote (A) <ti Freoct tngxtmt) xnb)to

))ei Vfttttri dettH <terivat<' prune, mtConttH ?t~fx~ <!)'))<'c(M))'<tit)tth' tf

~ttf

“)
~==~~=~~=.J P P )f T p

no))<' tMMtto~hf)Mt Ne m<gue etx' it 'tftM'tmoanh'

.V' <'

a:

einè il WroxftkiHUft d! a-< & d)tto <)f)

1

p~- j~T'
jt V

<'tM't'f')0

('") ~=-~

~.<j

~.m'srn )'))'t))f))t)potto i)) <)<)<*<)M)(i)x' tm'ott'f )« pt'ioxt '')))')tt)))')t

ntUt fnoxinnp i)')f~)fnn))<' <)<*)!<' dcrivoh':
f

==V~+y"i-?"'
p



t-t <'A)'fWt.<').– ~.t'.7 Í

t))v<'<M')MSf<}<n)dtt<)ttn')tt')ttt fi MdatM't)tntt)tt'tt)ty.i"t)ft'«~t<'<t«/< 0
T

t'H) '«(tt)(x<t~ <))ti))'H Ht) ?'))«, ohf )))~) f'MMm't'puMiiivfm ))'')i'ttti~'<Mi

ofMf)'~) tt)!ti'M')t<'tte)')mt))Ut'n't)di ft'tt n))tntt.t<')<tjuiv«)t'ttt)'t)n
T

t)t)))!(t'tti(<etWt'nokntno,<))<)(~)t)t'«)<ixt'<')tX)t)th)))it)-t'h)!tit)t)'')in'n'" Il

''t'ef))t')t!t)t!M)Kt4<ntit')'H.t,< a

«if r- +*~ ~=

ftocorv)) (;<)«!« H)t<)nti))'))t)<iM)ht, <'ott))')j'<i''vtft"M'pw~

7.

S)gn)f)cato de! segno de))a torstone.

D.t)t<~utth))« t'n'tM'~f 'tf) qnn'h'n (A) )'ion)tK s'itt <'t)Xi) t«'s;))" f)f))!'

)<nt<i<))mno)) (MHnhittM<si roveocitt il tM<))xt'pt'sitiv') tt~Ha f'm'v'), )M<)'

")'<) )'fHt<n)o invt))'iftti )n'*ntt't' at, « )W)' ''«t)"6ifM<*nx!)!))<('))''

A,;i, <MU)~i)m't di Hfgtx', invertettdt' il Mt'ttst)positivo~i x.

)*«)' vettfre qootM è il stgoittooto jfMtOH'tt'jt'})df) f)C)f)n)<t<')))th't-

<i')na otteotxmx'. xitto )tg)i )))(!))));<'«'«))'h') terxcxntitx'. In <)iKt!t)M<t'!

'ti )<)) )tt)f)t« M' ')«))<) ''urn) <!)M'rif))0))tt<'))tot)) Vtt)"n' )')-/<<)<;))')))'<

<)!t) piano OM))))thn'e tu M. t))M)U))e))<)on) sotito h ootttt' i))tt))itMi)tH'

')<-) )n'itnf or'titx'. L* «qnaxiotH' <)<'))titum "!0t))h)t«.)'c in M <<s<'t)<)o

(X–)A+Y -</)iA~-(X-==<

:)V)'fttt<f

~==:f–jAA</i yjt.

U)'H itht'iH)))"

tJ-==~.T' =~
39 <!

h ~+..2 't
,1

~==~-)- ~+~)-~2 6

ov<' < MOt'tt)))<tt)it''«imi '«<'<!)))<' XM/WM~ tt) to'xo)'iap<'t«) t)d

OMervando )e (B) xe riantta subito la furmota



S):t:~))):t.L.t t'<n:)')S): t:: ).1

T

'=. ï.
<)'

ttttVM
A~

~i))<i)tit(~it)tu'n/t.8'))')M'Mt<'<')t''h'<)nf'u'\)ttt))t'
~r 'J'

l,

.sixtt'ttuntx'duf thtnt)n)t<<it!At,xi\'f<t')x'i)pt'it)x' tt'))))i)x' ))«)))<

t'<))-))ttttttpt't't'M)('n)t'éi) ))t'<'p'))t<)<')')mt", ''()m))()i~<M)t)({iititm'j!t)t)
<'<H)A, (MHJ!)ht OUt-Vai<ttt-')V')Stt ))) ;t/ t/<!tf"jf)/<«tHfM('K/(f/fw(<;f.:).

t'ift)))'e(!iM))tm')th'(fHSt')nt<) ~>Ut,mtt))(')«'~)mi)Mn~))f)<)))))<Mt«

iu) h en 1. > Il e iu\'I~I\I' In KII~MIIIIIIA¡{IIII1/11111111..1, e O,IIHHÍlI11('11"'1-
!t))AM* T.~><)'<i)n't'<!<')<)tt)nxst)t<n~tt()t))))tM')" <(),ftxmM))f)

)')')-

))t«t'tm<ti)pmtt<)tn<thi)t',M<)()rt'<*()'tos)))))) curvttit! \'«)-.s')j)o)tit[\'(t,

)Mtm<t)inM'tH))at))<ittp"K)tiv)ttt))n)n'}{"ti\)t't piimf'ow'tthttM'

)n')f!f)Gnnttf)it)vwM))td)f)))t'K"'tiv))a))!) ))<)xitivt). Xc fim))tt)))))t'vn.

ttt«t)t«<!h)i'))Kt<{;nu<t('())tt<)t'fii<')tt'i')'ii))t')tth't)t''t))dv(<rw) tK~itivo
dt'Xaom'vt) pmi<!h< it)Vft'h')t')t) f)tn')<)"vcM".t<rtmo pm'tnntittch'

'h)<'t'MC<'fdf)p)tH)()"i<MU)Ht'n'('.

P<'t'd:t)'f MqnfmuriKuttatu ))nf;iM')titicMt<'}<<<j')"'<<'

si v<),i)))t))t));ri))i)tttt"un ()!<!<('t'V)tt<))'<M))t)M;!)t')~))))'')))))«'<tt))'t))t)'!)))!t lisi.

!j:in))<tM)))iitt)uo8(:M))tt"rt'chc }("fdi v'Mo h) dn'xiot)<')M)M!tiv:) <)<').

)t)t)'t)'"))t)'* )tt'i))ci)))t)t' "KHitt v<')'soht(!)))'va. t~tx~to.tx'H'xMM~t~'

~it~e«o<t«'<'MM'o~w<p))sft)')ni))M 'h))))tsni) sioisht))))))) th'st)')),

'tVV«)'<)<t)tUn't<'tttt')<)))htH))nst)')t,t'(!hitM'(tt!i)<'«)()Mn'())j:t<)t()t')'<'K

!<t'rv)~t'c)'i))ftioatt)t}ir<'osbt oit)) n"t))))))tn.Ln<'))t'tt si t)!)~ ))''))')')-
n)'t <Mtaof/Mtf~Mft in M. t)c) w<«md« ~<Mf</<'<«t.

OMt «Hsitttn" <)))), '))):) v«)t)t, p«)' tottf, )' ())')M))t)ti!i"))''')«) t)'i<'d)'<'

)'.<M(r<ttHMt<t()(.e,<),<))Mt't;)t(<t)tM))t'))t<' ~4)f)))''))it <)~)))'i<<<h'<'

)))'in<'ip)))< <«))))<'si))int)'<')'K)),')))\'<<t)<')tdt)«hf )f)t//n ~f~/w~ ~M</<wf</<

~«t)H<.):</(<'<t)<« ff't'W <~) /« ~H'M«'Mf ~t'M''<-t~'f//« ~«)M~'« ~~(f

~.< Cio pr~tnexH", pot' )' ')sm')'itt")'<' ''<')t<'f'tt)t) )). < s))))t) jKtjj'i)))))'<

sitiva<h'))H!'))<t<'(!<'tt)ann't'.)!) !)h't'}ti<'))'')"<ifi\)'-)))( tjto~nh'o)t:

it<)<'stt'tt<'qu)))<)ii)j'nnt" (! s''o)tt'h')" it)\'<'t'Kt))n)si)t\'<)

'<))))))<')))'Vt).jM'<U! Nf')))'<it)iXtt-!)))')<tt-)(. !<')!))))) ))i))'h' ~() tl

i))Hn)tt())))HX!t oonx'si'i!<t<'<t))t) )'))~i))~)x'tf!t<h!)!)))n))t)!<it)\)')t')

j)i!tm'<h«'«)t(tH)'t',<'it't'!<'it)t)it)y.!)rix)"'th':)!)'t)HK)'t't"t't')'))tC)))'<t' ¡.

')t)i))')i~<'<<<w<f<t. ))(')«!)"" ")')'<)<' i))\'f't'('A<~<i!«t'.<tft. <<))))')))t)ixt))t):

~« ~Mt')t)«M<!<<t «M ct~'eH. f.'«/<;f~t<<<f<<<t//e/(~'wc/t F)'t<tt< n<!t~



t:At'M'f)hu).7,MHi

~M< p'Mt<(M « M~tMf <ecOM~('y~ <M-~~tM<« eMM«<<!f«~ <<tf'tHtM t

~M~t~fM OM)~'<'<<et(tfW«t.

Ut) tMO')<*<'qt)ivtt!ente )?)' rioonutmoro il xigMittMttMdot H(~n<tth'tht

torKiMMeni )~ otttoottuxtM il M<MM<'M<oa ')a))ft t)<t)')0(tte~t'i))")tM<tfi)) M

e d~tt~ HttecosaivMin M', m htt htvero pf) v)ttor« )t))!eht'x'<t<ti la,
'ht)tM ottttt formu))t )!i f{e'et)'itt 'mutitiott

[ Aa:

M=t Y) C

+1( Yj+ + A:

i))di)tt))MMf)iint}ttitt't<i)))i<htfrM)<)r)tint<

<

S==~sa,

_<
À

__? ;t Y

C

v

p T' p T' T

oittf. ·

S=-~
1~1l

T

UtUtqnfS hn il segtwoptMMtoH ,t))oè'h)(' ttonxtttipt'itmi-

tMttiauooefHivf fortmmn nnsd tM'ppin dMtrormt 't sittiatn'rm) senond"

chc )tt nurvit atottfMtè daHHwsa o !'it)mht)ra)t, omitt: Z/<!W~o ~/<-

)Mt'M«<tpW<t<'<~<<~< MMMCKt'tM ote~t'OfM 0 XtMt~~t'M <M~t OO'M.

)!)t)Mt<'si)t(M''<)S!(xi<'«))8t)tt<))wr))t )')tM')"))<* hinf'rnut)).

Equaztont intrtnseche dette curve.

Attp)iG)munHt)uhih')''ftmt)")')iFMtH't <* Uinxtxtmt't')'))))()<')'-
tante tcoremtt: .1

A) i?!M <)?)')'? ~~< 0 pMK«Me)t<<~e<m<M<t<f<<t</f)f<M~<~<~

MpfeMtMM<teM<'«te due MMfa<Mfe <tt /M<M:<oNf<<eM'<tt'<M<.

I)))t1t)'cp<M'f))ed)<!i)nno <!))<'n<tn<'t'nrv<'<U',t)tt<'{{nn)<' )t)M,
h&nno egaa)i tunto le &esaio))i che le torsion), esse sono())it'ettame)t-



K<At!t'<Kt tXTMI~KCHt-: ni t'X.t C!'J{V~ )7

2

<.e)s«vmpt)ttt)ibi)i.fu')it')Httt<t '!Ctfti!K!<!<'))t1)''t)))ttHtit&r<*)ntivcu(!

!thhi<t)))t'h)tMHt<'pe) 'ttotpsi

1 _1 1

f/ f, T~"T'

Ont mucvittttto )« cttt'Vtt (7 tteHo apttxiu in tnofio d<t Rttvrup~rM
un suo pm)t'<. p. es. t'originf <'<=:<) d~H )troh). a) puuto<!on'iapen
'tfntc di C, e h'aie)n« il ax" trifdm pt'inoipHta a qm'n<) <)) 0 n«)

medPMtno p))nt<t <=-:0; coa) avromo

~=.:<T==~==~

$'==: 7j'==Y),C'==t: par «==().

X' ==). ==;t ==9

U't)!t)-a jMtt'tK)?)' )« fonMoh' ~A) di t''n'))<'t d«)ttt p)'i))m vertical

!)hhitt)nn

(<
e. i, < -1~

T' (~"T

t~tox'ocit

<'

<~
=_

T' T

Kieehe )« <!)Mtenx' f)i ftutKinni di <,(<.6,) (w')/) sonn wttuKioKi

di t))x) atMtao aiatatntt <H aqnazf<Mti ')i(t«r~nzi.))) (titt~ri) d<') l." nr~i-

))«.))'t)ttr<mdM«xs<')-i<!fV)))tt)pM'<==<) i tx~tMi)))) vatoritnizia)).

't)t<)e )M't tMrfMtM fm)da)()<'))ta)f di )nm-it& <t«) ioxtftMt)ntteffratf. )'«)))

''id))))o))f!)'t)ttt)i \')t)"t)di<it'C))nftidon)xi<)<)(':

~==~==~ .==)..

~sttnitmenh'

~==~.y,'==~ .~==:.

XfM'g'tm

~) ~(y' y' (,
<~f <fs

e perb le diBërpoze a?' a;, y* y; sono tre coatanti ohé, aD



<Sii ~U'U'HUtf. <t t)

)ntt)Mu<tfwi)uixi.tt))t'')tf<)()t't)'«,)«)u<'t<('tnp«' ttuti": '-oMi :<==.<

t/=sy,~==i;~)t'dttt'cm\'o<'nh)<-n)m)Kt'.d.').

LooapfeMtouidi

-=?(".

(delle qnati la primu f(<) tt!U'à aem())'n pomtivtt ))<'<-tettOstM coMVf))-

!ti0t)i)iodi?id)ta.t)od))nqu<'))' foxux tiettft ourv~Htttetxt (Ht~vt.
menti. Le equazioDi a'')itt<' .imonai pm oiô opporttmatuentM eq«(M<CMt
~t~MMA~ de))a furvtt, et! «m dimoatraremo facibnentp olre in eN~tto

~'(o c y(<) )'t)8M')!todaMi atiattu a't .trbitri" (/(<)~0).
Pi qui )uof(o di OMerv~f <;hf, M di nna curvn-U xi xtmntx'tM

timmetrxxt C' rittpetto ad Hn pnuto, o a'! un piat)" (o tMtnos retta).
la C' ha, a'! eRa:t)e aMo, la xtex~ f~tmionf c httwaiouccMgiitttuti

Mf~n'h Vi<<Vf)'stt f)tth)f)i h' )'qt)!txi«))i i))tri)Metih<!

t 1 t t

p'y T

'tfttnim'<)))o)!<!<i))))))''tm'.t'<o)t!)o)u'V!)p)'it))ittva.

~.9.

tntearaztonedelle equaztoni)ntr!~$ache.

Inaiemc !tt ~or<ttn)t A) <ti )nn<'i<A, dimoatriatno ora il teormon

'<Miotenz&:

B) D<!<<t~< ttt-Mtn'O le dKe ~WM(«M( <M<t-M(M<)~« una M«'P<t

~-=~). ~~).

~( M~M Mf)')'X~<t<ff!)~<!<M~ f«/ <0~ ~fM~ /'(<),?(<) A/M««~

<yMM~~<! <- f<Mttm«f!(/)~>0).
Pf)' 0)6. ptwrxio mf'n~ ')))'' cquaifioni diH<'ren!!)Hti oni ftcbhon«

aodditfnTC )f tre tfrnf <)! fnnxiooi

(<. /.) (~, jj.) (Y,

ne)!' ipotesi che ))) cm'va eaiotH. Hcrh'i<t)H«il aistemH diH'creuziatc li-



Rt.'f.~t'ts) tKHtt\Ht:<m-: F: )Hy

o6)n'' ed omojjfttot'

0 -=–(.). ~=~(..

<)<)))ctw<'t)))!!iot)iit)<tut;"ihf/,<<?. Si f(t')M)('!t)<'<i)~ itt~cndf «hf,

<~tiafb)U'MnM)Wtt<'iva~riiniM~Hp.e.)w)-j<~u(~,tM,w

ft''(~ nni''a) xuit <'<nTift)Xtt)(i«))t<'t~tUM d' iHtet:ra)i f<,m,o), i qua)i
di p)u'):<'MnHfrtM))M)-)'(!tarii((<t)n') )'i))twa))<) pf) «,))<') tjoatc

/'(~(o) tu tHmttunfïtm" Moite t'tMmt-inm'.

OsserviattM <)i ))i& o))f w (<, M M), f~, m', </) ou)t" duf xiaMmi

itttCK'itt' <<tte (J), 'tiMtittti <et-o (-oiucidfttti. nttntttt <))t))Meqnazioxi
'ti<ffrt't)!mtH«tMHc

(I
(Id' '1/ » :11

f?x
(M'Mf« hM')~-t).

))!<1)

/< <!<?' KM'==)'<t."

t)t t<)))tim))!tn' p~rt~ni tfrxtt int<'t!t)<' (~.m,M) HVt~ ~-p~-t- 0'==

t'ost.t", «))<)e ttit<p~n<')x))t .t) un fottore c')st)tttH- .)' t.tttonox'itA ))"m"

'<") )*cn<iMt<

/")-w' o"t.

Oi" ptt;)))<'n(«t,a<!aK)i!o tre t<itt~ <)i costanti

< M~

'<. M'.

< W". w".

"tu' Mittnoi ncvc côtoient) tti uua («Mtit)txi")t<' «rto~'t'H)' o )«'('))
'H)tn)tt )(' ))'<*tet-nf d'i)))''pmH 'K'tif (t)

'M<.M).(/M'.M').M)'M'')

'ht- Mi )-i()n<'M))")')«ttHt.t)VM)))e))t«per *0 )t))c h't'Ot' inixm))

().m.M.),(f.m'M').(r..M.M".).

t)a))tt pt'<))))'x't&t')dutMO))r<t)e xopra uttSf)-V!tttt t'iautt:) intMnn' fht'



CJU'ITULOt.– ~t !i

< M M

<' M' M

r M"

formeront', ))e)-tutti iVi'turidi~ioneHtcit'ttti'tixtmwtfttitt'Kmttf

<))'t<t~

<'ttui<tftx'!tH"nt

a;==~(~.jy

e~

~?==n"~

a qneotf t'i~nin'diittnn <'<M))t'cqnMittn) )Mtrnn)otr!c))<*di uoft om'vft (J,

0))')~

<~r,l
otx

l

<' poif'hé ~-{-f"-)-<==l, fMU'A<t t'xrcf) <tt (! « pai <MM<t)tdi ')<)'<

xinne d~HK tangente ai ~vr&

9!==<, ~s=f, f==<

J)«rivH')')o rappnrto xd n ainiKtt'a colle t'Ot'mojf t)i Frcttct, M

dot<t)':t<'<)))«(f), itbhiitmo

r= ~) la, m'/(~ = ~(.),
P f f

« sioMme~~ per ipoteai positive, mentre

M~-)-m"+tH~=.:J

ne d<~ueiamn

{== M 7) &=?' == w"

« )nt)tr)'

S<'(ft)Mpoi MocfM'a

). =~)), ;t = H' V==:M"

a derivttndo uuovumeuto rapport ad a



EQt'AZ~UXtmTHtt~MCOK 2j

i.)t;m'pttChM<tutt<)m*)<)m<ie)o))iitttm)'<<tht')'it'hx'atf, <<).<(.

t/tttU'K'ttifi~)"' 't<') nit)tp)))tt )i))f)t)t' 'H <:u))'it~tt{!:m)t! tj))tt<h'H()'

/<+<K'T~~) 1

-ii fx'~txhx' !.t'<'<t)t'h' i~ttt'buox ('), i)))'i))U'K)'axio))<'di n))'u))iM)tt!~u,(.

iti<)t))'<<<-<~yMf/<A«'<«~ it)Utt)) t''tt)!<)Htt<'itX'«jj;t))tt) (CtttUp)t.'M«M)?.

P't)<)()tMi()f)t!)ô

< tM ) Il
la = =..

)–M /–MM

th'nvtm'h) t'«p()t)t'to tu) < cuU'usoervtno )~ (I), Ht utten'u snbitu

“.)
<!< 2

if (8) '1

''))<*<)M)t)))t)tto)U)'t'<tUtM!i''))e<h')tijM)ttiRi<M!<)ti.

Vic<tvm'fM da qn~sUt, tMttHmmb il rettie Ut<H'iunMt({:intU'it',HM~mum

om'VtUttente le (J). Duuq'te: ~~pn~fma ttt.trowff «Ma c<tfMt deMc

M«!~MMf~Mtt <<t<WtMec~e« Wc<Mt<<<(ec«)<<<!<'e MM'<t<fM)Ct)e(M My«

<<<FMec<t~.

tn )))n-t)())()ttMM –==~()t)amM (f~btout'v)) èphnta) lu (H)n'in-

t<*tftn cot) una qaa(h'tttn)'n. !)<') rotto h) <)ueato otftf' pntre)M(' fan*

~==«,r==o,at"==o

< =: HOHy f ==80) f == «

M== aen M' = cos y M" == U

M ==(' W'==0 M" ==J

e!-B ff!)f
itttt) ==/(<)==–– y==

<

f ))f)'())() )f ffH'MX'tf
f' J ?

.e==

« j to"s~< t/J<~ tst'))~<<t

~==0tI

'hn'HUUo ppt' fjUHdmture lit carva pixna richiest)).
.h.

(') h~om«Hr t<tthtMtrif't't" 'orr~ (2" K'tition )' fArtin pt){. ')<)h. K.



2!t CAPi'fOLOt. 9. tO

C'M())<. f..w ~mmtiattH) ji==s<M <MMtMt(t~ )t OHt'va t'tfhi~ta <*

)tnxft())tM)t')«H'")H"i''H.

E!iche cithdrtche in generate

? '-hi.t))mn<'<'))<!h''('itnt')t')<!h<')t)Mn'v<'h'm'niat«))opnmu!<x)tp<'t.

t)''k' t!)!tnd)'!oH .«hit nom, "hf ))f tt)t:)iMth'tt«H<) a)t)f<')o<MMMtttf)fK'

tx't'wtrini, omitt )<' <-tn'v<' )« oti tHngfOti htm)m ittctioxxitme cuttMtttt!

MMprftt)t)!t dh'ttziune tio(M.

8e il oitindro, au oui t'étiez è traceittta, ai ttpiega in )m piaoo,

eMw ai diateode in ttntt iinett r<tt~, poiohè qm'st« !i))fM trasfor

)n<tta tagHa eottc angoto coatante )c rette )mm)!e)e in oui xi diatft)-

don" te getteratrit!). E [Moch~, xeH" npi~gameoto~ )c )at)ghe:<e tiuen

ri noM ai attemoo, s<<~nc ch<' uo~ proprietà om'atteriatictt <)et)'e)iott e

di Mgaare nntttt sup~f~ix* dtimtrtot il più bt~ve eammtno fra due

ttttoi pooti. Le tinee trxcomte ttM qttatunquf supet'ttoiH <:urriapondeati

a queah' probteatH tti n<it)i)m) 'hoootu M)t«' ~Mcfe<<oA~« pottoiamu

f)ain)H tncbf (tira: J~ e~~MM~tc~~owp~Mf <M<MM<WeA<

(JooaidfriMMO uua qutthtuque fticH )'fend)Mn«) )'aMa<' delle .tpx

ratteto atie tîaHeratt'ie) <)ej citindr«. undc saf& ec coot. Lf formo.

le di Frenet <teH'nttin)H cotontot n'*) quadro (A~ § 6

p ~==-
<<< p H< f. T T

~etudfndo nttmrtthneMh' il t'tMM ==<) d(})ht tiuftt reth), dAt)t)o H)

f-

primo tn'~o ::==«, vi'!MV~)'M)t<)t) -= X tte~ue Y :==!cost. A)).

h))MM<)mx)'M:

1) /K f~M<~M«/M <<t MM'«<<<!«Ct/M«/t'tf't <« «Ut')M<t<<'~t't~C<<'
<Ï<«' <«<)? fWttCt~ <( /t'M'W«~ al (!t<M~, f ~<~0 p~tt'M CfO't~-

<er<.M«de e«eAe ('

tn tte<-o)tttu)u«K' fM<'tni<)7 == ooat", ==<), im)i rc= Vj –==c<M<t"

M)))t ==<),ft!<H)Hiji
ri T'i1

= Il flHllin

)o ){<"<)o te per )ttt« t'UtVtt r, di una qotththfjnc <!))xrMei)i X. lu ttorm~te

~r)))<:ipa)n()t)itt<'id<-in <'){") pMnt~'<))<tM<)r))t<t)')<t)<t)!))))tt'rHn)H,)H.)ht'))tr<-){'

ttett Mtiti ))ii) tsfttt (Cxp. Vt) <)«t)t)irMtt« le tint'- )!<ht ')< tHtfta lorn )W))t)«-

ttOHmtM)-itti<)*.



Et~tCnKCtHXMtCHEt\ HESKtt~LE

())' ~t.t~'(11
T '<

rrr'wt~·~

'tt'H~m' ?) /? M~M<*« '!t~tt<<«<;« CM~Ott~ ff ftt~Mt'~ <<f«< ~M<

<')«'<'«<Wt'))':)m'))n'Mti))t)'<t)tt')<'tat'i"H)'itt')'o) t~<'rf)nit<)iB<')

tutttd.

M) ~M' <'<x'M('tf /«< e'~<«/<~ <7<w//M <t<t ~w M~tt~f f

«M*<'<MWe<HM~<e«.

K mtttXi MUMMM«;MKi
'=A'

(ot'tttttotc). Si )m t'at- )<* t'ut'muto ))i
T

)''n'neL

;<~ f/A du ~j< ;Ydi

T~ f<« T~ T</« (~

ciop u~t onMo ttttuaie

d
(A-?. A) = o

f~
(A~ == 0

d
(A", -/)==<).

it8 r(N rtk

''qoitxti

~==A. :t-H. A'y=U.

(«))tA,B.C''<'st!0)tit' A~B'C' l.P.<nt{t~i

«;
kx i,

~==
kN c=

) 1 ~+1 1 ~L.t 1

Sitrann" «, c i outexi di uua dh'fxiunf ~<tM<ue))o spazit'. colla

quale le tnuffeuU alla curvtt, a cMuaa di

/<!< be -("=
~1

furtuentnm' nu M))t;oto cu!)M))t~ la <;urvt) <' duuquf uu' &ti<)Hoitit)-

<!ricao.d.<).

~H.

Et'che cmndrtche spectati.

P«rxt)thi)i)'<')<'t")-)n)t)f{:ft)M-)t)i n'httiw !<))''t')i''))<iH"th'ichc,

)M'f))<tiM)u')t'tMM <ie)t<' ? pH)')t))t<tf:'))~ ge))trMtn<ii')''t <:i)i)«t)u, <"<")'

)tO)ti!t)t)<'<'h'<'tMM))''tinttt<'A'.y')i)))))'u))t<nt<'t)!t'<)'xit)u<'r'*t<
sl
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dul <t)tiftdr'~ 'tittuu fxpt't'xtte in fHM!!)oue<tf!)'im:t) « deiïa ttt'ximn'tttt~

S!tttttHMt'"t'tt)"(''

Jf; .<;tM). y~(M).

L''t-ttt))tti)).th''ti"npm)tt'tUt'b))t)fH)))'c)'cittt;u)mMt)t)M)<)a

a!-(<t). y y('<), ~==t«Mt!,

')<)Vt't!ttt)i))t<Ht'h))ttt)<')')'n({<))(t<-tMtitt)tM<)'i)«t)))t<t!<i<'t)t' (u)tt< si put)

MOptMt'tcm'ut'~) ()''))'<')i<i!t.'<uttft:M))f'r~t)'ioi de) uiti)"t)'oep0))tt'nt-

ptioità ooMtixnto )' arcu <t d~) puut.o ove t* ethw incuntn) )M nMioMe

retta.

AppttOttudu turmote <to) p~rx~rHa preoedeoti, e )M<i)oxK' qui

ooo acceati derivaztoae rapporte a't «. trofiamn

rlu tt
~0== f<« <= M

aet) t se)) <

cuntando~ =(t(h'M=U,tM)i

t X==Mf)t!J''(M), ~=:Keut </(«), -==<;M< é

) ~.=wt)* s ;<(<(), ~w)t'(«), ':==0 1
f P ?

indi

==ne))<~)' +-
P-

OVVftC

«2)
'=~

ï

p M

'tove p(M)tndiohifuo ta onrvahtHt ()M)so!utH) <!etta xezioxn rettx.
R

OMt, eoseodH '~=:<M)t< C==M)ai <'<t~s=~=Hens, )<tM)X)unet)t<' ri-

suttit tlHtttt <!('))ai<)<'t'))zi«))fgf'o)H<'tri(!« che vat~ il HegMMM)t))m')nn'o

PtuferioM seooM'io <he )'<')n't) è Jt<atM)Wt u sixMtt'ftt'Htt. Uatttt for

mn!a (tl) tO a<))[ao on)

'.==–'& Y =:c«t
T
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t!tU('pt*t'~()~)

t _W)iHMt)S
'M) .=:

T R

'-d Il ~K<tu de))!) hn-HioMf è <!uut«r)'tt' n)ta M~tift {{on'FHto H~vata ut

Î.

J~aOt' (tS). (13) nutcuc (it)t' i n~)(i di Hcsxioof tuMiuttf ~tou it)

tii''t)t<' o<mt<t))tiHoto pec l' e)i<))tde) cHittttru t'irootin'f retto. UnM t)t~'

t-tit'a tticfHi c~'<'o~~ o or'titxtfia (prutllo <h')tn vin') e la aux proprif-
tà tiHt'ttttet'iftimt (xecondu Puieeux) fti xvt'r coatiUtti i due raggi di
ctu'VMtttra MMTMjKMjdfalla pntprieM, otte btt a uottumM ao!ttt)ttoou))tt

retta oo) t'ercbift (oxai tinxt) 'te))'e)i<st), di Msafrf, it) o~tti aoH port~

sovrappuaibite a )të fteHoa.

K)M)ta dattf (!2), (18) olie il probte))))) <)) <)<'ter)nmarMun't-Hot

'in))M8n<< <<qmt!!ioMiintriMfeche <i riduee at prob~ma Mnxtofj'opor ta

mzHUtf )'<'tta de) <'))i))dr< Miof ~<t<<' le e~wMWM<~ttWMWcAedi

tttt' eM«t <X«M<h'tO<~~MM<«si ffM)ft in <CfMtt)t<~M~i CMHt/M'«t<tt«''t'.

D'<po l' t')i<'M<iir''<~)<tr<')H )'i& uot<'v")'' è )M<MM)deth) e<«:« c<<Mt

~-c«t*<c< ctn' dcHttiutntt xtfditott~ le ftne eqmtziuoi itttfittMMottt'

~==<M T==/M, s

<)) & oost~nti. t~ WM~Meretm <)ft fitittdn' su t-xi oxa htte <~)i''aè

't~crit~tt è c~ttet'iMttttt datttt p)-o))rit'tà di )t\'et-M il raggio di ''ut-

vat))M pt'~twzitmttte idf in-ce, cioè t' omt sph-M)<')o~<t<-it.))ti<t<t.Ne m'.

i;'t6 chM le e<))mxi«)u pKntntftriehe di qnmttM e)i<:<)j~tMxmo HCt'iVt'rsi

i'*) ft-=A~t'ust,, </=.t«'t)t, ~==He",

')"vo A, H, /t M0)n<tM'))t))))t.t(tn-bitt'nr)~ e < t) pat'atnett'o. L' o))Mt ('

quindi traeoiMbt H)tt c'nxt di )'')<?)!!())«'athM-no tt))' itsae <

A2

~-<

)ti pif) <'t«M uc ta~ia Mt)o )tt))(")<'t't'mont'' }:t'"t''i''i. "sxi:t

''H)))(<<MM<<«MMa(~d<')<w), p«ich<'ioftwtti di dirMtotx- d<'Hi)

~)'({e"tMttt)'e)it't(xo))<)

';)J)<!U)t)<<K<(«<MMt<!<t<Uq!"thm<)MM<!t))t)r))t-te')ir<'t<t!!i<m)-))))<) .'t)rt-))<'h''))f

~){U«()tt<)ftat!o)<'c)Xttttnt'())))«14mMiuptmt)<')i.
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A(~ ')) A'A"~h) <;t):.<~ ){/;

~A~/<'(A'. K~)' ;À<~A~A~ H~' ~A~A~H~

t''tm'))id)'UM~<')tt<)<ttri<'t<))t')t'u)tt)

A'ht Anfot. H

;A' 1 H* ~A' )H' jtA' )!'

U)t()<<

-+ ,("j=
A~A~~ H'fiY

= t:ll)!M-(!== ==).t).<t'

AA'(À<+"B~)

P<'rq))et)tK)))-<.pt-ietAftif<)tttt)t(t')tU)<)<))<))t<U)'n)tt))0)))udi<'ti

tta<!i)iMtiro.t'unicn.HioB)M)-v) ht t)o<'che t)piegMndui)oot)oinu))

t'uuto etiMt si trasfortOtt in mot spiral t<r!tnu<)tt.'

~.M.

Superftcte )nvi)upp).

'A)io studio dette )ttter)«ri pt'oprx-tA 'iette curvH ~obbe (a doppia

curvatura) t)r<'nMttia)u« tttouxt' bt-tivi «Mtotti ao)!f sap<'raoie <H~

<«MM.

Si<t

<t&) /-(<==tt u

)' t)q))M!:io)t<'di una ttnpct'Hcie ''<mt<'))Hnt« un pat'atNtitru M,chf fMppu-

n!M)t)u va)'itthi)e <'ot) t'oodtmita in un !Mf<t'tft)HtoiMt~rvHth). M suppo

t))Mnx' ittottt'c che, tw) <'H))tpo di v)u'tM)'it)tA t'he xi tioxxidera per

.t',y,9t )« t'xniiiooc /'<)! qxoHtf <()Utttfo v~riahiti Min «MitM<* «oo-

tioua ''<) iHtttnftt:), rtMj'Mtt" !t <)!)fst<' vatiith!)), tk'rivate pat'ziati pure

t}))ih' <' <'<tnf))~tf', t)no !<)!)'())tx' in <'t)iti({ur')(Hno nei <:t<tt'<j)ise){m't)-

0. A<) <'{{))!v:<)or<' ottt'ibtnto nt }m)')')n<'tt'oMf))n <1G) ccruapom~

n)tat).'tti<!f))t<t«t!«(M't')iûi<ft. tu <))))<))')) VM'tM)'f'diw,()t'wrivet<t

st'rtt'dHtttdatht (tC). (J'o))Mif)''mn))" nt'ihtsm'i~ ))))M)tup)'rti<'i<'

Me~t vieitti~inM :t't Sx, <n't'i'<)nmd''))t'' )") n" m't't'st'i ))))'))))) pi<

<)<).)i(tMi)tt')A'))x:)tt'SK))t)h!)it't<-)'.w')H!) dtttht 8<t+Ai" ""H )i"M'

(<ih«qnin))p)M<niimt')t'))k')')!m'A))''hx'fj))ttx)Otti !<it)))))ta))<'f'

/'(.)'=" Il /'(.)- Il



SUPERFICIE ~VtLt;m

t'))Hit'x)'ti"i'H

./(.<
/(.<

A,(.t..t/,i,<)/t

S(!<n'Mt'Mt'<!)M)t)"t:<t)t\'<*t'(j;Mn'A!tXMt''),)MMt't'<)))d)ttitjUi)xi~nt'cm)

\H)'x''Vt')'~t)')'tt<)"nftwni)'' l'

~=~
f'a

c ti'tntcmtbche taintertM'ziom' (Xtn«)d''mtH th Se.Sm+t HonvM~rM

corriBpondentemfntp, tenfff))')" h x Mrn, vofHf) lu ourT)' Ct: rapp'f-

aentMtit <M<<' due eqttxziou!

(M) /'==U. ~==<t('
<'<t

(~u<'8t<t eurva (~ 'tiwsi, wt!<!«ttth)M"))~, fit M«'«~<')'<'<M'«')<'))« Sx.

FiXtt'odot'ra. vm'im'ttot.ta t'M)ntmt'iatittnC(t')escn\'c uoH M)))~)'tt<'ic

x che ')i'aBi t'tttf~M~M t)''H)( !«')')<' <* (10). toetttn' <:itt)"'uut) xupft'

ftttit' Set dicfti <MM<Mppa(<t.P)'t' «von' )'<quH!:iont' or'tinHritt 't''))H s))

pfrtioif inv)h)p)M) B. bOstH ttttmifcsbmtt'utt' etiMitutM w t't'a le <)))<'

~qn)t}:h)tti (t6), ') <'i« <'he <* to MtMMOtrnn'c <t in t'uoKif))))'di .')!j

tMttt Hfconda <' sostitHirtu )t<'t)a ~ri))))t. ('«~htstt'sf.t tM)U!txi<t))<i(16).

<ih<'p< a e<Mr<a)tt<'ra)tp!'fafntM t'iovituppitt)), viem' !) t'oppt'oMeHtitn'

aoehe )' it)vih)))))o, })ur«))è pt') < vi si stttttituiMMt qm'On tuoxiottt* <)i

~,j/oh«ttt)tt«<tttHit

u
·

f x

!Sf~u<'(U<)')i)H)'r')pti<<tMf)())tt))t)))')ttt')''(unntttf)'isti<)<t)'U'it)\'i

)'))')'") ~« A'Mpft;~t'<e<Hft/«~<t <«'-<'ff<MMf/"/M~« ~t f'«)'<t~t~t<.Vf t'ï

/H JM<~M'/fC«'<M<')/«~<(<«S~t.

Uift~ti P('<]tti)xi<'<)(!<h't piMc t))t))f<'tttt' ;t))')))vi)t)(')"' N

( 4/'
â/' i~x ¡, i~ i~x

( ¡.(

{('I.

J,(,(~ "(~ -)(Y.) ("j~ o
M f~~it'~ \f'y fXf~ f? (~fî-

(') Per )t'<)i)t)nt)tr)t)!Ut')K')')'f't')"'<i"<~ ')'.

.S:!pit):.H)7x.n. M,



cApn o'.o t. t2?

du~<))tt7.<-H-!ttt!t. '-<')')t'Mit-d<<ttU.dit)ht')).Ht)Ut-t!)ttitU-
f~

)'t"')'f')t)MXt<'nt<.<m)K'ri<)r('Mt-i<h)c'')tth)

~(X-H- ~(Y '~Z- u
<

,-(X-)
f~

(\ ¡I/, (Z-');II

ohf titpCMwnbt i) pi<t))<ttHttgeute de))'iuvi)))ppHt)t
t;MOMrt~teristictt (Jx ()eHtt S& im'u))(r<'r& ht <)~x'rtkie vicio.t

S<tr A')<*)!<t aerie itt un <:et't« t)mn<;)-udixoreto di puoti, i <})))<)!)))
tendft'e dl K zéro tenderan<to ~uet'atnteMte VfM(t eot'ti punti tnuiti,
'iho detwtttinitttu« ne) modo Ho~x'ntf.

FiMhè &0 } detti ptmti tt'iutcrMitiune det)t< U<t ou)))t Sa+Ae

')t<m)d)ntitt!tHMtreeq)))Mi<)))isim)t)ttt))t!e:

/=.u. =() /'f;)-M+A~==<(.f~

!Sviht)tjMH)<ht)t)K')'mt)Ht')M<t('))xo<)i/< Hoo Ht)Mt)e(Mt))dx, nto-
nfn'tu n<mto ))<-)!<!ttt-ituc (jm.. vi Hi' j)uc aostitHirn nci xitt~tua )'n)tn)

~+~
A"

')"te a è iotittitcsitttt) <)' fx-dioe su~criot-e a) seMUMttorixt~~t )«) A.

Quondu dMnqnp h <'fHtvet-.<ett xem, q)MSt' nitium eqnMxiutteoottvCt~'
verao

f'V (1
f/<t*

t' )M*t'Cio i ~ttMtf ~))Hft M<H<fcm'ft~(!yt')t<)ef(C(t X' AfO~M(<<tfOMteMO

WttM~Me~

~U. ~=. ~=0.
f<t f~'

·

H!)n)t{()<!eipunt))i)niti<h'))c«)))')tttt't-iaticht! pt'enttfHnotucdi
</t ~tv~e <tc)tMaotx't-Mcx' in\Ht)))po. c h- sm' e~nazioui ai

hM))t)ot)'H<'))<t<'<<ttM)))tt.<!t')ttt!!<))<tih)<')H)<'t)<'))t'j)ri)))p<htf.Mttpoi-
oh~ <}UMHt«,per tt Mosmun'. <)à))!)u)it oat'iH.t<-)-)ttt.K'aÇa, «} vMh'& oc)Me

oop)-tt ohn n{(')i <'<tt')tt.tt'riBtiMtoco) ttt'i totoi punti tituiti toHpignJodi

n'~reoso. t)))«)t)t))M)lu s))ifftt)o <)) r~re~xo ())tunn)c oHttt~ <' s)))))) fx'

)t«r«<'iMiovitupp" I' ittvitoppo di tmtf )<' '')t)'))tfcriaHohp.



m'

~.J;}.

SttpgrUcte cana)).

C"t')''p)'itM«t'f<'tnpiu(-ot)MideriHttH)u(t)t<tt'tjn) di ntt:t:Mttu't<'

ftchMHi)ttuoveneHt)8p)t!ti<)MHf))ntjeMd<'tt))awu(pii<iei)(<)MitA<)ip<)
sixi<xu, e <terfthi<tt)tOtte)'htvihtppu.H('<!ttH'td6)tHH<t')'a t))")d)<' do-

xo'ivorA nno enn')t r par )a qun)H tMtmtcttitmm )<*<!<t))ttt«'tettott~itmi.

L'pqMHxiofx' d«))« Hfem tnobite )tH)'&

(17) (X +(y +(z ,)~==

« i) )mmm<'tro vnriabf)<' SH)'&qui )' ft)-e'<« ()c))Mour\'tt r, ()<Mni aooo

fnnzioxi a!,y,x. Pur trovan' ta caratte)')Htioa < ootto M<'<'rH(17) <'<

(!<'rr~ po- qnf0)to p~f-ede, nssociH)~ f)))H ()7) )'<'qunzio<t<' <'))'- m' ri-

m))t<t ''<m «tut jn-imM'h'rivaxiooe rttpjMH't.ui)<)w, il ohf d)')

(18) (X-.K)'<-)-(Y-y)~+(Z-.r).Y==:0.

Ma qneBta è eqntMdooc de) piano nttnnMtf i!) (a:n))t) enrvn

r, e pet- ciô: A<t c<tf<tMe)-«<Mf< <~< Mo~<~ <y«e/ «)M cM-c~

MtfM«WO<!Ae~<<MCMe<p«M)0 Mt'm~e alla c«t-B<!r /<t0~ dei CM~t't.
La xuperticie iuviluppo ndxnqnc il tuogo di tm <i))-(!f))of)i )MK-

Kiû coatfmtc = <t. il cui oentt'n pt'rt'orr<' ):* ou'va r f il <!)))pi)mf) t-

nwmate aH~ cnrvtt ftt~iMt; qa<'sto im-ituppo dit'<'ni unn ~Mp<'t'/fe)'fo<t-

M<t<e,di oni r 6 t' HMe ~nrviHtx'o «d <; il t'a~io.
Mttiate qui ono ap)~)<) di r«gMwxo? Pec tr')v<u't<' dohttiamo t~<'

t[)ti)'f u))Hseconds derivHKioxp mppftt'to <M)< HnOa (tt<) il <-h« da

(X-~ !,Y-~ (X-~):==~.

Ot'tt queabt mppreBettta i) piano horoottf alla ttonnate priMciptdo
t)e) pnnto di qofattt xortnft)~ tdh) dishuMa d<t) ptmto M5=(~).

oi<)ëtte)o<!M<Ot!tm«-)'~w<'t.)p)tt(ti )imiti<))))<'tr''ntoMHntt<'t')Htic"

0,f«)))')())))Hdidu<\ r'')))i t'dist'ot) 110 p<r<'a)i''oi))cid<'))tis<'

p<=<t, « )t))mH{()))ariiqtMxdo ~~><t.

t'isiaterA dooqnM ))<)«H'fttivo apix"~ di t'eK''eH«" <wtHp"st<'<))d'

)'M)niHotoit) qoeXa t'~it)))c d<'Ha snpt'rticit' <'))nH)<'in oui H))) p<(<
LR <'tW)'di))at« di )«) pnoto de))o fpif{o)t) di )-<'g)'t)i!)')xi t)'«-

vaub subito colle formole



c.u')r").o). I. ):)<

(19)

.=. ~;±\/<t'A.
A

()H) ~<,±V«'

f;=~ ~dh\v
'I

~14.

Suparftcies~ttuppab))).

PHt'ttttMOtitt <)<'))<*<'m'\M(h)VK')))<) Muottidft'Hft* Muh<~0)Mud<'t-

PiovitttppttdinnHWtnptx'f iuHxi~ di p«tK<(itf')tf")')<)t«)tiut)fn-

st'iu) oe) qna) c)t«« t'it)vih)ppu prcndt' il txnxn di ~<c<f~W/«~<.
At<t;per )UM Mtfiutu' <!i <;))) dire)))" Mnbit<

L~cttrttttcri)!tti<'a'!i"t{))ipi!")"<)f) xtxtKoxtMm'ttXtKui~HtMnx'tttP

ttttit t'attM ()n'M)nia) f au ciitHcntm cftntttHt'JMtx'HttVt'ono nt) j~unto ]i

tttit'' ))eoefM)tt'iitt)tcnt6 retttc. HM({m'uto ptttttc )!)))<)<<e HtM" ))~))o sjttt.

xio (proprio o<i itttpt'oprio) )Msvifuppabite e m) ««oo « nn (!i))t)dn).

In j~t<tter)t)c il punto Utnitf <tf!<(!t'iv<'t'A u))Ht'tn'v').i<pig<')o<)it'egreM<),
Iii <'ui tntte le t'ette CMmtteriHtiotu' 8)n'))tt)x' )<' hmgenti; cost: MM

«"MM<' t< /«o~H <<' ~(M~eM/<«~ )tM« cftfM aM« «/)<M(a.

)<!facile vederc oh<' il piann tnf'bitf (inv)h)pp))tM) ooindth' co)

))ittt)<) <)8cn)ttt<w de))« spijfnto (ti rf){t' r. Dt~tti, ntt'tx'Xftf pcr

tftf))))'var)e}<n)itt'))nttMi'tn),)'Mq))<t!<)<m<'d<')pi)ttK)<wui))tor<'&

(X -L (Y < ;j. -)- ~y == o

H<la <!)H')tttf)'ist.i<'tt<t<<)jtiKno «soxtjttot'e xi ottiftx' «asociHtxtovi t'cqxtt
zift)t« eh'' ne t'iaxtt!) tt<'t'iv))t)do mppttrto ad <t, o!oM

fX–y~ (Y .)/) ï, )- (Z =o.

Mit (jOMttt c )' M)t))Mi')t)f de) pi)U)o rcttith'HXte (~. 4), chs intHr-

s<*<inil piano osc)t)M)oM uppftnto tni)~) ))t tanj:t't)t~.

Ognt piano iovituppttto toccH)tt svi)))pptt))!)<' )')<){!)'tutt!) ta rcttM

c~rxtterist.ioH (~HM<'ntrit'f). nicchë t)a))f M\'i)up))i)))i)i i piani h))))jr<?))ti

fortna))on)t))W<tj!i'M<M)))t<)))M!,u)M)t)'t'p«t' le Mttrcwtj.x'rHcx'sihx

noa doppia inOnità di pixni bmgeuti. 8i oxaprvi chf soind<'n<h) oitt-

f«')u«t fan~nt~ 'ti r oe))'* d)t<*oontirottc part~nti dtd puoto di ctH)-

t«t.to M, )<' <i)t)' aernirette {(ouentno due fntde de))t) s))p«r«cie cb<'

t'accurdam) tun~o r.



*r)-t.)fp~n)t.) :!)

unp)!t))~<j)))ttuttqt)npt.) H ~!th'tt'H!Mdci))<h)ft!tttm)iou)

\'t',<'hf Kim<-t'urthut"))t.\t thr)h!Ht<)u nt)))''M~Mt,<htt)t)ii)))<'))~<)!

tt)t)K'~f''ttrH(ft'~K<t.

Huotuet))ttUpft'<!ciMMvit))))p)t)ti)M )t)'))vit*)x'tt)t 'ii') <))«', nntMHft'-
tum'i" h) m)j"'rHch' ofonc ft~Kihi)~ Mi itx'xtftHtibih', Mipuo Hpif~tt-h)
!)('))?<

t'Mttt)r)t)tt'<t))p)i('ttt))n<Hut)ti))U))(n<'t))ptn)t)uth'o<'i)i)t')t-<)).
\'i<)HVMr))n\'<'th'0ttt" p«i ''t)R <)(; "")"'rt)<iiH )tp)<ii<!ubit<~(dixtondi

))i)f)ttt))))tM))«t' t))MHVt)t)p))n)ti)<

i)tro)tt!!i'))~'c)j'))f)K''it-)u'n)!td')))piat'))n'.dtu-!t\it,o))«tt)ttit))t-

!ti~)-!tt'('trMHV)i))ppabHijut)t"!HnM))t'')M({at<'<'<)))n 't))fva.<'<tio<)i

invi)u))p!dM)h'tr<' t)KM!«.t«ttriw))-<)pnm:)pt))«.Uiq))<'ttt« Pitn'ihtt'

))" de) piath) ottf)t[)th')-f s) ('}{' v"'t" M'n MMt'n' )t))t'~ oh<' ht

MY)!up)wbitedc))t'tM))t!<'nt! :)))!< '-nt-vtt. U)-H jMtssitttHOitt'oxHtdemm
iox't'.Mftivtmwntc )<' ttttn' dth' H\'itupp)thi)i, c ci<je l." ) in\i)u))po dei

pianM Mtt.it)u)t)tt«, i! )' iovituppo de) pittoo t)ur)))ah', )x pritt))) <)f)t<'

()UH)i')i<'<<t)U)(svi)ap))Hbi)''<-<cofM)'e)')MSf)'t)!)))tt h) Mvihtppttbitt'

jM<<n'edei))) cut'va.

Sviluppablle rettificante.

Il piano rettiNeante h)t )' eqnfMionp

(M) (X t (Y .y)y, (Z = o

))t sutt oaMttot'Mttica i'i av''& !MK)M'i)))))t')vil' <'t))ttMii"tM*nttGont)) dn'

fiviuxtt) rapports ad il chf ')H

~).V- ,)-

nhpWtriviaNX)

~n (X-)~)~Y </)(~ ~X-;)(-f,

t~ut'uttt r!)))pr<«'ntH ut) j'isno c))~ pna'')) pc) ))m)h) (.t. y, z) ')i )'.

)<)''tn'ttttffitttica 'K't piitt)~ rctt.ittott))t<< <)t))))di noHt'cttouxtwttK'thtt

pttot') M ss(a'v.~) di )\ ''))<*<)i<M'!<i):) t'<'ttn re~MMtf. I~tt svi)u)'

tmh))c X )MMMdnuqu<' per )a <'t))'vn r <- ta nftrxxttf p)'inFi))H)<'<))

t-uincide fMtttauor[uM)<*a



:M <Afl'f()t.Ot.– ).tt

ft) tjfotMMf~, oot)t<*);i&ithhintn" )!<*tt" (~. 10tmttt), tt0!) ourva tnM'-

oiat't ~)pnt 'tua ())hdn))t)t)t!xtttwt'tici'- cht' )tbh)R i)t «{;))) Mm)ptUtt"

ht nw)n«t<' prinoipn! <'<)inci<)ftttocottit )«')'!<))))<'utift nxporttoie é ntttt

)it)(t~ yw~tto~ di qn<m c xagm il più hreve (itmtminn f~'Mdua suoi

)))t)tti. t~ttMque )(t txwtm nviht()))Hbi)e E c<n)ti<<)t<'))tCt)t'V)trcMna){'

ttt'ti' mt c l' atHMaxvi))tpp)th)tMMOtxtotht j~t' r chc aM'ht t)tt<' pro

pt'ietà. H tx~te 'ti avitappitbi(<' r&ttiOMUtH' t~viox' Mppnntn '!<) <:)<<

''he, diatendondo s in un pi))))'), lit out'v<t r Mi ttt~forottt it) ttttt) n'tht

(t)i MMiMott).

La retta t'ett'NoM'tte inteftexi«ne dei jtit~n (20) (2t) bx i «"(«'oi ')i

direzione p~poMiuMaH ai biootMii

n
s .r ss

IJ.
:1'

v s
T T' T'

onde pei MtM!H))!<))ct ')' inotioxziontt tnOtt taH~CtUf fthhhmto

!<

T 1 f<<'t(S-~=-<ftt")== <-t)t')-=_.

~1-L ,1,2 t/1~
l'

'j.<
1

<)M)))ff<)V<!d')'tt)'K")"t'zim)<' dftttan'ttttt'fttt<i<'ont<'
:<M)t))tftna;f"t~<' "<M"t" "e) ttotn<')taodpttfe)i<'))c(tiXMnfiobe

('
-=<:nftt*

).
ttt q)M!)t"''«Hotanvitt)p)'!t)'))<'t't'tt)tt<')t)tt«<))))m)ft'ft)t

'T
)nenM'i) o))in'h'<tsrfM'c )<'rattor<'ttitt<Mtttism)')Jc.~ofMtt'ici.

M''M'tt)d<'n<)<)ont))tM)f)<<'))M<'H('h<i)
t'Mp))ortf<fo)t'!)')t)'f<)f<'t-

t;iv!tf))n!!)M)t!di<,))<'t)itttt)o

~.K.)~1

11
,(II)

eaxpponxunncheItt'ttbbiMfterivMt~p)'im)t<'M'<!ond<t('). <J''r

ohiatno attoftt t<' api~to <)i regresx~ '!f))n Hvihtpptthiif mttittcMnt)' t-

per quento tornituno :t derivarf ia (2t) rapporta Md«. (K)))f tonu~t''

(') lu <mgiuata <U)wij)ot.<Mifattf tt) ). 1 oeeon'e qui per -c, )'eai*te)))!)tauche

delle dettv~te q<ttaM.
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!f

di Fn'net c tcnendo conto detta (2Û),onde riaajta

(33) '~)!(X-~+(Y-y)j~),}=]..

Ri~.twudo te (30), (31), (M) tapporto ai binomi X– Y-y,
Z–z, per te wontinate a,, ~?, det puuto ovettt t-etta n'ttiHcaote
to''c)t <) oorrispotxtcnte epigoto di Fegresao tfavifuno

A 't

~+~-

),

A t

.+~.

v.

Pub p~ darai tt oaso che qneato apigoto di regreaao si riduan
)td m) panto, oio& avitappabûe MttiaMnte ata nn ooMO, t!i oui
dattque la onrva r <Mr&una ~<!e< Uiô avviooo se neite (23) ri-
Mt!tM)0 a;t,y, costattti. Ma derivando si ha subito

i

onde ni vede ohé y,~ < ai ridnrHmno a coatanti net aoio caso in
cai sia~==0, .==<M-~ (con <t,&oostanti). Si ha danque i)ri.
au)tat<t: Le ext'M ~«~M)/(e dei <??< eono o<M-~M-<zM(e<<<tM'~Ma<tOt<e
~t<W<M«Xt

~=~+~

In questo riauttato rientra anche qne!to relativo aile aUche (geo.
detiohe di eitindri), ove per& ?==0.

16.

Determtnazto~e delle aeodettche dt una svttuppabtte

TrattittH)" ow il proMema inverao di qaeHo ai paragraf~ prew.
dnnh', oio~ data ana cnrva f, eerchiatno tntte te cttrvf r, di oni
r è Hpigoto.)i rpgresao detta avitnppabi~ wttinoaa~. tn aitri ter)))).
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ttt t!<'t)tfH)(U)ttH<t<U <~<<!)'t)t<M<tfetutta la M)Me~MfcMe~ fft tMM~<Mp.

p<tM&'~<t<a.

Mta r to api~oh' <)) r~refMU <Mt)t svitupp~bite, e tmuttcttcttdo for
))t otrvft I' to c~ntHoto MtftztoMi, (') cnaddo)-itt))«' uxa gfo'h'tiott t',
df)~ !tvi(up)Mtbi)e xm M,s9(a!y,,z,) i! ponto di situut~ Muita

tangente h) M Es (~ .ï) ittta r. Se eon < iodiehittttto il Vtttore n){{e.

brico dei aegtnento MM,, (tvte)no

(M) ~==.~+<<t, ~==:~+~, <,==<'+~,

e H prob)en<tt conteste net 'teterminare < it) fnMiotn' <<is in guim
che la Gttrva r, rappreaentata daHa (8t) ftbhht ta normato priocipate

p)tra!)e))t tt))H hinormattt '!et!a ourvit r. Datte (84) <teriva)t<)o abbin

mo

~i /< ) ~\a < /< <
-'=.

1+–~+-== 1+– ~== 1-~<<< <h/ p d</ p <?</ p

e quindi, ae oott'uppoaizione dGU'itKtice 1 )M<)ichi(m)0le quantità

relative a ri, rian!)~

~~t/+~)'.

ds

V ~~T l` d8 /\lfp* of</

(84*) <, ==<xces o + 6 apn t, = coa o -j- T) aeno j~ == y oos<! c acno,

<tove ai è poeto

1-{- 1
a<t p

(luJô!O= t
~='~

eh <f)t

('~ LMotMM da parte )) caro ovvio ohe, rMoMadoftt r tMtaa ponte, ht ovitnp.

pabfte ait un cuoo. In queetn Mao Me)Mtt<e«)t«tf< A t)et cono &quello xttMo <te)

p)MotaeooT<ttt)atep«)M)!

~<'+<'d9*

MMMdo<!)t tougheziit <Hgenemtftee, 0 )' augolo di uua génératrice variabile aoe

una NMe, e l' aqnMione delle geodetiche è quella atetM delle rette de) phtuo it)

eoerdtuate potftti

teeo(t)–e) <e'.



Ut;)'H)H)tXA}!)UXHt))~f<)<!<JK')M.HWUH«i t~<V<LU)'<'A)MH-:

t)ht)

–('+~'

`

't~' «itf'ittMt )' tttiffoto ti' inctiuMMOMedet)a F, Hutht tfogonte « r,

!)<')ivt)))do)tuuv)tUtMHteie (3é~), )'i8ntt(H)o ))û! p)'in)ou)emtn'oqmmtit&

)n'opo)!!io)M)i n 6, Oto6, per ij'otetti <t ~,j<v; dovretuo <tMnqnc
itVt're

-(~ coa'! -)- { Mn't)==A).,
(p oot) o T) seB~) =: jt, h coa -}- c aen '!) ==tv,

t'aBeudo <: un fattore di proporziooa)it&, e queste Mprimono !<' cot)'

dixioni ncoeaaarie e 8uMei<'nti de! probtcma. Eaeguoxdo ie det'iva-

)tiot)i troviatno

/<!o 1\ /<~o 1\. setto,a

–8000–<!t4-COSOt–t--)~),=jt~
x

p; p/ T

/<!<! 1\ /~o i\ aoo'!

-,eu.~+~+.+~=~,

-~J~+~ao~+-=~,
e

\ds p/ p/ T

che oqntv)t)gono atte due

M~\ SMOn
(?"') –==– ~==–

<ta f T

Dfttttt pritutt si ha snbito a con ntttt qnttdratnra

(86) o=,<f- s(26)

-f -¡,

che intMthtoe una prima costantc at'bitraria c poi sosUtnendo Be)!o

(26) <!otpt'eodoM per vanaMtc iodijx'ttdont~ si h)) eqaaziooe ti-

)'fn)'e()e)l"'ordi))<'

<M

–==p–tcon

ettetmpct'iotpgnttc
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(3<~) ~== ~-(o'-tMOU')
neto t

o'))t 0~ Onovtt Ct'stttote ttt'bitt-afin. Umtque; ~<a f~t tfHw~aMe, «f «~

~'eMeeoM due ~)<f«<t'a<«fela dopy<<t ~M/?K«A(<<'M<fM<eMMee~x/e~eAe.
È dit oMMt'vat'ai oho le due qmtdntture ~a6), (20*) non (tip6))')<M)<'

fttRttto <hdta totMuue e rhuangouo qaindi le atewe se )~ carvtt r
T

a! dcf<M'm&torcendota setMtt oambittre la aeaaione. CooaidcraMdo t)))n

attra t~te forma de))a t\ attt t", le due corriapoudenti Mvituppabiti s,
S" oaumno diateudibOi t'Mntt aMH'~tm (appUoabUij in gM))!ttche r, r'

H<NovmppoogtOto per i toro RMuMcorri«pon(teati e le genenttrici, di

s ai disten'hmo Huile curt~poodeuti di s'. (').
CoM oio l' osaepvaaione pMcedente aeqniata il BigniOoato che:

<~Kt geodetica di B si <M<<Mt<!e~f<t una goodetiou di S', ht quate pro.

priet-à è un coso pMrticohu'e di nu te<M'e)na ohé iaoontreretuo pi&
tM-di.

lu ptn'ticotttt'e Hi pnb prendere per t*' la trasformattt piautt di r,
di modu che S' diveutu il piMO steaso come taogo delle ttmgcuti )t ï'
e le geodotiohx di suno in qnest~ conOgurazione te rette det pia

no. Qoesto viene ooxferttttttb dalla seconda fonnotft (95*), poichè, no'

nuttaudosi la tors!oMe, diveuta k= 0, e per ci&:

~=0.~=<),~==0.
<!x ~N da

Le tinee r,, ttycudo nttora. <!aM la direxioHe dûHtt t)U)ROt)t< divo)

tano adnnqne retto~

M7.

Sviluppabilepotare.

Lai torm avitaptmbite, che ~cbbiamo ora MNaideraro è queUtt de!

phMto invilappo dp! piano normale:

(') GeomeMctMuente la coM & i))h)!Mva q~ando <f figMtftt )« t(vi)))~)ab))t
come eoatitattt di toOnite ~"cie Mmj'teae fra uua geueMttiee e )tt «uceeMh'tt.

t~ defortnMione avviene allora ftteendo rotare etaM)tn<totftMta mttotMf alla (tet'e-
ratriee ootM'mecolin ))teM<t<nted) n)) Mtgoto conveoiente (innnitfHiox)), f)<) f))e

nat) t)t<m la neoth'na <1et)oo~igoto <Uregt69M.
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'il

(3?) (X-t (Y-(Z.=u,

ohé <{)&'tbhitHoo d<!t.to (§ 11) ohittmurMt HVttuppttbitM pohn'f.

Uer)v)mdo ht (27) rttpport~ a) pM'tnnotro oHeaittMto

(?) (X-~ !-(ï'+(~=~, s

e la ciUttHerixtio) det phmo nortMttte 6 quittdi lu nutt mtet~xiotto uot)

ttuef(t'u)ti)no piituo, il qhate 6 pept~ndico~re tt)ht uortUtttMtM'itteipidc
))B)punto M,==(~+p~)-pt) otmato mdttt uormttto priuoi-

tMtto,da))M parte positiva, aUtt dtahmica p dal pHutu M de))tt uorvu

r. Ont (iaeato puuto M, s: dieo il. ce~w <w<xt<«f« di r i)) M,
)t)M)tt'e i) oiruoto dettoritto net pitmo ofMtu)nt<M'Mco) oeotro lu M e

roggio MM,==p prende il ttotue di OM'<M~owM<o<Mcucit'ooiodi eut

vatura, perettè fra tntti i oitcoti che tuoeauo i)) M JMourva è ()ue))u
che )tn colla eHrv<t il pitt iutimo cout~tto (').

Lu ~ueMtrioe deUa avitnppabite potaM è adanque Itt uortUide ut

pitmo oacnhttore net neotro det olrcolo oaontMtm'e, o eone ni dioc

)'a<M ot~ ett'Mto <MCM~<ofe;per oio: Z<t «X~yott/e yc<o!e il <Mo~
di tutti <t<Mdei e<f<!oMOM«!<<<oW.Si oaserver~ ohé se ta curvtt r

fosse p!ana, ana svi)uppabi)M po~re eurchbo lit snperttoie oitin-

drictt, cott t!SHefatr!ci uortnati td piano di r, ed aveuto per sexioue

retta )a evotuttt pitum di r.

Bttormmdn ai caao generate, cerchitHno i) puuto M~ dovo r asso

(lei cirooto o~tttatoro toco;t !o Bpigoto d! regrosao, oht' diremo r.,
det)a avihtppabtb po!are. Per quasto htsegua aasociare aUo (27), (28)
l' eqmMionf ottenuttt dtt. quest' ntM<u)t con nnn uuova derivt)}:iotM,
oio6

(30) (X–.t)\+(Y-~?j+(Z-~)~=-.T~ ds

Ri!«))v~)t)o le (27), (28), (29) rispetto n))e diftovxxp

X- Y–j' Z-x,

per te ttoordiuate a: y., t)t M. trovifuno:

(') )'*<MthtMntt"i tttmoxtnt <iho«a n) deocrive '))) nirao)" che toechi ta eorvit )))

M o )msti por ))!<x'M [M)))t"vieint M', tMt M)f)t convar~mro M' vorxn M, il 't'-tto

'!)r<!o)oton't<' n) c)r<:o)ooMntittore eotne c!rc«)o )i)))itG.



38 CA!'tTOMt.lT,lR

.C.~ t~-T~A ï,x. ~;t; -'I-?~
<Mdll

-1.

d~.
(~) ~-y+~j-'L' <~

~=r.i-f,T~:=
««

o

e questc sooo )e ('quaitiotn txuwHett'ioito deito «t)i({o)odi n'grcMso !'o

deHtt8V))appttbt)epo)tn'e.

t

§.18<

La sfera oscutatrtce.

Le fonuote (30) ora otteMHte )M)aNouuriguftntttrsi ttotto H)t secon-
de aapûtto eo)n') deterMioantt it ceutro <teHMo/i-M o~~tMee, attu

qn~tM (in tuuttogin 'tet~tteSMixions dei piauo oscu~ton' (§. 3)8iKmo
oondutti ot'MitMth) fra tHttc te sfere ohé pnsattt)o per un puuto
M (a:, ~) di umt cut'Vit r queUit chc tueno di offoi M)tn*si OMosta,
ne)t' intwtM di M, daHn ourv~ (che h~ più tntimo oootatto 00))~

carvo).

Coosidfrituno dxppt-itnft tum sf<'nt <tua)m)qxe che pitHsi pc) punto

M s-!(.y,~), o )ttdi(!hi!tmo con a:? te ooordina.to <tet sno Heutro,
o«u M il f'ggio, t~tohè

R' == (~ .c)< + (./ .v)"+ c)'.

Pei (M)(io)i St'~tMnt) ë <t))portnuoacnvcr« tc,y,.? o~tto ta t'or)t)!)

a;=:L<,t(-.j.e~

~t) '/=y+<i-<'Y,-i-e~

f
~==e~-<tY-~&cv,

dove dun<)n<' a,&,o sono )c ooordioate df) contro dettu at\'m fMpe«t)

H<<n<<'opWMc~«<e,equindi

R'=,t' .)- ~-c'.

P)'<'))<)int))o())'))nn[))t))t<)M'd<')t))tt)t)-Vttvi<')t«)t)rt. <.t)t')'if)))fn)-

~)t<')t)vit)o)-<t-{-Ad<'n'!tn!«,<;on/t))t<)))itc!jitt)<)d<') )"()<-<)!)«',<<
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t'tttcdiixno ht [Mttettm P di M' ri~wUtt :t!!tt Ht'Mm«'«« «~M M~M«t«-

Mt di <eM« et'~M. D~HM .);-)-A.t:t-Ay.?-}-.t.!f, (0 u')(H'di)tat& <))

M',t(bMtnn<~

P ==: .(! ~.f)' -)- y + A~)' (e ~)' R'

oio6

P==(~)' + (~ + (A~ 2{~ da)' (~ + (.! j

o oounotazioneabbrevmta(').

P==:8(~)'–28(«a-}-~+c).)~.

OM per le C)rtoo!o (B) tMg. 18, <t'<MC«f<tM<!o~M ~t/~«<ewM)<t<<'of-

<KM~MtpeWM-6?< tefM abbiamo

&' t et 1 i

M:t=t<t4-–$–+–+–} 1'3p P 6p;p'T~p~ j

o qnindi

8 (~)* = &"

S(~+M+~=~+±/< i~+A~+~J
2p Cp~ f T) i

dacni

(32) P==-+ 1 -+~ /+~+~+,
P/ 3p~ P p~dB i/

CM) e iuOttiteoimo, d' ordiMe snperlore al teM«.

Ottt, htdiotndo con 8 ia (Hstanza (assoiut))) inHttiteaitoa del punto

M' <!)t))HtmperHOe H~riOM, abbiamo

i' ==$ (2 B + ~) se P > 0 (M' estcnto)

P = § ..2 R ~) se F < 0 (M' intoroo),

<*d in o~ni t'<M)o6 nn intiniteaitMO deHo ateaao ordiue <tiP. Se vo-

gHamo 'htnqxe che qncsto inOnitesiotO sin deU' ordine piu atto poa.

Hihi)e t'iso~txu~. neHft (32) iuutHUMM i tre coeHiciettti di /<,& /t" il

nhc d~

(') Q"'t 'tKpM ix ))ef{uito,tM)M!0il stm)'t))o !t<'t<)nMtt"tif)S p<*ritxtic~rt

ta ).'))))tt)t)~i ir') termini s!)Mitiriftpettf)ai tr<' aoni Mor<)itmt).
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(33) <t==U, <'==p, c=-T~
de

e le t'ortMote (3t) vottg~uo )tHw)t procit)tt)Heut,Mtt ooinoidot'e colle (30).

Si WHervi chc ht pruott (3~) a = 0 oS~e)a==0 dieu chu

t)t at'fnt toeoit ht M ttt ottt'va; ht t)eoot)d)t &==!poho Il oeutt'u deUtt

Mfont è aH~' 'tiMb det oireoto oeeatatore, oaat~ ohe tft Boatrtt sfent

pttaaM pei oirooto osoutatore, e in t!ae lu tet'za ohé it ceNt)M) ilella

afcm coinci(!e ooi punto M, ove l' aase ttet eircoio osen~tore tooctt !o

apigulo di regreaao fteUa svtiuppabite t~otare. H catooto eseguito

<!iM<M!tMMppuoto oho la afern coal (tetormtMHta ë quella che ha lu M

il più intimo coutatto oo)ht ourva; ttere~ uppunto dioeat ~f<to<c«-

<<t<W<w.Esatt pu6 anche rigunrdaftt! come la poaizioMo titnite di una

sfera ohé aiit con~otttt pel oifooto oactttutore e per nu pnnto vioiuo
i

M~ deUtt ourvtt, qaandto M' si tMooatu indettnit)HN<'ttte tttt M. CouM
t

ai vede, pef ognt at<iftt de! fasclo di stOre oondotte pMr il oirooto
fi

oaoutatore, che non coincide eotta aPent oaoo)tttr!oe, P 6 au !u6aite'

tHtMOdet ter~ ordinc, e qnindi ht afeM è Htttt~versttttt dtdttt ourva;

aott~nto per la sfera oscatatnce l' inQnfteaitno divenht d' ontioe su-

pedofe nt tetzo, jj)'e<tM'<t<meM<<det quarto, e ht cnrvtt non attDtversit

la af~ra (').

Nottamo ohé i) ruggio R deUtt afOra oaonhttrict), aveudotti J

R'==<t' +&' -{-c', è dato <tM.

(3~) lt'=p'-(-(T~'

y

/<!&
Nel 8<))o MtfKtdette ourvettfieaatoneooataote

)–==
0) il centre

<tc)ht f)t'et'it oscnttttt'ioe Moinoide coshtntetHente co) coxtt'o de! oh'cotu

o8Ku!atot'('.

(') AottttMOt)' tthte'fza auche dette dMtv~te dei qn~rt" ontitte x", t' (t-

aite e eonttnne), ai trova ehe parte ftet 4' ordine in P ti <)xt)tda

~P+~T~U+~pT~T~ <<j'

L*arcu det)<tcorvtt nell' inturno di M &tntto eatemo alla effm otcutittriM M

il coeSoiente di f t pottttivo, totta )t)teru<tM ))ej{ativ«.U' iaHttitesttno&(t'ordhte

tMpBriomtt' fj~trto oo il datt« ooeMeio))~si )U)))t))))t(f)femoo'ot~trine 8tttzm))ttria

f)f.A. Mj{uente).
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~.M.

Curva F, tuo~o de) centri dette sferg oscutatrtc).

Att')itH))<) om tt shtdtttrc, in rohtziuuMo~HMcm'va dMta r, la om'v~

r., inogo dei uontt'i M, ttctte Bt'efe OHontattm), ohé ooittcide per fjmttt-

to ai 6 visto coito s)))go)o tH regrettso detta BvHuppMbite potHre.

lu prhno tuogu ()oriVtU)t)o rapporto Mtt s le (30), e poneudo pet

brevitA

"=~1(~

OH~tliittUO

(3(!) ~=.-M~ -M! ~=-Mv.
<h d<

CunaideriatnM ditpprimn il <)))8« p~rtic«hu'e notevoto in t:ni sia

M==0, oi«è

p -1_~/fr~ 1).
-)i–)

u.
T <t«\

AHon< pet' te (30) sono «oabutti ~,y, 0)0~ il ceucro doiïit

sfera osouhttnoe ô inuttohiio )<)? 'ti pi!) e<Mt)t)tte anche il raggi"

B <ti questa afem, poichô '!ttt)tt (34) t~nvaxdo riOMlb)

(M*) R~==MT~.
th(

indi ne) caso Mttuttte –saO. Danque in qneato cttao )H cnrv<t r 6
<<<

ttesoriMtt an queatu sfem c vioeverfxt se la cut'va 6 sferioa, tutti i

piaoi ttortnati t)e)ht cnrv)) jMasimo pe) <M'nt)'o()p))H sfen), <'he è stertt

oMu)atriM<' per tutti i puoti. i)m)qne: t'</M<M'<OMft<)«'<MMe«

(37) ~i(T~==<,
(r

T dx l

<'<t)'<t«oW<Mc<t le o<«'oe ~ot&e) (') <crto/<c.

(') L' t<))i't torvn. pitumf!fe)'i'')t<' il t-irt'oto~*=t), ~ott.t*.
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Mo )a <:tn'w r «ou ts MfuricM)it centra duhn sfom ootiohttt'icM dc-

HcHvc un' t!tït}ttiv<t cm'Vit, t., t' ttui Mu amimmo Mttootme f{!i o)M- a

menti, che mdMtMremo oo!t' appoot~onu fiett* itxtioe u. lM!o (3C)
~vromo in primo )nogo

(M)- = M
<?«

oou s == ±: 1 e ae conveniamo (il contare «“ croHeeote cou <tovre*

tao dtu'e ad e il aegno steaao di M, de! oni tttgniOonte geotuetrico

abbiatno già diseorao tu nota a) pamgrafo.pfecedeHte (").
Ont abbiamo dalle (36)

(39) ~==-9\. ~==-t, ~,=-!y,

o noovtMuente dtffereuztando

2.
de

~=-

da oni

40) ~==~

P. T

cou !'==±:I, dello stesao segno (H

Ne risnita

(39') ~=-M'~ Tj~-M~ :.==-~

n quindi

(39") ).,=-s~, r ~=- ~=-t'.f.

Inttt)f diH'ereuziando queste n)ti))fe rtsutta per )t) (39')

(41) ~=~. ·

T.. p

Le fiormote précèdent! pongono in ev~tenza oh~ per otasoana (telle

due curve r, r~ tangente deU'untt & tMM:tt)o!aalla bioorma)e do)

a~t
(') Si MM)'ve)r&che M M oi MonDa))) M))punt", iyi

<<<*0,
ciob la efera

osf'ntittriee<*t)t<M)"t)ttrif)e )<t<'<)fV)tr,, ))<tn'') poot't f<)rriKpt))t<)ot)t<'K'
nt) )'oj{rf'<tf<
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l' .th-nt, ') tu th)<t tmnmdi prmoipttti aoxu pamttet< ris~ttttU utw (pr<
.s<}ind<')td(tdoHtt pre<:iMt<)etet'miMi)xi(tOt!dei M'~ni) HOttodi hntnedMtii

evitte)tZ)t geotm'triot.

Si uaaerverà poi oomc ie tre fortMoh! (38), (40), (4.!)

~f'–.==.).
(T

=.=

ht

) T p, T T., f,

ht consegnentc

P.. F''-==! Il'
T.,

n

T
iE~f

bastino gtà per oatootare (cou ann qawtrat(tm) Je eqnazioni )ntrh)He-

o)ta di r~ note quelle di r.

P. e. se la cnrvtt r 6 nu' ction, iH)chc r è nn'eticm (e vicoverBa);
se r 6 nn'e)i(:H oir<:otare,ovvcro un'eHcfi ci)h)d)'oc«nicM, )o eteaso

accado di r~.
Nei rittuttati ))rt'.cc<!<'Htiè tx'tevo)~ il caso particofare ')"))'' corve

.t.tifssioue oo8t)H)t< Attom è M :==! indi
T

=:
T

tF'p .t
?.. p ) C

6..==– ~==–Vj, {:==–

Queste formole oaprimono il teot-oma (di Monge):

Per o~itt MM'Mtr <t ~eMtWteeo~M<e <<t<tM'M r <Mc~ dei «««'
M

M~rt CtffMtMfa /t<t ~essa ~eMMMect)<t(<ttt<e il ~f~«o delle
<!

~"H<o)'MCM~e~)M~< ~«(«!)'<tto do/e~tOKe; le d't<eou'w r~ r, ~K.

HO<t <MMXKele MCfMMMpWMC~H e mHO M M~tOMC MtM!)~Ot'M,CMC

aM<t<t)M m~~ il ~Ke~ dei ceMM <?<<'M)'))a<<«'<!di t'

~3i ti gill ossaervs4tir ahis Is4~e ut;ni r.urvu u ftorsHi(nu~ csuxtaut.cs
t

ilSi e già f)sserv!tt« oh)) ))«( ugni <'t))'\n !< )i<'Ht;ic))« <M)St!t))tH i)
« Il

nt~Kio ')<'HMst'pt'a oscuiatt'ion è (nu'<~coshtnit' = «, <'<*))«'pm'c È ofsttU)

t'' t!t)<' m~ )" 'e o)))'v<-sffu'ich' Vio"<')'Hi) < ~'fW' <<'

S/ ~f-M/H~'W f <0)t<~M<f,~f <WW< )t/t)<W. Mt't'M ff /~x~M<' ''«-

~<!H~.
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H iofatt' ttec ht.(3< on –==:M, ai ))<*<MW89tH'!ame<)te
<f<

N.=0,u~=0;

MetpritnMuMao))tourva 6 ttforicit,uetHuw)t'!ott (tesMionccuaUttttc.

§.ae.

EwotwenOed evotute.

Conaiderhuno lu svHuppMbitc Sdette tangooM ad mm oMt'Vttr o

propooitHMoot di trov~rc )e (~et< eft~MMH delle genurittrici cio6

te Mnrve ohé tttgtitmo '«d nogoto retto qoeotc t;eaemtriuj. Sot

MNsf(.p,y,z) «M puoto qmthtnque (t: r, M'~(<y,~) il pnutoove

mm di qneate ourve r' i)ttersectt ortogontUtaeute tttngeMte lit M.

Se ponitUMOMM' == <, avre'no

.==;C-~Ct, ~=~+<p, ~==~+<f

e dovremo detertninare t in fauzione di < iu gatstt che )<t tuMgettte

ttr' at)t normale atht tançante n r,,oio6.8i abbin

<~
..dj/<–+~+Y-(h «w ew

Neriaut)~

~1

indi <==:ow, oon c coat~th' Mhitmria. Mtttouo dunque, corne ô

intuitivo geotnetr)<!$)nent(', <c to)) carvo r', 'httf da))o formote:

(42) .c''=;.c-r-(c-x, j/=y-t-(o-<)~ i/==~-t-(c–<)~.

Per nn!t qn&tunque <ti eaao, conhmdo dn an)t conveniento ori.

gina au r, ai puô fa.rc c===0, MM' ==<=="<, 'Mtde si vcde ohé se

ai nvvct~e nn t)to (ieaaibite w! inestetxHMte sut)ft ourvA, e se si svotge

da))a OKt'Vit(a parth'e ttatt' ot-igine degti ttroh)) pet- tno'to cha il ttto

mati Mtnprc t<t<), txn'xxnxt r<'t.tiHt)'n MM'~i tU'~ ~vott~ MfttM~

aempm timgootc in M atttt <mfV)t r, eKU))g)um<!oMH)))pr<;h) )n))g))6iM!)t
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t'arco <. L'Mt~tttità tit.nt N/ de! tUo du~riverA <t)Uique ht cm'v,.
t", <!t)6tticMt pot-Miômot ef~~Hte (H «vt)t)ppan)«) di r, mextm r
t't-eudo il ))OtHM<)) cw~tta (M nvi)npptH~) di t". u,,ol; ~M< cM,-<'«r
/<.(KM«MM~Hce tS/~MA t~t <-<~MMt~ <C<)'<-«0t-<c or~OM~M ~~f
«M-«/)-<c<<«<(a <tOt<M~«M<e~eMe <<(H~f~t ~t t'.

Si asservi ohé te (42) (~p~to c = 0) <!ànoo <)erivtHt.tu

~==- ~=-~
f.

a pet' c~ oonta)t(!o <' crMeeMte co!) x

R

f,
<'

~==-$, ~'==- ~==-(,

)n pm-oto: <<t~et<~ a~wo~M~ pa~~a, ~c~o~ ~MtO?M,
alla <MM-HKt<e~tt~~e <<e«(!eeo<«<«.

Ocouptamooi orK <tei pfubtetNa mvaMo: Tt.<wat-< ~et~~e~
«t«t data o!tfc<t r. Indioando Mn r' tma. quatnnque dette cvotuto oer-

cate, <<ovrà r' eaoere ta Hpf~oto di regr~so <ti noa sv))np))Nb))e ??-
mata con nua aempUoe inattitA tti oot-tnati a))a CMrvtt r ('). Se rifc.
rimno i) punto M' detP evotut~ j' gtaceute nej pi«t)o HormMte in M
tt))a. evotvente r, nUa nonMate t.nuoipttte e(t aHa binor-mn'~ <.on)<.assi
mobiti aasi)iar:i, e tMdtoh)otno te rétive ooot-dinate di M' oo)) x, <'
per )e coonUt'ttte ordinane a! di M' MVt'an'o

w'==a:+Mc+p~, ~'==.v-)-«~+r~, .==~-M:+~.

Si tratta ora di determinare «, w itt fnt)!:tone di <f in gais)) che
la taugente in M~ a qoeata onrva I/ aia precisantante ht oortnate MM'
de!ia r, oioè in guiaa che

<~

ef<t dx

(') La tett)tt& w)' (ttHe aormttn )t r !) una w~rtXtM <HmKgi, eotoe ))!!)tttKt)
dt~mo, Mtit ana eM):)-t)et)MM.nnate (<).))«tMtt-)).a))<t))ot~tcrHc~ et)M)tM))'nM.

oorvittueo r).
Uutt ).)im. a.)-).'<t!.v))app~i)i, oMtituite da re~i de))a cm~t-Me.)).<.

')?! p)M) «M-maU<tr )))MMt-an~ Mfie d~ttt d)t)h<t)mt:enti t))<tft'o)Kt<-<)i j',
cornf ti) ttetemtinaM ne) teato.
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t'iMK'aoft proporzt<'))!tH ai bhtf'mi!

f<$-)-«~, r'~+f~,

Miceotoe

'~== (i L ( ~+ (. "h,
r p/l \r/ T/

qnesto ttortu ob~ si abbin

«-~ ~r~+'<«=
a `dx + ~) = ( rlx Y'l'~« ~<'T; '/J T~

OttSift

dp
p– r

1
~==~'

-V+7-=T-
L'nttimtt integrattt <h),

f ~*a~z

("x dx<p==t -+~

otoë

<'=f~(T-t-e),

<)nve e È auit ('Otthmto M'tMtrm'ia, e M & posta

p~

"j T'
~/t

Il probtexxt proposto f! rino)v<' dt)t)qne con u<tt<qnxfh'ntnra tne.

diantû )e fbrtnote:

(42)!P'==.B-)-~+p~(?-~<')\==!)-pY<+P~(T+e)~==<{-p~p~(t+<

r~\

~"J'~0

datte qoati riautta o!)H vi Ho<m«) evotate di r, tntte tracoiatt) 8t)!)a

sna avituppahUe ~tare. Poit!b6 it)<))tre ht xormnte prinoipxte (lio~

evo!uto paratteta a)ht tangaote <)<'H'<'vft)vcnt~ oftittoidc quind!

coi)~ nortnata <ii qnosta. sviiopptt)~)?, vdinmo c)x' ttttto le cvnhttf

anoo ~M)(!<'t)'!h'' d<')):t avitottt'nbHt' {M))fu'e. H~ 8) «pi~a (jnosta svi-
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tnpjMtbiicmnt) pifUto, )f Mvutnte oiomgimto iu tthMKttomtt di

n)tt< più preciftmm'nh! ttelte rette di MMfascio.

Si osHet'vi cho HM)a l' nxft cm'nt piima, MMt hu una Hotaovotatt)

))i)HM,i) )n"jj:o ttui suoi Mntri 'H cut'Vtttunt; h' itttre cv(th)tt' Houo

t')j);)tc de) tii)!t«h'o retto (MvitnptMtbitHpoiarc) c))'' ha pM' bM8f t'evo-

luta piaua.

AHe formole (43) che ftàono le evolute, ocnvieue aggiaugere

tdtn' che dàano i ooseni di (tit'pxiot)e <)e))&loro tangent)

(tN*) < ==<M8(T -)- c) S +Mt)(T-t- C~ j!' ==COS(? -}- C) + Mft (t -r- C~,

~==900f)(t-t-N)~He)t(--)-e)x Y

onde rtouX-tt H~==coH(t-j-<'), 'oè ')-e e <' (M:~o e/<« <« tangente

«< Mo~e ~bfMa oo~ wermo~cpWtMt~~e aM' epo~<!M<e.Ne ae~M cite

se si coHsidfrtt atta seconda cvotnta r" corriBpottdeHte !)d un altro

vntot'e e' de))H costtUth', HVt'etH".

~"==oo8(t+c').)t+~(T+e'==oos(T+o'~+8<:n(t+</)!~

'~==coa(T+e')'r-(-8en(T-< t

<*quind)

a" + + f == cos (e </)= cqat.

AbMatno <)ni))di il notevotc teor~mH:

A) Le <<tM~e~ a otxe <!<ee)'Aeepo/)t<<~«M~tM(MonH<ithxeM<e)<ff Mt<

M~MttKCpMM<C<JfeM<tefO<)'eM<er, /bfMtftMO/fM <<M'(tMMKM~O~fM<MM<t

lungo r.

Ë ntito anunoiarto ~nche sotto l' a)t)'!t fonnH

B) ? le ~CKe)'<t(Wo<<?tutla stiluppabile M /MtC fOtOt'e ««0))tH

Il ft~«<M ~MM<t<('«)MK(<'«OMtM«<th)'0 <f<!)C~OW<t0)~OMa/C, Ht'<

piano t)M'W<t(e<<t~«e~tt, un <!M~<0 CM<<Mt<e,il /KO~O <M~ <M<MK

~Mt~<Mt<delle ~<!Ket'<tMe~«?' <~<f<!«Mpe~!c!'eMt<xpp«M<e.

~t.

Trat~Mor)e orto~onat) di un ststema d) pian)

Ana)('t!0 fil prohtemH ora risohtto di trovore )(' evotnte <)) nna

<'nrva datit è !'A)trc: JMe~tM<tfe /«<<<!le o«!Tc r' (<t OM<nna Mt)'M

<t<M~<t<!<<tr il ht~o dei cea<Wf<')~ <~e<'eoaMt/«/<'«*t.
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Siccottte i phtMi oaontatort di r (tebbomo ~M<'t'o i t<h<ni not'tnxti

della r', il probtetM propoato equivate )t))tt tioarca dette oon'c r' «he

t)t({)iat)o<trtogM)Mthnoutemm fterte <o' xasegMHttt di ))i<tni ('). Se t'' è

'tt)M tttte ourva, ad M' il (umttt ove ea~ ittm'ttLn) ortogottaht'ettte il

])itmo «ttcohttore deth) r in M, MNoiatnota ttoxizioue (!! M' in <jneato

)MHMûmédiate le eue eoot'dinute oMteattme ortogooM)! !,?, ri<i9Fitf

a))H. tangente ed alla normaje prinoi~te ooM)enaai. Pet' !e coontinn*

te <H M' avremo

(43) .B'==~-} ~+M6,~==~+~+M~,)/==~+<-r+MC.

<tc' <
e )a ootdizioM impOBttt ittta f, tuogo di M', porta ohé

–<<de rla lis

aifmo proporzionati )t \y! ne aegaooo per le inoogttite <,<? ie

<tnc ootxiiiiiohi (neoes~)'~ e autHOexti)

<!<?<<<< )«(") -==- ..==–
M p <M p

softdiaftttte )H qnnli M8t)mo le formole

(44) ~==-(44)
ds de dsT de T T

t) siittetttit tiMare (a) s'intH~m ne) tuodo pi& ftetnptice prexden'

do pf)' variftbito ittditwtxjeote, in toogo di 0

f*

-J
7''

i

e

coa) le (<t) diventano

dm
–==<?-–p, .t,
~o (ta

e iotegrando abbiamo

(') 8) naoervi cbe nel omo obe la MMpttceiaOnitAdi plant invitappino t)Meotto

« un ctttodM, le t.Miett«r)eortogon~i dei p)<tn)otH'ebbeMeMche v piano e la ri-

«etw si eompirebbesubito direttaMteute. Ne) OtM de) eono <i tratta di trovare

Mna ahra le tmiettwie f)[t«gn)m)i<))))na oerte ? <)! citco)) MM<ft))!,e tt) q))<*))"
del t'ithxtt'o<)itrovttre in ))t)pitux' )" evoh'Mtti <))mmottfVtt<te)piano.
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.t

.1 8 8
M(==c<'OB~o'aet)0–ooMtt f" aem~-j-scmt

p
c(M'j~

(46)

~04=0(!0803-d Boito 8011'3018--j ci)gi di

/=C8em–c'('os~–H8t)<!)
P

Hem~A-oos'!t Pcn6~<h,
1= 0se n oi (.0eosi

J"

getl,7 (u

J~

uns i flicy

t'!)f)e))doc,e'dut) coahmti arbitre. Hoatituendo qnestivaioridi

<,M noUe (48) avremo cos< detertuiuate, pet- qnadntttn'e, le traietto-
rie ortogonati r' dei piani, le qna!i ibrtnano, oou<e era geomftrioa.
mente evidjoute, ana doppia inftnità.

Attatogameute conta pet pt~btema at 16, ai osservi che vato.

ri trovati per <, M, c qaiMdi anche qneUo de! t'aggio R + m'

della sfera, coNteogono solo la NeMione
P

e si tnanteugouo qaindi i

tnedesimi se ta ont'va r M déforma, manteneudo lit ateasa aesaioue e

cangtandu comanque la torstoM. Se athtnqneaiitnmaginache taour-
va r, deformandosi, trascini aeco i sno) pitmi oscutatori coi ioto

punti, iavanabitmentc assati in oiaaouno di eaai il h<o~o (M ~<et
p«w«, che /o<'m<tMMO«Ma ~e«oWa o!«K<t~ r' ~K <Mtacott~MW-
x<ottedi r, continua MmjM'ea /<M~<t)'c «Mo tale <<-<~e«oW«o~otto~,
dopo qM(t!<tMg«e~e~~tta~Me.

In partiooJare è intéressante oaservare quello che accade se r,

deformandosi, si cangia uella sua trasfbrmttta piana, che <)iren)o U

(ae s) spiega la sviluppablle delle tangonti d) r in un piano).

Qaando r aoqutata la conBguraziotte piana C, lit torsione si tm.
T

nutia e je formole (44) dimostrano ehe a! diventano oostanti,
tiioè oiascana tr~ettorin ortogona!o l' si ridnce ad 'nn ponto de)

piano di 0. Ed inveraatnente se U si déforma in r, nn punto qua.
tnoqae 0 Ossato nel piano di 0 aoqnîsta, noi divers! piani oacutaton

r, uMa sempHee itinntta di pmMzioM) il oui tnogo 6 ttppooto nna
delle M* trnjettorie ortogouati r' oerottto. Poasiatuo dare a questori.
snttato nxa forma più espreMiva immagiuando che presom) qna)nn.
<t'te pnnto M di r si cottoohi ivi ht cnrva U a toooare r nel pnoto
'!on'ispoodente (ad egaaie aroo) e per modo cite il piano di C cci))-
citia col piano oacaiatora di r (it oeutro di OHt-vntnra (MC co! ceotro
')) cnrvatm-a di r). Cos! la entva 0 subiscf nn tnovitnooto oontinuo
Md nx pMametm, e noi diremo che csstt rotola aopra r (per archi

<'K'udi). Danque: r<-t' <Mc<tfe ~M~<i? w' (t't-M «Wc~Mf~< r' <M
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~««tt Mott&t~f~ <« 1' M /«ccw fM<~<tt'eftu~ft r /<t<tt<tt<'«</«nM«<«p«f-

M<tU 'W ~M«<«~<«<)t~f<f Me<p«Ktf <« C, ~'<M<:MM<«t'~tf<<tMM?<tf«f<

MtMNWteHto,<<<Mr«'eMH<tdelle trajettorie o~oM/t eerp«~ (').

Utttt const'guenxtt itumottiitttt di qHfxttt coHtt'ttxiottM6 tihf, t'tgttM)'

(tando su due ('iatti qutduuqtto <Mcu))tK)t'tdi r coue puuti oorriMtXtu-

dcnti quelli <t' iucuxu'u cou uutt MedeaitMtt totiettoria ortogouuie r',

ta corrispoHttHnza. t't'ft i due pifmt 6 eKH"gt!tt di figure, esMado le

'tue Hgnre <'gx(t!i <t)))t carriapondpnte nf) pmuo <)i C. Abbift'no quiu-

dt Le «'<~«<oW<'ot'<o~Ma« di )MMtaM'<e ?' <f<~<aH< ~KMtc <« due

~MMt ~tMtht~Ke de/~t <M'te MH<tco)'r<<pOM<!<')mtc/te (' «Ma o~M~MaM~
delle .~«ye.

~H.

Trasformaztoned) eombescurs dellecurve.

Date dnecnrvegobbe r, ri ae ô posstbite atabitire un)t tajeaor.

riepondeuztt fra le clue ourve che ad ogni puuto M di r ne oorri

aponda <tnc M, <U r, in goiaa ohé (a«~Mt<t Mt <t«e p«M<t co)v<-

<p<Mt<teH<tSMxo aern~fe Rafale, ai dira che le dae onrve ai ottengo.

no t' atM dMH'attt'tt per ~M/bHMO~OMe <!<CoM~cttfe (*). AMuch~ dne

onrve r, r, aumo tras&)[mate di Cotnbeacnre r nna dell' tt)trn è evi-

dentemente xeofsstu'fo e att~cieote che ttbbiano a comaoe t'indica-

trice aforicadoite tttogenti, ooue accado p. e. per due ourve omote'

tiuhe, o per due ourve piaoe iu pumi p<tm)!e)i. Siocotne poi, per le

formole di Freuet, la taxgeDte all' indicatrice aferioa delle tangen~i

di una oarva ë parattetu ~)K normale principal di qneat' tdt'nw,

ooa) anche le normali prinoipa)i di r, ri aono pamUeto, eonseguente*

mente te binortMidi 2)t a«e OKfee r, r, ~(M/bfMtft<6<?t ~ow&e<CM)'e<

due triedri jtWHc~paM<? p<t)t« oon~poMaeM~ AoHtMe~«e<eot'<eM(<tMte.

tn parMcottu'e i pmni oscutatori di r, r, iu punti corrispoodeati

sono paratteti ma auche viceveraa se due ourve r, t\ si eorrispon.

dono panto a panto per piani oseutMtori paraHeti, le due onrve aono

traaformate di Combeacure.

(t) 8ott<t hftut )ej{({nrtMeotodiveMa b la cowtrMtone{[ootaettiM data dal C)t.

alao per rtootoiitone de) pmbtema (di Jamet) neUe âne ~<M! di ~MOt~rh)in-

MxMM (pag. )<N).

(') ProphatMente la ttawtbrmatiooe di CnmbeoeMfnoi appliea a! otetmni tr)p)i <t)

!<npe)'0eieorte){cn<t)i) ma apptioat~ at)e eorve loro tnterMtiiani dh tppMntn h)");"
aile retMioni ~cotuetrictie nel te~to. E
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Mt oHett~ottO <tttMt)Uomuc te m~tMmtue <n U«)uueHcar<*di «ntt

datit otu-Vtt r <io))M<!oaLruxi<mKt~gtx'oh' Ad o~t« p<«xo o<fK<at<M'e

di r si coMdMoaat'M~'aWeme~f! MM~«(tto ~f<~p<o ad «a<t <M.

«/«MM tW(aM<<-eoM legge ooM<tK«a ~tf«pF<t&«e tSf~K~o dei MMoef

x,, a<'Mfper opt~o d!t fe~M~c M?«t<f<{<b!'m<(t<!~etM)'tc<tr, di

C'ow&eocMfedella r.

AtMttiticamente le trasformate ri di Combeacore detia r si otK'o-

jîooo net modo aeguente. Indicando cott' appostiitoue deX'indioe 1 gli
Htementt retftttvt a ri avremo

(46)
j:,==~(~, .~==~/(<~<, ~=/'Y/-(<)~,

eaaendo /*(<) ana fauxiono <M-M<)-aW<td) s ('). Per le eqanzioni in

triuaeohe dette r, avremo qnindi

~j ~) ~t
~=/'(<')<!<, –==–, –==–,

P. P T, T
cio6

(47)
~'=~~

P.-P~. T,==T~-(<),

Min partieotare
==~:

2< f<oWc delle due oofa~o-f ~ww~aM.

<e per <f'<M/!)n)t<tMOKe<!t Co!H&MCMfe.

Si osscrvi che le (47) possono scriverai sottoht fortnn eqnh'a~nt~

(47*) ..=?(<), p,=?F'(<), T.==TF'(<).

Msen~n anoom F (<) nnit fanxione arbitrari~ di s, F' (<t) =
<~

23.

Appi)oaz)on)det)a tra$formaz)oned) eomb~scure.

Sia, proposto di trovare tutte le ourve ri i oni mggi p, T, di

primn p seconda oarvahttft e t'arco «, sono tegati du )n)a relazione

pMMnMa

(') tu ptn-tinttarf m' pM /'(") ai prendc t)M cottfmto «) )m nna tnmf')r)Mtft
"mntetica.



? UAL'tTOLOÏ.

"'(?,i-U U

Prenttiatno ana corvit r ~rhitraria, in oui p, T fMnnmo funiiioni

ttote di < (ht )o trKHformate di Combosenre di r Miatono ourve P,
detio o)a)Me (48), o)te ii! otterfimnu, por le (47*), dHterxxnaxftot)t fut)-

zioxe F(<) <~)))t wottixiotte

(48*) 't.(pF'M,T6"M,F~)==C.

Quenttt è, in geoofnte, per F («) nu' eqmMtione diCt'et'eoziate de) 1"

ordine, integmttt ta qn~e fti avrtmno le ourve r, datte foromte

(49)
;c.~F'(<)~, ~,=pF'(~, a,=~F'(<)~,

ed & ohiaro da) procedimento stesso che si txtnno oos! lutte le earve

r,(tej)ao]asa6(48).

Ïn particotare ai oaaorvi cheae ta retazione preaerit.ttt (48) non con-

tiene <“ )tt (48*~)coutiene solo F' (<), che ne rtautta in termini Hniti,
e le (49) ~àt)))o aHora per qatMtmtMre tntte le cnrve in oot p, T, ao.

oo !egate <!?<)&retnzione preaoritt~. Ancont, se ))t (48) lia la forma

-==.i)(<J, ta (48) diventa

')

~~(F(.))

e détermina F (<), dopo di ohé per qmMtratore si hanno dalle (49) le

onrve nehieste.

In nne se la retazione (48) ha la forma

?,=')'('.)

eaaendo ')) nna ~nzione arbitranamente data la (48*) 8t scrive

pF'(<)==<KF(.)).

e colla qnadratnra.

f <<F
f~

j~-JT"
si ta F.

Corne eaemp) particolari notevott oitiomo i Mguenti l* OMfre <!

~~OMe CO~<tM~ -===-.
P.

<'
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Lit (i8) ?) t-i'iuw a p,==«, indi la (48*) du

~(~,

«)c(t~

lis <

~==~=<

Sicuunx'

==<<o == ~e
P

si puo eumteiare i) riauttttto sotto )tt formMMgueMte: 1-'er Mp<!)'f<M</e

le Ct()fe a~MtCMe <M<<<tx<e <<pfeMd<ttto~'e /)<tM~OM<ot~t<)'<tWc<t,Y ·l

<tt un parametro t ~<!<e <!<tMafe<<M~e

~+~+~=10

7'Mt<oa~t'a do=~/ff~-)-)-<t~ co~e s«<t~'a<<M't'

(60) .=<! ~<)t<to,y==a~==(t~<

<t ~aMMOlutte le ourve a ~M~oMe co~Mte
<!

3° CKfce ? <0!'<tOMCM<<tM<e ==

T, a

Essendo T,==<t, risutta
F'(~)==_

e le formole (49) diveotatw

j'~ < <f«

~'==" y.==" ~-T' ~r~ T

(') h) oootfmM« ?, mono )e KnnrdttXttein )))) punto mnhitottopm non cnf<r<t

'tr))!tm)'i)t']''))? tfetu nnitMio, e o !i arco <)iqoetta onrya (tn'tifXtfiM dettetan-

t<et)t.i).
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Siuootue

M MtuitHMUte per te fortnu~ auperion poaaono mtt-ivft~i

(51) x==M~<<<~),~=:<t~~<<v-v<~),<==<t~e[X–~<<)J.)

u poneadovi per tr~ funxioui urbitrurio di nu pttnmMtt'o, )c-

gute dalla rehtzioue ~}-}-~==1 d&uuo le carve a torHiune co-

atMute
a

3° CttfM <? Qui il <'(t~<0 <<t p)'tM<t CM<'t)<t<Mf<t~fO~O<'<!<OM<C

ail, arao

Qui nbbhnno p~~sito, (Acostunte), indi

da, oui mtegrattdo

Dttnqu& le formate

(5~ a:=Z:xe~<('j, ~=X-he~
.?==t;

d&nno pur <)nadrature le curva riohieate, eaaendo, cône oet pntno

es<!)))pio, a,f, fttuzioni MbttMrie di a)) pttratnetro (h~ate (!a

+ + .(' = ).) e

4" C'«tDe <<<f~wM~M <MtttNMca p, == e'

Si hapF'(<)~e~<"

x =- j~ = T fv-L–)i .t
da

~)=~-(.). h' (s) _.p

FM==e~, F'(<)==~e~
P

<~==:V <(~+~'+a!-f'.

~F==~
?

e-==c-F'==
(H–~p p



THAHSTTOMtHOKTOCONAUDt <;K8MTHMAX' H) tit-'HMR5~

tttdi:

< j~ 't~
~= <

J y==</C––1 /C–0 /0–0

pet' le cnrv" t'tchieate.
t

~24.

Trajettorie ortogona)! dl un sistema «. d) sfer~.

P<Msi<t)))oora n trttttart' t)er uu aiatemft di Hfet'o i) probtumM,

gin )'ia<')nto ttt parag~fo Ml per uu siatetua tH piao), di tt'ov)U')to )e

tntjettorie ortogouaU (').

Par deBnire i) Histott~ di afeM (oschutondo il CHso ovvio di «foM

couticntriohM) baster~ dtn'e la curva l' Inogo dei c~'utri c il nt);(;io R

t)tt)!t affru in ~nxiooc dctt'orco t. Un puntf'f)Mtt)nt)<)KC M~!=(!c'.v')

deUa Ht'era~cneriot potrà dettnira) ooOe ibr)no)e

c= -}- H (Hen6 ooa'~a -t- Hen0 sen c- cos

y' ==~)- R(sen oos -{- sen tt aen Tj -)- cos ~)

a'==~-{-B(8et)Qt!08'~Y-}-8en6aen'oaO~),

nveudo iodiottH cou B,8,'{' )<' ooocdhmte potari 'H M', rifMitp a)

triedro principftte fU r,

Per trovitt'e una curva r', )nof[t) di M', trajettoria ot'togou)t)f dette

«fera biso){'M dat0t')))h)f)r~ )e inoognite 0, n) fn))i!iot)(* di o ingnisa

ohé )<'dm'ivttte risuttino )n'o))0)'s:iof)M)iai hinotnii .f't',

M–M, Un semptioc oatcuto oonduoe a))e eqnnzioni diO'crcn

!!int! de) lo ordinf pcr '),

<<<) aen<prp cootoos~ Il
"r"

rp

B

(B3)
] <!f)t.H(:OH~ MC))~ 0,

(~~ pT"itaenf)'

(') t rmottoU («tpoxti ix ~HMto e no) )t«);nente p))n));)-af" '<<)))« dovoti fnoto)-

y.i.Utonot') ))fH')K)nx (V.i L<'?(')H) H))r )' fty<t&)u'< or<h<)){"x ''t )''h ''tK)r<)"ttn'

')rvi)it!s 'ptt);. 3. M. H'tition 19)0).
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onde 8t ve'k', cutnc <) cvidfttto ~ettmetrmtttMOt)~ tihf t)«i«tc;t(t <~

ht!! tr~icttot'm ort~gumtU. ?' VMdubbe ft~H)MMtU)ttho, it)t)w)))''<'nd«

htvat-iabitooo)np)<'tM)t(sn)t)ttHt'om)'!==Rcot~<
il tti~om (M)

portât ad un' eqmMiono ttt') t)(m di Riocati per t, dt uut busUt quhntt

<!(t))"HC<'Mm'tt tMtu:!io)~ [Mtrt.ioot)tro par ~vera ht gM)er:tio oon qui)-

ttrtttm'a.. Qui dhnostrhmto dh'ctttuneotu: Ne KH«<<<?<!<!tf~eMoWe ot'

~o<t<tH<fc</<'~e M<~ <'<<Mto $)«t<)!~<(t'e ~e;' ~OM~ <w«e <<'<<fe.

Indtchiamo Mnovinnoute coa r ht dttt<t tmiettorift ortogonHto dette

afOre, e scrivunno te coordinate ~,y' d: uu pauto M dptta sfem

geueri~tt p. e. sotto la Corm~

a;'=.t;Bj().+oose)<t-~8MO(!OS<p$'8M)08en~A.)

~'=:y-{-B)(l-T-ooae~-}-80Meao9yTt}+MneaeMy~}

~ss<R((l-~co8e)'(+sen6coB~C-~8ene8au<)'y}.

8e vogtiatBu ohé il panto M' desoriva UB& traiattotiit ortogo.

OMtedfttp afere dobbfnmo determinare e,y iH fttoitiono di < JD gaisa

r
U,

Hhe -L
rianttiuo propor~iotXt)! att' espressiOMe

dx

.t.B~:=R (o<)s')a-(?<)') coa~-t-sen~Beu~i

e a)te a)tre due tHXttoghe. Si ottiene coat it siotemu dia'ttenzittte per

i ~=~+1~8-~+~~

~f

B\~ ?

<
t

cot 3

son T

ir-
3

SOli 'f

i

t <!< ––p" T

Qui prendiamo corne t'unxioni incognite, in )M);" di(t,~) h' itttre

due:

L =
t~

ces y M == tj;
aet) ?

(')
2 3

(') Queote wonola pjtrto Mtt)c o il cuetHeicute(te)t' itau)Mj{inatto<t<iUftvMmbite

e«t))p))!<t)&
') t-,

.~tg~~
xn)))titfera.
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il t<iotM))tapft'uHttt'ttte MO't'tiMt~t~JM L, M ta f'n'to.t )itte.n'f

~4.M
(1

ds K\~ T p

<<M L
t

/dM)– "r t M= )),
T K~~

cle è t'in:))f iot.t'ttttu'e jter qua'h'utut'e .<) mc~utt" di <)'Atootmrt.

l't'l' cio coréblaino 1111bile ). t,-Iie lit t'uUl'iolll! L + LNI)'<'r eio cerohitttno uu tah* «t~<t/~<<c«<<'<'oche ta tnnziouM L-(- /.M

vcttgtt tt aoddisfHro ud nn'equaziotte <hit l." ordine, c tt'overoHo

_).'+!
1

T

Ponendo

'=~'
t

t)u<Nmha l'integmte generate

~tg(T+c).

Se proodiimx) p. e. i (lue h)tegra!i pnrticoian

\==tgt, \=–t-.ott,

)o duo fnMioni

tg_OM(t-~)

L-H~M==
MMtt

6

~+~'

t~-t)en(t–~)

L+\M=~
ttCHTr

mmnno ()etern)it)ftte, oiasonna, dx uH'eqnMione Hneare <te) 1." ordi*

ne e s) avronno qn)n<)i per quath'fttnro, c. '<- <

~.M.

Metodod) Darboux.

Per )tt risotuxione <)<')mo')esimf) ))t'ob)e)))a fsponiiUtx) ora il nx'tn

')" pih ~triot) <)i Darhoux, <')<<'oUti~m it) tno'tn <')R<;)H))<'jx tM

!<f<)i'mnzionodi Combesoure.
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Ad ojt'" ftt.Gtnit (H sfot'e dute, conte at pt-iuoipio du) pant-
tft'Mtt)pt-ocedeute, mt))' Mt!ogu!H'e ht ourvtt t' htugo doi ountri, posHttt
mu tMsotiittroc ititixtti tdtt't (dipot)denti lia non fuMidone tn'b!tnn'itt)
cbo ai dhfumo i snoi <<'<M/~<'MM<<d< C'MM&eMMM('), ou) t))o<to Negoott.
te. Tt'MHformiamo tu Hurvu !uugo doi cootri cou uu~ qnutmxjue tra-

sfoDUtMiooo ttt (JoubeoouM (~ 22), tmooudc te formuto (47)

~,==/(~, y p,=p/W, T,T/'(~, s

u ttcHu iftfSMo t-!tp][M)'to riducituno i) n~io i.t d~itt afunt, MHsnmeudo

B, ==?/-«); i

'!iremo ttttoi'tt che i) nnovo ~istema di ature è 'terh'ato, pot' trtMt'or.

UMtziouo<)! Combexoure, dat primitivo. Ot'a, se si oxaervano le t'eitt-

tive eqnazioni dta'et'euMMH (S3) per le tr~ettot'ie ortogona)!, è vttti-

bile che e9M restano itntMtate~ totobë i due proMemi <ti tt'ovare le

.tntjettwio ortogonttti doU* UNOo deti'attro aiatema di sfcro (8) o (S )
sono pMfetMUteute equivalenti. Por conaidemra la coM p~ dit vici.

no geotnetriofunottH, ai osservi ohé fra due afhM oorrispondenti 8, 8
viene 009) stabitita nnft <'orrispot)det)X)t di pnnti P, P,, dati dni me.

dottimi vftio'i di 6, sicc))6 i mggi d<'i)e duo afero ohé vnnHn )t pmtti

<'on'iHpondenti sono par«tta)i. Dnnqno lu <?KeM<<ewtt a/et'e <M.

~ma« <f<'C'oMtte<MM'e<'MModeM'ft«re <tMe/<ele <~<«oWe ot-<o~<a<<

00)TMpOM<(CM<tMMO<f<M/iM'M<t<e<<!CbH<<W!CtM'e.

Supponiatno "ru nota unm de))o tm.jcttonn ortogon<t)i <!<))duto si-

xteum di sfHr< ftitt ht Oto'v~ 0, pt'r ht quitte t'itetttMtno )o noHtrM ao

Ute notttKJo))) ri ')i)noatt'it<mo la pntponixifOtMt'OttdamatttatB di DMrboox:

~~MeKf~ MMM<ifM<t(<f<t<Mt'f(,tt fMOC«K~«fe, COMMNtt(f<M/<M'!M«.MM!<<t

6'OM~cwt'e, il ~t<e <M<ewM(8) <~</<~ ina MM««)-o (8,)~ /f cui </e)'e S

~OMMtO<M«C~Cf«K~KM<0~M 0 ~e~O J!~<MM.

Uunfidorifmtu ht om'vft r., tuttgo d«) centri M~dette sfeM, tecoor-

dumte a:y, di un cui punto vnritthito souodato du

(53) ;<==;rM~ y..=-y+Rp, ~y+KY

e <!Mro))it)t))t)u'm trasfornottit r, di CotttbMScm-c tate che coogit)))-

genti i punt) M,~(~,y,) di r~ co)) un puoto HHso0, <;he prcu.

(') In «Mt~Miittqxextaxox ë )t)tro eh" la trat)t''tr)t)nz!onffti C<')nbMf!'tfede) xi-
<te)))i)rij))i ort')<{""t)!,<t;))))it'<uatd faM) i)) 'i )« ~)p<')))f'i''')i ))t)ttf)e))f t)'«')!
ton'))))':ft'.
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')iiH"utt''))'"n){itt'si:m'<p!H<tUti)tit)!<'ttmge)n)MM.. diC.AvrMox)

(M) ~R~ y,=K~, ?,=H.-f.

'h)V<'K,èdadt't,ot'n))))!n'Miiui't)uxiot)o'!i s pet'«)()')<) )!h''MHMtsitmo

tt'prut'urxioxi

<f<t ofo

)H qnali es~ritnono appunto che r, ù tfasfo'mtUtt di Cumboecurf di

i'. i~o tn~porzioui aM'ittc si tnMtuoouo uo)[tt aquaxionc ditt'MrMttxiatc

pcrR,

l~R, lt, l~it(65) = j
4-1).1K,<h K\~ Ft

chctntegttt~d~

H,==UR~

Ora se wn <<«“,ds, hxUchimno riapettiv~u~nt~' {:)' <')''n)t't)ti ti

noitri di 1' r,, abbinmo da))o (53) (54)

~=(l+~ `r

~,< I

T

<<!K,Y
y

K,'
(~kY l. lik

1

1~:

7
~Utj

f qnindi por la (55)

~C
1

R' )t.'

Qtu'sta f<n')))c)HMid)t))"st)'t) <ttx' i) sish'tott <)i st't'ft' (SJ <i oeot)-)

)'<'ipU)ttt(.c,,jt/)dir,)'.Unt~i R, t' x-ttstonniHud) Contt'e

tcm-e de! sistontt dttto. Mu sit'cunh' tx't' )f (54) H) hit appnntc

~-t-r~=~,

tutte questt; sferf d, pasmtM por )' origino, co)))Msi voteva.
Ciô pMn)6sso. <' ridotto il sistt't)):) <)isfare S, a pa~u-e tutte per

)' origittc, esegXMttw «?' MtoeM~tt ~o' f<t fe<~)'t *'K'~Mc< co) <:t<«.
tro h) 0.

P''r h' ootc projxn-~t <)<'H'inv'o'Hiottc, <)i cox~'rvan' gli 'n'K"t' <'

di tthttat'c sf<'t~ <' cncuii in s)'<'r<'<' nircoH, le -<f«rc S, (chf p:ts8)U)f'
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pM'i''a'i{;")M)'tttMtH)u)tus)Httt(nttdi))i:mi~~)w H'ttJoH~tn'ur-

t.t~ti si onugiemouc n«)k tnd~ttorio m'tcgonati dei pittoi. Mil

qnoHh', uonto abbitUMO vif~ !t) ~t. si htmoo ouu quitdttttufe, e lu

8toxf)o qttittdi accade pel probteMMtd<~ tt't'jottotie orto~onaU (ti un

iMMtemtt(li «ferc, qa~mtto già uttu <)e))c tmJoMorie ort<tsuua)i sia oota.

UoH qu~tc coottideraxioni ~ouatricht) ttbbiaxx' nuoviuncMte sta-

hilito il rif)tt)tato priocipate dei paragrntfo pt'eofdettt~. Mit ont <Upiù,

tcmiudu preseoti )e t)ropriet& (ie)t« tt'aMfurotiMionc di Ootabescure pei
aisten): di sfet'e, e quelle (ht)ia inversioue por t'ag<{ivattori reoiprooi,

tusieme nUit proposiitbne ttmt)« de) § 3!, ))os8Mt))o a~notttru questa

nttt'a oousegueuxa Mtevoto

7M ~<t< «Mt~M M <!<s/efe le ()'a<e«o~'<e<M~o~oM<tHdol <M<em<t<c-

~MMo ~M ~xe ~M<t<x~M<'ii~fe o~exM una co)'t'Mpe<t~tM cAe eoM-

s~'oa ~< aM~oM < mM<a c<fco<< M c~eoM (<<?'<t~<A eH'co<afe <K

~<M~.

~.26.

Attre îormote gênera!)per le curve gobbe.

Atte formoto genemH per lA curve a <]<jp])ittonrvatora (<)i cm

uocaptUM il poato centrée te fortnote di Frenet) usate (la noi Ma

qui, si pu6 dare un'attr~ fortn~ eqaiv~)eute, cite ë purticoiarmeote

qnoita di cui si Mervc il Cesùro oetio HM Lezioni <ti geometritt in-

trinaeoa ('). StftbiiitUHo mpidamonte quette fotmoio iotrodocendo per

umt ou'vM qMfttmtfjne r t!H))o apaxio )(' tt'odtHtNnxeHtgabrio)))' M,f,M

di uu pnoto tiHSt)de!io apazio f!~t)f tre Htccc de! triedro prinoipate,

ontin~ttunente: d<t) pianM t)0)t)tft)t', did piano rettitiotuito e dtt! piauf

'osoutatore. Prendeotto per aotnptidtà il punh) «Boo oeU'origipe, po'

ttiamo ndanqne

M=:8.<!a, f==8~6, <f==8.BA.

8f deriviMMû mpporto atl <, <!û!)e formole (A) di ~t'cnet $ S

(pag. 13), nttwninnM subito le segoenti formole

<<«.p ~e M tp ~w cv

~p'T'~=T
(G)

~Ix Pi3 ois fi N T' dx l~l:

(')~)oHtX!)tiCap.tXeX.



t'OMMOLHtiHXEKAtJi't:t( t,t.}<;t;t{VM(!Ot!);H <;t

t')a continente

«'<n ~"t
(C*)) M. ~-); -(-?––==?,

t:hcM.a)tuHppnm«t<'fm-)no)Hf'(i)Ottt<

Jnversinuente se «,t',)p'(K)no tre fuuxioui <n'bitt'arit) di un par)t.
tnetro < (tali porb che Mon aitmo xpro «,<!uè t~+f'–<(-== coBt.), ),

''j)t'et)<te))dos~<'ott<)oit)(U*)

e~== -(«<<K-~t'd~-]-tf<h<'), 1
«

Hi cft)<'chu)o po: aecondo le (C), da
p T'

,=J ~–i\ 1==!

p t'~tt ~'T"tf~

Misterà u;)!t ed ana sota curva r corrispondenh' a. quef;te <'qMaxiot)i

i"trin8eche(§9),0ra,ttituat)do eoovenietttetxente) notto HpMxi~t'u
fnoite vedere che M,c,<o aamntto apponto tediHtaoxeatgebt'io)~ <!<')-

t'nriginodaUetre iaece de! triedro priMiipa!e. Ë iofattiM'ind).

chiamo qaeste tro distanze per h noatM cut'vtt )' uon M,t',K), esoa
cuddisCHte ai medeaitno sistpmn Hxenre (C) <:omo M,t',K', e boata ctx'
si abMa

M==x, e==p, «'==?, p. e. per <==«

pcrc)tè le fgnagtittUM ai uxmtettgauo per tutti i valori di <t, olô che
si ottiene tnantfestamente col aituare )' ooxvexiootptnente.

I) rieultato orn atnb!tito ai puô prCHCttbtt'c Hotto nna fo)-)Mtt gen
tnetrtot ohé conviene oaaervare. Ë chittro che K,e,<p aono le coordi-

nate dett'origioM. riferite n) tritidro principtd<' omu' triedro ooot'di-

oato. Qt~ndo il triedro priocipah' si mn«vf, pet'cotl'etwto il Hno

vertice M la ourva r, il put)t<~ 0 Haso oeno spazio, viene ad ocou

pare, dentro a! triedro mobile, aoa série di pcsiKiooi c descrive una

cnrva 0 ohé ai pnb d!re la oarva <r<tccJ<tde) punto 0 riHpetto a!in

curva 1'. U dare dttnque M,f,<c in runKione <)i on pannnetro t, e

ceroM'e r siguiOoa: <fM)< MM OMfM l' con cM<'o<ttt'acetc <!M~M<t<n
C. Sopfft si è viato che taie probtenta (untuette aentpre una ed nna

aota sotazione.



<N {;.U'n'M<Ut.y,

fer )))tMt.t'tH'<if~meuo tm'uttt'n a}tp)tpnz)um) d<)f fur)n<'it' (<)ct<n-

ttxtet'ittttto le tim'c jj;eutte~ichL' l' di m) cooo, il cni Vft'tk'e <'t)t)u('hin-

nn) ))e))'('t'ij.[ittt'. L't Hunnato prinoipitto di )' <* oortutth* do) cuno

quifuti ~!<t Ket'cntt.t'ioc e si (m per <!t~ i' == 0.

Le fot')no)e (C) (!&<)))<'<)uim!i

s-j-(I c
? ==C, M== -j- <t,

–==
(<) 0 OOHttUtti)

P*
.e par oib

'==~-j-~
(~oof)tanti), y

eqnaztone iotriuseca che già abbinnx) riconosoiuto (§ 15) appartonen'

aile {{eodetîohe dei coni. Vieeveroa da K'==:cos. se~ne t=:(), cioé:

Le ~Mde(<eA<'dei <!(M)t«Mto e<tf«Me)'M~~ ~«M'oc~'e c<M(Mt~ .<f«f<!M-

M fM piano MC«<<(~Offda rua pKM<0~MO~MfMce COtM~(').

37.

Le curvedi Bertrand.

Uhiudprenx) questo primo ('apitoie ooH'esatne <ti nn'importante
ctasse di curve che si dicoxo di Fe~<t<t(<. Si è visto, ?) § 19, che le

cnt-ve a aesaione nostante si preseotiU)~ a eoppie (tveuti a eomnne le

normali principati. B. de Sitint-Veuant propose (nel 1844) il probtp.
nxt di trovare tntte le ooppie di curve cho haotto a oomnne le nor-

)na)i pt'incipttti, e il proble<uu veune risotuto dat Bertrand (1860) net

modo ohé om af)di<nno ad eapot'rf.

Sia (r, r,) ana ooppiM di onn'e ohé hfmno a. oontono le Mormati

priucipitti, e riteuendo per ht priont le solite notatzioni, denotiamo

cott'ittdioo ] le qnantità relative tilla Heconda. Osserviamo iu primo

tnogo ohé il tratto di nortnaie principale cotupreao fra r,r~ e uHa

oosttmte k, poiohè in geoerate: <op)'<[wtM ~Ka<M<t~<tei«tpef/ ft~a~a

(') OeotMetrietUMMttexi o~ervi che te U piano oscxtatore di MMonrva r rioxme

a diatanxa oo~t~nte da nu pOMht0, quett" pitmo invihtpptt uutt tfemeo! centra lu

0, tango Mt)<tcerta carva r* evotvente di r. Se M, M' ))on« dae pant) eerrifpxa-
(tet)ti di r, r', la normale principale in M di l' (ptttttttejtt a))t ttUt~ente in M' alla

r') e ptrpen'tieotaM t<mtoat raggio OM' ohé a))<t MM', c per OAanntM-~)))t OSt.

La r 6 f)))iaf))KM'teHea de) eono che )Mpn'jetta <ta 0.



t''t:Vi;j)tt<Htt't't!AX)' /1 <

f<«t CMfM- F, ~'<~f«<')'<f <U'/<~<M<~~t. ~))f<-«<)-M(t<t<tft't-M<tt(~ <,K

~t«'~<'<M<«<ffM<MMtefy«<(<<(').

AvretnoquhttH

(M) ~r-J-A~. ~==~Y~ f~-L;

r ('Mie<'ome,)Wt'ipot,eM

(~) ;,=. Yj~ï~, (;±1)

potremoporn'

(87) '='xeuHq~-Aaf))<of!')-t-jisen9,~==Yuo8?–vKem,

ittdicando con o t'angoto t~))f dne tongenU, M! avremo co)t8e{{ue<)-
teo)ent<'

57*)
~=.î(–'XB(')t-!+A':<M~).p.,=:!(-~n3-)-~(t,,ft~s(–R)tO+~.()H~)

Ora derivaodo rapporte ad < le si dehbono ottenere, per
)e formole di Frenet, quftntit& propomiooatitt~ cioè n

S,1~, pd eapgaendo f))tHe (B7), ne risutta suhitf'

== 0 ) == cost'~

''ioÈ: 7<etMt~eMMM yKtt« Mn-~OMefeM~ <Mr, r, f/eMtMM/<)nM«~ ~M

HM<yM/00 C<M<<ttt(C,e ~MtM~t«MC~C <'<MC!'M«!<t.

Om duHe (36) tterivando abbiatuo

<. ==)1 -) f ).. <'(.c.,
p/l T

<' confrotthmdo cotte (57) ne scgtxi

/t:o t
(68) cos-: == 1 st.)) ']

dx p 1''

~) QaMtf' &na caao particot~re di Htt teorema ~enetate <))GMM aotk. ge<~)e-
tiche <))))tMoxpetHeieche iocontreremn pih tM<)<(e ton). Kf) cato attoato t) fn
cite dhMoatMrtecol eateoto, e )t;e<etr)ea)ueMte Mfitabitiscesxhit" "fiKt'tvmxtf.ht'
<"tte le MpetHeie caMt) 13) aventi pe)- affe curvitjneo)a cMrvar. hanoc p<.t
""rma)i le nonnaU di r e qaitx)) nxa quatonque ri){attt f<'r)tmta<)! ta)) n<.)-t))a)i
intcrxeeaojattennadetto dette soportieie pana)! in )U)H.'nnn r, oH..j:t.)Ht)fN tottt.
'"geoet-aMci.



(i4 t'A~'fU~t)).– ~~7

thtoni,(})i)tm)H)t(!o </< ',s<'f:nc)'m)po''tM"tf)-))Mif))t)'
<<x

M<*no cos sen 9

'~r T"

H viceverstt il otttcoto steaitM Hopra esegnito provtt che su tu (htc

etirviètiil*e di r 80UOle&'nto Illt Cjl1csbt reicszione linenre Il ooelll,cnrvMf't'c

p T
<ti r aouo tegttte (ht qoeatft retazione )i)x'ftre<K!oe«[-

oienti oostnntt (68*), la cm'V)t r, dattt <)n)io (55) h)t )t cotnnue con

r le norma!! prinoipt~i, suite qnati le thte exrve r, r, atncotno il

M'~meuto MMttmta /):.

Orn Ht' unft om'vft lia le due cnrvntnre legato dit un' xtouUtà

Hnewe

(x) A'.l. T + 0 0
t

(.)
~+~-

+C~O,

con C 0 qu<'st«. pn6 j'ientiMoaMi coXtt (.?*) ponendo

A
tg o =

A
'==-

<j
'~=

ir

8R ne oonctndo: La eondizione Meee<M)'<<!e <K~!eteM~ <ttoM«M<t

CKt'Mfr ftM'M a OCMMHele Mt*M<tMp)'tM<X~f<Mon !MMM<!OS<!a1* C/<e

<e due cMfM<Mfe di r s«tMa ~ft~e da KMa f~<t~<MteMMMt'e(<x).
P T

Ogni oirva r ohé 9<)(!i!)(5t<td ontt t)t)o relazione dioesi unn cnr.

va (ti HERTRAtïD. R, por ):( tnedoHima ntginoc, imche )<t seconda

aurvtt r,, che diMsi tu CMtingKta o oMoe<a<K<H r, 6 nn'attm ourva

<n Bertr~m). Ma per detorminare in tnodo preoiao ta retftxione tinea'

re ohé legx si oiMervi ohé le formole (S5), (66), (S7)~riaotu-

P. T.

te rispotto ng)i etementi di r, Ht aorivono

a:=~ s T[==' coso– seno~j, {==:~ ~==a, sen o+60090 À7~

eiô che eqniwte mfmifeatamettte, a<Mmbi)tt)'!ole dne curve, cangia.

rt* rispettivxmente

&tn–?A, on)– ·



CUMVK tM HKMMAKD (;5

!i

<Utd6 )<t i-Mtaxb~' pcr r,, oorrispotxtento attn (M), xm-à

tfX'tt'J'1 <xm'? Rt'tXt\'}

pr T.

e ooiMO)dCt-&quindi ouHe (58) ae =. 1 (M te due ttonmtt ttrixoi-
ptdt aovrappostio htmoo verau contrano), tueutt't' tte <ti<t'or)t'&))ct oo

gno det pritno coeMoiente
ao:==-l(tturmtttipnuoitMticu))oorthmti).

Si oaaerv) aocorH ohé, apptiomdo a))n seounda &))'t)toht (S8)

)ttt)t 9 =~
T

ta t!tMS)t osservaztOHe, ne risotto )' Mttrtt

A-
8<')) 0– ==

quindi mo)tip!ioM<tto

1 aett' s

tT,

°°'

Questo ci dà n teorema di Sohet) ~< pfede~o delle (of«ottt <K
'<«e CMt-MOKMOe«t<e<M~ef<MMK< F" COtT~OK~tttt «?? COS~M<<!

~o««M~.

Simitmeote <tatt&prima

c~'==l-

seRne

c«ai -=:lj P.
cquindi

A 6t\

fi-–)n+–)=:<)8'o.P/ p./
= (lOS'(1

Q'testa tbrmota esprime il teorema (U M~Mh~m Se M, M, aMM
due ~«MM cot~pon~M r, r, e C, U, i loro cett<Wdi ott~~M~ il

&)f<tpp0f(0

(MM.CO.)

<~«<«! la CM<<tM~(pM<<<w) E in&tti le asciase dei nnattro
cos~oa



(i<; t At't'f't!~ t. ~7,

u<mtti<t)t)nrttt))<'Hiv)ttmiUtM

0.

<')))<))-« bit-app"rto G Pi)tYt')x.t <H[1– )
1

).
?/\ ?./

Ott.tft'vix)))~ !))tcM'a chf )K <rw 't tien«tom< coxmntt), qnet)e a tôt-.

Hi<)ne<t)U)tt',<M))n6!titcht')M~h~Mitindt'i()h't'<MM<)Hot'ig')Md!n'M

cott~ cm-vf <ti Rpt-tnuxt c"n'iKt)""<t<'t)H rift)wttiv<t)m')tt'' a snjtporre

nMna («) b='" A–0, U=.t). Nel [)ritn~ caso <!==- '!t coniuf:))ttt

<! la ourvtt luogo dei c<')ttri 'U cnt'vatm-tt; oe) ~ttt'nd~ &==0 )ndue

<iut'vf <)' 6M-trinx) cuinM:dot)o,eMcH'Htti)t)<) /==. «) t'ftSHooitttit è re-

Kpi))t)titn'mHt);to.

htthtc si ossprven\ che per )'<')it:tt oircotMt-e. MMftxto –m4i ()É48prveril(,-lie 1)(~rIlell(~it t-ircoliti-0,
?p

(!0-

stanU.~rehtXtnt)e(!<)rest!t)n')t'tt'rt)tinKttteA'puôri<!<'vercqnatnn-

que vatore: Le <Mt;e«o)'<~of~oaa~ MOfmaK ~<'tMOtp<tMeft«M~-

cra c~'c~ff sono <t«fe«<tK<e~(c&e CM'co~W colle ~e«e MOMK~<~WH<t-

p«<<. L~ supuraoie htogo di tjUfHte uonuati pri)Mtp't)i ai pt'esextf!~

più hM-di nei nostri stndî co)ue eKcotde t't~<tta d'<M WM<M<(.

~.38.

Determtnaztonedi tutte le curve 'di pertrand.

De))e etu-ve di Bertrtmd, com~ già delle ourvûaflesaionMOOstau.

te o n torsione <!natnnt< tMfMiiMnoaaaeKnare le MqutMionI in termini

aniti Mppticat'do ht ttanfortuaKione di Conbeacore (~. 23).
·

M't q"i proccduuno in un seconde modo risotvendo il segnente

pt'obkmft: /~a MM cKt'txt r, trovare MM<tMcoxda cKrMtr', cte cor.

~xp<ttt~ a 1' per ~/<f«~tMtM(td' arco ed <tM<~ in o~ p«K<o, la Moy.

male ~t'tactp~~ ~<tfaMei'<tt 9t<e</<!di r.

Pet'ipoteHi~hhimof)

<<)t''='

ï,

e se i))dichi<tmo mtn o l' angoto di dne hm~onti corrispondeuti po'

tremo sonvere

~'=~<s'~+/.s<'))9, ~c<.xTi-:j.wn~ Y==-f<-o80+vMno, 1



t~;t~Mt))m~tT«A\)t o7

itn)i('))(~))n)t't){.rt'M<" )')t'('t'<h'))t'')

//e=;(–(t.s<'t)'! t-A't~< ;JH'<)S~),=!Y "M"~ ~<'('s'!).

Mtt,'tfriv<U)')"t''<t""t'')"f')M)tr<)V)tHuhitt)

tjtti)!')) J~ ~«e <t))~() t'K ~M~M<!M-W<F<'Md<'H(t~:OK~!<CM~MeM<P &<-

ttM-MM~~/brM«t!e «M <tM</t'~CCM~<K~ 0.

tnvorsatneotft. s<' p)'<'t)'I)Mmo)'<'r o m' nu~" ensttUttt' ()')atn))qnc,

in<!ipw)i)t)n<t

!ii)
~~n'](f'o'<s<'m)~.

/n.<s'! ;J.s~.)t~)~=:~('<'«s~vs~'))~

ttVt'<i)n«<)ffinit!t M'n qtM'tttf ttMnx'to (f( nx'no di um trftstfty.iot)'') nr'f'

cnrva r' ch<*no'tdisftt )' tnttt' )<*oondixinni richiGSte. E infatti, f!i<'

euuu· =1, pnt~rr,uustsrerulere ds'arlx, irtrli<'<'<))('

S~- )

==1, potronc pt'en'tM'H ~'=,<?<, in'!)

eperoio

dovc6==d;l devra avère i) He(ïno'u

P

edenviHtdouMOvamentt'

Dorivaodorisnhft

~~J. £ l'CI!.
? T

~'=,f;C~~

Diqnist'gMono tertre

A'~ s (- ? K<'))t -1- Af'OSt), P<C.

!'=<). ~=-)4).

?'== ?. 'K'M -j- S'*t) 0 f'C.

) ,<'f)8~.SM))~t

1 zz i

l~!n!!

Il

+
~)~(-7~-T~

1

COS- ·3 St'm 1

] M('))<C'tS~ 0

T' p ''T



t~ cAt'n'fn.u).– ~t

R M)K'v«)e chf~ i)t q<«'st!t tntHt"r<n)txi~tn' di cntv< dipt'ndfMte da

UtM <:tMt!t)'tt' )tt').)H'))t')M )t<<htMom'VMttttt' HHbiSt'tttU) )tt H(tBtitU!oue

ot't~t;

)i 1 1

~;t!"M'! p 1 t;M<'m

']
t

(.)..t.)

t ttt'tt' 'Kt")

T' T

):))c))ë: ~a wmHM (M ~M«A'a<t delle dare <'M<-f«<tM'e
~-t-

~MM(M-

f<tft(M</edella <nMt/«)'M<t~<««<

Ë chiaro che )a tt'asfot'tnHxioot', Hppth'aM ad untt curva d) Ber

tt-it)td, t)n'a)tm curvtt di H~rtran'i (<H <tive)-8a ~uttigtia). E sicM.

)t)'' "t! onrva. <)) ~rtmod RtMatedo fra le Hne tmafortnato utMtcarva

!t ttoattiooe tMat)H)te, vediiooo ot)« T««c ettffe <K J~M'<)'MM<<M o<-

<<!M~M <tpp<!f<Mtdo<'<t«M<t~ ~'fM/Ma«eKe ~e cKfpe <M ~e~me

c<)«(<tH<e.

X<ttHV"tf è netta oostrtt n'M~f"t'tn)Miot)e il ow jMtrtioohtre ~'='
3

Per ta cm'vM tntatonoata r. :)bhitU))<) Hetopticementt'

(60) = == = <~

t 1 t

p."T' T. p

~A S,x,==–

JMte ~Me etM'M r~ d~f~oMt della <<tM~eM~ee della 6tMO)'MM~

MMopenMM<<t<~e (MhM « M~t<~ M~ ~etw«<<t<e «M~ << ~Me cMr-

Mtttfe.

? tht oaservtH'ai che, per le (MO), )a ibrmote (69) pomono tmche

scriverM

ie'==~oo8'j-a;Hen' y'==ycoa'j-)-~aeuo,<'===a'<!08o-p~apn9

< ttsaata tu tMMMioneMiativn <!t r: r~, <)&nno una castrn:!iot)e geome-

trioa xmnpUoiMinm per le rimaHent! curve tntafortnate.
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Forme(!i!îerenzta!iquadratiche

t'aroto t)'t)M)r!tt!o))B <t)){<'brit)tm Uetittixiuttt) df){)t U<V)tfiMt! e p<n-tm<ntt-i dittortt).

zift)i<H~))at'<'r)Mtt <)t<tO)'eu!:m)eq<MKtf)tti':M ParttMetrHdifteMtfxiah-jtritno
L; « pttmomtfo <!))tem))!!))ttn )))into P (U, V) H')))iv)tbH!')t<i) duatoMUf tHf-

t'et-euxittii (jtOM~tt'-he ed t<)tt)tzio))i i'oudttmeutati 'ti Chr!atuftet S!)t)bo)i di

ChrtfttoOh) <( tre itidici <)"))<)due «t)('cie;))M't')tto oecoMde ooyMfitttOi PttrM.

)UHtr« diH'xreuxtjtte <M<.ond" A, tf Coudixiotte <)i intttxrxMhtft ')e)te M)))tt)tio)))

di C)))')f<tot!e) e ttin))))))! ? tjMottm indici t-'ot-MX ~i)tu")tn) e«v)tri<tt)te <t <U)f

fattuo ttHiHtmtietto ~iumtttmeo Cta-vxtnra di txxt t'ortMt dittet-euxiaje hitmn~

Hid))x)<)))t) di doe forme bixMtX) ~hnnttt~tee <t fo)-t)tu <))to){<)))tt)<).

~.29.

Forme quadratichealgebrlche,

L'or ht t.ttttttMiono siatenmtiot <M)tt K<t' 'M'M'nnxia)t' dctt''

xt)))Hr)tt)t&ae)[' indtrixxo ttotugurato <ia G)n)88, a <tni il pr~sentt) cor-

oo è tttfMt'nwto, 6 it)')i9pet)!Mthi)eche pt-etnettintxn tttennf noKio))' fon-

dlllllelltali 1111111\tnorill' d(~IIt~forme> Ililfel'ollzillll ql1luh'"tleJle, QIH!Fltod!t)))Mnt~ti sn))Mt~oritt <tt~)e forme (liH'ereoxiM)) fjua'tmtif'hf!. Questo

IlKMà t'o~gatto <)att*atttM))e cMpitoto, nv<' t)')) restn ci ihnitnrento H

quanto & strct.tfttneote necMssot'io al xostro seopo ('). t sfntptiti! ttt~o.

rit)ni, cho deBmoeFMoo da qnesta teoria, ci perotetterfono <U('ondptt.

Hnrc in poehe formoin' tDtajMtrenU le eqnMio))! fondfutfot'n)) della

(') f~e prinetpttt toemorie cha )MH)))oxerrito ttUa t-ettaitiotte <)i <)t)CBto <'Hpih))<'

an')i)))tri<)oono)ea<'j;HMti:

)!X).TBAMt <ttMo <t0fht ~oxott/e fhi ~<)r<tMf<W<tfy<)'<'t)<)<t!i.0))or')')'<)!))<))} Moni.

XXXt')t){.H'

CH'UWOt-PKt. <<<<n-<t)t)t/i))-)tKt<MM(!f)- AoMM~ettOttt) ~f(r«'eM<«)!a<wMM<

j)e<H<tt ~f<t<!m. (Crelle M. 70).

Rt':0t St<<~<tt'«X)<'<fie <M~< i)tr«)'(ttM« deile /e)-o« ~)««!fatMt <~f)fMtt<<M. (An-

Mtti <t) nmte)M<ttic)t < 2.* t. XtV). te~oM< w!fH <eeWa delle otpo~etf. fLitt'f!f)M,

t't<)t.v<~ 18t)8).

Wf!)MSA)tT)ttt Uober <!<< 7'tteWe der <t)t~itMM<h)- atM'McthfMM MM'):<!<fetw<.

(t'e)ttMhr)ft Berlin 18HH).



7« t'At'n'CM'H.

'<t)-i!tdnt)osupM-Mci<<'pi)'it!tt'dit)HMne<~<))n {{'t' i"ti"itMsi-

t)tit)'itM'[i))t<'t)!<Xt)!i.

Pni)nctti)t'tt"<tB(')t,r)H))i(t.o.))t<tb)'<'v<tt'otm«Mtt} toofMtt)i<f<

</c&<-«:trchn.ivt aHt) tbt'tue <)mtdnttio))M.C<H<nidnritHtm<mtt fortntt qmt-

'h-.HOM/'ittttViU'iabitiindipemtfMtt. <j)iMf)ct'ivitt)ntt

(t) /'=,~<f,<< (<f,<),c

ttuve )a suot'u.tximjM po' gli uhtiui <« si t'ifet'i~uttt.utt<jieco)ubitM-

xt'tni (con t-ipct.tziune) pMHo ))e))tt Murk' 1, 3, M. Biapetto-ai eoef-

Moit'Hti (MMtitHti) «, M~j))<orretnottoto chc il 'h'tortMmautM aiuxMo-

h'H'f~:

")t "t?"),.

"H "M-
A==,

M. M.<t n,w

che dicHsi il <<<M<<M<M(«t<edetht t'orttut aitt (Mee)t<odf( ~<;)'t<(formit

'jn.tdt'ittiea it')ntu':ibite). (Jtto~iMtno te Vitriahi)) x, n<'nettuove~,(!o!)a
so.stitoxx'mi )in''ar<} ontogcnett

<3)
~jf'; (<t ,<t),

't<'ve M;)iA' coftthiictm (oostiUtti) pr; aot)u<)U!t))U)tine, conacoodiisione

(ttt'OH.ssaritt per itxtipendooxit ()«))<' A') ctto il determuiante

!~)

t'=-

~p.

<' mw<M/<yfM/a i!M/t<«~<oMcaitt divet'M dtt zéro.

Mediitnto ht (3), ta fornxt/Hi <')U)}!i<tin nxa.mtovatOrmuqatMirH-

ti<')t/*ne))f!a:

(') t'or hMvitAutoattjttmo t)e))aMrittum [' indicM/ioxe()eititMtti dt)t)Ma(t)t)M«-

<H))tOohe«Ht)mt)ra<t«~«K.



[<Jt{~)K~['M{A't'«.'tH;t.):)tttt<'it): 7tl

(3)
/"=~<

r~

t!Spri)ttendosii)tuovicot'[)icicttti< ('ce tmtie)ti"etK'i <-t)t'tti-

(iie<tt)~<tena(~)coHMt'')ntt<)ta

(-t) "==~"f<?h.
M

)~')))M.ttc)))tit))t<,i))')i<t))do<M)A'))')iK<')i)))i))tt))tHti<'))!) /Ht'-

t{tm, per h) t'e){"~ 'uutciptitiMitttK' <)t't dt'tfrfttinuut', il t'<on<ut<t

tb))'))U)tont<ttet'fit)t'eMHod)t)ttti'or)t)t)))t:

(5) A'=AF.

Pt)nj{"sium

(6) X<== ==\'«.
2

't!H<ni,riso)ve)Ht')ri8t)('ttOtt))t'fdin'H<m')'),M)U)es<'))))'n'it)St'{;)u-

to con Ar, 'i' com~<<M<Mto<!<~t'«-'< '/< M,~ <;t A, <!<f<w~c<' A ~cs

xo('),t;iottia))6

(S*) ~.=~A<X,.

Aveodo rigmtrdo n qnestt' )))t.it))efortonk', Ki cxstrHi~'tt )a t''n')))aIl

quadratiot F = Xra:, o ai av~
f

F =~ a; a:, == Ar. X, X<,t
t'~t

Hussistendo fra le X le i-e)azio)ti (f!J o (6").

'Qneatn fonun F==~Afj,XfX, diceai ln )'ec<F)'oef<deUtt <' ))t
ft

retaziox' tra F 6 )Mrfett)tmeHtc im'ohttoritt, tr~fortoondosi F nc))M

cntia (6), o i))v<!r8amentc .f netta F colla iovoran («*), oho pob m)-

''hc aorivomi

(')K)gM<t)'dan')"t)e)<)etet-t)t)))tMtcA){!)c)c)ne))tior<cu)))et))tti)Ut)ipe)t<tt)ati

(~enMt<!))ereuttt<'<:))<'«f<*=!<t<f) *!)'«'< ocrivcre

ArR
]<'A <<</A

A,,='=
~fOr. If
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~t==

~t s

8uppo))ia)t)« ot-tt cite ht ai congi nfttM colla ttostitu<!ioue li-

t)farf(~,a8iit

B"==~A'X-,X',
'-<

Itt reeiproca tteUft Questa «< o<n)gia ueUa cotttt aostitnzione )i-
M!tM

X~== e

a~'r

ht netta cotta tMeefMt detta (3), poi t uetta F c6)ta («). Si oom.

poue coa) aua aoatitMione tineare fnt le X, X' ohé porta tt~F' neita li
F e ohé noi c&tootiamo aubito coUM regota <U derivazione (teUe fnn- n
xioMi compoate, osaervttndo ohé si ha

X', == ==:~r
2 oa:

`

c.
<j

osaia per tu (2) e per la (6)
e

(2*))
X',=~~X.

i

Qoesta soatitoztone tineare (3*) non <tiefer!8ce (tttU~ (2} ohé per j
la traapoaizione dei due indiet dette p e dioesi per oie ia M~M~e- j
se <f<Mp<M<<tdeHa (2).

Danque <<6~iM-BM c<M~M )teM<t t~dMttte M~<MMw
H)M<K-ejp~,), la fMtpfee<t F' ~eM<t<eco)t<<<tM c<M~)MtM~)'<etp)'oc<t F
OteMotpWM<tt)M~<ttt~ <a <<M«/M~O)te~<MpM<<t)p<,( i

Ne r!8<ttt<toho le A,, ai eaprinteranno per le A',t oome le ft'
per )e <t, pnrcbè neHa rotative fnrmota (4) ai aoambino i dae iu. (
dioi in eiaacnoa (

Troviamo coa) I<t formola, importante pet noatro aoopo

(?)
Af=~A'<. p,f ~.<

;<
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Forme dMfereMtat)quadrattche.

Most)udoa'af,a'MVttfmb))imdi))Mt)det)t.ie'<i
hM'o<)i&)t'Ht)!!)tt)i,<!<)t)Rtf)eri)t))H)ht forxot difterenxinte qu<M)tttt)'ic«

(8) == X"r (< == ")
fj,~e

ove i coetBcienti a,, Muttodate funzioni dette .f.

lu générale riten'emo che le ~): it,, sianu paWottM t'e«<<, «

ftttpporfcmo <!ei Mteftioieuti < ohé shmo funzioni ad un Hotu vature,

Cuite e ooMtimte iuaione tthueuo ttttf )())o derivttte pin'ziM)! ~Wme e

MCMt<teriapettc ft))e a'; (') e ioottre, ne) ctuopo di viu'ittbi)it& suppo
«M per le a;, i) diHOt'ituitmnte A detttt si, ttupporra <MMf«' (tff ~M'c.

Le teot'ie che amOfuno )) 8vo)f;ere coxservtm~ det rettto il toro Vtdo

ro anche Be le a: si 8tt)))Mm(;ono varitthiti cotnptesae e i

oooNoienti a, i'uoztooi aK<t<M<c/M"totnorfe of) caxtpo.
Se eoegai~mo uu qtOtiunqnc oimgitHuentu di variabiti, jx~uendo le

xi ega<t)i ad ~ttrettHnto fttnxH'n) (iodiptx'dexti) de)ie onove variMbi-

ti~t.

(!)) Xi ==/< ,e'J ~=~,3, f

(dove te /( si Buppormn))~ tinite e 'ioxtintte oo))e )ot'o derivate par-

Ma);l, e il loro déterminant ftmzionute -i- -).o) j dif.

~< ~.)

fHrenzia)i verranno a ~ubit'e )H 808titnz)one thMiu'e

(tO) ~='S~,f?~ coh .== .i
f~

Coal la si omgierà in nntt nnova fortUft dia'erottxiute quadrati<Mt

(H) /=~< f

(') Oocorreudo MMtdeMM derivate d' ordioe xxjMriot-eo' inteudefa tacitotoente
t)mM)M che MfBtttnoe <tMo ftatte e eoatinne.
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ovesarà

(L2) <
f7k ~<T-

1

Il )MOd)]!odetift sotttituziono HneaM (K))6itpptt))to Il <Ïetet'M)i))fUt.

t('ftU))!ion:t)e(JHOobia))o)

p (~' -<)

<'<;<a')'

che già abbimno dette diveMu dit zéro, e H: tm

A' == AP'.

8erbtM)do aiïe A~ A' i) xigoiHottto det paragraib précédente
abbiamo daHa (7)

f)- A r C~ <~

A,.==~
A.<. A

«- f'.t'e'

~.31.

tnvartantt e parametr) d)fferenz!a)).

Snpponiatno ont <U averf an' eapreMione forn)Mta coi coeNioieH-
ti ft, t deUft e cotk !oro <)eriv<tt6 (o'ime, secoude ecc.

'J~=1.2,
ex', f' f;a't

ht qn~je aia di tH)e Hatnnt ohé, operimdo «? ~K<tM<!Ntc<tM~tMeo<odi
MWftMKM<<~eMdett<<dotMe <tHea/, cM<tM c<tt~< MeMa<~«ca Mpt'M
<MMte

-"j"- .)
f~('.<[.

oostruit)* nette atHaso modo ooi ooeHtcit'nti <t~< della forma traafor-

tn&ta, e de)to loro <!er!vate; ai 'tira a)toM. <;he <Pè un invariante

~~efe)t.)<t<e della forma f.

~e in ))n' eapreai'ione < oome ht prcot'dentM entraMO inottre dette

fntMioni Mbitr~rio U, V in qn~tnoqtte omnHt'o, iofietne selle loro <te-

rivate, in tata gniao ('hf Mi ttbbia. per ~«t/x:'<M<)M«<<tMMH<o<« variabili



tKVAittAA'HHi'A~AMHi'i{)UU-H':KH?;X)A)<) <f

,jv ~-< r'V-~t ~U,t.
ôU

,)--f)«, .t~.t, ~J,
)t~ 0~ M'< t~; i f. <<')

ihtf)tt)et)t)«ch'')RU',V's)tt))«tf)tJ,V.stcsst'«)<' <)MM)i

pGrte.fitisiamtpotiti i)t<i-« vatoriixi'uftxioxc UeHea')H"fani

'!h'n':)tO't<)m~t)Y<w<'<)'o<<(~<)t'<'M.!t'f(<e. 8) chituntirà poioxtiot'ttt

un (Mn'amett'<)ditt'HMOziatt' i) j)ih a)t<t<Httine dutk' 'h'r!\at<! <<<</tM

~t<Mt<of~f~'a~M o)t<' vi <t}t"ttto.

Co)))eM.ive<h',ip.n':tH)''t:~<)ittt'(''tt}:i!t)[')i/'H<m<)fH[)r''SM)oni tbt-

tuttte oo) co<i(!t''i''ntidi/))) «))<)'t"mt))tt')"di ftmzioni inbitnt-

rie,et)envMted''i""fHt~i('))t)')''itt)t))))!f)"))i, f'/<eKOHc<tH~t«wfH

~OfMft~er WK tM)<<«N«'<t~~~«f(~«M< '<)' Cft)<(f<<(/t.

Ove in nHtt t)t)e c~pn'ssio))" )t)!))x'))i)m )'' fouxioni (n'hittttrte U,

V, Hiitvr& un invariatth' ')iit't't-('t))!()<' c fj))i t'ot'dine si co)t)))ut(')'&

dat pin M)t') ordioc <)<'Hettft'ivitrf <)ei (!M'ni<:i''))ti.

Pritnadiprocedet'ca)!~ t!')-:t)')Mi!)tn'')i <)t)ci )tin'M)nett'i ditt'')'t'n-

xiaH o))C pift ci itttMessa di o"nt)s<~)'< sitm t't'tm ohitu'ire il tm'httt"

ohé aeg'tm'et))~ cnHo (Maorvaxioui st'~xeoti (Uf. RtMoi ). cs.). Sttpttt'

nittmo di 0(nx)St't't't' nna ffM'mn(ttN'en'ttitiatc ())m<h'!)ticao <)) ~tad')

!<ai)et'ioi'M)K'i din'fn'uxifdi, i cui <!<)e!t!f)iontishmo t'otinitti fou qu<')tii

'te))tt fu)')))~ ft)ttd!t))x')tta))~/ e )n)'o th'rivntc. <'d t'v<ft)tt):dH)t'))tc :t))<!h<'

MOttfmtxionittt-bitritrx' U,V<')<u'"<)<'nv!t)p.))t)t)tm!)~si!tdih))<'

)tt)t))Mch')))nht)'<tu<'<)))H))tqn<'ic vj)riMbUi.t<ic!))t~i in ut))) i~n))!)

y' C'MU'Hitit ttC))tt S~KSO)))0<t" t'JSpPtt" ni))) f'ot'tttit tt!tSt'))'t))M(!)t)<t ttH~

funzioni )t!')titt!tri<* U', V.

Si dit'tt i)) tal cosu che tt) t'ot'txtt f' coMt)'MM<t')t))a fot'tna cdfe

ohittro chc, )'i~na)')h)))do t'otoc fotmc !))~<')tri<:tt<'(n<'i <Htfcr<'))xi!)-

ti), e eostrucado i ton' ~fmWctt~ <MtM«M<c<ttMo<M/<«<;) seosu a)(:t'-

brioo. si ~vi'Mnno nppnttto <tct pitrnnx'tt'i di<t't't'euziH)i di « dcg!i

i))TtH'i)tnti ditttin'nxit))), m'e~mto <'))e <p<'f)))tk'))o fmtxioxi tn'hitnu'ie o

tte pri\')t.

Le stesao oontmiMttxmMi Vtttgooo, pc) loro Oitrattere g<'ner<ttp, se

iti tnogn di una n<)!a ff')')))!t ('"Vin'ittntc M' ne consxtertUto piu, e<t

tHMom w in )uog« di un Ho)o s)8t<')t)a di dittt'rotxiMti M xe introdu

cono pih SM'ie iudipeodeMti.

~.M.

Parametr) d!<ferenz)a))primiA,u 7 (u, V).

Sp U ë uo)) ftU)!:i"ne Ht'Mtrontt, i) ann t!)H're))xi!))t' )))i))n'

i, 11
,<U-

r'.).
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<{"t << (Httfin'~) covttHtmt.o, poiehè utetttK'M)t)f))tM ~U== <<U'o

v"~ < ~<

,(' "f p

'jmn'ii ))<')q))H'imto'h~<)itï'<'r<*uxia)t<p)')tt)<t

(./L-~=\ '<~
,<)' f'.f<

abbiauto Utxt foruta q'tfuh'ittiot '{) covariantH ttUtt /1 Mtt indichituno

'-on A an tMtm)))6tro tn'ttin'Mrio lie ib)-)Ntt

+ '{' =-
( +

t.

,,<\ `\. I.

t)~ pnre covttriottte. n quuxiente dal discrimitxmte <)i/-{-

<'f)–) i.t.j
l.c.<f~,

pel discriminante A< 6 u)t invari<H)te asaoiuto Bimu!taueo delle

'tue forme, e quiodi po) prinMipio ~rxie aopra espoato t coe~
c<en<tdelle MM'Myo<eM~e AMe~o!~<o ~Ko~MM<<!M~MtMO <!Kfe«ax<f

~'ftmetft dt~'MMMK primi. In pi)rtio'))ttre oet cocaiciente deita pri.
)t)Mpotenza di A, ehe indioheretuo CM)A, U, doto tnanifeatfnoente dit

(14) ~=~A.
r f'.):,f~

itbbiamo qneno che ai dice eol Be)tra)))i il ~efam<!<t'o <H~eft!M.~«/e

primo di U (').

(') La propriété fttMrKMtHpa de) A, t: w) veritica eobito t potterio)-) ~tUa (l!i)

jMteMoiht

.TT ~A ~'J~U = ~!f,t:.iC,~Uf!J
A,U=~,A, =2<

-–=:
e ça;, ~,<. ~i)! f~ f)~

=. A' WY t

k

A'¡
k(I r Ûa:r ) I lx .~(}.. ~)'~7~.)~

~r

=2.A.t ,=-
L.

tt k f-cy c~t
1

Ul.
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SeitMHohittox'ontcoh V mm sotM'ndx t'tUtxiM'«*Mrt'itntriH. ne)

pt'ott«tto<)idt<e<ti<t<'n'n!:iit)ipt'inn

~('</V– <<a-
f,f.<<

ttbMtttno noovttux'oto mxt formtt qmtdt'utioa c(tVtu')t<ntc M e )f stef-

!<6co))sideri<ioui Bnperiori provmxt (thé t'espt'Msioue

VA~~
~t r f'f~

6t))' pM'tmMtro ditÏ'erenziHte pt'ituo (x~te duc t'nozioui ~rbitrat'io

U~V. Qoesto ai iM<tiohot-&(ion Be)tt')W))i, co) sittthoto 7(t7, V) e ai

dira il paf<tMeh'o dt~e)'etMta<e M~e di U, V. ? ohiat-o ohé se net pa-

rametro differeuxiate M)i8to

(1B) \(U.V)=~A.
f*,r <). f;.i,

si pone V==C Bi ottienp il piH'antctro ftiH'crpnxiatc primo A,

J?<e)H~)o.S''ait!n))))Ot)t'

/'==~

M ha

~=(")'+;)'+.(~)'
'~J "f"'

r.<.ï~ ~V ,fU~V cUr.V
\-(U,V)==– +.+.

f'f.t:, fJ'f~-n

e ta proprietA invar!antiva di queste papresatotn pertnette <h catco.

tarne aabito !e traaformatc ca~giando conmnqne tf variabiH indi-

pendenH.

C<ml uet caso di tre vnriabiti a;,y~ <, trHSiOrmttndo in ooorditXtte

poJari p, 0, y cotte fonuote

a: ==j) w)) 6 OM y == p «en 0 sfo == ''os 0,

aiccome

-j-
-L == p' st-n 'f) <
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HttM

(~nc~ï' c~-(~f t'~+
l

f~~
'cf.' ~f;M/ ~.W)'M\ l.

§.33.

Equiva)enzad) due forme quadrattchcdifferenztatt
e formole di GhrisMe!.

Dichuno <~t«M<7eM«due fortne di<t'et'o)!!in)i (jna'tmticha
<

==
«.. ~r < =

f.< ;< ~r

lit, printit in M Vin-iabit) a'~ .t:~ )" aecoudM in attrattante varia

hHi X', (dovf i coetHnifnti «,, Moxo funKioni <h'))o a!e t;H

«' ~t)" a:') <t ))t)nsH)i)<di porre )~))n prunn t~)i fn)):!iw)i .f. ttet-

le x'; chf ht ptuna 8) t:tmj{i !)HHttBecondi).

Pfr )'Ct)U)V!t)<'))X!t<)p))Mdue forme f' tnhtnqnH nct'~sfMrio c HuM-

<:i)'))t<'oh'* si posMnf) dftennhxtre )p ?fnniiioni incngnitc.

.<(.<):<) t=t,2,M,

M(M4-1)
i)t K" <tn sottdiHfare te eqmMio))) sonuttaoec a derivttt<'in ~uiaa fisf aafi~lisfsrre le n

z
1~ eqa»zioui il a6 fierivatu ~t

pari:iit)i<!e!t"<)t''))t)'*

fi) ~=~ i
-.< r.t..f.t'<

Sioootne il xnmero delle Mjat~ioni –L–i supHnt il oHmft'o te

<te))Hinc«i{'"t< già .ti pub pt-ovederf o))e ('eqaivatcuxa tJfUe dne

fortuo richiHdet'ft pitrticoiin't otmdixioni pei cueNcient). Per eMtnina-

t'e la cotnpa.tibiUtà d'!U« (1) coovut'r~ pt'ooedertt no) modo cho inse-

~))& ta teori!) KBH~ra)e, cioë ftn'nun'o to Wtnaziooi elle Ot'gnono <ta)!t'

per de<'ivaziM)f. R qui trnvei'f)))') antfitn chc baata già nna prim~

derivaxione ')<*))<'(!) t'iapetto )t totto le :)/ pet' e~'WM~'e <iM«e «feW-

t~e <eco<t~c<!e~e .MH<M< t«c«~m<~ete, ~er le <te<t(e p)'tMe, ~o /!Mt
0

~t<MH<<6Mee le M~faM/t tM~<peM<<ex~a/, Sono <)u<'Ht;«le formote

ibnthunfnt)))) ')i (~hrixtoft'~) che aottituno om a stabiiirp. Cooinoiatnn
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du) derivtttt la (t) t-t~x'tto ad uoit qutttunqot' tiis ;~<, o ponondo

fne))teoheit)<t'noM'tt'ttuziot)i on~ediitte dettes', te «,, htve~e

htoxioai del)t< ?, te tjnuti pcufthmm MapMnnnpar le a; ttvretMo

.f'M'f. ~<M' 't ~<
fr <

et' f,( ~c; o~'f f'-c', f~ f.t <e:<f f~'t fa'~ t<.r'f f~, <f',

Sca~bntmo in queftttt t e«n < M ueUo uteano tMMtM poi'tuuHtnuo

netttt no)n)))tt trip)a do) secotnio tuembro {;tt indici di sototaaziuue

jt;,<,Ot)dt))')«u)tH

,c«'f< 'c c"« r~. f~
rr

~*i)-; oa!t. fa. M'a't.
fjtt. c=

r r
't'.<L"t k

1
––T' –).

~< ..t,ft-~ tjc',fa''i t \t<~c\6iti'< ca:'f6i):f)a!</

Aocom pet'Htutiamf h) queat.'uttitoK )', < 6t)e!)tt somma tt'tptudei

scooMdo tnmubt'u, coule ))nre ttet Mecothto t~rmitte deHn sonnutt llop.

p)u,tcou&,et))tvremo:

i
IL" M't;f'

tf
«~ .t

(").= ,+2<< ,r-
'<' r fît '~ix; '~f ~'< '~f t ftIrlrA 'f'-c.-o~~ f.r<x r f;r, t~ f.

8o<muan')o la oottu (~ e sottraeu<tovi ia tt'ovian)«

~t'r
< cft'~ < pm' < c<~ t

o~
c«, t'\

<M~
o.<'t f~<

M' ~.)''f t'-f'; o~'t f~ 6.t'; c'a~ ~.t- e.t''f

t't

+2Z<
..t_

;t.i k

f

M'f'.t'.cj't

f

(ihe poaaiatno <mche ttcrivore

~~f< K''t< t'«'ft\ << 1 /f«jf fatj <'«,t\6. r-fj;

V

~.e'. '<~ tC.~ ~J- o.<t ,<r t~.

<)t

-j-<t,
tt k M',M',f't

Introduoiamo ora cou On'isto~t il aimboto tt tre iudici (di prima

Hpeoie)

~JLt~
Li

!)–t-. .<
[/J JI 2 \<5.t't M'j/



M) MMTO~o )f. '). ;!3

tbrmitto ('<))!&d6)'iv:tte dei ''oefttoient! <ti e la ateMu ttotaxione en-

<{)' "eeeuU Mt!opet'i(t)Mt)~r i aitnboti Mnatoghi par t%)tnt~ t<'a<tf<n.

tnttttt/j tiost )a (l<t) MiHcrive

(!8) P
r

't'=~
.r;

'2
!c

~'S.

x
r

J)
"t < l ~< r ~A~

1

SB itt qn<'at6 tM)hn))o ttsiti gli iodici f, < e dinmo <t f t Bttoi ?

vatut'i, ttbbiamo <t eqnttzioMi tiuean rispetto a))e Mderivute aecondp

c' < ~<.

f'.< c.< e.f~ (~ t<j.

oon detertnittttate tion )m))o, (') che puMaono (htnqno risotverst riapet-
to tt questc dcrivate xecoude otteueodo oos) le formate tM!mtn<.iate.

Per compiere quenta risotHitioue si tnottiptioht la (18) per

a'A'
1

eftaeNdo v, ;). due ioditii tH-bitt-arii e si sonoa) riapetto a jj).,t (ta 1 a

M, ricor(hux!o ohé per )a (13) pog. 74

<?.< ~.<'t

~=~<'
t

e d'attm parte

I~-<~<
=

dove, corne sempre in aegaito, i) simbolo t(v aigniHoa lo zero aegti

m(Uoi y oono disngoa)), Pnnità ae <==v; ai ottioue ccal

~<[
<

th~=~~<hi)~~+~~

IntKMtueiMno Ot~ i nnovi aimboti <H Ohriatotfe! a tre indict (d!
seconda spMio)

(1) St vede onbito tofttti eheqaeato & )t pMdoMode) dhethniaMte Ape)Jaoo-

blibuo <)(~P,<'n)
ambadue.non unlit.bmae ambedoenon uaMt.

O~<)
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)!

(~)

;2A,f" 1 ~<[/ 1

<mc)x' qa), t~tK~tod~ o't(;ti M<e))ti le fortttxzKtt)) anotu~he por
!tVt'emMt)'M)h'ffx'ttt<f)t'(i)))tti:

y

v
t'' ~)'

'J~ y

t. ~.r',

QnMtHsouoh't'u)'')tut~ftjtH)!t)t)f!))h()ittiC)n')Mt<)tt'<')ch<'ef)))rit))t(t)o
oei tnodo HMet-ito, <t<«e )<*'!<'tivntM seoundM '!f))e t'mmmui hx'o~fux'.

Ht;'&t'j"tt")"'ntoi[M')tt''ipi!~M)to'!tt)df'))at<'o)'iad<<iHist6)tH<)!

(;quai!)u))i t)iS'e)-t'))!!t)tHpurtant) a <:«t)chu)<')'t*(i)n', ')\f )M <htp fo)')tM

'))t)'t't'))zi!t!i/iat)M tt) «(Mt't oqnivi))<')tti, )«'))<' fot'tnote di t)-)t-

Kformu.ifiotto.f, == .< (.)' ~<) nu)) jMMaonoentnn't' a< <!t«s<Mmcchc

costtmti ttrbitturie it) nutoet-otittito
j~ ')

(V.' ()iùo)tt-e§.H6),6

f !a defiiaiotM Mu))'e<f<'ttivft aquivatenm H Hn) untnet'f) ')e))e ooHbmti

d* in~grazi")'e si ottit'oe in o~))! c))~ co)) ao!) 0!t)co)i <ti(tenvoKiooo

<*'!i etiminazione. Ma aospt'tt'iit))))') )M~ )notnento qneata ricerot per
d<'durt'6 pri))))t attre conse~ttt'oxt' tttt))e t'ormote (Lf) di Otristottc).

~.34.

Propriété dei stmbo)) a tre tndtc).

Oecon'o in primo iuogo trattoocrsi atqnanto sn))e proprietà <!ei

simboH di ChuatoCF~) M tre hxtici, che uapremo aempre ix se~nito.

1 Hitnboti <ti l* apeoie
ftM

doCuiti dana (17) godono evideote-

'neufe doUit proprietA espresaft daUtt fortnota

tt /.t)

<! '!)()<? (19) si riconosoe oho )o stesso acoMte par simbuti (!i 2* apooic

t'
fy'

7
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<!iu6: MM~M)&o~ « <)-<<)«<«!<(H )" u f~t ~c<e MOMe<t<t di !'(t

~'e <MM<tf<Mt<tot <<Me«t<<<etaM~tt'M~'t.

Oxtot'viauK) ttn<!Mt'aoh0,tMentM i ni))tt)o)i tti t" xjtOt'x'mMtOtt~rf!

M'Hi 'ti H'M'tût'tVtttc thti oo6fttt:t)t,i, i)tv(*rt)tnnpt)to oiMscmxt tti <tne(tt<-
<h'.n\'i~ st estM-ime ccme M~K'ttu di <hM<tuti ituubo): cotht fwmt.t.t

(~) ~== -L(2u)
~< J 1

P'MsittxM qui intrud'n't'H i Hit))bo)i ~i 3* spe~x', (x'i qu<t)i ai espt'i
mono (tnc)ti di l* H))ecie <'oHe t'ommte iovm-at' dt'))e (t9)

'A' !.<<i

I;
== X"t~(1~)

e attont ht ~rt'ced~nto <Uvt't)ht

C'<,j[ Vt'~ Vt~~
~)

-=Z !-2
«'-titi

V, u qi ':J.

tttiUftnn a qtx'sto tttthtn', cooviene ox.wvtu'e mt secondo sistetoa

di formote ehe psjtrimonf) xitxihnente to (tct'tvate delle A(jt. Pet

qnestoai )Mn't.!t<)n))a identité

~~iA(;=S,t (~='M)
i

esi deriv) rapporte Md;r~, dit cniper ht (20)

~j V <A iX~ r~y.

'.) -2<A"f ==- < -2<A,j;< [ <

v fAy,-

~(~ == A, i

i

<' tno)ti)))i<Mndo per A.t oo) sotnxon'e rapporto ad a si ottiene

(B)
~=-I~A~'y' <

`
f

`

[') fmp ('saMrvittXMaocorft nna fortootM t:)te eapri)t)e ta der!vat!<.

ioj;&ritmica de) <!i.tMri)uinitt)te A. riapetto tu) uoa qtKthtttqne Sk
com''

o)o)tA ~.f)«nA~< ('

~< r.. o.<'( <



t'ttOt'tttHTÀ )<)-;t ~t.\)M<tht ttt umt)S't'tU''t-'i-:L ?

:thMiUt)t'()M'tit (?0)

-A,
I<~ *< <'

)t)a)et)uM'«)f))<n«')''t w<m't"t'M)br« sotte fc" ('c t'ixuttit

dttHofttHH))tn)tre~t')'

qu)t)di

~A.
r-t'f s <

chc poSMi~ttx'tûteho .sct')VHt-< p''t- fit (t9), H<ttto ta forma dftiuitmt

~) <)<~VA _t~< ¡

r.r, <-t.

·

~.35.

Dertvate seconde covarianti, e parametro

dtfferenziate seconde tL

Poxsiaxto ut!)ii!i!Mf subito if fo))ti«)e i'outtfmmtttnii (U) pa~. SI

<)i Christ" pur <stt'))ir« fomtit <iiH'<})'<'))!:i)t)Hquxdt'atic~ y t'n.

vnriitute aHa e <:ont<'t)enK' Ofi snoi cfwtttox'nti )c <)ftivat<' prune

(-se''w)')M<)iut))tt'nt)x)tj)tt<itrbitno'i)( )J.

tn~iMM)')') )t) soUtu ')) U' ta U HH'sstt, <'f<))re8Mtp<n- )<' a)'

h)a)))')

C'.t- f.C~

t'<)f'nv!mU<')'M)))"t<'a;f',

,t;' <n ~)t '~ftJl i,
:~r~ -)-

f'.E'r f~ !t-<f'.t';t < f.f Il '< ~f' 1

S'-<t)uintt'<Mht<!ian)n; UvHtwe 'hUo 'ta!)e fonnnt''

r.t'

(M), ritm)~
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.L. )'- Y 'ji V< ~y

M'. i
M'~ < ,<

Ut'tt it)tt'Ot))tM))HttOtM)H)t!tXiu))t

(M) ~J~'
Y

-y~
f < t'~

o )t<)<~<en)ud«)H ))«btX)<M)ii))tM)uKh<)<'<'{!<'ft'centi pt'r la fortna trn-

Ht'onuttta )& precmh'nti si Morivoxo:

'~rt r~==~ tjf ·
tev t'

le qnttt), ~nt't-e'ttitte oo))o ()3), tottsttitno <:))<i)f U' ai eapHUtono

per le tJ,, pt'ecisiUttcttte wttx' i <'M'fH<!x't~i e'~ t'er gli Pet'c)~

ni ha

~!J'<r', dx', == U~<~ dx,
r r <

vatH a <!)? ht fonna tjttitth'atXMt

=== U'f, /f,
0

è coe«M<tM<eHt)Mforout Le U, si <)ico)t« (aecoudo ttioci) le de<-t
rate MooM~e<!OM)'«t)t<!dettt) fnnxitXtf U, custrnite rispetto a))it fot'tux
fon<hnme<)tM)ef. Opfrandu suHt) t'orxta covnritmte y (ch« pub <Ur8i il
tt)<fere))Kittte secondu covttnantc 'U U), come H) 32 su) quadrah'
<tet ilifflireliziale primo ~U, vcdiatuo cba i cut'mMipoti <t<'))avin-ie po.
teuM t)i ). ne) (tiaot'itttifxmte <!e)ht fut-toa

-~2(~.+).U,,)~~
A

sono attrettanti ptt~m~'t <M'<'w.:xt/< McoM<«deXa U. Fra qn~att il
))i0 importante è que])o do))a pt-ittxt poteoxa <)i )., t'hë R) ittdica eo)

aimhoto U e ai chi))))))) it pftt-<tw«)'o et<~ewt.;t<t~ MeMt~o. Hsao è
'!ato (lalle ~rmo)e

(32) A,U==~=X~' -Y'
'<r r 'f ~< ,'< ~.f; t



MittiVA't't: ~KCO~M COVAKtAX't't Kj

A qtteataettjtreM'~ttt" 'h't A~U (mxttittm't dtu'e uo'ttttt'H t'<M')naitn

))f)rb<ntH, (t)~<M«<nxnttt tn'))c itpttHMXb'tti. l'ertnnh'mto )t dt'Htt't) npXa

m'm«fit <t'i)())tf;ti i)n!i <,«,)"t«!<iM'nttM!r)Vf')'M

A )! Vt f' V A t'

~U~~A, -A.< i
f,fi t.<.t' ')('<<,

odttuche

Atr–V ~t ~V/V~ )'f':

"h.

Om ftbbituno, il o!tnaa <)e))M(B) pug. 83

t-\A \A ~f
e

epfr'iihotx'hH

c
f'r

<.u~~<;
.iY t~r.rlrx- -ei.

ir io

'+~ r ~I e G'·I'r I r, i Î:.1'e r i-

Hoatit))cn<)pit)qn<ttnt)('r

i) Mo vittorc dato tht)))t (0): pni ftorivtXttt) r n) posto 'ti

c~

< oo«)<' indice <t) sotttnttxione, risattu

A)ï Ó. ~A ,r \'t ~K~Af'U U
~'J=2t. 2t- 2< r

rC.t' (!.f, ().t'r o.t',

"inCoe

(M) ~J-=
~(~~À~).~'Ar~~ f.

ot)ecida)ft~)r)t)t)deH)))tivft)-tchi('f)ttt.
Se si ftppttcM qn<'ota ffuinota in pat-tx'otare a) oaHOote la ah.

hia )n fortnaona) dett-n ot-t<)(:o")t)<' (ooi m'tiqnndt'nti de! difh'rcnitin)!).
eheacriviamo



8f<
CA)'t't'U),Utt.

/H,=<~ -H,'J.H,.((.

abbittttto

j!A-:tt,H.H~.A~i-0 p<-r<- ) x

Aff==;
i

H/-

<'t)U)tt't)

i
1 ~n,H. ~,n,n.

n. n, n,. .< M, ~,j M-, H,

·

~H, <'u~
1

H,

Ut)8)ue]e)tXMditrëVttt'H)hHi

t U~
i Ill

~V4-
/'iL" (.,

H.HJf, H, /.fJ H, t.< H, ~J''

~Met-MMt'cKe.rt'r le fortnx din'ct'cozitt)! bh'm'if, qnMti M) preMn-

tano M)))t geoiiiotritt inHt)it<Mit)))t)M<!t'))e Mn~ertiott', i ptntXHetrt difFe-

n'nxiitii iotro'totti

~u,V(U,V),?,U

btt~ttux) s'~ < <!0)U(MMr''ogN! nttro panHoetro diiTercnziute. 8ar&

hetm pero conHxtcrurt' qui <i0p!ic)to)t)t'))tn nt) ~)tn' ~annuetro difEB-

Mt)xi<t)« s('<:ot)f<o)))o)h) i)))portt<nte. (<)('!)n tcot'ia <h')!' Mppticabiiità).

Qn<')4to è il Mue)'tt':ie))te di iu

1.

«,,+~ y

~.+~ ~+~

('))'.e.oe/=:(~J-<<j!'siha

U=~-)~-)-~e, U
/r' 'M'

o inecuntinate ;)<))!<r),eooetxto

/=~'+p'<<f)-~ !/Wh'0~,

t tf'f~ t ,<~J\, 1
AU==- -n )4- jscnnf,. )-

p- r,p 'H<'nC<:0~ f:f'/ f«.n"C~'
t
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ct~sHH<tte)t<'«t8i)t)b«)oA~U,t)K))t!)qtm)))i

(~) ~U==~
"))«i!J–"H

H8fMtHie8pr)mf<)t'treBtopt'rK)'t')"

~t;(U.A.L-)-U)

u-

(V.' DtH-boux T. ttt iMtf. ~60).

~.sc.

Equaz!ont ai d)fferenzta)( tota)) per le p. j;.

KitontiMtm) tttte eqttftzinxi (tt) <!i Christoac), ohé abbituno d<'(totto

t'.))t)e mnseRm'ttxe di<ret'H))zia)i dt'H« (t). Se JMtt-o'tnoittmo, eomo at-

Hfttaote onove fuoxif'n) i))t'oK"'t< "tt'~ te toro H*

')'')') vateprinte

(~ f

)f (U) poiMooo acrivet'st cône un sistemM di ('qttaxiotti Mi'tia'tit'enKittU
<<'[!t):per le nostre «+«' funziotn iocognit.e .r. p. 0 cioe:

v jli l%.f''r< == X

<)

~sr;2! ti Ji 1 IJ. i, 'l' v'

!'))t' qttnt) dobbituao roi agginogere, oome equnKiout in termini thtit:
<r.t le a-, p, le (î), cio6

<U~ ~f <.p.,p~==n~
ik

ï~ (t*), (H*) i))ft)ptnp formano m) OtM)<l<'tto NMte<Kn<M~<otu dif.

ff'Moxitt)) totttti ?)xu on) andiMt))o a coxHtatnre i))t!)t)t« che le pqutt-
xi"ni otte))nto dc-tivaudo 'p (t*) aon" {;iu confK'gUf))!!<* de) si8t*')n!t
«tcsao (1*), (H), l'it) pt'eo)Mtn<'t)tR ttimostrituno oon On'istoNot (t. o.)
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<thfm'd)dto~pKtH)"Hoddi)tt'atteh<(M'~).toMU'MU)<" )ttt0he)e(t*)

<tu"ttdo)t)ft)M))opft'uttMiMtc)))ai)tixi)t!<'divtduri .<' dette variahiti

htdipeudeoti.

P<'))gi)M)

S,, == 2< «it P. r Pt< i
il

e a! derivi rispetU) ad nna quatanquc .< }K)B6t)dox~Mte at)e (H*),

onde

fa,, -a.t ;r
==~ ~<

d.f, ftt~f

'c ~ff
z 'fi

~t<
r «< + 2. «' ~<

<t f't r <tk oy;r

Soatitueodopertederivate'Mfe~tVKtori tratti <tat)e (tl*),e Il

ricordHndo le proptietà (lai ftimboti a tre ixdioi, si trova

de"_ jr t~ n
+

1/1ti n
~-xr:f~+sr,â~'r v

t v ` v i 1

()-,<(==1,3,M).

Queato 6 per le S,, an aiNtem~ tU eqtMxi'mi ai ditferenzix!! to-

ta]i, MKMWcd oMo~eMee,che è ideotico, per le (A) pag. 83; a qneilo

oui soddiafMno le o' oude sHgHf ohé ne~ H)ixi)t))))<'t)tep6rx'(==.~f,

aihtt

B,<==~,<, f

queste cguagtianze oot)ti<)uent"no n «Hsaistet'c fer tutti i valori detto

a/. Coal bH8tMsoddistore H) sistetua di<t'e)-puxi!t)e(M*), agginngendo

tM))tanto corne coadixiotti !MMaM le (t*) le qna)i vincotano i valori

i 1 i 1 Il
tt(M4-t) 1)

'fi t,iniziati ')e)i« .r. M cott cnuMiot)), mimifesta'ncHtc !ndipen-

denti. to qneat<' condixio))) )« teoitt K<ra)t' inMcgoa che il siat~na

intt'K')f ~c )"fe esiatc) contft-ra «< M«M<w« costanti ttr.

bitnu'ic, e oiô nvverra qnandf) anch~ iH oonsegxenxe ditfeMnziali



K~tJAXtUK) A) Dit'FKKKXXhUj) 'XM'AD St)

deHe (H* rit'or.t-itt't tic) xitttexut ttte~o (H~, (t*). fut)tttt« ue conota.

<))!<mo Le /ofM<o~ (M/ff p)tf ~cMcr«<<:~'a~nM~Otte </< KM<)/b<'M<t<(<

/~<NM«<e ~<«t<<fa«e« in M ~fM~t'/t <4 )<?'M~'« pOMWta COH~fO~'O

tel M<«MtM<~ ffM<«K<<«t'M<Mf«'
2

Qttcoto V)t)e io jxn'Hoohtre <t<'))f cvt'otmt)! trutttbrnxtKiont tH )tt<tt

t'onoa lit aÈ, e poichè htti t,ntt)t'utt))Mxiut)io<Mtitt)it)t)0))<))t)a))it<'Httnm'nt<<

nn gruppo couMuno o (tiBcoxtixtX), Mooodo chc nette fotin«)e (ti tKt-

sformaxiooe Hguraxo ()e))e costanti )n bitratte o neMunn, ne de()aci)t)))'t:

Le ~<M/bnM<M~oat<<<«Ha ~onHa ~~««f/c ~««h'aMea M wie-

<<e«N«t/~fm<M)<~<t<MXtMttHO~«M~'X~pû eoM~KWOcou ~w<t-

m~W.

lu générée, proaegneuUf) ta tiofrca conte <' i)t(ticnt<' dx)))) teoritt

i{enera)e, dobbiamo «ra esontimutt )<*t'onae~nt~Me di&'fM'xzitt)! de! 1"

ordinH det siatetna (H*), t'ioè le CMM~/MM <~<M<e~'<t/))7tM,le ()Utt)i
ove non aegmuto già )t)gcbrieM)nt<!)te <)aHe (1*), (!~), dovrMOoo fuscro

:))!g)unte a) aiatetnH.

Ltt ooatrttzi<me di qneste fondi!!)')))) d'itttt'gmbititM o) ootxtm'rA

inottre, nel caao bitmrio, a costmiro ))t) i))))«M-t«)(toiovariontc <)ia'e-

)enzin).e det 2" ordine (ht co~ <!ett<t curv~tttr))).

§.37.

Le condlzlonl d' integrabiHià.

Ppt'formnrpqHpateccntHzifmiH) poo npcrar('M))e(H*),<'vv<'r<)

'i)t))e(lî),))<!)tno<to at'Kt!M)t«. Soiviouxt tf dnf furn)n)<' (HC)n'i-

ftotfa):

) )"

~e~
<

V~f~< _'S'~Y)~

~A.~
"<' .K', i

e, tierivnndo ht ).)-ima .-iapctto a j~ seconde rispct)~ M.< a..t-

tragghiamo o)neLt<')t(!o i tcrmixi chc si d)8t)'n(:g" il <



C.\t'tTOf~H.7

V
IÎ

f'~J~t~ <~r<f
) V~'t

i <t f.t'i

~-<. < a
j&

t

_v~'f c'a:;
f~ ~y t;

'T/')'
-I-

i:.r·' <s
jt i

+
V;t;lAOilJ) ("l,ï (;1:'(

t
(',1;

1
~'·t`'t

°
-) V Nr

a

~,y

r

<

Se in q)test<t ftoatitxiatxo per te derivate apoonde i vatori tratt)
fitt)~ (tî), ai vede eue i termini oontpnenti t prodctti d! <)oe <ter:-
vate printe ai etxiono. e ca)t(fit)t)do cot)v<'))ipt)t<'mpt)tf in ftteuttf
della 8fnnn)e )a notaxione p«r gli in~joi. s) <lMfat- cotMpMfit'K)e Ktpsae
<)erivnto nei tertnini o)nn<ogt)i, troviatno )e formole:

f JL y ~<

c.t-. M~

~fr.A< M.U~W~ 1
'))~

~vf-L. ~)' f~n~~i~
=

r.
i ~(

-I'1
t -1- 1 I J t d ~j")l ~J; sl'

~f~i~(''hnj)~

le qntt)i aono già le cfrotttG coxdizioni <P h)ta~r))tn)it&. Ont ai MMervi

c~ <9.)-t
che i ooffttoianti <U a qnetto do! ncodotto .) ~7'7' "eUeehe i aoefttoienti

ëa:
qnellu det

~ft c-v y

mlle

aotn)))H de) aec(~tn)o n de) pruno metot'ro sooo coatrniti cotta atesan

tegge, P uno rispetto ni <;<)ffS<:x'ntidMUMf, t' ttttro tiapetto )t qne!H
de!))t y. <Jf)))vie))6 iotrodurre qneato ft)rt)))Mio))i oome nMovi ahnboH
MQuattro indici e noi porrento

(28) (, =
j'j- ~H Eff f ~f

( ) ( ~j!.J )~J;'

dopo ~i ohé le t'<n)dixif)))i d* itttpgnthnita, ttsxonx'ntono Ja form!)

(20 ==B~
.t

t
< f

In Hn« a<Mi))')t«tti !<i)))hf))i
)~,f/t) dcftniti <)!<t)it(M}, che dit-ono

di ~MMj<t <pfc<e, inh'odm'rcnx) jux-he ttoi aitobo)) HqnfUtro indici di

~)'t'M)<t<p<Me ox'ditXttf ti) totomht
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(27)
(~<)=~

t

Y

1

')!)C)Ht')ft«)v<'t)<)«*H)))n))t

(~)
~Ai=S~<

x

''o))!tf)n!t)f('fi}t)-i)))ifU)H'invpMMtn<'Ht<)uenittiM'('o))dM)wqnt'))itt)

]tti)nn

8eomt))n)tip)if'hittmo))t(2C)ppr

f.

f'Mmntianx'fttntti )Vtt)m'i'))'A'<8ft'VMdf))6(f),<'tt''t))Hn)oin

tinetefonn~tc

<rïD (~~)'==S f~)") -:X'J,¡¡'(

~'<) ~< t

<-))?«ono pet'ffttntocnh' <'qniv)t!ottti n))e (2S) f mppt-MentHMM)<' onn.

dixioni <r !nt<'f;rnbi)itA sutto !a forma HnMtp.

§.38.

Simbo)! d! ~)emann e loro proprtetà.

t simboti qxuttro iodiei <!i prim~ Hpacif ~'t, tA) erano già atati

itttro'totti, ))r)mtt che d)t ChriatoBe), du Rio)))))))) in nna tnemona

posttuna ('), e ai ttitfttttM* i <MM&o~di ~te)H<!tM).Uoovittne ohé ci trat.

foituno ft!qna))to H)t))e )oro p)'«prietà eapritttaodoii at):!i tMtto pei

sin)hn)i a tM indici di prima Hpeoie. Per le (2B), (~7) abbiamn

-==2~~iJ-E~~rY Ô.r.h ` v
i

t2(!js~)~Ji~iJ)

f') RtKMANM'fWKttKH. PoxttM<))<<t«o«)'!<A<)tm«ef<<-<c.,pae. H9! (!* edi~iooe'.



!)2 Mt't't't~UH. ~:M

Ofttxihn

?~ t.)==L f"

A

v "4. 7,
Iji

J.

i~Jj- -J.j"[, 1

oquiodi

~==-A. 'j

H

rsri~r'A
v'

'"?!<<) z.h!~ ;)-

Sostituetxto pt'r )oro rinpettiv! Vtttori
pa'( tf-ift

~f' '")+P~'
=f'f'~1

~·

'f hj
resbt

~==Af'- 'r' iri-f'lr
·

~t ~tf < f'~ j< j'~r

fbnnottt ohé, eaprimendo i fmnhn)! di secondft apenic per

qnettedi prima, <tivent)t

"t~ f" h +2~f"!f"
I

-fIMf't./<'j h /h"!u 1 f'[N'

Se in fine Mvitnppiamo eeH'ttivnmGtttf nel seconde menthro i pri-
mi due termini ctx* soto cftntex~tno le fierivttte aocot)dc dei eocft)-

eienti, abbiantft

(30')(~.<A)='( j ~i-
j

(,.k, ;h)
\f<a!f ~.Tt

r~

fiB, f'.)'t ~.t!At'itt f'~f ~.K<
_i

L~. /p~h'~ ~'N~~h'tt<.t!< .!h!)-



ftttMt!OtJi))<UHMAX!< !M

.t)!)<t)n't<t'))ttim<iM(K')t(t)'ttnt)itt)t'h('sitm

(/.< <) == (<A,

(il)

W~)~=–t~fA), l

''tu6)M'r)«scu)t))'it)(h')t)uf')'t'htti, co)))t''t<'it)no'«'<;f)))')iimti<'i, il

va)"rf't<')simtM))ottiRn'))M))n f;)t))t!iit x~no t')t<'qnimti}m)'MB<'

s<))touK""t't!" (M*)'< ")H"t'<&

iG

( (y/<)=~(~)

(~

( (t- <A) (W, /<A) (t-/<,A~)= U

To)x'))'t" tionto <))qxcMte t'f'txxioni, H) \'cdc t!)ci)n)ente(ChriatoS'c)

).(!.)t!h):i)t)t)t))<'r"N,t')('iM))))tn()i<)isH()ti<)iHiM)ttit))tt))ftKV)t)'i!t-

hi)i~')t)to<ta

~f"))
~=.

1

)n)'H)'tic(')a)'t'X,==l,N,==«,2Hf"!c.

Gaso di tftimitata )ntegrabi)ità.

tn K<)'* ''f""tixif)))i 'ri))tt'K'')tbi)it& ()H) ""ovo

')UttX)<))))(t<')pt')t<)<t()r'Ht)«!tU<'(i))t!)g.7<n)tt vih.n')t)''))sf))Mu'.

Uc'))tn'« nt«tto notevot~ in cui ''sso ri8)))tm)o «~K<<e<tmeK<eaoddifi.fitttc

Mtm'M)trf'it)C)ti,!<f'))!tn<<xft'e i<!t*t)tHi)x<, MOtwoonitftfoMxxet))~

hmth('dt'))''(t)!<tt')!'i)'.tniH)))whteioitMi,pcrqt)!t))tOtj;i&ftièd«tto,

)t'(t), (Il) foruM))" ut)'<)!<«'«)!) o<n))p)ehn))<'))to i))t<'{;a))i)<'o)ft()u<'

fortoe aono Mqnh'a)c))ti, nutttjmt'ttuxto tf t'o)')))o)<'<]) t)'Mf<fn)')))axionf

o'Mtaoti tn'hitnuit'.
2

A" o<MO.Sn)))'M"i)ttno e))Mtxtt) i ttont'oti <)) ttmnxutt) per ht prt-

)nMforn)H /'si)t))o )n)t)i: )< otusa delle (tH) )« stcssodovt'àaccit'n'

[M'r ht t*e<'o)nt)t/))<'))'ipoteMi d<'))tt cqnivfttexm. Ma invcrHamentc,
M aooo nnlli i fi<)))x')i MioxatttUHoi tanto ()('r )' mm ohé per r n)tr!)

tonnt), !«(!) s~'iHntv'ow h) tn))tei()ottit& été )h)o<'on))p/Ho-

"("~)

))oeqniv)t)e))tiH)oo nxx! Per ottrc, <)M)punt<) divisa



<M t'At'tTUt~ tt.

t'fate, è ncctMitwiu )tj;i!;iu(tj{< <*tmh' ttu« fot't'tf xt~cbricttu

`V
~"ft<f<<t~<t-<t<'f;'<' 4r

(dovH c~t) <t't-a~< ittt<')tdt)Ut)o i vfttm-i !)!<t)tnni dai cuftMtiieoti ('fr

i purtn'uhn't niNtfnn ?, dethi VH)'iitb))i)shm~ tttgfbricMNt~ott' <'qui'

vntenti per aoHtituxiuMc ttttHMt'oM«<e, oio~ ridt'tta )t fMrxtn <trK)go<ta)e

preoeuthxt )o MteaMotxuoft'~ ')) owi'tt''iet)ti jxMitivi (te~gc (t'io~rxia).

Um osservitttMO cix) uu<t t'ot')t))t a oofMoieuH <:<'nttt))fiha ccrta-

moatu nut)i tutti i tthttboti di Rif))))t))tt e quint))

A/MMC/te<f<~M«t f Sttt <~MKMh~e a4 «M<t~b~<t« ? CM~C«:(~< C~.

~M<« è «MM~Wo e «(//«)«!~e eAe « «MKM/<<w<««' t «Mt~M t/t ~c

m<tM). K in piu-tie~htM Mi n"t''& ridurre uXtt tbrtott ttOt'tunta

+ +

d'~Vf t'ittMt'noit ë Puoità. positiv" c tt<'};Htiv)'.

Mtw. S))p)Mtt)i)H))oont chc p''r t<t f'o'tmt i sittthu)) di liit"

OtiUit) (~<A). m'ttxa CMH«Mm)))i, 8J))))o itttti pt'opoMiut))))), pcf U)t

fa),t~r<' <:<'8t!H)tt'C, Mt )t)i))<'ri <te) «M'ondo <n'dm<' dft ditternnioante,

Mf'<!f)t)<)«tit tbt')))uht Mf)fUM)ttt'

(~<!) (' t/t)
= C («H ~'M <t ),

ne) qtta) <;at!o, p~' u))n ntK"c otte ~jtp.trirA in u)t''ciuri attt')), si dint

che la /«fM<« è <~ e)~'M<«)'<t AtMM<tMM"f' c«~««<e C'. (J1 oaso pt'e-

<!ed''))t<' t:f)rt')f)«)n')e txanih'Mhftt't't~ n) t'aso de)))) <!urv)ttt)t'tt C ouHa).

Om te (tH) ci <)&«)«'

<. < ~A
(~<=C («,f~A–~A~ ,)-

,~A h "Y ~Ba

<:he pcf )'' (I) m citnKiMM"'<)))'itf )f))<' <))f)'H

(29*) (a~ ~y)' == U(«'~ a'y <t'~ a), f

(i <)it))f)t!tt-<U)0che: <o /M'MM « ~f~t~a R<eM!<(KM««MCM/«M<f

C, ~M<(/tf~«f /0!'MMt <«M<<!K(e «d A't itteMM 0)<ff<t<MfMdt

7~'CM«tM<tt'o~aM~e C.

(h't), 4))VOM)tt))C)it<Ht' !m)<"o )« st~xit on'vatora di Kit'tOtmn

<'<Mt!)t)t< KMHcud~!<<)ddi8<<tth')« (20), (29*), )" oundixioni (111) t-isu)
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Uttm t!<M)tt<'Kttt't)x''tt)K<'hrn')n' (tt')K' (t) ad il nixtmtttt nnsto oi dia'ercn

):ii)tit.<tt)tti(t~.(n*)t')Hi)))iti(Ut)Uf)tœmt<'t;

J)M)'qut): ~tte /<~Me ~t~<-f)~t<t/< ~Mftf<M(Me/tecoK« M~M<M«<t'«<-

Mttxfft<<<~«;MtfUt« eu<<(Ut<e«Otto M'~t'e e~«toa~M<) e M~e /'o<-M~~</<

<<'<t~/Mi~M«~w«e~/<'«M« M<«/ft e<th'«M« co~«tt/< a~<<)'<<t'<e
2

L< jM)t'tic~))t)t<!)b)~)fm)oil tiat))t!)tu:

~M< /Mt'M« <<<~t-C«~)<(/<'<t KCftfM&t/t, C~<<tCMt'0(t(t<f<tdi A«MM<t!<

CO.t<<Mt<<«WW~<' MM~'K~<'M<t)t<M ~t <fa.<t'~)'NMMMM<tM ~<(<MMCUK

)'<M-T' M(««/M~M.Nar<tmetr·i,

At;fîi! i" M' K<;)txtt'titoxsUitxiune, o))e il <iHMOHupra cun-

HhtMMt''è)'nni<'u in HHi)t't'<))-)uu)''))it)-!))<t't)n)))txit)f)t'o())n tM'rtMttt'itil

m;rxaium unumrm
«()t-r-) t

,li r~uKtanti artit rurie.toassono )t')ttt''t'" )")KMU))h- )t) (.(.xtMhti M)'hi))')t)'ic.

~'to.

Forme quadratiche simultanee ?

e forma trittneare associata (/).

fnsic)))<'H)t!t<t))'tnittt))x)i)))tt<t)t)))t'

/==X"r.f'~
f j(

itiMtttiscritttittitntt'A 'n-'i'tt'rittmotm'ttnTittorxotqnadntUt'.t

~'))t)))n'f(«', <«'))"it.<'f<«))tt)N«'t-)i V!ft'i:t)'))):

?==!< <<

itit)icwt't)oi<'n)i
)~h-;un)<)t'sse~'tnnzi<)mdtd<)(-))('St'h';)-, ov-

\-en)cotttett~t-t'!tt).t«-<))-fttuit.t)t)f<t. )<))-o .jfthMte.conK-pun-

'U)OMt'totH)t)tMt-<'t)it')))i!!i<)tti!tt-hjh'!(t'it'(')<n'<)()M)-i\-tm';n))ti))t)))pMto
sotioodo <')tNoa(ît:t:< t't ootxtiitiotx' t))x' lit sitt <wf«W«~<-)))).t

~<~pn~~Mm~t~)~t~ ~)~~

<<ivcMinit!tt'))))')i(!Jtt'"n-))xiaH, <w«'MM~t'siMtMt<'Mtt)))M)sn')t)!)tH

.<?: <)nt'staf<)rn)!tniHn''ar<t))))))ttt))tM''ittt!tittt))<)t-tin)i!a,t'mnovedt'<

't"))M)i,n(<))t'!t)')))H'.i<iti()t)it:t't)t))t-t)io)«-.

~)p)M)tt)a)m( <')))', pt')'mut ))!)8t'")')))!ti!i<n)«qtmh)nt)m'<)<*))''V!t)')a.

)")i.t)ot)t'.t-)t'sit'at)t{i))tt)'isj)('tti\'atut!))tf'i)t



9U r.u't'roho tt. 40

== 2 <. ?~~S
f.. r f.' r

cjtM'MdmttXttttft'rtxoht

b
~<-

a â.s.r â.s'rf

o)tt) <)et-ivitm)« riaj~tto tu) mm qua)u)'q')e .(''<, co) M~titHire Ht)! ?-

c<jn<!otMcmbro itt)o (h't-ivitteaeoottfht i VM)"Fi<)<tti'httie fbnnota t'on

<)tHM«)tt)t):tti Uhriatotït') (H) pag. 81 cox! otteoitmx'

~-St.

~t vt~L, 'S'

r d.rt Ir.
Gkti

l ~1
Gi

t`( da~t ~·y âx

i sunbûH di UhristuH'ft eaaatxio custmiti ot golito j'er ht fot'M'M e

pt!rttttnt8fornmtM/\

U pritBu mewht'o dftht (30). ed i) <!o<'fH<;ientedel pt'odotto de))M

t)'e'!<')'i\'Mt<'pri'n''))'') sfeo'xtt~ xot)') coftruiti np~ostcfMOtnodo,

l' Hno ritpetto aile t't))-m'' trt)S)'urm~te/ rnttro riS)Mitto )tHf pt'i-

tuitiv~ e lit (30) 'tic'' '}))? ht ~o<')Mf<Mtttt'a

..?~sr.t, kIf ti:Tt
,i

il 1-1'
1.

ll(b

è nmt f<tDt)a c<M'<!t-t«M<c<t) Hiat<'m)t y. Queste eapressiou) a tre hKtici

~&;t v[! h. ~f~~t
IL

't Il' !J. 11 i

veogono peroR) dette dal tHo<u te derivato ouvariaMt} de! atatoma

(&{t)deio«eM<)iet(ti risotto nUM<bt'm<tprhnitiv& EaaesianMnnono

ittenticameute Me Ht t«)!te~=.t!!o~6ft=«it, ndHoendcH) a)tora

aile formote (A) paK. 82. M uoatro Koopo dovremo HOMidetttM attre

espreaaiotti )< tM i)"!ici cha naMeouo daH~ (31) aottr~eudo da questn

queUtt ohé se lie ottieoe acMn'biau<to A eott che in<tichcremo col

Htmboto J~;

[)&,t Ab,-) ~E'ft~), 'Cf~~)
(32) Gur dlyx. i1bll _.i_ fi

G
!,r

fil
G~,(32)

.2 J~ 2f~t 11 ~t~!
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7

i)at)<t (30) abbttttnu Mttm)f<'at)m)f<)tM

.o~ ,< ~t 't

(.M") <=~~f~
t/:e,. ¡' c.r,

1 1
1

c qttiudt fe coi shnb~ti <<, H intHchiMH') tfo t!ivoM) Htat~ttti di

'))fte)'<'t)x<)<)i<te))<'v<u'iHbiti, mottipticaotto te (33) par 9.c', D.~ e

xonttMamtMriapetto )td f, <, (, ottenittmo

2 & D~ == X D.Cf
f.< t.<

DuoqHO In ftn'nfft tritinenro

2 tttf <h', 5.t-t D~

n<*)tre aistetni <ti<ferettxittH f!, I) è untt fomt') wvMriattte !t) 8i-

stemit etMmHi dira: <« /<t)ittN MMtMat'c eo<h'M<<<tpar ht fortXit

rispetto ))<t e si )n<ticbc)'&cou

'?)==2~D.

Ë d)t oMerv)))'ai ohe )o tbnnnxiooi deHoite <t)tt)e (32),. M«)di-

xfimot~te identité

· ~M+~M~O U

(")

/Ji/¡I + bilA; = 0

(a)

( &.t< +<'< -j-&t; =0. (')

Om Lichittro ohé <'awMMMa<'M«!<'H«oo<!eM<t/ot'MM<<'Mttt«t)'<i

p<:t'C<t<mt~t<n'<t<K <t(M{< OM~o<eMM& e<p~tme MK<tt'e~M!~ tK~-

Wt!)t<<~'K <!<Mforme, Cte MKM<MaeCtO~p~' <j)M~tt~Me /.)'fM/'c<

w«2tOM di wWaMM.

Mérita particotare attenzione i) onao ohé par suenn~a forom dif!<'

Mnzitde f ai tMS(nn<til <UH'ar6nzi)UesûMondo Movarhmte di 'ut)t int)-

xione arbttrMi~ 0 (~ as)

?=~!J.
c,

it

<') Ne se({ae che facaMdn e~mt) t tre aiateftti di di<!bM))!!im)id, t, D t~ fonM fo-

)"M ~t tb~ <h-t avret'be ))« oijfotNcato pttramaMte fernttto antmOtuxtoti
<K

MtntieotMntt.



CAt'tTUM )t. 4<t

tnttt)<'a.st)t<-f<t)t)))Mi'mt)tt)'M))nthiU,tj

Utkt_dllak~Utt-+~,li ktL,t IiltUtr

ni ef<()ritt)<'n«)K'r)~t)M-ivat('(tn)))<«))t<.)(Htt)i Mpotohnboti t)i
Itt~tott)))) cou fbunute c)~ ))tH!t!tm« a Khtt'ttic~. AttMtono

't't~ ""3j

(M)

<?.< t'.<-t y'f;<

~u ~.t~~tr
u.)== -2<'

f'jf,~t ~').

imti

oU.t~~U;; ~)<~t'~ ~)<A'<f)C

ë.) o~ t'a-t /J (~, r.)-, ').'

~yf~ 'f yc~ __yt~
),r 'J ~?x; '<

I <
tH

OU ë'U
Sostituendo destra pt.)- 'e papreasioni equi-

Vidcnti per le (33)

u<Y~f~. u. j-v'L
t'A'A.,

e )aeoian<!o a deatfM i soti termint <!<)t)teM(tt)ti (co) traaMor<are ?n

aiaistra quetti cot)
Ut U~)

ai ottifxe

~i+v~'u,-y'fj

i~1t* )t
*?

-< 'V i k
J. ~.< t~~ )~1

1
~t.W~

1
~i~~

au
I) <!oc<t!ciente (!) è preetMtxente i) aimboto a quattro indici



t'ORMH (~At)KATtCHH H 't'tU~tXËAKH ?

diHpM)tt<(!)ft(<<'<'i<

i.A./tj,

e)'i!'u)tt<M)qn)))')i)(')')t)u'))c

<=~ s~s:<<
Il

<)VVGro)H)<:he)i))t)'o'i'«!et)tt<)ittVft't'iHitnh(th<<i itiemMnn:

A; O(l~i A C(Ii l ~rlt'
y f l

Yr7~ 1 1tt t
~1 v h

fuHiptnc )t queste fur)n't)f ci oonvert'A ot't s<<){"'t""t)nzz<treat)o)tc

(jttette ohé <)àntn' (Mderivate pt-intu dei ))ttM)tn'n-i <tiH'frc))zitt)i priut!

7(M,V),~ U.

Miooome

~UeV
7(L ,V)==~A.t, i

<~.t t~jO.ft

deriv)t))')<)rt)ppot'tOH<t.)f<)4i'<ttie))M

~(t~V)
~t'AftfU

~V c'U oV

fl2:l

==~
~j-

â:1'kf~t /? A); f.t',
c.r~ p~ M't

~U ~Vv

+2<?L. r-

<

~«A.-toU
U cV

v d
«V. ~<,c.Ut

A~ <

+s~<~fv~+2M~).J.i t< t'c.r<

Ma, a can8)t dette formole (B) pag. M,

~A.t, f~ ~V~~t n
r "~t~ ?'< i M

1
~<'

1

e resta qnindi per la t'orn)o)tt donaudatH



t<K) UAt'tTO).ttH.40,4t

<~(r. fV
y. A y

eu

(I~)
1

i% ~4~ 1! .a 1 A)/ V,C'~ 1~ !2<~).A,'< k M- 't

htpiH'ti<Mt)tn't'«'t'!H'u).mm\'=L',uaK)t!<

<~ -S-~(I~ )
r.<-< AIi

i.k J
f';t't

~.4).

avariante a~sotuto K (curvatura) d) una forma b)nar)a

OM!HpiM))K)<:itlHntti)nu()o)o)t«)<ti<tnovttt'iabUt(M==3),<!t)ein

Mt'ossa )H !trht dttt't-rcnzitttt' <)''Ue impcrHcie. h) qttpttto CM80 iftel'OKIIIIIII gellluetrili difttmmjliult! 11I,lIe811111'rt!(lie,ln c¡ut!l!to CII80 ]A

ft)r)t)o)f (ÏH) ;?)< ')1 coo'hx'f'no «nhito )t tr"v)))-e an invariante (tif

t'erenxiatM ')<') xecoo'to ordine <h')!}tfornxt

/'= «~ 3 + f,,

(" ").

Vi a"no infatti attora, )'<'r )<)pn'jX'it'tA dei aitnh")) di Rk'tnan))

(~. 38) qttitttn* ~)i sitohoti ()'t,tA) ))<)))n")ti e.snno

(t3,t3).(~,Kt),(~ ,1!!),(31.31), s

nut i ttnp Mtretm s""<t <'t!nHti x i 'toc tnedii agnati :t qoefiti cnngiat'

<H segn". )j<' formot'' (Ht) si rittucMX) qnindi ad n«ft sotaecioëatiM

xM~ttente

()2,~)'=(~).r\p=
n(.t,)

))tx poiohf' anche pei diHerhoinHnti A', A di auaaiate ta ateafft

retazione

A' == A P",1

ttivid<'n<!onsa)t~

(~,)3)'~(~,H!)
A' A"'



t'UMVATUKA M L'KA ~)KMA MtMAtttA KH

Dunqu~:

~Ve<C<t<(0di MK<t/M'M« <<<~MM.:M~<M<t<< <7~MM~t~e <M/' «KtW

<MM~<0<<t~MWtaKM/M~ (<MCWw««<<~<'Ktt tMWO'MtM~<t)~<'r<'K.!f«/f~<
«<'COKdo<M<HK~.

Q)«'t(t'~i))v<u'ittUtcsii))di''))(''<)(th))b«)t)Kt')'!t'hmn))))n c(«-M.

<Mt'a<te))Hfomut (p«) au" wigoitiMtx ge<Mtt<t)iM)(jt))U)t)«~))~))'t)')!ti)
it quadrtttf* <}et)'f!!etoeMt.o)inou'« ()) «HM«otwt'Hck'); ttbbxotx' <)n))fjtf''

(34) K=~ ·
A

A)~ cspfemioue detttt ctu'vtttun) K ai poMotto ttaff vtn'ic )t)t«-

fortne che i)H))orta.ooa8)()prf<re pot tw{{'tito. tx prittxt )no{;<t(ht)ttt (N7*).
« datte proprietà <}e)(MtMhotodi Hit'tHtU)))(t'A, ?), segtH'tto subito !p

quattro formole ae~uenti per In om'vtttMra

(3&) K<==;)2,t2}. K«,,=tH.21i, K«.,=~ai, K«,,=i2t,21j.

che conviene aorivere t'Hptich~ntcutc 8V))t)))p))tf pei Himbo)) H tre ht-

dici: s

K.t ==~ 'Â.j' ,1~
t~~2' c.c,'2' '1"2' <2" '1~

K. ~J~hJ~

(tV)
~r ~'n'h' 2' '2'h'

K. ==~ ')~~LJ'W
e~'2' ~2t ')t'3' 'H "M1

Ka =- '~f' ~t),l:

t~'i' <).)-Jt<x"r''n')) ~"r <
·

U))' ultra forom itnport.attta per ht onrvtttnnt nsttitn tmsfortnft))-

do )a pr!t))a de))~ (tV) xe) <))0t!o BCfftteutf. Soivitmxtht

K« =i~

~_)< ~«~~~-j3' f).t'2' '2'ï'2~ '2'U3'' ,')'

\h"2' 'i"s'

ad oaservitnno ehc po- ta formol (C) 34 (log. 83) ai ha



!<? tAFt'i'ULOt). –4t

M6) ~i ,){~A y
't' 1 ~tf 1

Mo8Utufudo))t'))tt()tt't!~)e)tt<'M'iivn)fndu)tM'a, che~t~peax!-
mu <f<tpp)-ttnt fHM<'wda .:<<'o, poMiiUtttt m'rivere

K~ ')-
¡"

~(

j..
r~< rr 'n

~L'< "'Ut~'2' 21 'r'~vj'

Ma il cofmciente tti m-tt' utthtH) terxxtte 6 idMttticttmuute

~Ï
2

tiutio, fiotne t'is))tt)t<)n)tH (A)~3-i(p)tg.S~ e t-csht )a fotmo)H

MeroatM

(V, K~
1

~)-'
(~to~

-=0).

~A~ '3' <

HMf(Mtc a,, =-=0, !))tt f<~ 0, si ca)cu)et')t K <)~)')t)tra Himme-

triot:

(V*) K= '(~ ~j.(V ) K

VA' ~L,i~

8« ht tine ai itvra ittaipm~ «,='0,h'(iV)i))t<'nu('(tiM,e)faon

<ba))on<nn))i tutti )M))tb«)i;
(tH

{tmooe

,11, <). ,3~, ~i
')'"

r

ditrautto

(Vt) K = -L ~J-'

«., M-

8))pponitm)o in ))))t't)<tare <'h« ta t'onoa Hitt)t cnt'VMtnra )t')))a <'

<))U)td) cqnivatt'nte ad utta qnnhmqne t'ttt'MMtt <«~<H«tMUtioostant'

(§. 39), ohé potrotto p)'p))d<'rc sott~ )« h'rmH



t.L'ttVATt'itA Mt'NAi-'tHtMAtttX.UtfA HM

/=-<<t/,<

'))~K" 't!~tt'

ittU)mgi)ttH'<Ms<'H di!«'mmtmm<' tMskivo. !n "H"' t'itsu~ittdt'tn~)

/«~)-J'.f-<<ttt'is)H)itit))-<.«!())')
thtfitt)

(~ i ~f.) -f~ ~)

tt'fdi ne) p)'it))<t')'<'), <t)i)tK!'ti"}f~)"t"

teH'tuotMt)))").

== M da?,) < ==
(-f

< -}- S~a-,)

t'sseo't" M u)t conveniente M)otLip)ici)torc. Pooox!') M=*'<i' deve K-

vcrsi))')ttntfn)po

e(e'it)_B(e~) ~(e"))_
y

e~.f, ~J',

,c'yë i r"/i Mt-x D~ü,.

f.<j fJ, << f)~

~cv f'/ f~'¡ c'

t<.t'j e.)', <.< f.t~

cioè

t!u eu!, esaendo K§– ~Y" 0 perché ) <h)e fattori Xoeon <)) sono

distinti. si ottengono riaf)tpet«)o per <;iô cot) (uct <)U!)-
<

'h'tttom, o snoccssivatneute !yj, <:o)) !<)trû quadrature. Unnque: &;

la ~b~M MMO'ta è CMyco~Mt'a M«Ha, &a</f<Ko9<«t<<r<t<<«'eper W<!t<W«

n~« /<MtM<tMM')M<!J'eff~, se <tt~e/?)M~, 0 <tM'<N go

<<<))<<a.

4~

Forme btnarie simuttanee.

Si cona)<!erino in Mne dne (bt-toe biunne quadmtiohe diHerexxiati

sitnnttaneo

.2~).- «~~

~=:H~J-
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dette qu<t)t ht pnum atmeau si ftHpp~rr~ diaorttHhMMte A uot Mt)o

(it'tedutiibite).

X~i due tioetWoiext! di X, ne) qnoxiotte

t '<r~,t. <t+~

i ~+~ «M-

che ittdicheramo riapettivamotte cou H, K

H _~t<<M''M

j

H = a.u

~<

-i:~tt bl,!

K=

a,~(,<t~

ttbhiatno «ne invarianti asaotuti aimuitauei di /,<

Se conatderiamo poi it JtMobiaoo delle due forme

<+<'< <+<'M~
J

G!sda. Ln~s s ~ud.r.·Gss~'s~+~ ~+~

'jnesto ci d& uoa forma diN~reoziate qttadratiot che, pur qutttuuqMe

eangiamento di variabUi, acqnista corne fattore il modulo detta aoaM-

tnzione ue! diEteronziati preciaxmettte corne &! f~tce 9«<t-
5(!f,

<<<'?<«de! diaoriminaMte A. Ne aegae cho !& <brmtt quadratica

J

t~ ==
OMitt

1 !~t~t+<'t.)"i.<+<

(37) H ==
~==-==.

""dil', +attdæt

1~}-& ~<t,+~o~ I

è on cewfMM~ (t~'<M<OMa!e)MtH«/<<M<eodi t.

Se lu MfiviMttto aviinppato

(S7*) ~==c,+c,<~+<

Hhbinux)

1 t

?A~ ~A

1

~M==~t<tJ) t
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t'i«è e, –t'c,, not'o )tro)wzif'm))i ontinithuttentp xi tre mitwri dcXtt

matfH'c
"tt~tt~t

.N~apgt'et'idetttità

bss

(M) <t~+"<'="

ea))nHMtente)'Ktt)!t

(S8*) <'n~+&“<&“<==<'
u

DaH~ prima t'iao)~

<t,~(e,~ 4 e,, c.) == a,~ o~ 4 a,, c,, c,, «“ c,J ==

= 3 a,, c~< + 4 (<~a,, a,) o,~

e d)t qNeata tdentttà

(~ 4 e,, o~ == (a,, c,, «“ c,,)'! -{- 4 (a,, «“ «j,~ o, r

8upponeu<to ora )? forma <<etinita it'tt)

<><'h~"
0

segue

<4<>0,

Mtvo nel oaao (c,~ –4c~c~===0) in <iM)<pHia proporzionttie a

& -<<

chè attora le tre c si annnOano, e svaniaoe identioatn~Mte M. Dun

que !<tpftme j~t~Mt a ~<w<~M<t«!e poM~w (~Mtta) e <a

A'rtM«v <MM p)'opof~MM/e a t< OM<tn<tM<e~<<t<h'<tMco Me taforma ip no»à proporzionalo a f, td oonarianto quadratlca H non si

HMMMH<tMe<t«o<mteM<ee << ~Mo~tw <hM/<t<foW KaMf! re<t/< dMftMt'.

Siano <!t~)-B,,f<<.f,+S<'fo!, qoeati futtori tineari, e sicoo.

M'ierino le due eqhazioni diH'eronxi)))i ()et 1" ordiof

-t-P = 0 -j ~.c, ==
«

(') Si avijttppi per la prtn)~ ttnet il dettnMiuantenn))n

<«“

a~t o. Il nt!<t,<
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di ''ni )Md!ohi!HDOj~ti iHt~gruti, MeceotMt-Mtttextc ifutipendettti, t'"H

t=,M<)~ a/, =-T<'t).-t).

S')prf)))diM)Uopft')H)ovt)VHriat'!H )e~ )tf))o forme tm

~tm'nMt.e

(ft't~<t'<<.C',(~«'<

( +~ t' d~, -)- <t.t'b'Il dx"1 +21/ l' II,Jt'1di '1-L.ll ru' dl'":1

ttvrono ad un tempo

<, 0~,==0,

o ''ome ai dioe le due fotlue ai tfov8nm"o (idotte nh)U)ttMnetuneHte

)t forma ot'togouMtf (normate).

E tuvero. siot:ome H oovarixttte M tMsfot'tnato si deve ridun'e a

c\<t.c' Rvi-emo o'==e'==0 e quind) dMtte idet)Utà(38),(38')

"=<==~

per cui MfMh'to c'0. seguM appnnto

.==/=<).

Mf) Muche viceveMit M M'~==~,==0, s) hK sobito

~.=-==".

Gn'to il teurenttt Date <?«e/Me ~t~'fM~H ~tM~<t<tC~eMtXtWtfMOM

p)-opM'MHa<t) d) cni «!M ~meKo d'e~Kt~t <t pK~ esaettxmhoMtte in MM

M< !MOt!c,cott «Ha ~'<!</O~H<M!~oHe)'e<t<e<!<wanoMM, W<?wr~ MM««<!

<t«tBM)t<ea Mt~MCMt'e<M ~)MM<' m~w (? forma ct'<o~oK<t!e).j~ MMOM

«K'ta&)'~ da ~t«'ad«Mt MMo9<<e<<ec/<e, e~««~«)<< « c<M<<Mt<~<!A<t<t<'~<<

t~~t'eK <M<a ~MN~<o)M~<««b'at<ca e~e « oMt'eMee~«t~<<t)t~<'<tMt'o il

<!Of<H'M)t<t0 <')<t/NCo6)<tM~.

Ë t))tH)ifesto poi chf, nei Of~o t~chMo ')))' propOMiottatiM, haatt)

ndarre :t fonna ort«go)t<<)e ta pt'hnn e to sitrâ eoche )a seconda, cif

<!h<!pM&tO))t'tai in )ntit)i)i ))x'()L

lu (!t~ rit.oft)t)t)do p~)' qoesto caso hmario ttUft forn)~ tritinearc

<'ov!t)')a"te (/ 'p) <)ct 40, fi nsHerverA <th< in form deHe identité («)

vi '«""< q)))tttt'n a<))<'6.t< !t tre iodim ))<M)identiottnettte t))d)e:

"tt:' «t* t!t' < s
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<)t<nHqtt<tHpt')'i)t<')'t'it)n'<)tt't')H")')''M<nt«t't:mtH()d!tipg)tM

ooutrat'i". Par <'iô t'ffMH)f</f<~<«t<'H«'w <f /<w« ()'(<u«~))<' ~)<-i·

f~fC~M f~tMe due <'<~(«~tM«

<)«M)!tnvih)ptMtn'!f)<!oHa.(32):t

~k+.

(VU)
t

1, 't' 'j
=ï11

)~+~i-p~L,=..
f<).r, r 't'" ['?' i ')' '2'



<\u't'rot.o[H.

CoordinateCMrvi!ineesu!tesuperficie.

Rappresentazioniconformi.

CoerdtMtteeurvihuee )Mp)-ttMoattaperticie. Mtet<mttt«titteare An~oti dl una
oorva <nt)!)t<upef<te)ecotte ttnM euofdinate. 8it«bo)i dl Chrixtoffe), pafametti
')iX«fe)))!itt)ie curvttara SixtetM)ittotenoi PMMtetfi ittoMetric) Teor<
mi di Lie Rappfeoeataziotti ooMfocmi Sittetui itM)tor)M)s'Ute tt))))MMeiedi
fottHtone PMieiione BtereogMOet potaM de))<tftfent Mfttemi <)opp) «ft.)-

X')n<t)idi «irco)i «)))? <hM e tta) pitmo Movttuent! f)et)a ftfeM in se rappre
MMHHfda Met)tM<)«nitittMtt (Cttytey) Le reH di TeheLyehef Mpra ))n« <tM-

perMeteqaahxxjne.

Coord~ate curvUfnM sopra una superftOe.

An'Uttmo ont ft oontinci~re to studio aistetoatico de))~ gefxoett'ia

inHnitesiotHttt <!<tH)tttnpertioie.

U«me nel Capito)~ f pe)' te oxrvc, ))«) partir~mo at)«he qhi <!a))t)

rtt))p)'e!)en.tt)zione p<tf<tme~'tca <!t)i)a auperticic, o mcgtio de)ttt regioxf

'!e)ia BMpertioie oh<' si atudia (').. Uaremo qnhtdi te coor<!i)Mtc (cHctf-

xiatx'ot'togon~i) di m) puuto P==(a!). )))<)hi)o Mu))a auperOcia

corne hutzioo), Hnito e ('ontinne e ad no sot vatorc, tti t)ne varia-

MH x,~

(1) a;==a:(M.e),y==</(M,<'),~==?(M,e) <

f m)p)Mr)'6<Mo«nx votttt tter tntte che <M t«Ma « Mmpo <M f~M-

MHtA <<<te<MM«~)'<M'Mper tt, e, ~M~e tre /«~M« <tM)M<<~Mo~~«~

t

f') In <:e')Mt)e, ne)))tgeotnetrta !aNMJt«t)t))a)e,quetto ohé )ntMMM A )o ottxtin
delle proprie~ di ano Mftioae <)~e<«t<oM)t~~ecota, tabbene finitft, <)et)a Mpahi.
oie. ))' attronde t teoMtni di ontooto fxtexrate ax))' Miatem~ de~ti tMt6ji;)ft)idi

«i))it)!ionidiaete)))!ia)! ordinarte, o a dertvate pan~t), cho uecorre eot)Mnna<nente

tpptieare, h<mno vaUditA eottaoto in can)pi oonvettient~ntente ri«tretti jw le va-
riabUi.



COOK~fX~TH CCItnfjXHM J~'t

~MM<(t <ttNKM«/iMO«< <tT~ M-dttM tt<«<-~«C e MtMfMM~.(~tt)t<)" t.<H
debbtmu «gut-m-e nHi odouti t)fr:vi)t.e tt'orOim. «upt-riot-o, «'tMten<)Mr&
''he ht stettMt ipctem tti ftt~jMMf v«rit)t-)tttt p<'t- qt)pxt<! pitt <tite d'-ti.
Vttt< ? )tWM-t)t Mttbiht che w te (1) th'b[)on<t mppresfttttuc nunsu
t)<'rMc)o,6 h<«.<'MtM)ri<tcbe h. duo vtu-iabi)i «, v siHnu MMNXt«M,per lit
quttt <:<))<?«owrm << ba~ che la w<~Wee ~MtOKH/e

c' ('

~M CM ~)t

r'~ f~ c.!

fj(' ~e ~e

aia eMOMfMM~Mt~ 2 (oo)) ttt'biit nutH .ninori di second .xdine);
attrimenti .t- fMrcbtMro fm.zioni di utm atfsfMt fmtitiuue (ti «, r
Mle (1) mpt'reseoterehhoro le eqaaxiot)) di m)a Un~tt nott di uut) su
perMcte (').

Se Mette (1) ~omo a<t ttoa dette fine v<t)-htbi)i, p. e. atth f, m) va-
ture (xmtiUttH w=

c,, le eqnMKio)))

~==.("). y ==</(~<),.?=~ (x,

\f))K" M n't'("v<'nt)trc .t).tt tmot de))(t anperaoif che ai dioc fa tmea
r- c,. Fa<:co.)<)variltre, t', cott co.ttinnità, qn~ta tioes varia con <u.
tinuità (defort)m,x)<Mi) u ttesorive ta Huperacie (o !<t r~ione ct.e Ni
c<)M8i<)et-«).Qxef)to sistcuMt di )j),<.e S) <ti)-&()et)e == oost~ <Mttmctte
Ilelle «Mee o (').

Ces) <tvrex)tt m) M}(!0<t<!oaist.ctna di Hj~e te M= <-tn.t. o tinef
M <)t)f(tti duo sistetni di ti.tce (u, v) ricoprinuinn ta snper~iti (~

reKionf. <U s(t))<-r(t<!)e),pt. tn~to ohé )Mr ~t.t 8t)o ptu.t~ J~ fMtSserà
nott ed tuta w)a thteH di ciaseno aiatMtt.n. 0<Mt ad ..Kt)i puoto P ap.
p.ut<-rtà a), solo vaton. «, per « e~ uno per per c; queat) (tue
va)ori <M,) m (!hiatt~)to )t) t:t).tt-tU<MU<ott-o~tMee det punto, tuHt.tM
In iiMe <t==c.Mt/<,e==c.~t. si dieu. t.< Kwe e~M~. A(HMct.è
"OMsot-gauo ambi~MiM ))<))< r<tpprpst)))t)M)f)u< oocorrH chf i) )-e()co/o
cae~tH~e ricopra tutttt la )-oK'<e cot.MdenHa pet- tt.odf. cht' <hM

(') In )t)M teMiai, Me la dette tutrice & <)i ea)-)ttt''ri<tt)c<t dette tre tKUziMti
< di M, due rMtMo imtipendeoti 8e di <-MratteriHtic<t 1 un~ ec)n.

C) AtcutB autori chiamtmo it)*M<- ))aee )- qtx))t' )nuxo la ..M)t)i vftritt M <i
Illantione OM& tt
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om'va cowJimttt 'ti sisK*)iut'tivottu) H'tUM'<M«M(*(at')ti!at<'M!t)r~i)h)Uft

8<))pt)t)t0.
H)in)i))tU)'to «, frx le ()), risutt~)'~ )'<'q)t!t!tioMe «nthmt'ift

(1*) /'(~==0 U

<)H))HH)t)xit'tt<:ie; M ittVttrittuncotf, dutu t'equaxitntM o)'<!h)at-h((t*),bi)-

Htt')'& [)"rt'e in qucHta )t. <<. y «gm~i ? fnnztOH) arbitno'io tH M, r.

e dMHtt (t*) tr:tt'rn tu e in fu~Mon~ <)i M,f. Per tx) modo ai itvr~

)))):' )ap~rett<'ttt)Mi<t))e p<tM)))t'tr)(Mt(1) dehn Httt)~rt)o!e, UtttitotHtnentf

s* intt'u'tf a qn~Ha n~i~tn' in eut ne riautti detet'toinattt in mudf

nniv"M< per ?, o.

Si ««servi <:hp, stabitit~ Mna quaianqMe r~ppresentazioxe ))an<mp-

trictt (1) <teitn HnppcRKie, se )f ottien~ un* xttnt, net tno'to più t:eHc-

ndc p<Msi~ii< «'))) ttn t')U)!î)'u<x't)t" 'U V!t)-ittbi)i ponotth)

« == « ('<, f == c (/x ~)

tiuvH t<(~),(K~) ')u)w due t'm)M<))))Onite e cootinm' coiie dcri-

V!ttf ')<*))<')move vm'iithiti a, 3, oo) dotm'toittHnte fm)iiio)tM)e –L-L/=)=o;
~(«.M

te )n)t)Vt'ti))fHcuor<)nxtt'< SMntnno ora le <=~<:oat. ~==cost. Por

attt'o 6 'ht ('Mft-varai ci.e se p. e. « couteot'axe un't )M)))td«Ue nnove

variabiH. pcnitmto lu anhm.tmnsMt'ebb~t'o omgittte te )))?<'M ==coat.

ma a<')« il paratnetro ohé tf <taa~ ne) toro siatftna.

Le onordioatM corvitinap cost introdotte aono dett& )M)cho cc<M'<!t

Ma<e <<<<?(tMM,perche GanSK pf) primo m' ffOf u)) uso M8t<<n)atico.

Esse aon<' utiUsaitne tu'))') xtudio <tn)te snperticie t'orne qnctto che

per ior" ttatnt'~ Nouo già !utin)Mn!e))tt' tfgxte atia anperHeie ))) s<

Mtroxiooe fattft daUtt sni< tmRixioo~ netto spaxio (').

~44.

Etemento Uneare ed etemento d' area.

Uuit eqaaxione

(2) ~(M.e)=0,

(') Dal reeto Mohe <te))a.geoutetritt eu<t)it)C)tetetoeuttU-))piamt, adoptitunu due

aota coofdinttte, tanza «Mire dal piano.
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<'h<<v))«!«)i )''<))t«t'dinittf <}ttt'viU))c'u(tt,c)<t#) pm~o tmtbHc ?,)«)

)ituittti!<!Ot's"Httt))tf)t)))frti<')M<ut)tH)i)i)tt'a,<)i oui to (2) ni die'* )a

('t)t)f(}tH)t)<}(').tnttt<MU)'h'u~i't't<tett)tiutud'ttt'M<)di ()))fnt:) tioea.

«vt'Hum

(;}) ~=~r<<~+~,

«vt< lier a:~y,< M)aoitrtUUMG.moi vtttori (<), efMexth) t'< vat-iabiti <t,fIl

))'f:!)t<'<!))))ft(~).0)'aMhhi))tno

f~ oy. ,~y, M, .M.
= ~<( <<F ~y <<«-)- (/p ~== (<M -)-- «)'

fM ~ft' t't< f~XIl pf

e qttwtrmtdu e xonxutmdo ooU'adottare le ootaxioni onnni ctassiche

<)) Unt)M8:

'<=(~-r~Y+(")~s(~
I

t \nM.' \~t~ ~C~ \0«''

1~J i:.r.
~:¡; ii~ îql nz

ïtz îfTîix.
(4) t

<<' t!.<; ~a: <~ o~
_r [fa:

f'Mtt' fMff <9Kt!f P<tt/f

f ~Y–Y
y

~( +( 'T'f' =='"("\0<V W< \nf' \Cf/

t'isntterè

(5) == Mfh(' -)- !<:? (!f + (j<<<

<!ovf, G88fn<!o w,otcgotM <h))h) (?), i ')itterft)!!in)i dM,de8M'au)H' vi"

ooht~i dalla oonMgtn'nte t'etazionc

iip (¡fi(
~+~

fx <'«'i-

Siccome ht (8) valu per~uxtuoqne Hn6)ttm(M:MtMMu))Ksu)x'rti'')e,
)' cspreasioue <!H(a ditHa (S) ~er d< si dira )'<MM)<<' ~MeaM ')e))M

a)))wr)tt'!< e )? t<n'o)HdiB'ereoxitU'' qnx(huti<:M d<') secundu ox'nthn'

/'==)Mt~4-3M)< !-(;

(') Riaotveudo p. e. la (2) rttpette a f, ae ne t-icavi

!=-<C()t),

« toxtituendA nette (1) si avranno le aqM~ztontparametriche <)<))?otrya.
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preHderà il ttomto <ti pftM<t /<M'MM~M<t<tf<tttc<t/'M«~oMcw<<t<e.Geoeft)-

(tn'nte, net fK'(!Utt')<)~ mmtr~ cotmideMtzioo) attff'onM timitate ttt ctttOt)"

t't'ttte ('), cd xtiorit 6 'ht osuf~'vxrtt ohé it diacrimimtntp E (t F'

<it'))!t fornxt, <))<to t)Xtt)ifes~))<)t't)tc, per !e (4\ <)n

t c).)- <)<

K(}-F<==

t)?
C'fM' t)~

conK' qnfKtrHtc <!<'tt)t nhttrioe funoioHate, è easpt)i<!a)mente po~fc

(oftn t~utto), e ht forton è 'tettuitft tM~ttiva, eofteudo ooupre per ie

(4) i ooefHoiexti eatrenti E, (~ positivi. A~opreremo ne) segairo fre-

qaeutemettte i aimboH

V K V G j/'ËG'

coHa eonveuxione ohe fOt~eMHtM M~M M!ott po~tft dei fM

~C<tM.

In ogni pnnto di xoit )inea coordinnttt «oc diatinKUM'ento il

<MMOpo<t<<w <te))<t )i))M) da))' oppoato np~ntivf, a convern'tno <ti as-

xntttfre {«Tsettao positive <)i mtttHnfa «==CMt.(o==<!M~')que))«

!<ec<m<toet)! o~Mt'o t'attro pftnxnetn) (<*)(M) vHrmbitf )m)go )a tinea.

N~M~ne ohé ff < <h. indictUtt' gtt orohi fh'ntMntnri delle !iMee

M= oost. == co~t. r)!tp~ttiv!H)te))te, si avrà fer )a (5)

= V'C~ = V ~K.

H allora ae <))) 9" 'f.. in~ichiatco i cosexi di ~ireziooe poaitivn

'te)!tt tungente alist tinftt w== coat." e oon <“ Y. q"e!)i <tet)M

tangente alla o == coat." &vretno

â~ a~

")~- "/G"
(a)

r ==A~

~"r~
°

(') Per altru i teoremi MotitM oho incnnttefemevatgoM <aahene! campoeem-

pteMO(««me<{!!avttnppt dati t) Capitolo pt-eeedente)e di quMto oi oMvfMMOin

tdeatte d«taMoni.



MLEMHNTO !,tX).:AttH H t/AXHA t);;

<!a<i)!i

P

')H(;

L't'Hpt-esaioxe M fti<t)8tr)t 6 il cottmto <)o))' ttUtfotft M, fra o e x. dn))e
dirMifHti positive <)e))e tixef <mot'di)t))t< tnoruoitmtitti net )mnt~ «,oa

<t<'))it)«)tM)-Mci«,<)t)ttet<tf<jn-)uda
·

~) <'OftM==.. F
'HU

indi

xert
'K(t-F'

'f) Ne))M==–-
E(}

< !!ftf!)i poaitivi t!pi t-tuticai) pfMhë, per )<' o'Mtt'R ofwvMtxx~i,
H'-))M~>0.

)))t))M(&) )'i8U)t!t: coM~'o/<e MeceM~-ta e <«/~c<eM<<!<t~HcA~

/.««- caot-d<<t«~ M,r ~«(0 or~MM~/t fM=
~)2

c/<e Me/<«~<-<M<t/<«t

~<«<<(MM~/e E(<M'+3F<h«<p+G< ~( M,<~ <(c«~!cte~f Mf-~F.
Oiatoo tH)C'u'<t )n ('ot'tttottt chu <M)s<'gtttt)' e~MOtto ~a <f' «~a th')~

st))M't-(t<'ie,<)<t)))tqHtttc jterb mnunMtte avt-t'oto <!it f)u'o tMo. Qtn )n
!<t!)))))i)UM<)oott Htumxjeraxioni )MHnitesi)))tt)i che ptMM)ouodat resto t-on.
')")si ngornso ('). It q)t!Mh-itutcro cnrviHneo intitntositno )-)M<!hi)).s')
d.<))<'qnttttt'o tinee <:o«r'!inMte

K,C, «-)-<<«,)' l' ~f) a

t'no )-i~)tM()i)Mi, n. )n<'))<t<t' iothtitcaioti d' ~rditte anpenoro, tionu- un

pitfttttetoM'rmttMtoepuichè

== c <<f << = ) < </?

8«t))( te hutghezxa dei xt)oi tati, «ho n)oot)Ht<)<nx)ut) <t))}{<'to(.) it on

'9') t. <httf) ftaOtt (~), )a ana area sarA ) HG F" ~< ~<t <h)))qut'

(') V. p. e. D<~f. (M<!«)«i))te);f)t)e).t~. XTOo G')t'xa*r Comrad'AMfttt'M
H<)iU')))T.tptttf.!<9)).H.



114 CAt'tfUH) Ht. tt, 45

Il otemeM~ <<'aM<' do <M<t <Mpt):/<c(e At(<~ ~<tH« /'<M'mf~

(b) <!o= M U"–1<" <<;<f<)-.

Vutend't )' m'Mt Xdi utttt p'nxx'ne 'tt'Xx H(tporti':ie, baHtMt'ttCMtc~.

tMM l' iutegt'Hte (toppin

(&*) 2 =
S ~'<

estetto t'er u, v a quci limiti « <'ni ai eatendc il reticohtto coordinato

MeUa regtoue X.

J)aUtt rfgoht pet cMngitfo~ttto <!e))Hv)u')itb))ii<n!ip<}ud«nti )teg)i tu

tegtttU )nu)tip)t si deHmne dot reato mtbito cke ae x', e' oono le nuo

ve vMt'ittMHed M', F', G' i t)uovi coeftiMit'ttU, )ti hu

,/HC–t'<K~== i/~f-F' ~t~= ), M'U'– F" <<M'~I-

i' ~) r,) y

o oMu« ai (lice: &' Mjt~'CMtOMf;~~KM–t'" (<«<ip «M <HM<'t<[M<eMt-

~f<t<e.

46.

Metrtca angolare $u))a superftc!8.

Co"aideria'no nna tinea quatunque r tntcciata aa!ta auperScie,

per ))t qna)e aiit HswtM ~rbitrarumtettte )<t direziono positiva dett'arco

<, e quindi que))n detta tM))){eute t iu ogui panto.

Per tnism'fu'c aeM:!Htimbignità, in grttndezxa ed in verso, gti au-

go)i Stitta Haperticie noi distingueremo due pagine o &<:<? deittt su-

perficie, !)' positiva c la ))f}p)).iva, <))x'<n'dn))t.i M)) qtx'tie det reiati-

vo piano txîtgentc. Uf'nvMrrot)') di «MMmefe corne p<~M<t positiva

deM« M<?<'<e <(C<pMM~ ('M, ~!(eMft<t<Msf/MK~ ~tM~et)<<'~OM<ff"

alla Httea « =*ttost' y<ace alla <w«t<t'a )'M~e«f (t }t<e~ della KK(«

W–C<)St'<'(').

Attot'a, étendu <)u'' tM))K'ti qntttttxquH )«') punto t~ v, t'ei

tmo versi pf~itivi, oot Mimbo!" iodieheromo i) tniMimf'aoKotn fnt

(') Tettiotuo ttempte ferma la conveuzione fatttt ai 7 pcr )' orientMione 't<

tdedfo eoordtnttto.
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tt e di <tt)i 'h'v<< rotarc <MMfM yoj~Mt'o (da (tfstnt vetw ttinitttm)
lit direifione < ()<*r andfn'o et Huvrttppor~i ftittt <' (ttt)goJQ ohé potiu
tmmeMtttfMitta) rMHto )Mt!H'bitt'i« di mutti~)) iMK~ri {K~itivi « negtttt-
vi di 2tt). fttttmtn. pet' le no~tM <!t))tV('t)i:!oniMteuxe, nyt-fom

A
== M

dove <Nindiouh) )« hm~nti pnaitivc aHo tint"' coonihxtte

w~coat~, «'-oo8t'

tudiohiatnM ont, per la tMngfntt' t)))a nostra carva r, oon 6 )'<u).
A

goto <,(t

n
e <,1

« ttttdiatno a Otttcotxrtte le )inee trigonotn<ioh< 1 ottaen! didifezioxe

()<)& sono per le (<t)

< 1
!== = ==x~

~M
N°

VM
·1°

au

e qaeUi a,Y <)etta t

5. ctw ~.t' dp du f~ dv ë~ du de
= '(=

ail ~«~' ~p <<<
p

~M + ~K ~< d8

1 1 r 1 d ,It" 1 d' l' dit
ti-iifi",

1,escudo ittUttor )e «, o detertnioatefinnziooi dt <, di cni- indi-l-
<~t

omu le derivttte totati. Abbiamo pert<mt<~

.os 9 == -)t-)- p,. +

.t:io6

'7~ ~8=. h~+F~(7) ,yNe
1

(' .·r rdb'
')

(7) 1'011f)
v ( dit

+-
F-yt}\

Ora da)t' t(!entità

E<f<(' S F ~« dp -)- G<~ =

<'bM ))<MS)tM))0 8<*)')V<'t'«

r h. ~W''Y--t
j~H\ ~/j K

= 1
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)'ixt)Httmtbit«

Mt'Hfi ==± .VKG
-K </<'

Vt':
x

U))t'td<'<;it)et'Ottt't.tt'({'tuh)mt)<U!)Wt'VtU'HCttt',Mt!)~tt<tt))ct)<'8t)'C'!«)i-

v~)MW))i,.? f urMce t'«« <! )' mtM< 0 è Cra U <' x f aeu t)~> 0 (po-

M))6~j~itMO))))')nt'!(tt)te~,)tnttHit))8tr!t'))f,),M'iuv<iCt' f deoreMc''

i(t c)fso<<rMdi « 6 Hfn 0<~0. Pt't oiô, m'Ha Ootttoht Mtt'tUit, vate m

"t;))i<i!)a«i)at'{;'«'8ht'en()r<f<t))bi)))))()dt'MttitivHtt)ettt''

(T*) M('t)8.==
~)-:<t'"

(7*) I4UII 0 =

)':

N)ttm't)))))<'htt}XHht curvtt r tti fa <!«in<;it)fte <:oU)t«*=:co(tt~, ef<-

MttttdO<<M=:U~=:V~ )<<(7). (7*) t«t-t)t)tt())t<)MM)<! (6),(e*).08

!<M)'hnt)t' itttcht' ot~, cotot'inMtxio qn<*Mtefonttot~, risutttt i'tt)tra xna-

)<)gtttt))!t(7)

(ti) rsau (os 0)= ~i~:
( le2 1" ,Iu

·~) m'tt(M-6)=
)-:<t'M

VU

U))Uc(!})(7*)dH')m!)!))))«))nc))<' r

(9) tgO==V'K(t-F'
I~: 1:'1)<:<!)<-)-F<ft'

da))M qnale i'ot')n'<tit t'iontt~ ehe )' )))<iti))H~i<'))'!du))'t ctn'VM(o d<:))'o)t-

manto tioHUt'e ~) auHe tox~e c<"trdit):ttedi)'ft)()es«)tant"<)'<) mppor)~lé

du ilegli iu<sremen6i dv, elesia dualiss alireyiune, (li cui lit aoardissatn
<<)t

dfg)) itx'retnenti <<p,<fMin tjnetht direxiune, <it cni )Me<MM'<<ft«~"

(otM~tettfOet'unxionetittexrf.

tJuoqtt)! il rapp'u'to <<f nu) fitscio detto tttMxiuni U)<c<')tte<)H«,'n
<f«

imu t'it!;)t)tn)))r!iio'xm' nnit co«)'dM< pro;<«<eft.

Si «aftM'vi ohé quH)«!u it) ptu'ticottn'e )« tiut'e coxntioHtM so)u<

togMnMii,esHOxtu F~O, le forootte p)'eot'd<tti <)iv<'ntMU')

(10) oua0 V).: M-n0 = VG tK -=.(lU)' (j1)81):-=: V
rl~rlu

I!l'II0 YG
d~ s·

tt; (J
K
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)))tf))''nd<'t'<M)t<)<)<')'itt)t)<ti <tttf <<))f)o<'t)Htitf'tH'i 'H h)t)}!t'M!<

(~§)tttpi<'cttt)~))))'t)t(h'((t,<')th')))tXt){)f))<t''tH!udm')n)))tiitt<tt)ittt-

otcut~ vioitn (M-}-<tM,<<), ('<-)-<!«. <)').)t''tiM')ti'<<<))<')")<)

))))p<*ttiv« di)'t'xi"nim)t)<<'ntm*M'))nt

A <.<'<<«
< < .ft/

<f«

f~

<<f
f'!

<<t< </<'

o« Cf M ~~t f'K ft'

~« f~o
/'y ~f r</ cj~M 3~

a- rM M '-}-' rc '!)t «t M ftt' 't't'~ ftf w '4-- f' M

''q'))t)di,wi))()t<ih)Hnxt coo Si )'))))gott)(')'MO<' KnxtcttioM'hmtnp

<-)c)()<'))t!)i)tCtt)'),i(v<')Hh)fti

<!ttt)H=.'X<' ~~)-

d<'(h)eift)no))tftjn')t)ft):) j~t'tx'rotc

(]!) <'n«~==K--
dx

-~pf
dr; .,s j-)-)~(j~ ~I~M/ 3)!

t')f<*<)f<!t))M!f))t tMe~)-)Mf«M~a~t'e sxXa sttjK't'ttcx* <)'ctooeoto )inenn'

<h'd!)tn<)t)))tt(5).

~.M.

tnvotuztone ortogonale di e)ement) ttnear).

8Mco))<Ioh(ll),)M<!«)tdixi')))pd'<))-t<)t;on)))itA <)<*)(]nH<')<!)))p)tti

!it!<'tn'j<j'<ftiac)'h'<

02) )':<K-(J''(<<«t!<)~<);-G~~==<),

"vv't'o, wtixfmdt o)n'it)tp))t)

(!2*) (M./M i-' f?t')~K-j- (! <h< 0 </<') <t.

<;omr· rcslsr~ims~ Gilïraesre xi»ariact9voanei nrisimrti rrt~, ~"(I<~t<)<' rMt))xi"u<! M/<MMfe xttMweh'tM ot'i otpport) (<h)Il
<<K ~M

''))) <tipend'*n" Hnou'nwntG. M«t!<nn)t'ht (N). )<<t'iapf'ttu't' coordioatt'

t"))~f))ti of) fMH('i«d<'))c (tit'Mio))) otxwot) (tx ~f,~) <'as!<<)iah'ihui8<'<'

!?)i <')<t)«'))ti )i))<'n)'i n«))c coppic <ti nn'nn'otnitintx', o)x' qni ('
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!tp()t'"t" t' "tf~M«tMPM'«t<<t. t t'!tf{t;t dupp) t)e)))t )MVotH!ttUM&eu.

ou qai to direziottf o<cMc/«!(nntna~ionric ooatugtttc) oho vanao ai

pt)uU ci'itiHi de) pi~n" t!mf;oxte. [ c"t't'n<pttndenLi t'Hpporti per
<<M

t)i hattMu <'gU!tK)i)tndo )o it))t) <<e Hotto quindi dote th~te mdioi (in)

tnagittMt-io cotttn~ttH)t i)) (tfthtIl equaziotte qnitth'tUxiH
<<«

K<~+2t''< rC~'==().

Le titMH, it)))U!t){i"t'ie noniugittc, ixtfgmti <)i questit MqutMtiom)<ti-

oonai pf)- ciit t<' )i)tfH <!) htN~e~a M«<<<tdeHit suporHeie e aouo Ma-

r~tttx'ixxttte dattit pt'opt'it)tA chu le toro tttugenti si appoggiauo n) oir-

co!o im)n!t){i))m'io?)(' intinito.

Uo))t< (t3*) )-i8u)vitUt)« t'aMHn)6))h' il pt'ubtettM: Z)H<« «M <M<eM<t
CO «M<t/)MXM~<t<«~tT/<C<C,~'Off~'e <'<«<M«~«' d<~CMM!;Kt~~eMe<0t'f)

~'<!<e«MW<M~</o<«fH.8ia

? (« <) c= c

i'eqtmxiotte det si8t<'mn ditto di )i))~, t'iaohtttt rispoth) att~ Moatantf

itrbitrxria c. Spostamtoai ))m(fo uns tinea ?=:M(Mt. gti incromenti

~M ~o de))'' <!tM)rdit))tteNono )<*gate d)t))a )'e)aziujte

~<+~0, f
rtt f')'

cioc

~=.=-
v

<'e f<K

8o8titM<'ndo ofOtt (12) tt ~<, le qn)t))tit& propo)-xit't)<t)i
~0 ft<

otteniM)))"

( t~)) (
R F j

(
p ~? U

~e f:t</ /,)</

'-onx' condiieiottf nMPHS:<rMf sumdettte ttniuci~ t'titcx~otu Htniitf)'
da, spjcoKto dtt) jtttttto («, v) nettu dh-cxicue oorriHjKtttdchtf «}{))inon'-
ox'nti <<sitt o)-to~t)H)e M))<tcurvo ? = <- che pits~ p<-r («, e). Or.'
ne)h) ()3) i )'o<'mui<'))ti di <<M,of<'sono t'onzioni ))f't<' di x,p f)a(t3)



tf~'OL) XtONt: UJ!TO(!UXA!.t: jt!<

è quindt un'equazione dtNaronziate dei t" (tétine, di eni sn~pituno
dal oaloolo eai~teM l' inte~rate

'}<(«,l')==COHt.

Qaeate )inee '=' coat. ftono dunqae appunt,o le tntiet.t.ot'it* urto-

gonatt dette '=cost. la cni <')ti8t6M)tègeometri<')))))«))t''i))tnitivH.
? bene oeaerv<tra ohe, aMobe HHle furve del xiMteuttt ? ofto moto

ootH in tennio) HuiU, «ta a<')o dftif'ite eotne )ine<- M/fj~'M/t <)i ))tt)t

tqnazioHe dia<'ren!!ia)e de) 1" (t)-<ti)tf M~w Nde = 0 Hi )'t)n fucit.

mente ibrmwo t' equaKione ditterenziate delle )nro tnuettorie <~rtogo-
ttMti. Boata notare ohé ai ha necessuriantente

· a~ a~?= ~t~==M:N
~M

per eottohtdcroe Ire Mt«e ttK~t-oK <~Ha e~M«.:(e«e~~t~M~t <fc/ 1"

0)'<!MM.

M f~ ~f = t)

/)a)ttM pet' <)'<ï<e«o)'teof~ottoM Hn<f <M~~f< f!<<'H//M<

(14) (EN–F M) (<M-T- (F X G M) .< <).

t7.

)nvo)uz)on) gênera)) d) coppte d) elementi lineari.

h) !nogo <!eH~ prima forttta quadratica fh)td)))up(th<)e<)<-))««opct'

ticte; R<<M'-)-2F<!)«!f-)-&<fp' e<H)si()<trin)))oora ona fomtaqott'trit.
ticit qnahtoqoe e

(t6) A~<'-j.-2Hd«<!c U

<'ot) A H,C fn)Miooi date di M, f, nn)P ipotcai soirnoto ''he (?«'«-

MtM<t)t<eAU–B* aia di verso <!a xero. Uo)))e aUa pt'itna era auhordi-

))ata.att«n)f) ad ogxi pnnto(K,p), djdta (t.2), t'iovntnxionc o)-to};o.

))a)< (!<M)a))a nuova forma (t&) sar& anbot'dinat~ una mtov~ invotnxio-

tte~-opt'M (') di e)<'t))Ct)<i tint'ari f?ft,M t-jticcat) da ); xt'Cfmdf' la

(') L'invfthtztone oarebbe deeexere )«') <<' t'x'))Mt)AC–)!'c= 0.
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t'<M)))M)!tcu)rinp"ndfntt')))ht(t~)

(!<<) (-\ ~M U <<f)~M (M j ~t') =

t f'Mj.!K'd«pp< di q'< invotnxiotx* Kono dctct-minitt! mithiffatit-

jt)cut<'<tM))'M)UiM!i<t)~q'm'h-nti<M'

A' ;-SBJ«'t-C'~r~()

ottoftt'tit <!«!)'cgnMgHarc x iffn' lu f"nmt (16); esai sotto iu ogni

cttao <)inti))ti, )'<~M "p) caa" oht< ht t~nna (15) aitt iodeanita

(\C–H'<:0),<MW«t~arM <'oM~<t<< fte deattit~ (AC–B*>0).

N~) )n'i"x' OMBOtthbituho un'iMV'tHzioue iperbo)ioa. net apcom!o nna

ittvutuxxtnMcUittx!)).

P)e))'tiH)noot'a))t)af)<'o<n)<h)f<'rmaquH<trat)M

A -} 3 H' ~K~c + <J' ~r' (A' C' B'' 0),

:)))!< qna)e sorA anbontitMta uoa seconda invotn~ooe ooMte la (16)

(10*; (A~"+ H~<-)~f –(B'<?M-rC'<<t-)~==0.

Htmno le du<< htvohMinni (16), (16*) coppie eomant <

AMncttè l' <')fmento iinpare <?<nbbin )o otemo oor)'i8pO!)deoM

t)~t)e ~ne h)V«)nzi<'tn ot'corre e baata che le due eqnazioni !ineMi

onxt~opc (t6), (t6*) in §«,§!' cotncidano, ctoè 9! abbia

(Ii)

A~+B~c R~w+()<~ dv
= ()

(tT)
A'~x B~f B'~ r<J~<-dr

==<'

Qnesto è il JNCobittttMdelle due f<M'<)(fpguagtiato a zéro, ed <tb-

bittmoeoH) rh)t<'rpn'tMzionc geomctt'ica de) riauttato Be~Mtato ttt

tS. 1~ n'diei fn de))a (16) sono oertHmeote rM)i e distinte
~M

cotne ai è viato (§ 42) quamto nna Rhoeno dette dae fonne ë deanitn

(f))n))tdonnn delle invohMicnièet!itt.i«)t(').

tn ogni caso )tt coppit corriepondent~ aHc due radici detttt (17)

<' f)n<'))n ohé SfpMt'a nrmonioantftf i t-H~gi doppi do))e dne invotn.

xi')t)i it' pnrticotttre se nt)H do)te dne forme è in fondnmantate. è

)' nnic~ cnppta ortogonntc detht seconda invohtxione. Àncor~ pin in

(') f-: oo rioMttat'' ''M noto dalla ge«M<ot)iH.
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t))n'ti<:otit)r6M'!)tne<imt<)Mt<)!'))'Mt')i)

S)d«~

t'iMVMhtK)um'Mtt'M)'ti))MtM('q)n')htdt't)cM<)j)j)ie<)!)edivido)to Mnno-

oxKuneHt~ le direxiotti dettt' )it)t'e oooxhootc « la (t7) diventa

Edit -1-1-di- l~'dit du

E~<)-J'

F~<;t/K

~=0,
'<<' ~«

onde ni o«m!)u()e ~«~tOMe <!<~<!t'<M~<a<<'

t':<<«'-C<~=()/K~- ~G<<r) ((/K</M-(.)==o 0

~M~tH A'Me /tHM Mw~t-to <<e~ MMMeoot'~M~e.

BiterMHtxto «) caao <!e))Minvo)nzi"tn' )~et)e)tt)e (16), e ripctettdo )e

u.tftervMziotti fatte nel ptn'Mgmfo )'ypeedettt<' pet' l' iovniazi'ote ortogo-
n!t)<' vedtamo che: Z'<MM~<we (16)<~M'<~M ad o~K<w<ewM <c'1

</<HKM f (w,f) ==c<'Ht. «M McoM<!oNM~ma <<<'<tMee<M<e~«'H~cMK

f~xa~Me o!t~f<!M~a~

(18) ~A -B '4-fH -0 ~=o.(18)
Cf ~C

-0
f'«/UC (1"I I~e !'u

<'af<t«eMM<t<e<!<tM«pt'opWe~Ache in ogxi punto le t<!M~ett<tdei due

~Mt <<tMttee /ef<M<tMOMM oop~t<t~eH' <oeo~«)tte.

Cost p. e. le )i))G6 anMOM<eAedette y = <'<mt.~ riajx'tto aUf )h)''t'

rnordinate aono te fixée intégra)) <tc))a t-qn~ioue

~=0.

nM·e f'rr

in Sne oaaerveremo c!)e per 'h)e invtJuziotii propt-ie (t6), (16')
<MMMt!<<M'<t<<eM'<Mfaft<tH(e~M««<KtecMMMMe

AC'–SHH'-rCA'

Mpnme c~e < )'<t~t <fc~p<<M~'«?« /onH<!Mf ««<! c~<a ~M' <(//)'<(/M.

fo~MMe.
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~.48.

Simboli dt ehrt$toffet. Pareme<r) dlfferenziall e curvatura.

Nette qaeationi trattate nei paragratt précèdent!. corne io tutte

quelle ohé couoerneuo sutttmto ht eus) detht yewK<<W<t<<eM<t<wp<y/!c<e,

intervengouo aottaoto i ooefOoienti H,F,< <t<'))ttprima forma fonda.

menMe. È utile quindi ohe fin 't* urn <Mtoot)M)H<tt va!ori eapticiti

dei simboti di Chnatoa'e), <!ei pamntctri ())a''ro))::ifd: e detht onrvato.

ra per la noNtra forma foMtttHMMthtte

Ko'K'-+-2F<<<t</t'C~, f

dovendo apeaao net aeguito fieorrero )t queste formoie esptioite ohé

riantamo aette tabeUe Sfguenti.

BigMardaudo M oome pfitita, <' v corne aeooxta variabile, porremo

Mette a)rmo)e genernH dei (Japitoto precwteoto

.K,=« .=" »

~=R a,,=F «,,=G r

indi

G F A =-

""EG-F' EG–F'' 'ËG-F~

1 sitnboti di OtristoN'e) hanno i v<t!on Hegoati uetta tabeita qui

&ppM88<)

riH 1 ëR fi3 t t'H 22 t

1
[1(1=. [121=,1. ¿¡JI) ,l'221=W-t_(J~) 1 j T ~it [ ~c ~M

ni _sF
i

~K p~i

[2 ~( 3 <~ [.2 v 3 ~« '12 3 ~<-

G~+F -p~+2K~-E~.+ F -2F- -J, .2)~ E-

,]lj__ OM ~M ~t)_
~t au

(A) "TtH'G'F'r' (M G -'F')

.K ~G .t~M

,12; av ~s )t~_ j~

) 1 i 3 (MG–1' 2 R (f-:<j t'")

-F~+rG~-C'~ K'F~

.3~) f/C nM ~3) ~M «C

i t ~~KG–)~ 3 K(KG F')
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1 panmMtn ttiaèroMi~i primo « aeeo'xto tU mm fanzione apbi

tratitt e it parametro <ti0~t'eMzin)t-toistc di dne fouzioni ?,<)' hanno

le ttapetMve eapreMxmt

Kr~ +cp)'
(B)

\< l ~M; 1

KU–F'

/C~-
<

/K~ -f~.

(0~1~ A(-L)+ ~)J~L .)

j

(CI'

~G'-F' ~KC-t." t'K(~

V 1. t r

(D) v~)-.
)' )

) -i-
<< '<

H<T–

che nel c<tao ortogonate (P=')) ni ~<)))t))t!t'HMf)<))'))<'.dm-:

(B*) A.~±L~V~J
~YJ.1 A,

1J ,l, ,nu·
.-1- JJl[lK fM H f'

(<J') ~.==-~ t' Î(t, w

~G~f K ~y <t <

(~) v(,=±~+.'
H o« ~x C ~e ~p

Per la cur<ratnr<t K <)e))a t)oatr<t fonua tonditmet~ate (<!i oui in)

)Mt)weMOpi!t tatdt <t conoacere it aigniacato geotnetrioo pM ta sn.

peraote) d~!a formata (V) dû) 41 (pasr. 102), ooNt.ituctt.h) ai sint.

!} } loro valori <htti (~))n tab<'Hn (A), troviamo:

(H)

K- ~J.1,_~G–F~ KtXH–t. /HG-~ j

_J; r f!)- )
<)E_ <)M!j

(¡ ~Vi'~c,2 i, atr
`_`

1 r, 1" au .l~~K(!-P'~ )').:(}-F~<' K/EG-F'

Ptn-t.ioot~nnc")~ not<'vo)e i) cMf) di eoordinHt~ortoKont~iF~O,
«va ht formutit si semptiftoa tte))'a)tM (!) frcqaottp HM:
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(I~i') ii
t t. .~f}~ t <~K\!

(M) K=

i`1~ 1 ~a `1v 1 ÍI f
ú

+
\i~

irr
J~.g ".J~)''

A)tt!"t'!tt)ium;ttH'tM)tt'~n~

K==G=/ 1 I.'==0

(ci6 <:t)Msi ))uô ottt'ttfM ))ft' ()H)t)tttt<)tte ttnpHt'Mciti otouc om ve<h'(')t)")

riautts pet' K )' enprHHat<tHHn)o)to wn))ii(M'

1 ,¿~Iog~
ii~lug

r clxr III dr°)(F) K=-
+" ~=~(~ j-

t'M' f~

Se )M))tt (E*), ottM ehe F'=- H, si ttHt~noe M*=' t,at h)t !a furmota

tMU'tioohtre
`

_1 ~t'C

)(T

t'etativa atttt forma ~eo~tca

(0) (~-=d«' ;(.}(/f'

<)etP e)en)e)tt« tixetn'e, o)n' si vottrà aocorM ttpparteoet'ti x qoHtunquG

MUpft'Hcie.

~.49.

eangtamento di variab))!. Ststem! )$oierm<.

Par tnezzo dHi ptn-iuoatri diCFet'et~in)) possiamo f<tci!mente riao!-

vere il probtem~ (!) catcotHre i coHMoientI <to)!tt fonn~ traaformata

)ie))~ fondamentate par una quahm~ue soatitMZtooo di variabi)!. Per

qoesto si oaservi eha d)t))p thrtHnie (B), (D) t-isuitM in ptM'tieotare

C H F
~M==

>â
~.<'== v(«,f)=–

EG–F'
1 KG–F' 1 R(t-F*>~

indi

'<)=R<

dtt cni ai hanno )e fo)')))o)e



CAX'UAMKX'K)\'AHt.\t!tf<t.Xii.t't'KMtMUTKitMf i~

<=-
0.

t. .<:
f$

.tt<t~(t<.<!)' ~,M.t,t-(H, J.t'-A'tM,

'iov« i cofMci'ittti M,J'\ G Kt~xi MoMo~t"i P' t"t)H)tx't)'i tHtïc

)'onxittii.<J!i<),p"nt(),t)t'()a)t){iMt))u)t'VtH'!tb)))w,)'i)tdttM)mo\'ft))'t)i

trafie (iodipcnttMttti) pfi ooMHh'ienti d'')ht t''n')))MtntMfonxotM

K,<4'; ~J-<~<H-<

<)ittlMf<H')HM)('H<t))t')tMCtitt«!)V)'t')tH)N<')t!)tt)'<)

<(. M– ).<_ K?-~ ~)
f. ~?

"t–, ~<?~t-r'(?,
tJ.==–

d,?At-t'(<p.'t.) <"i==&7'(V.-<')~a'~w C' t~,
–t

')ov(',))pp))))tupet'))tpro)))'it'tA invttriftntivtt'tfi pttt'Mox'tridi&et'cu-

xittH, ~<)t, v(?t')) ttott'Btmo ctttcohtt't' <ta))e a)ttiot)« counHnKt~

'tj,o(').t'fr)')tngo)os<tf))« onuv~ tinfe <M)o)'')nMtc~)'t'bi)Ht)t'

~tt))a(6)

.Ht.:== '==~.

)H,<T, )~?. ·Ÿ

f'x'nMht eqnivtttonte )t)t<)()t). t;")tt'' <;«')))))'-«)<'s! ftxwrt'n.

It) jwn'txiotxre nhinatoo: 7/« cf~tt/MMocMcc~MfM f <!)<~c«'M<epfr-
cA~ < dtte aMeMt ~f MMM!f=:<:<Mt' -j,=:<!(tft'"<f«t)M «Wo~M«/f /t.

/f)'e cAe <t «M~a

t(~)=".

Apt'tiet~Hmo subito )'* f<))'t))o)a(l')) )<))!) din)"8t)'t)!!i(t)n' dcH'hn-

porhmte proprictA, otti K'~ sopm H) <' )tcop)))tt)r«, c))c st jtttô (if) ix-

tilliti )))<)<)))eat'gttira nu <M)n){i"")<t't 'ti voritthiti ti))p <'))'*)'iK'<)ti

F,=0, M.=~'

Par qtx'sto (tobhiinno (tftct'ntittHrp. Mcoou<h')<'(19), )efn))!:i<)t(i i))-

co~nite y,'}' io }{«)?) <!(tHo<t<)iHfm'M))t)f ')<)<*pqttMziottitOtonttatH'~ df~)

(') RI <to!K)r\i ohé )~ re)M)one fm i <)i)x'ri)))it)<nti <)u))e <<u<'forox*

H()-t-'=,iH,< t.) /f'(?.)\'
,,1H

~:()(<')'

't)~t)to')))i

A.,A.<)~

;p iàt Ç' (,f, ~)

h(.–t"\f'(tt~<
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l.'OtdtM~

ohé poHftiatuo mettare tmbtto Notm tm' ttttt~ tbnaa notevole. La prima

eqtttMtioNe d&

e qoiMdi indioaado 000 (t un t~ttofo per uru tneognito di proporzio-

n&tità, tw8$M)ao Bcnvere

le quatt formote, riaotate riapetto aUo ttorivate di dàMno

K.F~

la trovituno egtwte )t ~t Mooofit' invece == E aioco.

me per ipoteM 4,?==~~ ne a~xo ;==!, ''ioè jj.==~:l. Posaiame

adottare il se~oauperiorp ~==-(- 1, '!)~ )'<Ut<'<)CtHo ;j.==–l aene

V~M-'). t

t)c ~M/CP «? 8~tt

F~t-E~
<) t«( t)p
f'tt

`
/E<.t ti"

0«' '~P

r

~RTj'-F~

f

C~ i ff t)t(

t"< 1n/EC!)~

f -(}
<)')' 1 pf t'w

S)'j<. ~HC–~

Ora formando daHe prime )' eapressione

<<')' t~
<)? <)f .t~ f)t

~<}~
Ÿ
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dedooe eaugtamto f i<t f. Uom dHnqne te due utaxiom incogutte

(iebbono aoddiafttt'e ttt aixt~ttUt Hueiu'f):

(~)

che si mrive anche, riMotttto

(20*)

ail

-Í~

0 -Fi

Viceveratt, se le ftUtision) <c, .)< sotMiafftuole (20), esse veriacauo

anehe le dae

p )' otemeuto tioeure tt'Mafortnttto ha; ht fot'Ma richiesta~

(31) == (~ + ~), ). == L. == –L.(21) dR~ ), (d~s dy:)
~<pCf \<).I\J

Not ttmtMettitHno qui ooto tta))' )H)ftUB!che il Biateuttt !iNeMe (20)

tMnmette inanité coppie di a«ttMioni. Ed orn oaserviamo di più ohé

la condtzione d* inte({rabi)it& <h'))e (30) dA

-i- ==u,

'Main par ht (C): A,f==0. Snoihne)))~ <!a))e (20*) ai h)t ~<}'==u.

YovfroiMncnte, se ?è non qntduoque Ho)nxione (te) A~')<== 0. ]<' (~0)

F ..R~-

c~ f« <)ï"·

c'M t''MG-F'

C~-F~

e<j) <'M ctf

~KG~

r ~t

f<~ <)~

~< ~KG-i"
y

F.G.~

1

ëe ~Md'f ile éJu,

~G'[~

y~)==0 t,<f==A~,

f'« <'<'
) ('

fe «« t

f<,t h<G– mc-P'
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M<)t)t)t:<))))('ttMbUie(ten'nMit<t)t)«<'t'Mmt<). qttttttnttntM, omoo <)i

uttttcofttft'ttMM'bitHniMtMt'titivM.

Qtn'xti ptn-tiextari <Bftt<')))iut't«g))))n)i (y,t') <:he ttAm'o f) d<* tH

fot'tttM(2t) ttiwtM) Mf~<!<'M<(<tatt)t MsicMtt)ittetn)tt.i<')t).(h<M)MHU'iMtmoMte

«)Mi )tttU" <!)tt))ttMt-)~)(tiitht '')0 t:)te < <<tM<<<'tM,OMM~ ~t'~ <« <"<-

pe~e<e m ~tMtd)'«tt tM/t/tt~t~t.

Per it)t<in<)<n'~qoe~tu xi 'MWt'vi ct)f i riopettiv! f)e)tte)tti <t' aroM

deUMtineec<K)t'di)tMte~t !«)"t)'tt''<"

<~ ==! <~ ((x. == ). <!?,

e per oi6 se ai afMtunono euxtaxti ed <*<{"")!(H)HttitM))t)ni), )e

)iucf txwrdiHMtf, oua) <i<tt)vet<iet)tfMteMtfMptt:<i)tt<ttàttuo «fptmto ttn)))t

anperHcie una rete di qntMtrati inHoiteaitM).

Se it SMtemtt ixixiate («, c) è {{'~ "<"tor))tt<,oon

K===G,F==e,

)e(3<))!<it'Hh)t!o)t<)(t)t)<)toatstf))Mt

==
t fix ff

<

~fr f<«'

le quati cq))))~iotn eaprittttXto eh~: ~-{-<<' ~<M.!««te <<eMawaW<(t<~

eorny~M «-tf. M Mi<:('(H)n'p<M8tMt)t<)aoche omgiare 't'io–t, ne

<te<!))oia))<M:JVb~.tM/<aw«pe)'~<'MM «M/t <M<<!fM<'(~,<)'), ai o~eM~oMe

<wMt~t a~ (<)p<'MM<~

?--j-r/==F(-f±i-.),

MWK<feF il M)M&e~'<t /'<MM«)Me<M'M<<'<tWa <'«W<!M<<ooMp~MM.Ogni

futmioxe oott)p)ess)t ~-)-<t ~nnata coH <h)e sohtxioniMxin~te dana

eqnMzione ~v=:0 <))<M'8i.oeoon<<o B~)tfHt))i,MW<tt«<' <!Mt~MM Mt~«

~ef/!<'M.

Du )~Htn« na~rviMUtO <:))< ri<)«ttn il <f<' t)))n (<'r)))a itMtterma

~'==:(~t'-t-~),

si cou~emx' in tenni))) ttt'iti )<<)im'e di int~heMM nntta (§ 4C)

M-{- ===C0t)t. M tf==t!M<t.
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9

<-\'it'<'v<'t'fM)Ottcgmttt i'c<}t)!~iott« <ii<t't'r<')<ziutf

E(/« t''<~< ~f <; (~- ==o

xi <))«'<<'())«)inistt't«i)M<)tt'rftti.

~)<).

Parametri isometrici

Sei))ttt)MMh')t)a))<-t<i's"tt'r)uo()<fj),chf(tà M) tx
tf))))tM

~==/.(~J-f~).

xcttxa oungi~re t~ tinm' Otontittan' "v,, «) cHngJHno i pantmetri ohn

)t''i''t<'r)nitunwpo))e)tdo

",==?(")'=-~('

ii~'prcnde informa

~==/.[.(M!~t~V'(~

m;))aq))!))p,<'88('t)do

!=/«),G==/(.-).

itf)OM!entc-'èi)qttoxi&nte(on ~n)dotto)'U nnafmtzionefU M
G

j'et'Mnnfunisionedie.inver'MunGUtt!)Min nnHtaton)~ «)'t~gonM)e

(")

</j<==H~ U~r

s) ha

(22) ~='~(22)
C

<:on )J fm~toxe di M, e V di f, ponendo

E <!

Q. V'

sipMofjorivere l1e

~'==X(U'd'M'-{-V <<



t~K) c.u'n'<u~m. ~H)

')h)attt<Ut<hiiu'ei)WiHHftftM~)'ri<t))"ttiv;t[))t;))')ft

CM)
M,==~U(/M,f,h'd<

po'ttVt'r~

<~==A((<M/!(<f,

Perquo8tar:)gio)t6Ut)s)xtf)))ao)-t'~MMte(tt~f) ne! qu(t!e 8in

SQ<)t)iafatt)t ):t cotxtiziooe (2~), u ci<) che è )o atPMo t'eqniva)e))t<'
'tiff6rf)t!tU))H

(2~) 'g~="r«f'f U''

dH'<Htmc«t'itiMtM'ttw.f)Mnt)n)<tn)f,,o,ttati d)d)M(M),pe)qna)i
si tut ta c<)ndixn)UHMratt''ri.tti< t'~==G,,t))cot)S) (Mrmt'etri isometrici.

I~tpo qnestc oxaet'Vttxio))),et')f))i!U))t<)a t'ondixionc afHnehÈ te )in<

?(M,f~==oost. i))!<i<')t)~c"))e trxifttone ortogonati, formino un ai

steuu) xotermo. P<<r <:ib (Micorre t' bastn chp, can~iando il pitrametro

? in nuit sua '!0))ve)ne))ta fuHxione F (~), risutti

~F(-f).=-0.

MHd!t))a.for))w)n(C)§48(p)t!.f.t21)f!<'gnc

~F~)=!)~<t-}-t'"(?)~~

gti HMcenti indioamto derivitxnHx' )':)p)Mt)'t"t) ?, danque <teve easp]'

(~ ~=-~)

A,? F'~

una fttnxiotn* <!a)ttt sola VicMverxa~ op <* i'nnxione de)!a so~t

t,<f

preudundo

~)
F'(,

lu co)x)izto)x' (24) è soddisfntt!) e il xiMt<')tt)) iooto'nto. Dunqu'

(/<MM!MWKCMeeM«tft<te <)<t'«'M<<!«~MC/M' //KM ~==C09t. M~t'fM~

M</<!()-<«€«oWe ortogonali, /'«)-<K«toun M~f)M« )<!o~fM)o cte il ro~-

~M'~ ~t ~MC~~M<< dt~t-t-M<'«t/< A~, ~~y ~t<! KK<t/'MNÏ<<!Me<ft/

M~t~.
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Teorema di Lie pei sistem) isotermi.

8upp'~t,:tS<)'t<)ist'itU!t):t<tt'tixiott<;t))!t)h'tt!t. <-im' c~'thtotjotc

iun)tdttppiuMistt'tu.t ott.<t):"n.t)H t~ot.ft'tno tf tihCf'ti uM'ttifidtt'-

~tfNH,'<i!Ut")<==f!<)tt't')S't)t!t t!t'')ttnf))tt't)itt CMtcoto 8H)tf))t)n-
il tt'Ut't~H.ttti Li'' <)< /f«/(.)'«' ~W~<«<M~si ~M~M Cf« OMO~'<t
<t«-f. It)t'tttti,t('t-itt:t t'eq[)Mxio))editft;'n'))xi!t)'' di qoesu- tt~jft.to)i'' ortc

{!<)tttt)tS<jt.K))itft<t-t<t!t

F-~ -H c -F-~

(~ "==.

(f-:t; i-"
()-:(:

<htHe forot<t)c (2U), ovt. xi touti ? it) J''(~ c (tattn (M; riM.ttm: ~'M

/<!«0<V~<~mM<f <fe/ ~«'MOM<CMt)'~delta (~C) f ~<<ut/«

/</II-Ÿ
~==e

Si puo opin~tf iutxi, t:u)( Lit', )Hù itVttttti ta )-i<'<'t'caeditMf)atr)H'f:

A'edelle ~Mee~'='<;us~, ~~«~gHeMtt c«Me tt'a~e«o<'te o~yoMaM («!«M

<M<<M<ÏMO~MtO, ~< <M«MMW«<!M~ ««' e~tMMMHe ~<~<!t'eM«~e
o~tne

M<<K ) ~'<c–0

dt cul esse M<to tNfe~<t< <e Me yc<~ ac<!t'e CM a''ac!ft<M)'f <'e~M«-
~OMein <erwtt~K~<. lu qxeat.a ipotf~i.esistfrà infatti un thttorein-

t~raxte )<.<)iM dtt -t- N <<o~tato che ai ttbbia

(~ ~.==,M,
C« Cfr'

f)<M«<tM<!of p<!f<!tMe<)'o<MMte<r<cc.M<t <t))'m) da))« (20) riautta

r GM FN-i r- t.:X–FM-i-j- =<")0
L' ~o-rj L )'p'J

"l) t

'r:t)t!-o))de datte (27)



HM t'Ai'n'um )tf. .).

l'
(:~) (:~)).t) tl

'M «'

lJ'ttqm'(tt<')hu<w)))ttK)o)n)it)fiHi<))tmK't't'i<)

fh~n').~y, <)<){(').y.
t

<M ff

«i hatt)t« i v!t)ori ofbttivi <U <))t''ftM thu' 'h')iv)tU', j~'t't!)~' il reiittiv')

'h'Mttointtttt)'

M (U )[ 1'' N) X (H X F M)<=)<;X' HF M X -{--G M'

t)M't)U)n'))te uox tn)))o (p'wtivtt). Cott tma ')U!nh'tttt))M Ni ha <tm)que
t' t)))' attra qttattnttm'n ta cunuscct'c v.

XeUo stt'Mtto tftopo si oMcrvt'm t'hf it oaU't')'* Mtt'ssf) <tA il )nnd<'

'H <)pcittfrf, apnxa 'se~nire mh'~t'Mxioui, sf )<' tmee int«};m)i ')<)))' e

t)(Mxi'j'nt'f)in'ft'pHxi)))t'

M'<tf X'<r–t'

!t))j).u'Cf)tt;<))t")('tnt)si(!tt<)))i) ittott't-ttX)'. Uc.t'ot'tt't' )'HSti)p)'['t:iot'h'

yor le ctuH
t')"K'~IJ.

il
~tof;!iIJ.perte dt)<'<'8{))''MSi')'))tt'ovMteper

<!)< <
dx;)iuno

a16 rr

c)«t; ~n

fMIl <~

t'it)uttitto<!<)if)t')))t)t)M(M~)'ti.!{i~))f<)'H)t('tfmbi))ta

~A ctB

f r rMtc

Rappresentazfon! d! una $upe)~c)e sopra un' altra

in generate.

axpt'ooMtnn oho fnt i pnnti <)i <hn<MxperHt'it- H, S', o frM qufiti
<!<due )or<t rct;i"t)i <'onvfni<'))tettt''nte timihttc, f<it<Htabitita un~ cf).

riapom)e))xa &<KMtooc<teoH<tMMa. Cih )tit;ni(ica tmHtiticittHeote chc, (i-

t'ente le due supet-tioie l'MpetttVMtuente ?<)ue aistemi di coordinat«



"U't'tt):Xt:?<'t'AXK)K<U)t'~A.t.)'t'Hm-'Hf)-: ):M

.-utvititt~ («,<'), («'f') .<-) t.~fth).. Ps!(«,r~;K',<) .tue jtoxti

''o))i!<)m))t)t)n(i,[)-M\<t)h<t('ttt)X)t))tithti(<<<t)tmnM)'H<<))ns~V)t

t()<ndt«,<Sr)'iv)!tt)Ht

') "<<). '=.<«.<'):

')~stt'f')t'tM<)h'')it-)rf'f!<<;('wt<<un<)n8'))))t)i)ih))t)<n)<)))))i\t)t-)t

(ontro i)<Mt)npu coufi<temt«) n~ttoi~M, Ut'th'fnniti~ttitf'

nfnn(M)~it)ttp))<)t-~iu<))nm'h<t)t)tneHH)!<)'nvtttct'!t)'!{ii()i)-inpetrtt

!td«,~tt))t)t')«)(h<i))nn)<)or<tim',t)ti)Httt')m'U'<tr'<i))<' oh'- <)<'<-«mt

~))xiti''mrf, Hf.npn'. tioitt' <' o<.nt,i)tu<' ('). ~muxto < t))uo\<-),.)oxi .s))

~)t't)<')-ivcm)a)it))'Ht)tt)h)!triM

,(")=«,

il puuto eon-it<)Mtnd6))t" d«m-)'iv<'n\ !*)) 8 mot th.tf-a ot-ttinfu'it) cM-ri-

'<tw«'tf<)t<))tcu)t<<)Mnxiom'~ )apt-<'c<'<)(')ttp ~M:) n~m~[~r
M',f' si t<i)t)MtM.ttti i y)))"t-i, t'x))t-t.Mxioo))p (2. jw)- !<,f.('tM)H()n!<
tmtquH <t~))t'))S' su S' M.rt'iaponth-ttt nntt <h't<'rn)i)Mt!) OK'trMe sn H,
« n~i t')KH")-.)t<)-f).K.,).(.)' tisfou-t- )« ittet', la )H-i))H)ti~unt H' <())))('oM<

f«'<t, ht St'<'u))'h) 8 <-<n)x'ht H)m fMtHH~t'Kf,c t)ir6«)<) ch<' f: <' m)'pr<-
'«)nt))ta)tt)'tm);)~t))a~M)t)tt!t.

Una p)n))t) ~t ovvht ))t-«)n-i)'tA di qn<itf mpjtt-eMeotitzioni j~nc-
mti~tasegnextc. Adogoi~h-tnotto )i'n')tn'<)tsce))tû<it()pmtt<~

(')MM.mMp()udt'n~n'Hntt)H~nn'tnto~))e)punt'<Mr)'i'ip<)!t<)<.t)~.
(M,f) e si('C())n<'nci <!itrt'rct)xi))U <<«',(!)- <<« )e (~) sahontitm))" ?'<))-
premutSMtituitxon'tint'are

tK',

t«M=:
-~r r

<M rf

~.h.
f)' <?)'t·

<!OU<!fte)'t)))tM))tt-~ '<))v«w<tMz<'r~t)<'HMt)()
I:OU

f.M,)-) ,,)

diVAl'H1Idll 7.1'1'0,III! Hf!j(IIt!

0 La revwttit.i)it.\ de)t.<fonn~).. (?) di rttpp)-entM).)a p..f(.t che i) <).~fmi.

"Mt~f.tMioMte.
t'(K')

'K'iv«''M~Mrn(.ri.)it)e)t.)Mti).
t'K~f)



):)i CAt't't'UUtftt.– ~M

'/). <r~ t-~rlrc
Vt–y,' «.

</«' f/rrlu~
(~

()f!) rl (!. ttfttttscio')<'))« di)t'i<ict)i p'') («,<*),) )t))!tt'tM'r<)i""t.a
~)t

ptvyr~ttivu t;. ~6:~), e </< Irr·n ll titm·irsUt l, c;url~i·pt')t'Ht\'itj'4.'i).<'si)ttit)m't)h<
'~M'

('o'i)t'!(s''io tH <(tt\it)Ut <;<th'

-;P')'")t't)ti ))St!<'))t!'ta!((',C').j)"it-)tt')M')H''t't'')")!tt'<'<)t') )'i)t<'

dHU))HSt).'ttitU.<)Ut)('ti))'tt't')))'U)'ti.'t,Mit't<))(')))t)(': ~t </)(«/<««?"<!<

~t'Otftti'Mf'~tf; )<<«J«f XM~tf'/tOt'W~t'« MMft~<Vf~t C(~'«.<pOM'/< «</?/'

'~('ft<t~ /< <~t'' /«<t't (<<<<t'i!M/« <'<<'<«~(«t'/(M~'< WMt~f'' K/M

«'t-M~'). J,

!Siit<H'!t

~')) <K<i ~).'</<<- fj<

it ~nadrato <t~))'t~emt<nto ))))('')? ')f')).t .ttttx'rttoit' S. i'<-r))t snpoWtc)~l'

't)(i<'tt)\'aS'. rif<'t'itit,)n)'')iH))tc)t'(~8'),si:it('))'!t t'f)<))'<H<Mt"t'"ni-

.'<[t0))'!('nt<'(«~f)!tbb)!)si

(~ ~)'+2F'</<+<

j! qnoxifutû

<~

si t:hi!nner& i) )nodnh) <)) ~<<«(<t~o~<i/u<M<'<'ttcn'Htotuo't" da, a)t)))t)t-

tojx't'chè

f~'=';A~

o V)n')f)' in t!er!))M, !<«, t-fshuxt~ ti.tsf) il pnot" («, f), varia )« 'iit'

~c

x)~t)<)<')!'e)('mc))to)i))e~rt<pt')p')nt<<i)<)è il
mp)t<'cto

Map)tô))n<!h(!<t!tt'aioht'qm'st<)))t<xin)oi<.di di)Mta.iHO))<iHntWt)

sin )))ft)()et)~~nt« '))))ht dimxiM)« f vi'rii ~(XtXttn ()') K')

riMt'e'h') puntofsiitFxnitiotX'')'«,"). Sx'c'mn'

<~)ast<tpr<tpri<t!t"i toautiote iMgenfrn)'- ""Uc r.~iMMMttt.Mit'nifm ).)~t ')'

tm))<tn)t)Mt)t))ttnu')))edi'))M)<mi«t<i.



K.)'){)':s):;st'xtuxt)HtXAstt't:t!mn': ):<

,3U) .<

Ht<j-m''t~<)(t<<c'

<'i')avvtenc t(H"m <)!()htt'!)s«)t!))(t<'f)tutt)')oMH.ssi~tt)Ot' [ttop'n'x~otui

(31~ ~:r:(:'=r-K:i.C,

<'i'n'qtmmt(jtS))t)ut'm)t<)<-M')))tt)i)f<)tn't«nttt<t«ntt)ttth'))ti[H(~t'~

')('))'i))nt)ttni)tet'')t'U)<.<u))t')th-n')'itttiv: Mitio ta) fi)st< h) t'ornn'h~

tonJttmematt'tl)) <. 45 (?!<};. )lT!)'t-t')i))n''t)'i''iti'nn")'<)!<~t)!t

sut'ito(;hcot{ni<u)t?o)')H))f))!t t)t;nt:ti!)))<))tt!'itn' <' quitte xtt'otti.

<)"')t')e))te do))'obiettivM, cioè ~)i :ut~))i foox couser~ti m'))i) ))'[(-

)))t-t!entMiou('. Si dice attom chf )« M)))))-pM'nt«i!iu)t~(' <'oM/i~'M<c.Vi-

''('vrsn se )!t rappreHentaxioue è CMtfot'tnc, Knssi~tf~to )<' pn'j~t'finxi

(.~1', pcrohô, dovettdo in ta) <MM«ounMt'rvomi in jMtt'ticuiiu'c {;)i an~o-

)))''tti.tedue<'<)ndi!!iottid'ot'tuf:f"<'ntH

H<~('3« -1''(<~< ~t- </f~t<) G f<f~f == <'

H'f/K 3<t + ]'" (</« ~e (/t- ~«) (r </« == u

'h-bhotx) coiooi'tere per i) che occM'n' e bostit t-he stmsisttux) )<' p)'o-

jtorxiotti (31).

Le tttppreaentaxiou! (ioufonui Hi 'ttcono anote f<W!<t'M<'</e~(W</«-

~x'~WMe, poichè appm)t'< lu ooo~etVtMioue deg[i imgoti purtit lu suni"

)i!tt')inc ooHt' porti iotixitcsime c viceversa.

~.53.

Teorema dl Tissot. EtXsse delle ditatazioni. Modut! prtncipati.

Li)'<(:ia))«)per nu tumocttto 'ta ptu'te h' t'pp))'s''nt)txift))i <'ont'<'r)t)i,i,

)"'r oconparcenû ftn ht'H\'c in ))«'<)<'pin <:<')))p)t't< ~0 <hn* t'ortttt' fu))-

'utentati (39), (39*) essctxto dt'tinitc t' non propot-xionaii, <'sist(~, pf)
~"ronn at §. 43, mto ed nu itot m'nto <ti )'idut')« sitt)u!t(un'tuue)ttt' n

)")'!))a ortoK<)ttH)e,i «'tn~'n' <iof' insit'tnp t<'=0, P'==:0, <'i6 <'hc si

MpmuM ~'omftrica'm'or~ oot tcoD-tMi) di TiKsot: /««~<trf~p<'c.fe«/«-
:'0'M (ttOMCMt/O'Mtt~(/t tt!t« J!«~e~/f<'M-X0p<'<tM)t'~nt<M<~e «MOt'<<«?

W~O<t</fM<tCW~OtM~. ~~f ~M~C~cft' «~<~(C~ C/tf Jt/ MMJf~'M <X'~M/<t-
'tt~f Me«'«M)H<~))M(').

't S' intende heae ehe it te«re<tt)t "i rit'erixceKHft«))[<r<'tt't)ttt:i"t)ircott <)i

s'tpfrMeief6t)t. HMoequivtttc h) KostxoxttM)t)t)'r"ptietn K'tr" ""t" <

<)tMfMfi proiftth) <)i ranx' (" ''K""t') ~'i 't't c<'))j)i:t«ttt'){<)t)tt)fdi

n'<[~it)oU'mt fam:if)eu) t;nrrMpon<)e<)<)))<'<))))))«"rt"K"ttt)e t)'')t' a)tr'<.



!;? CAt'n'oho t)t.5;!

Quottto doppio ttitttct)'~ urtoRoxatc, ttctttt ~MpeWtcMcbit'triva. u dt't-

)')n))<))){:)M' si dim <)u<<Ht)dt'Hc <««-<t'('Ke<p<)<)t)t't))tmpt'n'SM)<taxi~e.

!/t'qM))X)«ue diû'erexziitte dette tittfe ptifx'ipttti tii ottiptw (~ t2)ef:na-

t!)))')n(u ai i:ero il Jocohixno )t('))t<d)n' f")me ft'))du)t)t'tt[t'U (')

Kt~t r )-'</M (: <<<'

(~)
F'a F'du (.à'(1p

~0.
K'(<<t-: J'< t'"<<« (,'<<)'

Per studitn<* nel utodo più 8<')))p)ic<'ht )e~M di variitzione de)

1 1
<<s'

)' 1'1 l' lM'")n)o M.==– <ti dUMtaxMttc tineat'* «ttomo ttd un nuMto, rifena-
<<«

mooi M)~ Huée ptnx'ipati (u <?)drllit m~tt'MtttHxiont', oo)ne Il UneM

coonthtatp. HsBfndo attorM 1<'==F'==0 ht (30) div~tta

(83) i.K'T U'f

2

(83) :t~ W

~f6 )' U,('tll: v
(83) tbg

zw

I

hHM)u)tt ch< per le (10) 46 (pn~llC), pusaintMO acrivere

il," (il
(3-t) =

<!tW~ + H..).'

H G

ttove 9 è i'anomoiia de))n dit'exionp d«H'e)<)t)cnto tineare ~rispetto

atht direfiione <te))<tf = eost. f))()i<'hiamf ~nt con )* tnoduH

<!i t)i)atHziot)e nel senso deité tince priocipa)! t!==(!08t. w==Mtat/"°

rispetttVHmente e diciatoo qnesU i M<M)«HpfMtCtpo~. Sicc<m)e lit

t)t'i)t))t ottrrispondo s e ==C, )a xecon'ht Il 6 ==~ nbhiamo dalla (34)
G

('~ Cotoe eMntpif Bt coaNidetiana aupefHeM<)!e<tn&ztoMuntinMia < (t, ~)
e M proietti orto){on«)n)entesu) piano «.)/.t) <t)t*<)o)ht«operiieie in eourdhtatt fty

f/<*c=t) ~)')<<.f*~~f/ff.f~t/ .)

e qxeUtt detta ana ptoieitione ))i)t))«

= <tc<+

L' eqtMztonc (32) <)e)teato ai Mindt neXe dae

pt<~f~ 'c' 0. q<f.i' p'~ =* 0,

di cul )~ pf)))M!) xxbito inte){nHM''«') < =: ';Hat. t'iù che d& xntttt ~aperteie te

Ht)t)'<ti «cette (aeitiMttwizx')))t)t)i).Le tmee totc~Mti dette Meotfttt t)<t))fle traiet-

torie «rtogooftti doHe )inee di )ivat)n« dieollai Itnen ~<jxxtteHM(oo))a tangente i"

pmu" verticttte). & qnestn i) <MiMmttort"<'ntt)e che x! cotxervtt ortogonale it) pr"-

ieziotte, conte è ~«metfiomtente <!fif)<!Mtc.



)')-t):t:MA«t TtSXOT i:{7

<
~=K'

'')t(34)))Cttt))t)t't)<fot't)H)))<'t'nmte

36) ~i'<)M''<St't~

Qncsbt f'n'Mit oust nonjttice ))et' )a tt'gge m'oaudu oui vm'itt il «tu

'tu)ottdi<)i)a)ttxio))M<dv!H'i!ttt')))')ttt t<it<'xi«))t' (de))')(no)t)tt)ittttwi

puorappr6St'ntMt'i))tno(t«~M))t))'U'icu itttrfxhtcaodo ht eWMef~/f

~«e<o!MMtt,p.c. nf)j)it«)<)t!)))}{W!t<'athtSnft))m)to(K~),tf)!ccn-

tr<)it)questo[))))tto,<wj;)i «Huit, f, (t)r('ttim'u))d<) le dh't*io)))i joi))

oi)MH )t?="<!<Mt. «===<'oH[. c i otti M<;H)ii)HHi«, <' Hittrto te im'erKo

~tei tno'tn)) pritxtipati ?== ~==:- 8e di fj)'c<tta eUiSHe tti equx-
''i

xiOMH

:X

==.l!'f-t- !fï–– )1 v

t)Ct'ivitttno )'Mqnazin))t' ia t'ourdin)~ potat'i ptOtOKh) t==p<'<)s'

'<) ==p aèn9

r-
1 l'l' I~ClKI!fi !-l,II114'III!Il,!'j*t'()M'f"M<'n'

vedituno cho MHK è itteutiot «)()( (3C), ove 8) fxcciH f == Per <'io:
P

Il tMod'M~Odi dtft<«ZffMf ~<t e~MeM<</M<Mf<<M«M /'<;<!<;<«Mt'«t C0<

<'OftCM<<t2!<o!)eCCMC<'<Mfe)'M '/f/ MwMxifwe~o <<e«a eJ'<fM<'<tM<<c~«'H

<MM<t~M<it dw~<ûM.

Deidnetnwtutiprnx'ipnt)')) ditMtxitioneuouStn'à minore <]f))':))-

tt'ft, ohé ao fo!)af ('== tt, i" ')(: )'H"to !a t.'Oisxf iu<)i(!t)trio'' Katt'htx'

costttntetne'tte on ch'txttf) c ta )-)t)')n'M<'nt)Mh<!)emtrfhhe cnnt'ormt',
<!aao ohé per ora t'aotndiHxx'.

Ponituno ohé tt):) p. < )\<~)~j, ') a))f<t'a <'HHf)t<1<'<>< )' fUisfe

iudica.trHM: &vt'&)' aase mttgt! "fO" ')i)-<'xi')tx' (c) il tnimn-f ne))!)

'tiMziooe («) per <)(;<))H)tn( dircxionx MtH'A

< <

'MOC 2 <KOf?<t<tpr</K)(p<!t<<CO!T<~OH~M~«/ M!M<MMf M~Mt/MMW/0)V

<~e<MedM!o di ~<t<a<!<oHe,cAc /<«??« ww~M'c ~'«~ «< <«fM)'oHt o)'/«<
"<tM(nette ~'ez<OM~~WMC<pa<t).



]38 CAt'tTOM)tU.

t)t qttMtit d[ito<t))tti<")Mui sitUtto rifcnt.i, p~f tHaegiut'e ttempticitX,

!tUHHttet'pr)t)ci)))ti)f'om<t)hn'n<'<)urdi)'atf. Mat)c«<ct))«dei)n<

dn)) pt'ifMtptt)) )i,,i~ Mi puô t'ttoitux'ntc t's~n'M <Me«o<(<M«~ ~M<

raM, osnervuH'to oha ht))}:" t<*t" )"i)tc'pn)i si )nt pet' ht (;~

)H'</« t'"<()-<Mi)'r)

(37) i

F't<«;(j'</<'==T)'M

<)uVtt o ë un t')tt)M'« 'H )))'<)pt)Mio)t!t)i)itd) ou Mi t-icottoscM Hut'ito il

t)ig)nt)tt)tto <)MH)ti'ortno)~ (3U), cht' (jui xt-t'iviatuo

<< f ~<- f/K( t<" <~< ,<}'<<<!)(/e

~H~M;-i''<<)~( -(F<<M (i(!)')~f

ondo per if (37) ~)))p)ioMt))ft)t<'

(38) o=f".

Ot'a le dm* cquitzioni (37) Hu~n'i tnm'gcnM in <<M~<<pd&M)tO

K' F't''

).p (,C
==t), 1

(ht cni )'M)U)txiuu'' di seconde ~md'* ix o.

().:(, ). o'' f2 pi." ).:c'– <: H') o H'G'– F'~ 0,

le ''xi dnf t'a'tici in a sono duuqoM per ht (38) )qaadMti )< dei

tuudttH pt'ineipn)). yotiimto in pm'ticotat'f )« funnote

).:(,}-<:).2FF'
~-t-=-

(39)

J M'G'

f ~==
Ec-r

s

oui 8e(!oudi tttetobt'i «"no (n't'ci~ium'ntH ~)) invttritmti aimu)tanei If,

K doth' due forox* qundottio))'' f<)))d.))nf))tit)t.

Un '!Msn p)n'ti<'o)iu'<*)n«)t« )K't<'v'))ndi n)pprt'8«))t<Mioni si prca~ota

qnitndo è M('stM))te i) (fn'dt'tt" d''i tooduti pt'ioctpMti p.=~ (k <

!<tM)'t<*).Attom est~odo

)/H' (; ). =t )/H'(]'~i.'?



RAt'i'KH~KXTAZfONt t'OXt'Ot:~) t~')

t!tt"r)HM)M(<')~.4~)«'rtt.)t.),t<tt«(t:ttt':t'ii<'<'<'(tf: /,t'<ftWt'm-t-t-

~0)t<<<M«~f~<! ~«c /t~-f ~fOMM<<t~t~«;~ ef~f«M~' t. )' )ttVt.)Mtt):
fvitteutf. Di t.d) 'ppreMuttMtiout si dioe ubo <-<,nM(.n'!t)..<)i) ).)<.).<.)-
zi«))M)ità <tt'))~ tttch; h) pM'-tieohtrc M ehhmtimo e~<t'«~t<< .(ttimttu )<.

!)K<'t:oni.s)~)))<)<')ttinotj!oej!{u&ti(<; ==.!).

i'))«!t.)xtMro,ttt))'«r jto't h) ptn'tiootttrt., <-))ftm)t.<.<t)tt.it)tt..)uti

)))i))<)))nt)tKitUMCMrfH(ti,M<)tt)).))!t t't'ni~e h~n~ t.)sh-s:t

)?< totti i ptmU; jx <jfx~tt< c:tH« ~nq.pn'~nhtxiMtt'~dtttt~N/M~

L~Mppt'fHMntMxiooimtiturtui M,)! .-itntttt'oxxiH''<)ttt-t" <').)'.<))!-

bed)tMg)itov<tri)t))LiMit))~)tt(t)t-i d~~ <h)t' t'urtne to)Kt!un(')))!t)i~o))0
!)))")ncuHtaoti.

§.~4.

Rappresentaziof)! conformi.

LjMoiiuno il oano <tt<)~ rappn~eutHKio))) t!('t-!()i ~<-( studitut- j.iuÙ

<i.t~'ioittoquot)«chtië))oru<.it)<'))t)~i.,)t-)t)<f')t-s.n<ts.).it.))e

t-!q))n'(~e))tM!:iottit!ttntM)mi. Ct)tn<'Mi)-ttp))t-t.s<-))ta)t<-)t<jtxj..j.ij)!.r(.)t(..
t'.dt'confot'xn'nx'nta (cutt t-unst't-m/.i'~tx' 'k'K!i !'hK")i)mt.).su(.t-)f]cie
't)ttn8M«p)-tt))t)')t)tt'.t8'? f

Perve<tf)-)<)p!H-t)itt!)<) '~U~n~~m~ t-h.. h. )t.)axiut))t't.h<t.(-
)))<-))ta)) (20) ).:ts'. ~7

F ").:
~f ce

_éc

)').:<! .-).
n

(!~ -F

r" rr ~t-

t).:7!).-

INqn«ti )eK'U)(t due !«t)Hxi(n<ic«n)Ut:Mtc de) .1.0 ))cr htsnpertific
S n'staoo itntnnhtte s« Hi )nt-)s't i«t xnH sMionda superticie S' t'a))
pM!<e))t)tttt iu ))«K!o confor~tc sn S, t-ome st-~uf subit') ditHf pt-opotiiioni

i. ~:(t'M:F:C.

'H')(tt<'ti8<it-h<))~) )''))))))')'t'n'nt!~iu)n <-<)))<)))).i.

Dnnque"j!;t)i oo~ttiit di ~'hMioni conin~ittcdet A.0).<.) ta

priom MUpprHoit'8 8i can~ia, pet- ta mpprest'Mtazione <;o))fot')ncMKS',



t40 t'.U'tt'").<tttt.– ~<

it)())t:('(tt)'" !?'. ~t~' '"M" ')' vitt'iithth' f'utn)tt<'fMn !«))<r'<

))!(.<s«tn't'tt<'h'it)t:'«t«ttit!tt ;.t!),ssi,tttt".un'))M'Ht't':

8'*)'t)m.s))(Mt)fic)«S.S'.stftn)h))'!)))))r''sfnt!t!fM))M<t<mt<tt'tm'.<)H

V!ui!~tit)'«))t))t''s~dt't))Ut.t<'))t)ttv.uiithii«t''))t)t)(eMtmpft't'!ttH'a.

<~x) )))'<'))))'<'«),'<)tp)~tti!))m't'ht''<ut!)t.st)))t'ft)cit'S ai t'uK"t)<!ttm'

')'t))pi<tsistt)t)t!t «t't"i~"t)!)(t'isot<'t'))t" ('<,<'), j:)~ ri()ott<* !)i jtitnmtctn

iM()t))t'tt-i<:ic«t)

f/)f~M' <

")ti)t)i))))t'tHM.-)'<))m!'}'))tttmid')}.u!<i!<tt'nt!t<:on

I<!)M–tpèu))!tVtn't!ttn)e<'t)t))j))fMHit)t'))'r)tSe)!t!t-<e' nu)'

va)'i!thi)n<i«)))p)ot)!<it~ttS';M('dtU)(ftf!thbunntt)tt)<tt'M)'pt'<j!tH'nt!ti!i<'))''

co))f<n')t)<'<ti 8' sn <)ovnnttx' Ms~n' M',e' t!t!i hutzioni di M, v f)n-

?'-)-< Mi:t imohe Vitt't.tbitf <'<M<))))fSt))tsn M. Sfoottdu i) )')i<n)h)t(ttt)))t

tit)f<te){.49,d')vr('ttt()'hut<(ttt'!t\'<'re

?' <)-'j=)''ftf t f')o«' ff'=it'<–fc)

ttnv'n)''<'i)i)i)t)b«)"dinn!tt'Hnzi')t~(arhifrMri)t) di vttriabite M<n)-

p!HS))),)M.siaK',t''d<<vt')tnnt'<tnh)isfit)'c ))))<*<'q))azioniditt)0))(){;t'!)pita

~+-

~f)< f't'

/<«' _p<
f -<

fC13 fM

MM vicev«t't)tt, se tjufxte t't'taxiotti hann't iMogo, il << cittcohtto in

~oor<!it)atc M,o diventit

~=)/t(~

2

,r'~1~r

Iii!" -:=

[\rx/ ) Tf/J )
(Ifll' dr'

a ritutbm'if proporzionutt) x) <~

)<rM' r < f"r

A ~J

ta. HtpprcseottMio)~ in «tt'etto ti~nfnrtm'.

Conojottmmo 'touque: Pef ('M<)'Mtfc <««e le fM~fefx'MM.noM! ooM

/art)tt a!t «M<t~Mpef/fcte 8 xop<'<!tM' «<<t S', « eeroAt MM<tM<'M~</<



K-\t')'ht;st:x')'\Zt<~t<(~t"t<)t !H

t-~M~MW t<-j- i 0 <~<t /<Mt~ < M<t<ff'ftt'f«<'t/<'POM~'AM X' f'

/M<t«<'t'««'~<<'Op««~t<

/<' ~=='t''(M±;'f').

~f<<'<<MmM~<it<'MM<(/<N~(Mte<ft'&(f~'«t'«<.

<J<)t)n'Hiwdt',))tsotuxi'me<tt<)pr<'h)pU){)pn)))ost')['it'))it'<)<')!toc-

tn<!)''ettXttdt'i)t)Mt'')t)iiM<ttft'h)i sott'uxa t' x)))t'!thMMt)pef't)cic.<Jt)f!i

K)''))t)))it)))))M't'<i(!)<'S<'<n)()H(!iitn)f)))ttf<t'')ni)tdi tutti isiHt)')))! i.sc-

t(')'mi,S!)j)n't))ump))r<'M<')tti)fh),nf')n)<)d<))t!))t;)K')'tt)t',<:()ntbrm<'(m'nt<'

sn))Httt)~.

lu pfn'ticotxrf, M Hi vHt'tf t't))tp)-t'H<'nt!W t'«uf"t'))n'nt('))t'' un piittu'

x'n())tr!t<)nn)t)'<t):,Mrtt''t'im'!U)<'t'mh'<')'tt)tt't'a)mpftti\'iMiste-

'ni di ;Ma) <)rtMt!"nKti 0' (a' </), 0 j/) e :<) tHXt~a

~'+«/-r(.r±:'t/).

Qntmto &))tt distioKXHte <!et doppio se~no. St NMitto p. f. te dm-

t'agioe positive ')ei ttue ttittoi in {fnisH<;he ~'i "~)"«M t'~nt~c

orit'ntaxiunf ;a))ora Ht'.r'<.<F (.r–f</) M avrntutc rf)j))'t'csfn

tititmni confono) <<e<~e))<')h*f)ua)it!)t"ti~tiint:n)h-

'h'y.xttt'dtMMMM. Pt't'!<dtrt'(ittvcrt.<')i!))!n~ist'ttt))tt)<!(tr!tcot)-

't')ttiin!n"n'"itscn80t)c'')t)\'(')'tit().

55.

Caso delle superficie d) rotaztone.

Apptiohi'uno i t'ixnthtti Ke"on))) oth'tutti <t<)unit prima ctassc di

superH'!it! sttUf quftti si posfoof) anhito 'tetprmittiu'e i aist~)))! txoter-

)ni, )t))c <!<tp'!<«'Mdi Mfa~wMe. Prcndiitttx' Hnprn tum t)t)t<xupoficip,

!tti))fe<!0<)rdi)t)(t'itne)')t)ia))i<'di)Hn')tnt't), aasnxx'xdc )'<*t' pnn)-

tnet)'o<'din))tn<'t')tt)f<no vM)mht)<tt'!))(jE;<')"t')'~itt<t)<')')!«)« f<'rma

''otjtiono'tiMnmeridiimf) tissu ((<ntt:itndi))t')« p'')' pMnmK'ttodi

nn )~n)t!e!o i) m"' '<W<' restf'tnh' coat p<') )))~)))0)t" <'t«'<)Mo il

'tsnd)t'<t<t!'ttmte(<'i)ittdM cirnntan' rctt<'i. Pn't)d)'t)')<' pcr «Mf~ z

)'afmc 'ti )-nta!H""f <' (" nteridiano <st\ da <'ni f) cnnta )ttt<WK't"'

'Uneo,p.p.t}Hf))o'tf')ptat)"x~, )t' <'<)t)!txit'ni )Mn'!)t))cH'x'ht' <!e))~

!«)ptrn<'ie aannmo

~O) .<=. )-(-<)!<r,st'nt'=tf'



tt~{ t'u'n'nf~O). ~1')

('))aM)d<)~==~ft'))'et)U!t!{"~t'*dt)tta'!mv~'))''t'i')iiH)!t.Pf(')'K)f'tn'ttt<'
tiMfu'f dt'ttit )<u[n'ttt'')M in Hxn-'Unah' )',c ithbhutu) (pun'ti

~(t .('')) f<~ ·

8f,m)u<ti;t)dit',)tr~)n)itt)'h)ppt')<Mt'"t)tt't)'OKt'Mrco()in)t<r)<!itt-

)to.c'H)tato<htnnp)t)tt«<)M'),a't))")t't'f

«=-
1

ne !'tSM)torà t'==:'L(M); ta Mittum de))a fuMioxo '})(M)tteMr)Binttt)de !:)

earva tn~ridimm e xi avrà

(41) <===(~-j- <-=~(t<).

Qoesto fortna dft va~ itnohf txattift'atttmentf pot OHSoprima

eactuax )te) Mi)m<h'<~tti tutaifiotM, si riguar<!erA conte ht formH ti-

piMt t~ft d~ di ttua snt~rHcit' ')i rottHiionf. Sifo~nte nftttt (4t) r c

funziuttt* di x sottaoto, ttc f~uH sxhito (< SO): ~~( o~tt WMpp~otf

di fe<<M<«K~i mefM~<M<ted i ~aM«c<t /'«)'<MfMo«a <~pp<f «<<«!<«of<o-

~Mta/e «a~fMo.

Vo)ft)d« ri')t))'r<' tu (~1) ai jMH-fxm't)')iM<'tt)Mtnc)hasta scrivcrta

~=~+~),

e oanK"M il soto panuttetro M i))

/dM
M J

J ~<tfaw<<W ~M<e<)'<ctpei Me<Mt<t))t e paM~eK ~w ~( ~a~ttM~M~

~M
t) < r

tM<eOfO!~

1.11)

7

Per og)n 8)))x'r<)o)e di t't'taxinue Hi s~ dunque riaotvere il prob)~.

MM<ti ntppreaetttttrht h) )«'")'< 'nfftrttM an! pi«no. ît) particotare, se

te coordinate caftesittne ot't"ff"t)u)i $.Y)sn) p)xt)<'a!a8at)ttH)))odatoda

/~M
r

r

si ))vr& unit t'itppreaentatiionM t'oot'ortoe ttoHa quat'' il t'eti'M'htK' dp)
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«Mt'ittiatti c tMrttt)'')i bu )«')' )m)))at;in'< piima i) r'~tx'vtHt" ')f))'' rett<*

))!tt'itH6)et(gHtt')H)t!w)''tn(!tH.

Si<Maft'fic))eu))!tr<'tt:'<}')!t)[m')~d")piitti"ta{{t"t8<)ttf)tmt:'<h'

<'oatMt)t<'h'rettRp!t)')<)t'')''<t~)ittW)''))<')'i~)!<)infM tthietttman))!)

HOpet-ftoit!retondit tnKt")t K"tt<' t'nt;o)o o'Mtttnf i n)«ri<)inui (o i p<~

nt))cti),H)u'&oi(M)H)!t<n«<H~<'<'w<ca(')..Netttt rapprMfntHzioue o«[)-

t'tt'ttu* rie~w quithti HVhtuntt* il tfortona ta o~Mt'<f«t~o~ faoc/t~MM

<)<«« o«~e~/fo(< di rc<ft~)HMeda tre <tf</<t<CMM</fcwttC<<o ««)HH<t<<6t~t

«tt~eM dt due fe<t< (<M)tn'')n') trnmgoto pittuo hmnagxx').

~.S6.

La sfera complessa.

(~msidt't'iiuno la sfunt Ho) centro ))«))'origine M di n~'o ==].

t'ott)'' nnpf'ttittx' di rohM")))'' ttth«'))o ft))' ttMm<delle t. Le <'o«rfiit)ttt<'

X, Y, K di un ano {)nttto poHMono Hcrivet'ai

(t2) X==8('n«c<)St', Y8<~)«8ene.Z==co8«,

t-.W)n)<'iE')a)t'))};it:n'ti)n'M)t li ht di)!t)t))i:a)tn;)m'e (t<-) pnnt" tta)

))ot<(tc = 0, o c~ttfx~tHe (<'ntn)))e)nento <)e))t< ttttitn'tioc). Pe) <?~

<)e)t)tnf)'t')t, eMMt'txh)fjni f ==M~n?, Mt'hinn)o

(43) == (/ -{- x..n' « ~<;s.

Cône punum'tri iii0!))t'tri<'i pretutiHtoo

< ~M t<

K~== ;== )<)){eut t' e
'!<<*))« 2

<')'ervH.rin))i)f<)(H))ph'sS!)Kn))t(t))Hnt

(44) t=:<: M,-);)' ==)'))<
M

f

:.1

OtM))itU))'t tu))) mjtprt'fx'ntitxx'm' (~xtut'tnf (teha sfarit au) piinto

h~nar'tando Tcotm' t'or'tinfu'iit va)'iahi)<' o"t))()tc!<a<tsn) pixt)". che
"u

(') K )nt6te<e<mtet'o~rvoff (Schathm; che le enrve totoodrouttohepoooNo de-

ttnir~i, indipendoBtumentMf)~))ottoptt'ticiHdi rntaztnMe,c"n)e )etmiettBtieiM)(<tt)a)i
(!)ott<)~n)j;')toeoBt&ntf)di nh ftm'io di )')&))!ad ««te pmjtrin (piani mwidifMt~.Le

"linotte etiehe ci)it)dft<'htMn<'hn'm'e traiettorie itt0)(t)tttt)idi un faxoiodi piaai

)'trtt)te))(ndMoein))'t<')'ri')).
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pt)ttttHH'<f<"H<')'tt'W"tt't''t!<C~"<t

-~<

i))<)i<'itud« t'ott f-, 6 )c <-tMntiti<~ potini de) pnutu )tmtmt(H)« )~t piM'"t.

L)'t"n)mt<'<ti'')))tptt't<)'t)titxi"ud)u"jn''

Il
(.tS) ;,==.)

~r.

pdofa<:i!(<i'ttet-pr<'tMr)H~')t))('tt-i(:itn'Mtt'SipFt~)t)apcrpi<')t''rap.

jx-t-seotfttivo il pi'm" deU'f'~mttore~~O, od o~ui panto M~(M,P)

<)t'))a sfera xi pt'oi~tti 'ht! p'~u «=0 su) piaoo KqntttoriKte it) M'. Le

coor'tin~tc po~r: di M' aon~ tn~t-i~xm'nte (45) t)i<'ch(' tMntppr'

MMt)t)tziot)Mno" ~)tm che m'!t proicxiooe centraJe <te))a afera f'tttH

dtt) po)o aut piMUf)ef)aat<nift)e, (') e jn-ettdc il notne di pt'ote~ottt

x<e!'M~t-«/?Mp(~<M-e.Questit f nt)~ rapprt'seotaxiooe bimiivoon ')i tutt<t

ht sfem, <<8<:)))soil p'~o, su) p)!")" f per tôlière anche )'ecoei:io))f

<)e! pu)o baNtit rit;U!tr<He (niche U pinuo cotMpt~ao corne ohh)f*&in )U)

unit'o pnnt" ftt)' intinit", oorrispomtente ttt po)o Me=0 o t==o. La

sfera <;o~ caricatit (him)i\'oca)n'<t)to) dei vatot-i dejitt vuriabite 00x1

<[)1<'sHa diffxi h) </e''f< WM~/MM.

Ai)'' f<))'))"))e (4?) è xtit'' ')!)? on ftitro itfpMtto intro<)uc<'ndo, it)-

HX'mf Hi)<t Vfn'i))bi)e t!0)np)''sH!t ht snM <'on{ugat& chf indtchitHMO

'(')

Mts

't}' 2'
fJ

Ont~hhitm)"

-.)-1=-. ~-t==
rc

SCt~M' !<t'))*'t Il

S 3

?- ~<'t't"«"sp. T–~ ==M<<'<'t*' t)f))e.

(') KxtaMhnente 0) per )')?))" f)i proiejiXtne<! preude ttn p!«no par&))e)ox)

pi<mode!)' a<)natere fa) pian" t<n)j;entede! poh.) In H~nm hma~ioe
ei ot<nb)a )a

una Oftnnt aimite.

<*) tn );enem)e, aegnend" ')')'* a"tf))ti"t)0di Hermtte, eon A, ot indienqoi ed in

M~nito la cot)it)~ta di una ()))aatit)\ eompteMa A.
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10

f por ciô te (48) si nofi~n'<

(itj) X 'L~ Y == Z

i-Ï ~+t

tnqm'M~' fquttzi'mt j'arMtuctriohe detjft «t'ont paratMetn

~'uotuaMifMtumottafjjURtii dnttfgt'ncnttriciitmaagimH'ie (t'ettfi~.

th))'e) oho rappreacHtauM Hoche, in questo easo, te !inee di fouffhfx'

mM(t)~.

Si uoti ohé il vntot'Mdélia vanabite oonptetMMtT fiel pnnto (X, Y, Z)

d''))f(ttfo<ttèè

·
X-T-tY

)"-Z''

e ')) qui, o daUo (4C), N'gue cite il cato~e <<e~« NO'MM<e MOtMp~Ma

net ~)<M<od<e)Me~'<t<Me«(cop~o~o(– X, Y,–Z) pyeCMftmettte

lit &NOo~et'vian~ che Ne~t pfo<e.MOHe~et~f~/ÏM ~~<! ~'<t

e~< e<~0<0 delta ~'a ha MNM<t~<MC~<<tM<tMMCtfCO/0 MMMfC«<

e ffeeM~a. E infatti se (X,Y, Z) ftescrive ut) cirtioto Hu))a Hfe)-)(,Ka-

mn))'t X, Y, Z (o~ttti da una retaxioMe )i)ieare

« X-A Y-y-cZ-)-<<==<),

e sul piauo mppreaetttativo questa si muttt in

(T -t- ~) -f- + (~ t) + << (' + 1) = M,

ohe è equaKtcM di nu cirooto ae e -)- <! =(=0, di u))<t retta M

c+~=0 (ae il oircoto <M!a sfera passa pet polo di proiezioue).

D' attronde, dtaponendo di a, &,c, de f equazione aopra descritta è

qneOKde) pih generate circoto (o retta) ne! piaKo.

Qneate proprtet& de!Ia pro!eziot)e steroograOoa delta sfera di ea-

Mre nna rappreseutazioue contbnne e di conservare i ctfCoti si poa-

Mt)n anehe dunoatrare oon aempHci oonaiderazioni geometriche ete-

mo)ttn')(').

Y. p. e. BA'.Ti5)!K Stereontetria.
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~.57.

) doppi ststem) ortogonat) di ctroot) sulla sfera e su! piano.

8ervftntot:i dfUe propri~tà dt'sct'itte detttt t'appresentaitione storf"

gHtti<!)(')e)i.tMt'<'nt, poasianu) ftn-ihnente r)Ho)v<'t'n il pfobteoxtdi:

<<e<P<'MMM<'<!tutti i <<0ppt Mff~fWtOW~OKf~t <<<Ct~'CO/t(0 ~((<) f)<<pt«M".

Ou)) <joestM tn'oi&xiuau il prubtemM si rio~tnhtce n detertnintu'e

du~p! siatoni ot'togonttti 'H ch'o<~i itoHit 8f<'r)t. Ont t)i oaaervi ollo s''

dne cirou)) C,C' deOtt sft'nt, c')t)<M'Mt))K'i pffmi it,<[', s'incoutnuh'

ortogottithtX'nte in m) puntu P, ht toogfttte in P tt U' è MOttgetx't'a-

tri'-e d'') cou') oit'oos'tt'itto Htht sCt'm tnngn 0 o pxMa quindi po) v'!

tice df) cutto, chc <' i) potu* di it t'iHpfttu aHtt sfem per conapH:n<

x)t !H)e))c n' pa~tt pe) po)'< di due n, sono piani cottingnti.

ViM'vo'Stt due cit'c")i dfUtt stom situât.! in pi'ttti coxiugitti, Mhf "f

tt~ti" i" p'utti rm))i, aotto ortotj;di fm hn'o.

(Jii) prentoaso, siatto (U), (C') dm* série To' di circoli de))!t sfot

nmttt'xuetttt) ortogotttdi. O~ni piano x de))tt pt'itntt sorie devu esw

ooMinpttundoK'"P'M~'t''t~t"<

poli dei pi:nti (x) sttt an tutti i pifmi (n'), e qnctht tnogo de! poli <t'

piani (x') Hpptu'tieoH et tutti i pitmi (x). Daoque qaeati due tnoghi

sono tteceaatn'httttootc <)no rette < < potHfi t'eciproehe (eoxhtgato)

apetto a)))t sfo-tt. Ne conctnd):uno che il Mt~do?? ~eMerf~e di o«<

MM'eK)t doppio J!<<<!M<M0<'<0~0ft((<edi C)<'CM<t<««? </eM M~t~'t

coi piani <<<~MC~'<~et~i CM< «M< <MMO}'<!«<'COM<M~<!<(!t'M~e~O ft<<

</er«.

Om <ti8tit)~Mi!))))o Une <'na! Mfcoudo ohé le dne t'etta <M)))iu~'

M))<)s{;))f')))bt',<'vv<'m<:u<np)!t))!tri.Ne)pM)no<t))sot)t))td) esst', )'"

nnn))<)<)t)co)ttt'<t)!t8f<'mit)d))Hp))ttti)'t'tt)i,pci qntdi paMt'nu"

tutti ioin'.uHdftpt'unosistOtut. P)oi<!tt)U)d('8ter('<)f;mttcttn)t'))to'<'t)

piono«ttet)i)nn":

A) ~xe /fMPt oWo~otKt~ <K ett'cot~ )tMOcoi tfxe p)t)t<t baae «."<<

dMMtt<~ l' altro coi punti base MtM~UXtftt.

In pMrtiot'iarc se ta rettu f pxs~tt pet polo (oentro di proieiti')

nel piano si ottiene nn Ntscio di rette, (t ooutrx proprio, ed i cir<i

col centrn di questn punto.

Nol set:<u)do Mao, di f, comptanari, faao sono taxgenti tdia st~t

ne) )ned<*ain)o puoto, ix dit'exiuui ort.oKo"i')i, M per proieziM)t'H)'')f

grotit;)) su) pintX) si «ttienc;
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M) m< <(<'jap<o«fftffwwdt <'MC<~tété <oe<MtM«M~ M«:<<e«iKO~«M<e~Kf

<'C<fe/<'ft<M'<tMf<~<jtM)«<t.

Nf)et<t)«pftrH<!Ohn'e('t)<'i)ptn)tu()it!Ottt))tto(ti<sin itpui't

ttbb!imn) uei jtitun), coxm ')'(w timitc, «M doppio Mi.t<;m<tMtu~uun~

dirctte.

J)t')eMnitivK({t'PP't"6'MM)'it!i''m't'"t""

H<tt)"i'iopt)iff)'!<:ih6))t)utitte)ta geo<Mt'tt'me)<'tt)t')tt)trf.

~.88.

Le aMnMà drcotar) di MCMua nel ptano (sostttuzion) Onear)).

Uouai'teriamo due pittoi K,t' sovt'aptxMti, ed anM rappt'Meotttziouc

coni'u'ma (tiretbt dei due pitmi, ossiM dot pianf) n (iotn'tt Hè stexm',

))ittnd:t

~==F(.:).

du\'<' 6 ta variabite («))np)''Ht))tsu x, ht tt'xftfot-mnta, <'<)F (?) in-

'tit'it <)))))funxiotte <tt~ttf<t!'«t <)<'Httvnt'it)bi)e ('<m))')fHt<)(.Sicc.otnc dm'

rr!t.stt)rn)<)!:i')t)i<:(tt)('onHi(a)8i(!Otn)M)t)g<'uo!tt una t<'rxt< conforme,

fus) la t«tit)it.ù deite tntsformtCtKmi («) f<n'n<!tu)) gruppo M!<f)mf« <K-

/f/)f~ ne) settHo di Li< coUc cmxtixioni di )Ht)!H){;oneitn:

f. r/ f. r<

t\t <'t/ 6~y

'(')!')! cqu)txi«t)i di <<e/!«t?MMedct grhjtpo. Om, <')ttr« q~'xto K!)'P'~

it)ti)t)['t, mcritM Mpooiido studio il ~'t))'p') ~M<<<'(dipfndMtt~ ~tn da

<:<Mt!t))titn'hitnu'in) dttto daUt' s<wtitttxioni /<MC(n't

(I) ~t
'f~:

Mo))x,9(:<)Hhu)tic«mp)fX!)<))!t)ma)Ut';<'Mi<it:t)))te il detertttimmttt

x –t deve esNerf diverso da xeM, if) pm' seux' !<tt,r<' <«)))?<')'<'

(mt))tip)i)'t)!tt)()t(,ii,Y,~))ert)))fatto<'<-)

~t.

"!)sm tit HOstituxiMoe I) <(M(mw<M~«'e.t) ~rnppo )) (') dipfode oos) da

i{ <:<)!<<)U)tiarbitnn'x' <!<)))))))'M<oMS):)dit 6 t'tt't'ttive rea)) )M< G,.

~) Ë mtmifeatoehe dne Mt)titt)i!i"nitioeari I). oM'!ee)Mt)vMt)OHteea''K""o<d~uun

<")!ttftKt tMtitaxione titx-itte, uppef) fonnann nu gropp"
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UittMMtt'tittMOo))M it j~mpptt t) MH'itttM')iM!<tû H'iti)tmt't~t'

'))t[)itm<gttMMtopt«prieta:

C) 7~ (/Mt~pM (le f<<*<~MM~hMtt~tf ~/«'ffW MH<~«' <«7<e <' W<C /<*

~'<M/Mt'<M<M!t«M<Cftt/'<«'Mt de~ ~(MW oA~tt«M~tf<MMC~'C~M~0 rette) tn tir-

ccH~~e.

<Jt)'' "f;f<i MMtit"i!:o)t<* tinette J) Mmjïi t)U)t)mt()t)c (tit'coto C <tM-

acritto dit ? (u retta) iu m) t'h-ooto C' <)ftMtt'iM<'<)M ai pue ()rovn-

t'C~'tttpti'K'mHHtMCOM).

i't-Mn'hmt una quatuttfjue M<'pp)a~e=«,~='& di punti «MMMe~t'ct

risjMttf~ u) oircotu U (o ~titt t'etta nf't s~nNo ot<)h))H'io), cioë attitteat)

co) ceHtt'o e comug~ti t'Mpetto !t C. Si ait 'tutttt ~eotnetritt ctetuenhin'

ohé, MMKt mnovo sal))t Mirount'M't oxa C!, )<<nap dne distauxe dM a, A

rim)tt)K<<' M'Pt'~ftn ooabntt'i', t'in6 resta coataote U tno()uiu d)

x-a
Siaoo ora ~==a', &'=='' i due punit h) <'ui la I) tMRportit

~–&

~–f<'
<~ e &; la variMbiie Z'== sarà tegota, ))' <T!!) <!e))s t), li

~–y

neartueote a)ta Z ==:
t

Ma siticome Z, Z' si aonuttano instûtof

(pcr ~==<a') o insien)~ diven~tto iottttitc (pfr ~t,=.t'), la

retoziono tioeare fra H, Z' hit <tecf)Min'i!)mp)tt'' lu ff'mm

H'-==/Z (&costa))t<')," Il

< « ? «
=/

~t

In consegnenxa qotmdn runane costant)' H niodnto 'U tate
~–t

rimane i) modnto di
e'–&

<'toë deacrive naa ciroonfereMXtt, ri.
b'

apetto a)ta qnate i due pnnti a', b' nono Himtnftrioi <~< <Oft<<<MMOK<'

tMMCtfeÏ) oaM~ ~Mt 0!rco~ C tM un' aMfO circoln U' e p<& CfM'-

e~t<t te coppte ~t )MtK~ ~MMMetWOriapetto <tt c<rco<o.

Per dimoatr~re comptettunente )a proposizionf! C), provi~mo M:)

ohé: <e una t)'<Mif<tt'tMt[~oneconforme e''=*?(.) caK~<<t MfMM <? et)

<?!<, MM «M<ï<M<~M'«M<eM<tM«'eI).

Pren'!iamotn')t)t «~nr~ (;) Mn doppio rcti<:o)atoortogot)atedi)'et<f

(p. delle rette pHroO~te ogH fMai) ohe si cnngierà, por ipoteai, tjetta

Ngam (*') in un doppi« siatemu ortogonate di Orcoti~ il qua)6 dn))-



Ah'MNfTACtKUOJLAMtUii MuMttJS l't't

fille "tt'rir&il il otSft A) o il MtMojt~ d<') p)u')tf:catu preoMdt'ntf. Pox'

i)prh)t<)0)M<))'atttMaubit<t ewtuso, M ~<~wn~ <;hn h'trajettorn'

!«)K<)t)ttti(tiotto )tu<î"i" ooahmt'') d~t t't'tit'ottttc di t'otte sotn< porf

r(")t<'Mdebtwnuttt)it)tt) tnutttrt)ih)'')rt'<)))t)';)j<'tt<)t'ifis<'K"u'df)t'!)-

~!if)dioh'<Mt)i;)utt)atrK)ott.<)f)Mt'<<

cin!o)i)tt))xu)o <!))<)<)MbfittXtttibiWt'de) ftt~'io Hintu' ''«itxiidt'nt),

006 txd <!<t8011)('). Dttttquo it) rt'ticuhtto urtogottaif <)i rette h) (?).

ht tmatbnnazione suptMStx .F(?) fa eorriMpood~t'e i)) (~) un '(<'()

pin fnaciû o)'togo))fti<'di cit'eo)) chc ai toccnuo in un )n<'d<*NH)tOpnoto.

~n' iH )tit'ezi<mi orto);o)Mt!i. Ora, ccK una M<<<<<M<OMe<Me«~, <n

tfiaH)f)~it).s'it)m<K)o<')t''per~'==<t' siH~~tc <'itd"j'piof!tscio

')rt'));ona~ fil ciroo)i in (z') s)tr& )))ttt«t<t ne)))t tt{;m'a (z) i') titi d<')')'i')

.<ti'<tt'M)))ort()tt<")tt)cdirettc, cheputrftMosf'nz'ttttM pret)d<i~ j~r

ftm'tto doUe rette coordm)~ a:c<Mt'* ~==CMSt' Mtt idtM'it tt'a !<'

tif;n)')<(9) (x) abbianm nna t'uppresentaiitonH coofortne ohé tnata il re'

tit;o!atoc(t)'M'ai)t))od<')t'm)a

.t'c-:00!)t~, y e= <!())))"'

inqxeXodeU'tdtra

x: ==
Of'Ht' =* coat*"

siajt.G.

~) y==y(y).

I)allsa fil tunuye.nt~itsl
`~x a)~

xe;,me))!))ht onndiiii~x' di m<nx'tf('t)fitA
~K

e= Bc~e

'=, ''==,- (Moxt~ntf r<'a)<')
~.)' ~.v

f'quindi

.y =:f'< (< cnatatttt').

Otmqxe « fauxione HneMe tonto <ti < quanto dt ~t'cih

fttnitinnotixcKredi~.c.d. d.

(') Heil fttaoxthtt pnnti batte diotioti, fi pt)~ mntttro enn UMMf"stitH!!)"ne)inett'
re i« n))fMctn<)!Mtte nceutro prnprio. )a cni tr~jettorie ifiogonat! <ono a))iM)i

)"garitmiehoe finit circoti (atttve )e tMjettorie ortogfmttti)
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Corne trMformtMUtui geom~hiohe dt't piMMt u( le tt'fMfonnK-

xioui i) fr.unt stitt'* st)Kti)tto <!a Mtibiutt, cha htt dttto tam il nutne tU

~Mt/A Mfeo~t't. ftMMnn' 't queate aMoitA oh'cotttt'i (tirette ohé co))-

s~vtmu t:~ anK' coi t'H'o itenao, m htttw tmohe le <tH)')ità ctrcotari

t«M<'<e che <'on«ert'tt<to i ch'eoti <*tft' ")'RO)i, di qoesti uttxni ))<'rô in-

verteodo il sft<au. t7n)t jMtrticohn'e di <)Ht<stt)H)Ht)itA t:i)'co)ari ')i 88-

c~ttdn apccu' u pfr t'a. )M

s'?., ~r, 'V)

che è ut) rHM.)bt')'<'))to ttttot'tx' att'ttsxe rcate; )n p!&{;f!ner)t!etdHntt&

<!iro«)at'e iovft-sit si utt.x'uo qnituH cimgtitmi't t)e)ht J) )H ed ha

t' eapresHitox' atxditica

l!) .'==~
Y!+~ r,

·

59.

CotHneazioni detta sfera in s6. Movtment).

8« oon proje~ionH sterengrKfict) )'i)M))'titM))oi risnttati preoedenti

dit! piaoo snOa afera, avremo an!)a affm t'* nftt))it& oircotKfi di 1.*

cpeoie (o directe roppresentate da

I) ,'=~~
r.

e qu<'ne di 2." apeoie (o ioverac) <)t)' it)H'a formota

it) T'==~
Y <.

Le trMfbnna:dot)i cos) otteonte operano dapprinut aottaoto uni

pMMti <)eHa at!pert!<:ie aferio<t, tna è focite eate))d<*r)e <t tntto )o apa-

MO, dcve diventano, «fune dXnoatreretMo, le coUmoaxioni rcuii (on)o-

graH«) de))o apaxio ohé otogitmo ht sfcrit it) t)è medeaitna.

Oome ogni attr~ qatutrica, )n«fent atnmett~ 05"oo!!ineazt0t)ideno

spaxio che ta tt'tMfonntux) in se. Conaiderittnto )ma qnnhtnqne di que.

stc coUittpazioni e oomiociatno dttt ditoostrare nho MM p)<H<to~Mf .!M

ye~Cte it/<tt<M essa è un' offtnità ch'cohtre I) o !!). DifatU )? en))).

n<*Kzionf, m)ttnn'io )~ itff)'n ))) s~ <' piani in pumi, cangia le soiiio)))
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jtiituo detta afiartt ht Hexioni pitme cio6 (snUtt sf~ra) tiircoti m circoti).

Dipittcftiiacattgittf~aiuoppiadipiMtii conitt~i~i risotto MHttufo'tt

it) on' ttttnt ttttc eoppin, c parcic due quatttHqna ''h'f;oH frit )m'o or-

[ut{Ountiit))t)tt'i<)uHtitti tih'co)t(!<.78),«ndes~tx' ohe fmttast'or~

t:(H')tafot')naK)o))e(;t(t)(:hc ';o))t't)t'))t<'e''oincidoqnit)di,))t')tt-'))'t't))n

Cj 'te) piu'ttgmfo ))i'Moe<h'nte, oott ut)' Mttinitiï cu'ct<)tu-<' !) o tf).

Vioe~er~ pt'ettdimtto uoa qn)t)[)tttjn<* di ~tK'ste !<ninita ('«'"hn'i

~tt!(nf<'Htt,'HHMfv<~)!Ht)o<'<)tm< si <'stt)nde noUo tpittiio it'tnn~

<'<)))iu<iitxionHdfUa'!t'entit)!<f.tJ)))))H)t:f) f)nMhHH)Ut'Pt)t'H<) .-i~oxio

ttctetiniutt netia sfera una rote <!) oircoti situaH m'i ])iat<! ))(')- P~

tutti ot'togonnH al o!rco)o 1' di ooxt~tto de! fiono circoHoitto <)t) P

:)))n Hfot'a (r sarà reate Me P è eatet'no aH)t at'ern, i)mntt{;it)a)'iu se P

t'interno). Ora t'af&nità cirGohn'oHtnntftjarete oottaidt't-tttitiu

n~'tttu'M rete di <:it'ooU tutti ortogottati )d traaformttto r'di r.pdan-

< 't)ti))di un dotertninuto puuto P' tteHo tipaisio (it polo de! piMuodi

r') )x') qn<t)a passauo tutti i pian! dei oit'coH deUn rete trasformata.

D")"' ciO /hcc~amocofW<poK~et'e al ~«M<o P <<punto P'. Uost i'atH.

ni)a t'it-cotare H è ampttata ad nna oorrispondenza biunivoea dei punti

<)''))" spaxio, <'he ricottosciamo subito pMen' una cotHxeaxioue, poichè

s'' )' duRorive aua rett! it ))t)ttto P' dfm't'h'c pm'f noit retta (').

Uosi Hbbiamo h) offftto diox'stt'nt') t'hf: ~ff f~t)t('H//)Mf<~tO)x'f?e!-

~(t.</<')'f<~t ~<M&ot'<i!~t<tta«Ma ~~<fM?~M<' /<~tw<' J) « iJ), e )'tff)'<')Wt.

Qnanto )))!a otaBaifioaKionc '!) quast~ nn))i))<'ttxnnti )«*t)~ (tue s))e<'ie,

s<- si ricorda ehe sono rispettivattx'nte i pmat'x'tTi <«' itt'tivi-

du:)))o le t~neratrioi de))' uno o d<')t' a)tro aiMtcntit <)c))a Mt't'ra 78)
si VPtto Ohct Le CoM)<tC<K!tCK(<<!1" ~CCte <<MCt«)M~<t'f«'t«(« CtMCKMO

~)' dite ot~mtt d< ~6Met'a<)'<c<,tHe~t'e ~MeMedi MccMf/ft ~cot' li <Cf()K-

M<Hto/<'a loro.

Dit uttnxo oaserviatoo cho f)'{) queste eoHmeaxio))) di f sppcie

'tetinsfentinsëvi souopnrei movinx'ntt o r«t)txiot)i ottot'noa!

<;(')tHo, e do)nnt)dian)o Da ~K<!K~ar<!co/<!)'t M~<<(t<~<oH)MHfoto~M~rt

a~· x,> 1(47) .'==~+~ ~1 l

'f~

'MM«)'appt'MeM(<t<<< Mt<te«MeM<<deMH jt/o'a )« fté? T

(') Qnando P deecrive n)))t rett<t r il tif'oto l' 'teacrive un t'fmcio,e f))mx)iil

"ireatotMtfortn~tc r' "n eoctttxtofwociomt il jxmto de<cirivel' neM )-' dol <M-

MinMpix.uidir'.
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A q<towt;Hdemanda tixpottttaUM'UHjttwttmtefwttwtttdet Cttyh'y,

otx' troviitmo Met tnotto apgueuto.

t!i(~)irot)tZMHtode))ttnietttaMot'))0)t)Mt)tro')HepuuHt)tftM'e.

t.ra)tt<entM oppoxti vtmuo il) uu'a~rM tale cnppia, per on) se t)t (47)

6 mt tuuviuK'utu, traxportttnd~ in t', tteve !t))obb t-rasttortttre (;. ?8)

oude ioaietm' <tt)a (47) dovr~ sossiNtere )' attra

<..1

~~i+~ 'i

"<

OBsia:

~11~'d:~ ·

Se in queattt n)tima ibr'noift cangiamo <, tM–<, cioè ogni quM)-

t!tA nf))a antt ooningata, abbiamo

.'=-+~ Y"
~==1.

?.

Dovendo qneat~ pasarB i~entica alla (47), avremo (opprima

J9==6<P==-.îf.,

Y=– <=!

oon s==bl; liait aieconx'

0!t–;)Y==;(~j-g~)=:) 1

tteccasariamente :==-}-<* quindi la fornM fiohieHtn per la (47) nel

oafto particotare dei movimenti <'

(48) ==
.J~ J- = l,
–+~.

e ftnasta è appnnto la 0)rmf)))) <)e) Cay)ey.

Cite ixvcrMunente ogni soatitnzi~ne <1)questit forma rappre8«nti

nn tnftvinx'nt~ ai ve<te Il. e. net tnodtt M'f;'te!tt«. Esaa eangia ogni

diotoetrn <t<'na afera in )))) ottro dinmotro, R per conaegnenM, qna)«
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<'<)t)inmM!)onedetta ftfcnt !<' s~, taacM nsao il oetttto, ittdi il pi)t)x'

xH'iuHnih) cd il oirooio inHnMginanc ttH'tHttMito. MHOttè duttqm) ut«t

tma~nnaNMtte eoM~HMe di tatto to ap~zio, e in particolare CfM<f«trv<t

<{iiau~oti itttorno at ceNtt'tt, e quhttti le Iu)tt{tMZt:6<(<)j{)int(:))i su)ht

Xt'6)'H.

DttutHmo ai OBfK'rviobe in ogni tM)e ttXjvimpnto (i~) vi txxto t)uf

pmtti '!e)))t f)tOM che t'imattgonu (tasi, qm'))! <:<M')'inp<'n<)<'Hti<t))Ht'H'ti.

<:i<te))fteqttszMMe~T'(<t–tfjt-}.j9==!0, di eui <!ftt(t UH<t

t'itttra è– 1 due pnnti fiBSi MM<j diatnetrainteotti opposti e il

xxtvimento non 6 obe m)M rottMttone ttttorno ftt dimnetro ohe H con

ginnge.

~.60.

Le rett di Tchebychefsutta superficie.

Gti avitappi dei para){ra<i precedcnti, rchttivi fille n)pin'et<enb).

xif'ni confcrmi, erano eaafnziahMente iefîati ft)))t formM iaoto'nxt

~==~(~f-).

chc si pub (htre (in ittt!nitt toodi) fil <ht*di qmttuoqae nnpertteic. Vi

soxo attM forme p<M't«!~<M'tdf) dx*, ohe conveogono tutcftm tt qnft-

)n«qne snperacip, e di una di qneste forme, che si pref«'))ta in di

verse question! di ~eotnetri~ vogliamo appu))t<t trfttttn'c in qn~af.!

Httixti paragma dei Capitoto. DimoBtret'<'M)n che «t) qnatunf)')~ Hnpfr-
ftoie S eoiatono in&niti aiatettn eoordhtati («, ~) poi qnftH ))(<)))(<«n'i-

sjtondente forma del

<h'== ).!(t~ + S F (~ L
(}

ai ha E==G==1, e quindi pe)- ta formol (b) 44 ()M{ï. 114)

F = eoa M,

''ssondo m t'aogoto dette linee ooordioHtf. !) prohtetXM, chc dit'oo)')

~oMeotO~TeA~oAe/'conHiHt~ xe) t'idorre t'eh'ux'ntn tincnn' d<'))a

superNcie data alla fot'tna

(*9) (/~ = f~ <s M
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A<M)t)t*))fMtpe) momonto ))t ~om~bUtt~ dettu oomt, oMerviamo che

st< le quattro Huée ooordinatt) 'it–a,, <it=-<!t,; ~==~, P- rMohtn-

dono uua pofzioue de))tt ftuperfioie, il qn<t'h'jt)ttet'u cttrvHhtou dll pfxe

ftn'otftto ha i htti oppoati ')i ef{Utt)c tnoght'ZM a, –«“ per h) pt'iuta

M~p)~, jit,,))er )tt Mco)xta,ep))o quitxti (tirsi «)) )mr))]!«)ogt'it)t)'no

cnrvitineo net «MNo finito, U)iro)t)bn sa ~retutiautH ~a.j),

UuB! le tittee coor'tittah', <:uuvMtientem<it)t« s)MMi!)t.«,<tivi<)on') ta ft).

perftoie i)t t-ombi finit), h) purtiwtare in rotubi infhtitettitni se ~)c-

cMtHO creaoere a, j) per inex~meoti intinitesuoi coxtatfti t'd egutt)i. Le

reti coor<)i))Kte (a,j!), che ttàuno at <<~)<tt~t'ma (49), fnt'ono per pt'Xno

studin~ dit Tohohyohef e si diranno fett di To/<e<'ycAe/iMxuagittiamo

o)H tnngo le )inee (a p) (!iateso mt (toppio sistetna di (tti pet~e~a-

M)et<<e ~<tt:H ed <MM<eK(!~MHqnesta rete (o atof~t) pôtr& defomtorsi

rest'mdo ttaai M) Hti toro pM)U d'iotersexicoe e fin'itmdo t'angotc

M sotto cui a'incotttrano. (Jost p. e. potro)M<) tmaformtM'e )~ rcte in

ut) roticoto pittno (iartesittoo, urtogootde od obiiquo. H probJeHw di

t'idm're il a)))t tbrtntt (49) tinnaiste ttttooque ne))' adnttare qut'sta

stoti'a (ineatfn'iibite solo too~o i H)i) ft)))))t 'iab* superCoie, o, oome

dioc Tchebycbef, net ftoeot~'e ht auper~eie. Pruna di dhn'Mtmre cite

il pr"Me'na è aoJMbite (in iottniti tnodi) e di ftoH~rc il gntdo di arbi-

tra)'iet& delle sotnzio))), facciMmo ftacora divorse osservnzio))).

1" Se por la supposât foDnn (49) de))' etonento iineare si on)-

cohnxt, colla tttbetht (A) pa~. m2, i v~tori dei aimhoti di Chriatoffe~

Bi trovtt:

jH;_ cvn
0)

0 )~

i ~t ) t s<'i)'M ô~

.==- A~ '==0.o.
r Mt.))M ~K Hr 2 r

Se indi'hiattto M)) K ia cnrvtttnra detia forma ditferenzMe (49)

ed Kpptichiatx~ nna dette qnxttrft formole (IV) 4t (pag. 101) pet

ntttcoto di K (f'ppnre lit (V) ibi')) t.rovi)tmo subito

(50) K-L~.
S('))M t'K~

2.° Se in hMgo <!et~ !inM) («,~ detta retediTohebychef prêt).

diamo per HneH coordixHt~ tf )oro biaettrici (o Hoee diagon~ti),

<'ni cf)))))!!io))e di<feren!!ia)e ë (~. 47)
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~–<~==e,

<'o~)i i«te(fnt)i <t-}-~==<iUMt~, 'x –;S==:<;(Mt' posaiiUOMprfHdf'rc

(SI) 9i !==M 9!==)' r

.(Hor)t )tt (A9) ai tMftfurtnx oeit' ('fjt))V)t)«nt.t'

.~) <h' == .s'

) cfx'
m.t.'

)3 <h-
1

Vioavet'w (ht qu<'st~ Ni titfnn~ nha (4H) co))~ posixitUti (5t).
3." Sa in an ()«))? ftn'tna .4!'), fo'))!:)) <-))ng)fn'e )« linee Mtor-

'!ittMte <t, p, oi oangiaoo i ~.<'ftM<<< ~t 7'p/te/~c/<e/' <t, in rispettive
loro fanzioni <~(<x),~(p),i ()oeft)o)"t)ti K,~ <(ivft!tm)« Wft)mttivntn<'tttc

?"(<'). ~'(p). "<t i aimboti di On-istuH't-) ~< aoof. <ux:orn)n)))i.
1 ) t 3

Vio~vct'mt M) in un siate<na ooot'dinato

<?<' E <!«'-)- 2 F (<«<f<-L C t~

sono tU)))i:

<p~ .P~

tt2~_ ff nM ))3~ f/M ft'

3 (K H F') K(K<jI~P'~

!<))om. avendoai inaicme

G~-P~==0 cJ
<)f ~t<

ô cm.1 l, ôG-p~+~==.
~f <)M

M
r)an)ta-o, eperO

~f ~M

E~.U~ G-V,

<'ft) U fnnzione di «, V fonxiont) <ti c. Se om ai cangiano i para-
"")t)'i w,~ in

«=~'U'~M ~==~'V~

si "ttiene ta founn <!i Tohahychef. Dnnqne:
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~Mem«~«W tiCMM~-<ec .W/tMtf) ~tt<~ Mtt«Mt'Mt« CMt'</<M<~M.

M~ftfMde WMtK'MMtt~MCM~Ci ~t'Mtf~'t, <<t<!«tta )'< di ÏM<e~/<t/

««W A'~ ~t~'MMKK~Mt<<Ct ~«' «'/«~0 ~Mt/M<t~< ~<W~C~/ .H)t i tlK,t'l' 2

}. Ot.L·

Equazlonidt Servant per ie ret) di Tchebychef.

Appoggi)ttt<)o<:i su))' Httimo risuttato, snppottiMnto data il <<<*(il

nu)t snpertion' xotto tout quahutqm' t'unnit

(53; M~r P ~t- G

e snpp"aM<t)« ohc, pet' un otugifttttMto quitittiatii t)o)h' varitthiti M, f

iH idtrf x,~ la, forma (M) M caxtî' "<*«' altra

(53*) )'/ J-" '<x<~ <}'

SH MpptichiatNO )e equaztooi fnndtOUMnbtt) (!i ChriHtcS'et (11) 33

(paK. 81) Mt o~«to (teUe derivate seconde tnistf ab-

~«0~ ~K

biamo

ë'«
))1~«~< t)~)/~«~e

oM<!t\ )2~;c<'o<))?/cM ~2,
1 f)-)tt~ 1 \C~ C~ h c; 1 <~ 2

(S4)
~P ~~OM<7M

,)3,A'M~
).l ~)!2;'

~t~3'~e~ '2' f.~ M/ '3'

dov<* i sitohoH di O'riatoiï'e) a siniittra sono catooiaM pM' lit forma

pritnitiva (68) (e quindi sono fonxif'tti t)otn di e), que))! a 'testro

par la truafortnatt) (53*).

Ora, se vngtiamo che il nuovo aistetna ~oontinato (ot, p) (per una

aoetta <!<'))V')ni<'ntedei parametri) dis ao~ rete <i) Tohbychef, (lob-

biatuo prendere por tati fnnziooi di <t, che
nantti 1

==
0,~ 2/1\ /2\

oioè in gnioa ohé M~v seddisHno a) sistema cli cquaziooi a <)«rivate

parziali de) aecondo ontioe
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'f/'M ))),fMfM,t)~/fft<< ,0" f-ft
,X?)0<'r~_

~~<~ '<?:)''r'<< r~f: 't't'w~"

=~II

ft~ ~Mf~

VioHVM-ttt)Hc te t'tUtxiutti «=« (v.) e==<*(<t,~ sono M<<tpeM-

f/<'M<tc HOthttxtMUfttM (S), il ooovo Mistf'ttttt coor'titmto (<t,~) SHMuoa

(Mtc di Tchobyotx'f. M inf'Hti sussiKtonto, i)tnie)tt<' ft)tf (8), )« f"ftnote

:54)di<Jhriftuffe),avrpn!<'

,)~<
î~tt

~r~

,)S/ t·
rr~~

'1' r9"'2'rp

'tiooutne, per ipotesi, e div~'ao <ta Mro it dMtertnintmte funxionaie

f(«,c) avremo neecMSMnamen)~

~)

t')' )"'

')'
=tl·.

f- i) ttistotna ooot'tHnato (<t,~) 'tara uppuntx ut))) rete ~i Tchebyc))~.

L<' equaitiotti (S) )'pr )<t ricerea dalle ret! di Tohebychef sa qaa-

tnoque aojferHcie sono stnte trovate ta prhntt votttt (ht Servant, e si

'timnno le e}«a.:MM<d< <Se)'c<n<(.8) oHaet-vi, 'thé essendo i v<t)ori dei

simboti di Chr~atoH'p) funzioni n')t<! di ?,< esse appartengono

fil tipo ces! dette iperbotico d<'))e cqxnxi~ni ftimuttaHee dc~ seconde

ot'diuc:

f)'K OM C'W c!' <'t'\
=?)<,)',

M

~f CM CM 1

–-=='<'«,C. ,tM f~

per due fn)):!ioni incognite M,e, i second! ntembri eHaendo fnnzinni

Onit« e continue dei <! ~rgotnenti (e semptioetncnte qn<t<tmtiche nette

denv&te), riMpetto ai qua)i i rapport: inore)nenta!i reatano Oniti, os

sia sono soddisfatte le cott~Mttt dt LtpaoA«<
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~.6~

Es)3tenza dette reM di Tchebychef

e arbitrartetà.

NeHt) <}ot)diKioutont descritte per un 8M[6tt)tt situutttmeu (OC)d'-t

tipo iperbotioo, ne) ()tta!& )e )i<nw <t, Mono te ooxt dette <MM'<t«ef<-

««Ae, teoretH) geoentH ttaaiKunMt) iusietMe ~e~<<M~<t e <*KM<et~')i

un HitttetMtt 'H itotu~toui f~ qutmdo. deHn <t e ttettit o ataou HM<

gmtti (ttrbitnu'itmteut<<) i vttfori hmgf due date curttttet'ittttehe p. c.

a == o == (t. Pitt proci~tHOUte t')cbie<titt)MO che

(66)
t ))t't-

0 St!) tt == /'(t) t-== y (~t)

(. x == Il 8)i) M==/, (~ e == (~ o

e8set)do/'(~~(~),(~),y,(~fanziM)i Mbitr~rie (Ouite e ootttinue

co))<' (teriwte), Mofette ««' oniott OMtxiixiottO

/-(<))==/«)), ?(u)==?,(U).

Atton~ tiochè tfttitttttu o: e HuMoicutemottte vicini K xero (di

~eerti iutervutti HMiH),i citât) teot'et))! MsaionrMno )' esixtenxtt e i' tttti-

oità di mm aotnzione ~M,~ de))H(S6) (in<)t)en')nt:of))o<h)tto<Ua==0,

p == (t) pur la quitte le coudiziooi Ht HtMiH (56) siauo aoddiaftttte. H

ttiiora, ritortmado tt)te Hpeoxtti eqmMiuut (8) dt Sct'vant, afttnohë vi

oorriapoudM uu' etîtittivtt rote di Toiiebychef sutttt ouperMcie, restft

aoto du Haa!our!tf!4i oho te fu))xio))i trovMte M(~ f (ot, aiMno fra

tor') indipendenti. Mtt inizitthneute per 'x==~==0 H déterminante

fuuzioualo
a
tqc') tra il vrtlurefttMtouate -i-L– hj; jj vatore

<~)

(S7) /'(0)?', (")- (M) ~(0)

e baatft quindi evitHre por le quattro t'Hoztuxi art'itfHrie /'(<), ~(w),

/(~) nette (56) che i Vtth'r) )))izin)i dette derivttM ant)n))iuo

i'M))resaion<' (67). Attunt, il <)et<'rt))it«tnt<' fuo~ioM~e 'en.

c(~)~

do diverao (ht zt'ro in 9t==:~===0, fittxme diverao dtt zero ()t oanHa

deXa <:onrh)uit&) iu tntto uu int<t)-<x'./M<o di (o, e), !)t qnt~e posaiit

mo t'Mtt'itt~rci. C'Mt ftbbi'uno eB'ettivM'nente diHx'atntto che su qu!
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!)t'K)tm HMpt'fttcif esiatOtH) mtiotta t'oti di T«<t<'by«h«f, e i) gnt')" 'ti

at'))itt')H'iet& & ti«)ott« du due ~'MttXMtH«~«Mr~ <« wn<t MtW«tt<e o<f<-

«ct<M«.M ixvcro, nette Mwttxiotti i(ti~w)< (C6). (tgumMO ~MoMfo t'm'ztooi

ftrhitnH'io, pff<) <h)e tWtXtHottacto itpptn-cnti, dipetxtexdo (!a))'at'bi-

tnu'ietà ))tneiitbt itocont <tt (MtMtttftn «, p.

A q')f't*ti ri«n)tt)tt jt~ashttno dtue uxtt fortHtt geotuetrxMt esprcssivit

<)<')teoreft)!)

D) D«~ «<<<t<'K<Wo,Mpf<t Kw<t~)Kt<MMf)Mc«Mpe~eM 8~ <ifMeCM!'oe

(J, c/« ~< ~&f<M'<MMt un pMN<e0 <<e«a«x~ef/tc~, MK.s'<t~cca~t, <{

y«A tM «Mo e~ <MM)tM< <Hod'oWecpftre «Ma t'eyx'Ne /tM<<M<!t 8, Httot'.

xa 0, tw< «M ~e 2'cA~e/te~ <t! e/te <<xe/t<t<MO)'oe«tMtMt~/<t

rffe <!Mea<!<tt<efoM~o le eMt'pe pt'eMf<«c.U e t'.

Ppr h< (iitaot)tnM)0))p, np)t' ipotexi <h<))prnn)t ohé )a. t'été MMHMttt

<'S!Hh),aup))0!tiMtno eh'* )~ om'vit (J ttpjnH'tMxK~ p. e. ))! siftU'ttXt

~==<-ot!t. M ht r a! tistexxt ot=(:<Mt. <%ht priom siit )i( ~==0, tft

xccon'ht ta ~=:0. t'ndimno it)o)tr< per nmggior~ <t<'tenh)M)t'Mt,

!t pMrattx'tt't) t'tM'Mt) d<'))~ U tOMtu'stf)a )Mt'tiM <)a 0 («==(), p===0),

n p))t'!)))tet)'(t )' un'" <t<')h) r, otisuritt" medesittMmu'ntc (ht 0. Lf

on've C, t' av)'tt)m<) soprn S <tMtt')')tti))ttt<'<'q'ttt!tioni pin'oxx'trio)~

(gU*)

K:(.x) <'===t(<~ pt't- h) 0 ~==0)

(60*)
"==/,(~ '-=?,(;:)t.t..t- ).< r (<==))).

tn qn~tt veogonn ftppnuto M Bssnre le c«)nti)tio))i inizinti (50). tatohë

esiaterA mm f)<) untt Hottt ooppitt «, f di Mtnxiooi t)t'n~ pqnnxioni (S)

tU SerVimt afxtdisfttcent) fi qncstt (M)))dii!iom inixia)). Di pi& (i facite

vederc t:h<*il loro detonni))iU)tG f<u)xiot))))c )),)n). ittixiMttMCttte

~(~M

pet' <t==p==0, divoMo <))) xcro. Se inMti in'ti<!))i)H))')t'on 0, y {;)'

goli <r incHnaxiooo ')<'t)e onrve U, r snUc Un<'e f ===ooat. t'it'or-

<!nn<!oohe per ht C ~==<!<t, ))cr iK r ~t===<<p, da))c fornx'h- ff'n<)!(

m~ntnU (7), (7*) §. 45 (pHg. 118) par ))t m<'t)'i''t) tm~'ttitn' ahhituoo

.~< ~H~ f!'
cosC

~H H ),

~t)"-=

~)':

COI;¡O
V )I}~" f~ÿ 1. 9C

J

~I'II fj =

l.' l,~ ¡,~

cas "'==- Mf;M-j-t.' sen'/
H<)<" ~)'

~R I~ ;il ~K <~I~

da etu



K~ CAt'tTOLO tU. <!2, <iS

.H'VKG'~I'U (h .1/) '-= Y t.r

~'a. M

H Hitiuofoe ))f) )moh) C t'tmg~to e'–0è (jueHo Hotto oui a'iu-

<'Mui)t"c)('dM''))rv<pf')'tpoteai

.s<'n (')')) (..o.

quimit a'tche

f~~ -).
~L.

e..I..1.

Eciste <)u!)que autia 8t)pertioie S nna ed nna Hotft rete <!i Tche.

bycbefcomapondoute a))e coodizioui iniziat! (S<)'),!equa)'Mooertano

ttppuuto che il fito ~–0 d<*t)a rete eoincMer& cot)a o~rva preacritta
C e t'aitro a==0 co))a r. La uootm propoai~ione geometriea reat~

coo) comptetamente dimostr&ta.

~.63.

Ret!dl Tchebychef nel pta~oe sutta sfera.

Cotne esempio in eui te eqnazioni <i! Servant a' integfano a viata
<M)nsMor)M)ole reti <)) Toitebyc))ef ne] pi~no, ove si puô prendere
pOnCMttO« == i)!, ~= y

<<~==~-t-

Annut)an<toai i aimbc]! di Christoeret, le eqaazioni (8) di Servant
ftiventano

-~==(,L==o
~«~~ <)~~p

e integratedànMo

j .=/(.)+.?)
~=~(«)-~).

oca /('x),y(~(<!t),~(?) fnmzioni arbitrarie dei riapettivi argomenti.
Oneate )h'(h.ia<!OMOit piano corne <«pe~e <f<Mf<MMMM,eMendp
totM le earve, in chtaonno dei due atatemi, congruenti per traa!a.
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n

ziomt, e dot Mitt~ di for'nit in'bitt.n'in. t)(mqu'<: /<« p«t ~M~ttf n'~t <<<

2'e/te&ycA< M/ pt«)M j<t o««H~«<' <f«<c«t~<' ~<«w (<MeeKt-ee ft~t.

<f<tf<e0, oA~ 8i (MCfOC<M~iMMM~KMfO0; W~MM~OU <!«M<Mf~Op~M-

ftMMOdi <)'<M<<M)OM<t,<<M/~ 0 ~0-tMt r, ~fMtW ett~-M di «M M~<-

M« Ke«<t fête, e OMJ <c ««~ per ~'<M<~<«M<!di r <KM~o0. e

Queuta riBtdhtt') ntu8tt'a ht mt tMHOsHtttptioisamMt ta j)rMposizi<')«'

t~eoende D), ·

lu n)tro )))odo equivateoto mi rinojve qui il prob)nmitCHrca))<1o<)i-
rettameHto le forme (~) df))'c)eo)e)tto )iu<')tre di Tchehy<-hef<tppttt'-
teupnti )t) piotto, per H uhe oo<:ot're e b'~ta, ao<:OH(io i risuttati tîOte-
ra)i <)et $. 39, obe la ourvotarft K dei risatti nn))(t. P<*t' la <"t'-

!<)<))&(80) dobbiatno <h)Mqae ttvere

-==()
ti W f j!

im)i M=F('!t)-{-4'(~).a e

~'=~-(-2o<)8(F(ot)-}-)~')t<4-j-

elemento tineare che reatizziatno préndendo

t = <M)Xf'' f/K <:MS<)' (~

==~t-t) P da sen

formote che eorrispondono pretiiaamente alla (57).
Beu dtfteret.te 6 il risuthtto se oerohituoo le reti di Tobet'ychef

sutta afeM, il oui r~ggio possifttuo prendere == 1. L'etemento tinp<ua
si puo asattmere sotto ta forma (43) §. 72

<==(ht" -}-8<'n'<K~,

per la qattte <Mta tabella (A) p<tg. ]22ridutta che tutti i aitNboti di

ChnstoCHet ei MtnuttMto salvo

t~< (~

'~=Mt«, '.=-aO!)M008M,

c por la ourvatura K si trova

K=l.

Le fqoazioni (S) di Set'vaut diventauo qui



1U2 c~)''Tt)h<) m. <M

t~'Ktt ~B<)P
t == M<*n M <'0f M

)t~

= If!'Urt"OK

t tt'ttv <{yttt)f .~«f)<)

t
== eut!< ) 4-

f~Ot~~

= out

equtMioni ohe MM) ai stmu" h)).fgr<trf.

? pat* père t'i<h)rtc it jtt'ubteon) x') nmt aoht eqnttKioxe <<e) ae.

oo<)<!oordine, t~rooedeodu uo)no fiopnt pe) pnmo, oerountio cioè diret-

ttonente i da' 'tetttt forma (49) tH Totn<by<!hef obe MppartengoMo alla

afbra, per il ohe è nece~orio faxtTioione~. 39) ohé riantti K==-(-l,

che oioè M soddisti, aeo<w!o lit (50), <t))a equMZiooe tt derivate paf-

zi)t)i de) seconda ordine

-4- HfU M == 0 (')

~')! e

La de~tw<Mo.MMtedelle ye<< di Tchebychef M<<<<ta/eMt dipende dalla

<~«M~o!te dei <ec<M~oordine <(-{-aenz==0(nMUe MotMiotxdtMoagc).

È queattt nn'equaziono tipieit ohé iucootroretno in ttttre inter<s

Mnti qaestioni Keomett'iohf, e sebbcne coi mezzi attn<t)) detP ao~tiai

non ai s~ppift mtegrarH ootnptetamente, ae ne posaono trovare quante

aotnzioni si vogtiatto con mt oMtnero grande a piaoere (U cofitatiti

Mbitrarie, modiaote tnetodi di tMte~r~tOtM <MeeM~f<t ohe impureremo

più tardi a oonoaoere, e ohé vennero introdotti Hett' M)a))ai appauto

dalla geometria.

(') Bene iNte*')ei traecoM la MtMiooe ooettote m=-0 (o «==!<) petehë ttMora

n <!<~aMebbe nn qotdMto perfetto (<!«+ <!)')'.



<~p)')'ot,u!V.

formokîondamMtati(!e!!ateoriadellesuperficie.

..)';<<«'–XF(fM<)-(!<f<
t~dMeformequ)Kttntie))efu))dMU)enta)ittimwxopertiete

1-~dei'2 F da .11'+11/1",

'D(:'t'2)y<!M<;f~J~"d(.'
Formoteobe d&ooole derivate seconde ft! -t, y, z )e dariv&te jxitue .ti X. Y,Z.
-EqnMtoai di Qaattae di Mftinardi.Codtt~i fru t c<te<Hci.iutiE, t'. G, n, U', n~
'tettedue forme fOlldalllentull. Hxixtt.MZfte<)).)tie!t&dt))). st)t)..tti~K.rriftmt)
''eute a due date forme f«u<~)n«))t)t)i'jn<tt<tttbifi. Li).< d! f-MrvaonK.
Htgttt di prima oMfvatMmdette )!))<-<)tf)K'ei)Heoopra unn '.npwtiei' 't'~oretua
d) MeoeBier. t'onnuta tt'Eu)e)-«. ixdicMtrice<UDupin. Cnrvt)tnr:) tu-
tale e oarvet"M meditt. Siotemi .-uM.o~ti. LiN< <)Hittt<.)x.))< t;.tt<x.)<.
'U paraanetrif)i<reren!'ia)i. meto~nti di mmxupt-ffit-i~it. f.t.ux)itt)n<-.iutf-sitttx-.

%<!t.

La seconda forma quadratica fondamentale d) una superficie.

Ne))e (jnestioni trattate net OMpttoto precctientR ~«(nuf in idtt'e
che atudieremo i)) segaito conct'menti Hottatttf) )M geotnettitt ~K«a

<t)<pwMe)intervieue mm xota t'ornta ttia'erenxitt!~ qo~Ha f-he da il
ftUO~'

==E~«'-j-2 F~< + (~<

oio<' )n autt prtHM /brM<! /MMfo~ Ma qtMu'to, (tonx' m<Hf t-icet-
ohe ohé oi proponiamo ont <h 8voi(;ere, si HtuditUto te pt-opriptA ine-
reutt alla e~efMtXtc<Mt/M!'<M'«)Med~Ua auperttci~ ttotto sfaxi'), attom
vedt-fmn ohé n qnfM~ pritott fnDon <!i<t)!Mnzin)<' qttixhfttiot vieoa ait
aasHoittrseof nnK at-con.!)) t'd Mxi <<-M-M'M/e «tp~et~ ~< ~«x
to <<<tM~ <<e«a~MeMa <m~<M<m<t~ « <-MKC<MWH~ta/tKeM~ ~o
<t«<<Mdi ~MMte~e forme ~f~M~ ~«~<-<r~c/«- ~UMM~Nfe.

Pf' introdot-n' t't«;cfn)tata Mcomht fonntt fondtxncohttf dftht au.

)'6)-t))'i(',(!0)))i))(!))))n<tt)!)t))Mareit!()~'))i<!i direzionc positivo de))a
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ft'))m!en)htf<upet'tion). Uià a) \45((')t)!. Hi~in t-ot~tottp cottx

orientaxioue det retKXtto cout'ditt.no (u, r), ithbittntf ttxmta la p<)~M<«

~t«c<t t!t)U~ ttuperOoic, u det rchttivu pi.tttu tao~ento, H ttntut~ttncHte e

per ttifMxiooe pOMttvtt ttcHa nor«m)(' ansntUtTomo qoeHa vers" fut

quMtit pa);n"' potitiva 6 rivu)ta. AHuM, xiccoute i cotieoidi <t))'exi«m)

positivtt detta tttugentf itOit == oost. sono (§. 44)

t ('.<' t f'\f/ ) f~

~H'H" ~t~

·

e qneHi '~Htt tftngfntM pMMtivtt ttUtt K==cuMt.

1 f)~ t r~ 1 t~

G ~<

tneotre la aet:on<ta giace atttt amistfa (teiht prittxt. como 0~ rjspetto

ad Ox, la geometria aua)iticn fornisoe ))pr X, Y, Z, iu gnmdexza e

se~nc, le espreHaiom

1
Mt

1 <~ 1 1 e't/

t ~H~"jf'H~"<
Y

1 ~'H~VH~'

se)t<tj l ëy t f~ f<c))t'tj ) t t;~

V'C~' VG ~'C

f_1 _t_1
1 V VE~'VH~

a<:nMt i cysun ui 1 ôa~ 1 F~y

~G
~<' V G <'<'

dove M è t'ttngoto fra 0 u t: delle difezioni positive delle tineecoor-

dinate (~. 44) e quiudi

KG'II'F''
aenM==

/E<j!

Coa) duuque abbianto le t'ornwtc
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f.w f~ f'e ~r

(0 X- f'

/1 Il

V== <

CM t/«

h<:<)." H-:u F": M f~
i,

f'f r fC cf -i

<< 4

i

6)< CM

fEC–t' <~
ft' nt'

t!~)!e!<.)U!t)i,8inot),!tegu<'t'a(tra

<~ oy M j
CM 6M f)M/1

(!') M M == -i- y~.

~c <))' H'

X Y Z

Mentre h primft forma ffoxiampntttte è

= = s = K ~«' -(- 2 F dMdt' -+- G' ~o',

ta seconde ohé om iotrodaeiamo <*data da

(2) v=-–S~~X,

f ta serivpMmo aemprc <:ot)a notfKioot) (')

(2*) == !) <<«'-j- 2 !)' ~t -j- D" d!<

Si paô subito nsnegnarc un ai~ittoato geometrico Mqaesta aecon-
da forma <f in relazione co)!a prhna f (cot ot~). lu ogai pnnto («, o)
'ti 8 <')o~iam<t ttormatf e ataoohiamo au di esaa un aegmento h)a-

(') Le notMioni D, D', D" riatt~ne, oome E, F, G, alla cetebM memo~ ())
Gttnet}D<<}MM«MMe<fc«tMpM~etMext-fat, co))a !eMieM vatiante che OMtB !ndttt
<)0 qatoti ttitnboti tteoi )e qntmUtit

D V H (~ F'. J)' H G F~, 0" E U F~.
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nit<Mimo e<M<(tM~ te euontmittM ~t de! oui eetremo MnMtno

.< ==-f- }- X. y -= -j- V ..? == s -1 Z.

Il tuogo di ())«*nti fwtretui è un)) (tMperttcie S ohé si dtee pantttetft
ad 8 (e<t intiMittonente vicutM). Sa Hf <tttt<!o«a)Kott <!< ftvendosi

<A)== f~ f~X =: <~ <<Y, <t.! =: d.? -}-!<?.

riMtttH tmbito

<~=:t/ 2~ -8<(X".

Ora, ri{{uan!a))dM s oomc ixaMiMatmo det 1° ordine, traMariamo

gli inftniteaitnt d'ordine auperiore, f per ta MM-MM de) <!<*avremo

~d~'=(~ –~==–?;

d nuque: La seconda forma ~M-eM.M<e una <MjtM'/tC<et~M~Ke (a
MMtO MMftC<M<<Mt<(!~!t«eatM<t) faWa~tM dei «tO <<<*t)<<p<!M<

alla <t(p«r/?c« paraliela tM/!Mt<<MH<a~<~otM<ï.

Diamo ora (tiverM formc dei ('.oeScienti D, D', D" de!ta seconda

forma?, deMniti dalle (2), (2*). Fer questo ai osservi ehf dalle

identità

H X -` CI S X =0
~« f'f

1

derivate rapporto ad M f v, at otttf'x'

~x~==.–s~
~x

sx~~==–s~~===–s~x X (). = S sx X (1:1' = s-
du' 'f)K f?K ~M<~ <)<'~M au ~f

5 X
f~

~<'XM-

e quindi per D, D', D" le formole

n t., v t.: ~X~a;
D 8 X == S–

f/«* <?« ~M

(3) D' == 8
X

=
S '?

=
S

(3) D = 8 X u-= S.
<)«<)e <)f ~M ~M t'f

n"==sx.==-s~n"
<)f* ~t-'
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A CMtM dette (1) si pfMMOuoamitm (Kh't'f t), U" Mtht for~ft

di detertnixMttti, ithbt't'vinti (jerti'mxtdttM di XM'it,tnrita)))tp)i)fta
tittea

1
1

0~' f:.f p.< I), i.
,<- M (.<~

~E=* ,t,)t-
VHC–F* V )':<F'

j~ f~

VKU–F'
·

Ë manifeoto, per il atgnittcatc atenso di che: due /bt'me

~«!<b'<t«eAe /bM~<tmM~M

t E ~tï + 2 F <h<dro (} de'

D~}-2D'd«~+D"f!e'

per «? ~Ma~M~xe ooN~MMteH~c''f< M<fM&~t, si caHj/t'nM~nelle due «Mow

~fw< /bMt!<t)M~sK MMM allé f<n'«t6tH (fO)!/o-Ma<e.

65.

Equazton! fondamentali per
<)M~(i«' ftfr

Attdiamo ora a stabUire le ~M<M<OM</oM~M~<tH per la noatra

teoria, colle qaa!i ciaacuna delle derivate seconde dette ooordinate'

T– ) <' "cne derivate prime dei eoaetti detta uormate
CM''<)«&)'

1

«X OX si eaprimono hneKt-meote ed ontogettMmente perCM ON

c~ na;

<M'

Per qneato premettiamo t'osaervHzione geneïa.te olae, date tre

qaMMtà quatNnqae A, B. 0, fonzioni di t(,~8i possotfoaetnpreporre
sotto la forma
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a;~ a.~
t~+~~+~xt

A
<~«;);¡'

+
~pa~-r

'l,. X

'f:+'

~+.+~.(J = y4 .-t--xy oz z,1a" ar

detertninando i tre coefBoieutiincoguiti -x,.a,,<,da,qMatetMeqaa-
zioni tiofar~ il oui déterminante per la (l") egaagHtt VEG–F*
e lion è zero.

Per ma~giore como<Ut& di eatcoto riprendiamo per un momento
la notazione dei doppi iNdt~i, poneado «-.tt~, w–tt,, ind:

E-a,, F=~ 1 G-a,,

D-& D'-& D"
e ai avrà

(4) ~==S~=-a~~=6x-(4) art bro
~f~bu.

= 8
~M,

dalla prima delle qnati segne pei vatori dei simboli di ChristoM di

prima apecie

(5)
r~ig~(.<j ~M<~<tr~«,

Poniamo dapprima nelle (e)

A==- B==- c~
A=-,

B=
a~rau,

0=
atfrfitdi~K, ~H, ~t.

e acriviamote oompendiosamente

?

~«7=~+'

Otnettettdo le analoghe per <. Formando di qui

9
8X-

~M,

si ottiene subito
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EfanMandoixvfXtpS ç' r~yx -,rim))tK))fr)tt(6)

f'JC,<'Mft;Mt

i7J~

r

da oni aegno

jr x Ir xr y
t j~ l̂

'i~~f'-l = !7! = s~=x ~~=~.
J !) t,~ A=<

e~re~

tf<<x~
~t==

'A-'

Le formole domao'iate par to ))erivate aecond~ dette coordinate

sono a'tunque te tM'goettti

-S!7:+~x.1..)(6) -<=., Gr. X '.t', x 1, )
d~~M, *Mt

owero colle uotazioni delle <!«rivate second covariHnti (~. 3S)

(6*) ~&~X.

Poniamo in aecon'to tnogo oette (a)

À
â~X al'\r

A=-~ B==~ C=-~

(7t<, 6«r f«,'

1

e lia SX*–1~ SX '() )'!an)ter& qui anhiKt a,0, poi dtt

élu,

oX ça?

1
~1 ~ot~

fm-mando

«~0 =°–<'r<.
<)w,o«f

viene

–=2~A~

).
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<)<tCtU

S A~ t. = 2 "~x A.. ==
<t X

Le formate tichiesto per le derivxte dette X sono qutndi le t)e-

gnenti

(f) =-S~
~'='(t)

l~4lr = À.II

A. ÂNb r
"'`~

h' = \)
c~ a

Soriveudo ora per diateso )e <br<no)e (6),eottenotazio)n seom in

dict, abbmmo il pttmo grappo di fbr'Mote fotxtamentatt, date da

~L~J.+DX
~M' t'~< ''2'~

1~~ ,~i! .~y
ft\ '4-!

Íl~1 +L'~
~9c l~M ')3'~

~+u"\
'°* 1 a<t ff

e !e formole (7) dànno il aeoondo ~fruppo (')

D'
J'L _L.

(II)
tct< '° RG–F' ~<7 1s<F'

(H)

<~
t')"

~P"~

c~)~G–F' ~w"' 'ÈGl~F' ~<'

Qui, corne aetupre h) aegoito, acriviatMO sottanto Il gruppo di fof-

mote retativo ad nno degt) asst (0,) omettendo te attre ohe ne de

rivano permatttndo oitootarmente le tettere (~y,<), (X,Y,Z)

In qneste formo)e (î), (tt), fondamentati per tmt<~ ta teoria, i

ooeMotenti de! secondi membri aoao format), corne si vede, coi ooef

Hoienti B,F,&; D,D',D" dette dae fbnne fondameutati, eMtte deri

vate dei tre pr!mi B,F,~ ohe Hgarano nei simboti di ChristoNe)

t <
eatcotati ~M- !<tFW<tt<[forma /bM<!aM~e~. Le (I), (H) tengo-

(') S) rfeerdi ch< <) h<t

G -~FF

EG't. K G H 0 t"'
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no in anataMza il !n<~o, ueUa teorïa dette aapettte:e, delle focmote

di FreH~t ~) le <'ut'ye (}. C).

~.06.

Lecondiztonfd' tnteBrabtHtà.

1 Hfi coeMoienti E,t'C; D,D',D" dette due for)uefou<ian)entati

di uu)t fmperBcie outt soto giiï fra h)m itx)i))eu()e)tti, tun legati da

tre im)M)rt!mti rekMi'mt canttt~t'istitihf, c))<' denvano dalle CMtdM~t~

o!'<K<<~fa&<H<<tper teequazioni fondtttnpnttd: (t), (If) (').
Per oompiore il o)t)f'o)o delle ooxdiKiotti d' tntegrabiHtA deHe (~ e

ill) Hc) modo ptù aimtnftrico, è opportuno ohé rtoorriamo di unovo

tdta notazioxe (tei doppï indtei, soriveudo tmcorM le (ï), (tl) sotto le

fartMe (0) a (7) (').
PfendiKtno dttpprima due eqnfMton! (6)

~==2.x
~< t'X-t

(8)
x

=y. -i.x.
~K;'OM< f* o«<

« deriVando )a prima t'ispettn ad M<,ttt aecondt) t'ispetto ad x, e f)ot-

traendo, il primo membfo H) annntta, meutre il Heccnf)!) Kppticando
la (6), (7) medeaime, si cangia i)) an'eapressione Unearo omogenea

"–+! 4-7X,
<)«, ~M,

che deve annaUami insieme aHe attre due anatoghe per o, onde

8(tr& neoeasariamonte

t=p==-f =(),(')

(') Ne) eo'MM)t eorve (Cap. t), avea~oti nm aota vMitbite indipeodente, aon
i)t ter ventVMOeondizionid' i))te);t<tbi)it&.

(') ? qoeato an eateeto ohé ai ripetetA, neU'identieomodo,in ottertcri atadt per
"tt nomero qtmtnnqoe t) di vtftabf)!.

<);)'
(')

PMeh<t)!<)eteM)inMte j
X ~tth'erood~Mro.

f'M,f'«.



t'i'2 CAt'tTOLO tV. (!<:

AbbrevitMMMil onteoto <t! queah* coadMoni d' t<'Mgnthi)itA per )&

(8), HcrivM'dok coMte prhtXt

.'f.==~.X,.<;ff=&r<X

t'~Uiu'H

y << t
f,. y.

y j.~r. -X)– ~<t,Jt.).
t)M< C'M, eM< C«,

Ctttooh~do il primo me'nbro coUa forttto)~ geuerate (D*) 40

(pag. 99 ed it necondo eotte (7), ott~uiamo:

~t' ti
x,~

)*<x( ay x
/~t ~A~

~<.)~+~S~x-~).11 att~ 7. ?1:) ~1 ). 1)..li ~t,r3ttt 8u,

+~<~A, ¡.I

°.t·

~A~~jt
~"A f.I

Siccome per !e (6*): ~x=~)~<~==~3L~ "ppticandf

t'osaervadoue précédente, oonfrontiMtno (!&))'aua e dait'attratMtrtc il

coeMMieote di X, ottenbtno

~<_L.~t'< V'~h. h n0

~J~

e~
E Mnfrootacdo poi ooeaoicntt di (M) ana e dat! a!tra par-

x

te, abbiamo

.S~tt(''t~)=S~ –<'<tt)' t

)* f

osaia ·

(<i,<<t)==~t~.

Ma i simboH Biemant'iani riftuceudoNi qui ad uno solo (~. 41).

queate eqnivatgotfo a!t' nn!e<t

~==<1~,

cMia att'attra

(1.) a K,
~H~

s
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"~ff'do K tu <:)trvatma d~tia ptitna forma tondantcntute. Le coudi*

xiom (9) e la (10) dt~mu (juittdi <««< le coudiziom d'integrabilitcl pet

sist<iH)a(I).

Hisogna o<'a, in secMU'to tn<~o, ottcottu'e te ooudixioui (t* integm-

))i)ità'p<:<' te equnzifmi (M); tua si vc'h'à <;he csHe aono già conte'

ttnte uolle (9).

Prendimno iof~tti due eqHMioui (fi), scritte aotto lit for~M

cX A
––==-A).,tC,
~M, ?.;< c'<

~X v

~l

e coetraiamo sitMitmente )a re)ativ<t condizicoe <<' int<'grabUit&

T- A~~
r–~ ~~ii"~

==~.

':be jMMMianx)scrivere per le (6)

a a

)
c~ ( r

`.r.. I'~ ~i,sl
_na~

S~S.+

+~.x-+.~=<.

1) coeJNciente di X net pritno metnbro

2 ~'r S f
). (i )~

è già idpnticamente nnHo, oome risatta da)to aoamMaM t)eH& seconde

tommtt oon Reattt d& eguagHare a xpro il coeBciente di

pt'r /=. L 3,
atft

il che dà

S~(A~~)-'(A,J-~A~[j~
=..

j;t )"«* i. k
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Queata ai p~o H~nvere

2 A~)+S~. f'~ J
ji '<?«, C~' ys ~<)tf. X J

-+2~A,J=0.

e Bicoome, a causa <te!)e formole (B) at 34 (pag. 82), si ba

~.j. ~)~~ ~~A,,–~t, ~tt) .~A
<)?< ?,

1
~'ft'

1

~Y~~A. ~A.i
+ i

aoatit))eu<!o nei!a précédente e HeambtHttdo nelle ultime aon)me gli

indici)t,)<aiot.tiene

~A~2r~sr')=<
)i \~«< 6%. ). y

Queste eqoivatgooo a)te condizioHi

~+sr'2f'i~
C~ f/t(,

1
).

i

che (matati gli indtoi) aono ap~ttnto !e (9).

§.<t7.

Le equaztont dt Gauss e dt CodaK).

Il catcolo efMguito !)) paragrafo precedoate ei ha dimoatrato che

!a eoMdiziûtti d' integmbititA par le eqaazioni fiondamentsti (I) e (II)

soao totte contennte oeXa eqotMioae (10) e nelle <!<«(9). La prima

che, riprendendo te nott~iooi B~ F, G, D, D', D", ai aorive

(ttt) ~~L"Ji~==K
t'J&–F*
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<:ieuprt'ttc ohé J'<~«M<eMt< <<Mcr<t<tM<m<cde«M<e<M<<«/<WM<t/e<t.

<<<tM<Mt<t/eD~'+au'dttdp+ty' per ~Mo M~ jfWMa Hd«'-(-

~F<!t«if-t-M~* <<««' ~MNffMwe <« e!t!'e<<t<tf<tK dé gtt~t'~Mmt"

/<M'M<t.

Lu fot'toottt (Ht) 6 Htatu at)ttti)ita da MaoBS ucUe jO<~wMt<t')t<tw

cco. <tHi cit<')'&o))m« <~)Mt«'MMdi SaMM. Mi uoti ohé et<t)Mè tt~'bri.

oa rispct.to M D, D', ))" e diH'erB))xi!)!)<i(<)e) aeo'nHto ordioe) t-ispt'tto

ad H, F, C.

Qttaoto t'))« ')')? eq"tMio<)! (9), aoritte per diateao, <')menot) ttun~

!~)tto t'he In equazioui ttoati (VU) 42 (pHg. 107) ed exprimeno ehe

&«~bntt<t <W<Mt<oK'eeoeaWaNte fjf, eo<<nt«<t yM' <<t MOMt~a /b<'ma

./oMf<oM<'K<a<<? <'MpeM«alla prima deve <wm<M<M'stt<eK<<cNwe]'t/e.

Morivotxto queste duo aqxazioni oo)te notazicui sotite, ai ha

(~u+('u'+~'n-
ôr ê;rt ,1:!¡

J)

(l) t 12,.)
D'

+ ~11,
f)":=. Il

Pf
~K 1 < 1 2

')-t-D"
r,« n' '1' Ui!' 't ':}'

MSt; 80))o Cttnttiiiioui tUa'~t'enziMh de) 1" ordioe per D, D', D", corne

)H)c)tMppr E, F, G.

Le fot'txote (IV) vc))j!on« oitate più co)un))6tnet)t~ cône e~M<M)'<)Mt
di Cot~t.M~perche Mjuivtttent) t())e equttzictt) stubitih' da qn<'8to ~o*

metm (ne) 1868) ('); ttt't iu re~)t.& furo"o date 12 :n))tt pritnn da)-

)' !t)tn< {{«onetrit it~tiano M!<M<t)~<('). Bd è x!)che da csset'vtu'e cho

i{i&xeHe P~MM~tcx~' di Gansa ai t.roV!Uto tutti gli ateuM'nti p<<t')a

deduztotte d<'))e (tV).

Qneste Ni pf)88on« scrivere anche s<~tto nu'uttt'a fnt'xta. che qnat-

che votta toma più ut!)" ne) te ~pptionziooi.

Si ricorra per eio a))tt fornx))~ (C) 34 (pag. 83) «))e d& ta de-

rivuta )t)gM'it<ni<Mde) diacl'itnhumte, qn) donque a)ie due f0)-t<)'))c

f)..t:V K(f-'F= __)'~ )'~t

(n)
~t~~

i

fOogV MG-F'
'~f

r
~==i~n

i-

(') AnnaU <t)M<tte<Matit!aT. Il pa){.278.

') GiofMtt de))' htttnto LombMdoT. H pa):. S9!t.
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dtvidiittno tttt'xa lu (IV) per V i'F~ <* p«ni!t)MO pur
bt'cvtta

h ))- n"
(13) :;r=A. =~. -r~

VEG-)- VM(j F' VKU-H'

<acen<io m,o dt'))e (H). le fM-tu«)<' (tV) di Co<h)xz) si Herivono ot~

.L~J~
f'r. /'« '2' ''2' v

(tV*)

~+~
l,

..1. s 4-2' '4'
-1-

liA"
= (1.

CM c!t' 't~ 1 U' 't'

D' attra parte CcqtXtxione (Ht) t)i Gttusa pt't!)tt!p ta forma ~()ni-
vutcute

(111*) ~=-K:.

Nui abbiMto ces) trovate t'equazioufs di Gansa e le due equMio-
tt: <)i Co<ias!i <)nati coudiziuui MeceMane MMnchë due date fbrme dif.

ferpBMttti qna<)ratifhe in dne variabiti

< )'K=+2t''ot)f~G.~

( !)<<«'-JKD~/«~t-+D'~f',

d<-tte quitti h) printa (He si resta ne) ea«tpo reaje) dettnitM po8ittv:t.

apparteogtmo rtapettivumente, cnme prima e ae<iond<t forma quadra-
tica fbndamentate, ad ttoa superHtiie. Ont ha nuportanm fouda.metttule

per )a teoria il ditnostnu'e che queste condiziotti sono acche «<~

c~MM, cib che precittianto oe) teorema:

A) ? pef <e cfMedate /'o~M <MMM«M

(13
/= M~M' + 3 F -j- G ~f'y

(13)
( ? === <~«' -)- 2 jy (~ + D" </e'

le ~<«MM )6'e<M<e C'o<!<t~ (III) e (IV) MMO M~M/~<~ e~c

«Ma Mtp<f/!c~ S e~e aotme~ p~' ~Wm<t e pef M<!<Mtat«~~«t /<m~t-

<H<M<a~e <<tiM<pM~< ne ~«Ma MMKoM««<<t4t /OtW<t<t )M~tO<H MM-

MMM)« ~<0 <paiMC.

Cône si vede, questo teorema rappreaenta, iu ~n oerto aexstt,

per le «tpe~cte )'ana)ogo <)e) teorona A) 8 per )e eqaazieni iotritt-

aechedi nnacurva, onde]c (13) potrimno dirai )e <~M<M~«~«WM«e/t<!

de))a8))p«rf)cie.
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n

Htnqntf)t)t)Mmt<*<'hM)oMmt)tj)(Htutt<')cpr«))t'ietA dcU.ttt)

porttcie potrà CtU'si p~r XtMxxod~)i« otf dtw foum' f<t))d!)M)t'nt:t)i. (i.t

<'uire)!tttperfettt)(tH't)t<'tndivi'tn!ttM.

~.6S.

Primadimostrazionede)teoremaA) ()ncoordinategenerail),

8)))~u))i)t)))<]'<))tt)<)tu''t))t.<).ht(<ft)r'()t'diaM'<')))tMi~)ta')rKtH'h'-

"+«,

& ~M, 2 ~M,<<«, + ~f«,

chc, per hrevitA di so)'itt)u' as)x'm)inn)o 'ti nnnvo ttaUM notaxiotn'

dei doppi indioi, e siano aottdiftfhtte le e()Uttzi<Mti(9) '!i OodtMzi c ta

(tO) 'ii GM9S. Per <? HUpernoi<' nan'attt (ae eoiste), che le Htntttftt''
e')tM t'or'ne qnfutra.tiche fondtunentttti, Moo hmognite le tre fm~ioui

.);,y,e<* te tre altre X, Y,Z, chf dcbboxo it) primo laogoso'tdisfHn'
a))e fqnazioni (te) seconde or'!ine (6), e ntte (7) de! primo ordi))". Mx
<:o<aeingegna lu teoriit tfenemte, è opporttt))o in primo !uogo ridun'c

tutto il sistetnit ai p)'«Ho ordinf. intt'oht'iOtdo. qu~ti ouovf fulixif))))

incoK"ite ie derivate prime di .< z; poniH)))o

,14)) ~==P. ~=~=~(,=~)-.
~w. <)«, <))(.

Mt il siatema deM-'ordine nelle 12 fnnxioni inco){nite x,y,<: X.Y,X'

i'Q<,R.siaoriver&

ax = Pi. ~–n MIZt== =: == ]~
CM, t)K, ~K;

~-2:?!~+~+..T.8ty ). 1 ),
+ ,lit x

r3t< 1),
+biky

bRi \ikl
Z

< ~=S!+'( i
~rtx )Xi

~y ù~

-.),–= XA). &< t\ r = SA~< Q~
~"t < )iX

atik

lit

==-2.~f<'t)J~.

11.).

< ).,t



<T.s <u'f'rur,on' ~)M

Q))i sotto dittf ~t<fe te dt'rivat'' p)'i't)0 'h'Ht'l~ ('xxxi'tHi tnc<'tf"ir'

t'KproMG )'(<)'tu fttoxioni «tt'tsf ~itx'ttt'to~ntt' t'd <)tno~e)icaK)''t)t'') p''t

[t<varMbi)ii))dit't'))de)tt);itnttt~t)t)))<)Ucd))n)''tif)t<<f)tttd'<<fjU)~kn)

~ittt'M'i<'tnt~nt"')indin')))'t'ny.itt)itt)ta)i. Ot-itët'iX'iie ved<m!h''h

xintt<t))M')i<}'f)-)i!!i!tte(!;))t'<)))))t)ct))mt-'tt<' ioh'gt'nhtt.pt'rchè~t'un

dixi<)))id'inte{rntbiiit~Mf<twidt-))ti<')m)~ttt'-H«ddisf))ttc.E it)v<'n)p<'t

)(*f'qn))xio))i')ft)!tf!c<!ut)d!t'' t''r!«t )it)a:t i))(t5) qoestf t'on'tiitt'))~

xono K'& st'tte cutc'ttate !t) M, u coftsiMtonu tx'ttt* f'fjttitxiot)) f9) Il:

Uo'))<iauf))it(l<))(ti<T!)t)ss,)M't')twtMi sotMisfa.ttf. Quonto .t))'

<!<nx)iitioni (!'intGKr!i)itA )?;' le (15) dcHa p)-i)M<ttit'ex, <:on)e

rP; rj\

<"< f'"t

oono tux'ite iMt'htiHfatte, ttpputtto pt'r te (!;)) <!e))!t 8<'f'ot)<i)t!inca;d')tt

qm': t< «M<eNM!(tt <f~~K~M~ ~~(~ (t.) <'OMpM<tMM~ tH~W~t.

Uiu .si~niHcit <')tC, pt'r quanto rignortht sotbmt<t qneato aist.en)n, ooi

(toasiat))" tt'f)Vi)M, it) ono e<) in nt) .w) modo, le l~fnnzioni inno~ni

te a', t~ X, Y, X; P.- Q~ Mt <!))esoddisHnn te (!5) cd i)Mnn)"-

no, tx'r mt si~te)))!) itttxif))~ <!i Vittori 'te!!e vfn-mbi)i it)dip6n'!pt)ti~

c. pe)- ?, = M,== 0, vatori ioiititt)) arbitrttfiamente doti. (')

~ttt colle (t~) <tbhi)))))<)h'ont') coHtf) di nn~ purte mttnnto ')e))<'

)M)ndixio)(i j;e"etri'')te de) ))t'«h)e)na,<' dobb)nn)ocon))))ettu')o om~

)'a{;t!ta ')i qn~tf XHovc

tS~==l. SX~.=o.8~ =~

(16)

t tt<; f'M, PMt

(16)

< .X =~,
~ff;f'«jt.

le qn&ti eapt'im'ttto <!))<'X, Y, X aono i cos~t)) 'ti direxi'nte de))a nor

ma!e tt))a suj~rtici~, f cho le due forme qnadt'atft'hn ft)t)dan"'ntH)i ')'

qne8t'n)ti)))!t'««)" (tppnnto)«dttet)))t<

OrK le (16), c')))e pHsizit)))) (14), xi acrîvotto

('<) SX~=) I (~ MXP;='),('f) SP.)\=.t

rllü
(~ 8X"==~~(·.)

~"t
Li ,t.,

(') Si oaaervi che, eMeodo il OMte'nafl4) )ine<n-e, )):)) inte){r)t)i eaiotono ,1

,<
XMrbtmo~o<<t)-iOnchëoi maMteognnnttniti e nontit)')) i coetUcietttit. t. tf



t'tUMA mMUSf){A}!)UXJ; M:). TEUttHMA ~) t7~

t'n~ut):)')'-)))'t)))tt(i)<t')o,M\'))t<')'ij<utn<to!tnf (15) (tt<'o<tt)'ta)h<t')t)(~)

:(He(it),(~),nMt)tt!t jti'tit .tt)t)disfttttM.Itt'KHnt"dn)t<jnf dnan~r~an-

t4o)titt)t(<)t!(K).(~).(Y)ittxiMt<<'t)M(16),qu)titM))ttM)"tt)(t)))nu)«~'<t<)t

C) dt<' \it"inx) <M/<-t-MtM</fMt<th' 1~ fu))xiu))i i)x:~uitt'.8i i):' cosi

))))Mist<')t)aMM~itid))}t-)-"))!!i)))i tftitHt'Hfuoi provint))') <'))f, d<*t'i-

vai)')<' )R (~). (~!), ('), )<' <'<)))!tx)ouit-tm of )'it!tt)tmx) souo consegumt}!)'
<)t')te (<!), (i<), (f) 8h<.ss'' n dcHt' (ÎO), aitrà tH-ovttto<he &««<«MKCf)<««'

< !-<t/0)-<<W~tM<<,~C<' M,= M,== 0, <<fM<!/ttM~MMttMeO~MtteM//f (a) ())

(-,), (<()?<)<)i <!))<'<)HHXte MH)-a<t))<)8H))tp)'M)iO)t)Hf!ttK'.

OrH: 1° Denvttudft ta fo:) rittpft.tu M't«t Ki ottieoe

ll
t«t

<' <)nest)t è mot tiuusf~ucuxi) 'h'ttc (?) M ')<'))<)()5) f!o))H tM/tt )iueM:

2°I)env)m'h)h)(;;)viG)t<<

S P. +8X~-

)

-.0,
flr.

1~1 1 17f1
.0.

-0,'«t f)<t

<-)))<-pfrh'(15) « pM' ~(~),(~).('~

-2A~xrl-~A=="
Il

A)ttl

c questo ë KM'ident-ità (').

3" Derivondo iut!t)e h) (Y) t-iHpottu ad M; si ottione

i ¡ ,Pi> iJ M't '1 üa; kS~- P,+s~ =~,
f~< f~M; <)«;

cd <)8xe)'v<t)t(lo )e (16) e )e (?) (y)

2t,. ~A+ 2< /).=
AI. 1 '~<

f qnestM è prfcitMUUMXteta fut'tnoht (A) 34 (pn~. 8~).

Dopo cio ta. ttonostraxionc de) n'ormoa A) 67 ai oompie rapi-

datuonto. DcHe !2 ~'<u)xio))i X,Y, ]'< Q( R< ehe eoddi.

'') S '~)' == 1 S ~Xj. "A. 2 ~t.
== t

XttY. X jt



t~ CAftïUUttV. –<f)'t

t<t!t))"M)tt'(t5)''dat)<'(~),(~.(f).ttiFigm)tdit)(t)Mtt'('pri))tf

~(K,.M,).f/=~)/tt~.«.),<r.i:.t~.Mj

t'<))m'MtM)rdi))tttt'di))t)pm)t")))uhi)<'M«()t'a)tH)tS)tpertieh'S.Qn('xtM,

''(fxendo8odd)"fi)H<')<'(i6),nvra app)mtttX,Y,Z <pxt)i <!<Me))i di

direxiotte d~'tiit )h)))))!ttt' (a euttso de))'' priox* dm') f tu dn<' )'<a'ttt«qua-

thitt-iche fondtUtn'nttdi a~p~uatu, a omsn dcUx scmtudM due. Dnuque
la )tt<~e~e«) M)'cf<<<t8 M<~«. C))'< )Mti fx!))) sitt ))))i(')t, )t tm'no di mo-

vi)ttt')ttin'')t')itjmx)«,)')s)))t)t'ht <')x'i)HtMt<')))!ti))tt'tf))tk'~)tntt'o<)HtH)-
do xitUB) dttti vH)Mri inixiati -h'tto i))e')){t)H<<,perb MM')ti in f;nifta <)«

MtMittisfKt't'it)ixif))n'ent<' )p (<), (S'), f' Ont h) !Mw)t:<<ti 'jttt'Hti Vtt)<M'i

t'qttiv!<)e appnnUt !t ttssttr" m) (Jtmto inixiHh' ttcHo Hpazio (coi vnhHi

ittixMt di ;f,y.) <)H!')<'pmtto M,==«,==0<!e)))tS))pet'tiHie, o t'orien-

tiMiunc de) tn<)ro <t<')\(<rti<w !)) queitto )nn)to ttvent.e per xpit{o)i

)Mt)on)tH)e!)nttm)p<'tt!oiee)etM))~f))ti ))))M dne )infe coot'diotttM

(coi Vidot-i inixiatt de))~ X, Y, Z P; Q, )<< ). H tcoretntt t'ondt).

tnentate A) coo) p<'t'f<'ttM)nente atttbitito, e ttoo è t'uot' di ht<){;"
'~xervan' cbc )'M)))t)itia<)«pMn)ta t'cnde ht dunostmxiooe va))'))) Hnctx'

('Htfmtpnd') iit t'icet't'a dit) cnntpo n'ate a) Ctttxjw <!om}))<<aao.

S. 69.

Seconda dtmostrazione de) teorema A

con riferimento a))e linee di curvatura).

De) teuren~ fon<!M)))M)tttt)fA) dittttto fu-tt uMit sm:<)tnht ditnotttt'a

xione, equivatfote in af'sttH)!!n a))tt precedfnte, )nn ohé qui (net oaao

binario) procedf oon svitnppi pif) twtxptici, t-it'Mtettdos) «d on parti
tioitu'e siatetoa di coordinatt', 06 <:hMè )e«i)o per ht natura inva-

riautiva <)<'))eequaxioni rli Gam-tf e di Codaz:!), che ritUMngooo a«n).

pré (MddiafHtt<<!Ott)uuqu'' tmtfornmMtto le v&t-iabiti.

Preodiamo a linee œot'dinate («, r) quel niatetntt che ndu<:<' si.
tnutttttteMmente le dne forme quadrntict)c fondamento)) a formit ortn.

{;ate, ohé rende cio<' insiente

(17) ~==« J)'=0.

Queato mstCMtttè geoerithneott' nnico e determinato (§. 42), Ha)vo

quattdo la secouda fortOH {baae pf«po)-:tio)ta)e Mtta prima, cioè qua~do

E F M= D D' D",s



MH<WMAtMMfWTJ<)~XJ-; bJM. 'fKf~HMA A) i~t

o~-)tH'M'ah(hiMfonMxi~~qtnHtnizxtUa)<i))(tt)<thtM'<tttt't;tttttM in

tn()tntitM'M)i(~.ttnit!t<<)))a''<'tmfin)tt«Mt)M))titt-o<)oft<t6qtn't)<)<')t«

tr.tb)-t'Vt'()i)'t'tttot))'))f/tt«'c<t<t'M''M~M)'<t.

Stn<t))t<)t')<d"<!)))))}~~()?}.hiM)ttitxi(~iUi (jatmxcth U~~M~

<!Htt't))!)tti):u)t<'t<)t-)))f))t'd'')<j))))<h'"A)).<m,)MMMt))))) s<!)-iV)'t-siMutt't

))tf<')-))))t~t{Ut'nt~:

t "( ~~).( ~J.

(J")
~KU K ~~(j

< ~(")= "'L A~r )__
i

~.j~

~)' /(, ,-<- ;<: 'C [ K'K'

Pet' )MHnpM'ttcit' S ')i <-m vut:)ii)tt'o ttitnostmrt' )'psintet)!t)t (tn'tht

))")t<'8icheh'(li'!jxian<' sot)dt~tttf;t, conKxtertttttw h) 't~ni puMth
~<, t)<) tt'iettt'o tt'irctbt))~ <:hc 'th't'n'o il <<'M<t)'~p)tMCt~(~e, t'x)

m!tt()<t)tH).tt-<'<tit'ei!ion)p()(t)ti~<~))!t t)))t{:<)in<'a<

<)e))tttn))KentMit)))t!)m'MK,<)<.))ttn')r)n")<'a))MHupe)-ft<!ie.In't)<'an

<)onecou(X,,Y,).(X,.Y,(X,.Y,,X,) i n~ttivi ~eni,
!H'K'Mtf<

i t.' 1 f'~

X, == X, = X, =- X,
;H ~<j

''o))<j:nM)oghep('t'g)i tttu-iducttssi. DftHe tbnno)« (!),(H)§.66
()M'n. 170), osMervatxtt. le (17) (oppurf (ts) <M)oo!o diroMc) ai <te<!tx;<'
xnbit') por )e tre iocognitc X,, X,, X, il aiat~Mttt diH'crenxmte a~{:uet)tt-

~<x.x. "L~x X.
/H ~'H ,M

(~ L~x.=-' ~X~"xr

~H

1

~C

~=_ x D~

1 B

;M A
·~

;7M

<-))<!6 nn a:atc)Ma di t'qnMxiuni tu dia'eronxitdi totxti (tioMU't' «ox~t'
"<), H cnt ao<hHs6)t)<)f~)!)t)n)f))t<. !e due tot-nf (Y,, Y~. Y,). (X~, X.. X,

(') Ue)

reeto in ,ef,t.' t.<M<.la onporOcief)are).be.m .ttera o un nio.x. pii)



t~ (jApn'uLO)V. ~.M!)

Om t)n<"itt.<'titUMMit(t!U) t:<t))n ~) <)UM)tcthtHpropriété: <t) è coMt-

())('t'H))mttt<it)tMt:)-nbite. pMt't-hè )c sue oon'tixiooi ')'intef{rftbUit&. iu

virt()<)t't)t'(t~)'"KtidM)'Hwufnt«'Mt<tdiKhtHt'.

il x)Kt~)t<it(~0) o ~Ma<< <'i"è fh'tte (X,, X,, X,) (X\. X' X';)

tiuc tt't-tn' tt)):th'm)m' di htK'gt'<tti,'n.sti))t<Wft'o<K)Mi<tM')ti, t'espvea.

-<io))<:

n=.x,x't'x.x' x.x\

c nnu t:')tttUttp. Difatt.t 'Mf<('t-V))th)o)H(3))), e tu onittoghe pfr X~, X', X- J

sicrovaMubito

== M, = 0. 'ta cni B == <'<tf<t.
CMtt CC

(Jio pcexMfMo ('), pMM'Hmxo nove oostMti

[ v "!Y('))Yt'
"t ") 'Y.

i'

~ty~.Y,

,Z/Z,

ch« !!i)H)f)i nov(.' cot'mcif'itti <ti onn MSthnitione ortû{{o")t)e <)«atrot-tM

(.~t.=+ !), e shmo (X,, X,, X,). (Y,. Y,, Y,), (Z~ Z,. Z,) le tre

tcnx' if'tt'~mti d«)to 20) che ai t'ittn''t)))<))). e. pet' «==?==<) t-iapet-

ti va.et.t<. a)).' tre terw i..i!!M)i<h.te (X,< X/%X,)), (Y, Y,W, Y,<"),

(K~Z"t:). RisuttttthtU'oaiMrvazione précèdent ohe, per tutti

V!)bt'i in t!ot)!)i'h'nMio)tM(ti («, c), il <)eter<t)it)ante

x.x.x.;

~,Y,Y,!

X, Z, X,

MitrAaetnpre nu ~ftemunante ortogouate. Di piH, per le (30) atesae,

<e tre capre~iooi

~HX, ~M G X, H Y, '<" + Y,~ ~K Z, t<K+ ~G Z,

~rauuo trc di~renxmti ea~tti. 8~ indichiamo con

(3~) .<- == -t- (M,M),y == t «,), .= (", f)

(') f)a <)Hettupunto H tottMe otMt-va~ "HeUtt tn~t«j{~ M MgMMment«

Monq'M))owvolto)t) t) per te eqntMUon)intritMeehedelle ctorve.



.St;'u'<nA~tMt)~TRAXtt)Xf:UKL')');Ul:t;MAA~ t~!

ittf!<u'ui)ttt'~t!tii.ttV)')t)<'

=~K X,. ~=~ CX,.t.
f~ «'

i).(~

~)~~s~o.srr==<
('

'f'K' fK< ;'1'
0

tft'' l'

Lc'<'qu:txiu)iif~<)M')t«<)m)qt)(')<'t'<t)titxi'thij'.u.t't'ft)ic)t<'<ntttt.[

~n[)(')'HcieS,cbuhaintautupet'p)iu)ttf"r)t)n tunthttnentatt' ht dttta

K<<<U~. Poicbe mettre

~X~.==. SX.-==.
< f~

Vt'<h'('))<'X~X s(H)f')co''t't!i<))<ttt-<'xi")«'t)t'))!tsmt)t«r)))Mh'.

t)tf!ht'dit)h't'<))t!)xi()Mi

.s = i~ s = (., s = u"
f«fM ~«f)f r f'-ft' r

tiswita <'i)M!'t sua Seconda furtxa fomhuoeHtate 6 data d~

JX/t<t-D"J)'

L'MistooKa de)ht t:uperti<iie ritihiestit è ttt)o\ttnp))t'' di)nost)')tt)t;

Ufa ixn'he ne ë provattt PuMicitâ, perché t'arbitrarietà che resta t«'i

v:t)<)t-iit))i!)andi(~.v,~) cdei nove <:0!}eni(!i direxionh(X,Y,X)

eotUMpund)' )!to)tMnto a ait)t<tfe n put)t<' ittixmte M==0,t'==0 detta

!<t))~rti«if ttove ni vo~ift t<e))<' apozio, e a dure ivi !(t t<ie(trt< prin-

<)':)!<<ntt'orietttttxioof arbitrant).

<~M<'fpa.:tM(e.r~t tmrte <!c) teorctu~ fondantentatc c))p sj riferit)''«

aU'm)icit&. pnë nneho «Bprhnerai dit'cndo c)m: due 8Hp<'rH<')<' tn'ettti

('"))))))? )<*dne forme f~ndMtnettt!))) sooo tHrft.tatneotc <:out;r"e<)ti,
<')~<'cott un )t)ovin)eoto si poMono HOVt'npporrf p'*i )"n) punti con'i-

sp«))<h'uti(!tf;))st«aftva)f't'i <!)«,?).

Dntfttduoquo duo superficie 8, 8~<'))<' inro rispcttivc ff'nue

'jn:)d)itti<)hft't)))f))t)))enta!i

Ë(/)<< i? t.' ,/x <<<-+ G<<~ ) K, -1! F,<(, < (r, <

I)JM'-)-2D'(~)"<<< !)/<M/-r !),'<<«. <<<\+!)/
't



LSt < .u't'roLO )v. (' 70

[it''rtt'«'<)ihi(tt'q'tM)uuq)te («,<') pftH, («,,<),) pot S,,ht qHM

Mt)t)tt<tiriu(tnûs~n'ne)t'd))<<supt'rH<!tt's(~t"Mt)vntpptH)ib)))(i)t''))

ticht')s)tit'Mt't)t'-e)))))hedi)tttt)')<'t)t<')tt)'!t)t)iid)t'Htttf))tt)H'Mf)e,t'ut)Ut)

''ttft~iitttx'uto di variubt)), si puMtttto CiU~iiH'e <tMtM~«eoM~M<e <hn~

j't'htt'*t'"tt))em')1''<)u''x('('<'ttdf.

~.7~.

Linee di curvatura.

Se si n-!tcc:a sopm uott MUpertioie S uoa Hnett qufttnoque L, )''

tt<)t'tna!it)))itMnpft'ft<tit)tuug")H)i))f)tL for)tmm),h) ge))('rMt)*,MH!t

)')<y«~<Mû~ <p</t<pp<t6f~.Se acciote chu quent:) t'if~ta aitt avituppHbite,

tiiot' <:))< tf nornttdi atht supm'Hoie W tttngo )<t )iueM L siano ttmgenti

int ))<))<<:)))-VM<)t'Hu Mpaxio (ovvcrn pt~sh)" tntto par un puuto), itHo.

)'!) si dice chM lit tixeit L è <<MM<<tCMfM<)«'<tp<*r tf) superttcie.

O~ct-vhmxt xubito che, secoodo qu~sta 't«th)ix)ot)e, <)Htt)m)qne Hnfit

)!!K-<;intMt'oprM)U)a«t'fr!t')80praun pium'è Hnea di t:)tt'v«t.nt'

pcrchf ta con'iapo)H)enh' rigotit <)eHe nor'nuU 6 un t:ono ttfl east)

d'~tia t)fp)n, u)) citnxtro m') M)sodt't pinxc. t! dovuta a ~ott~e )a

!«'<)))(~t:t t'otxhmu'ntate o)n' aopt'n ogni attnt superticio (oon sferic~ nt-

))ia)ta)<'s)i!tt'a<t)tantom)a8t!tup)io''it)ttnit)ï<ti imee di cnrvxtun'.

t'ornxmti Mt) doppio sistemtt o~o~cN<t~ di )it)e< aetopro t'ex)), ciô oht'

tut bt'<'ve ()!))H)8trpr<*)no.MMpt'itnM osuct'viatno ittcxne proprietà deth'

tinp'' ')i otrvatunt chc disocndAno imMx'dinhunente <ta))a !orM deBni

xion~ f t!.d tettretui anUc evotute delle cm've d~ti nt 2t) (teo'ema

A}«B).

t) Se ~)<e<K~e?-/?<;('e8, S' t< («~MMo <M~o KM« MMM<L <<e Bia

/fae« ctH'î!<!<M)'Mper <tmM«e, <' ffM~o/o M<~ c)« « ~Mattc ef

x<<«)f< FtMt'e)W< t), 8' si <~t<tMO ~0<to MM <tM~f)/CCO~<OM<~/MM~

«M« <«'<'<'L c/t<' ~t linea di CKfoa/wt'a pet- S, L M)'A ~Mea ~t 00'-

;'«/t«'~ M~cAe~e)' 8'.

8i':<'M' }"~ 9<: nu:) deXf 'hx' supcrOcic, p. e. S', È una afent ')

!)<) ))i:)tt'), qttohtoqoe sna )i))('ft tmett di <'))t'v~t))n), obbimno con)''

<!<n'«))!U'io:

Il) /,<t ff/K~MtoKf MeeMM)'~ <M~f<:fcM<e <t~McA~KM<t«Hea <)/«'«'«

C /)WH<?~t MKft )!)~)t~f'M 8 «M KMM/~t~< di O~'M~Mf~ per S che ~«

A' <~ il ~MM~ ~UW la At~Mf/!<'MM~O <M~~ CM~<M<€.

C"<)p.<?.')opr!t)))taqn)))t)))t)))<'8up<'t'f)<'i<'d)!'u)!)!:i<)t)f!)f<no)it)cn
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<)icm'VAturttitn<'t'iditHt)f')ipamH''ti,t)frob~ito!() piant ta{;titmo

)x HHpfrttt!)*' Motto angot" cttftttnt~ (<t)t<'K<)"t"tf pritui).

S))ppot)t«t;)tH ht tim'tti~sioutta tn)C)tdit;)tr\'))t)n'nper)t( super-

Uf'ie 8,M<rchitt)t)t'')t)a)<'ë)))<'<)n<))!!iM'<' «M</<«M tMH-)tttM'iftt.i<Mt<ih<t

th'veveriiioiH-ai htUtC't~HpmttoM~Mitnuovesoprah,

tt<coot'<))f)H,tf')<,et*quitt<)!tU)<'))<t't'in'<efittn''a:te<t(tt')tideU)t

Mon!)ft!eX,V,Z,')m)')t'nt)xi<))')')im)HtHth)\'ttriitbi)cp.< <tc!)')tt'Ct)<R

ftih.Oratt'oormutitttt)) 8)t)))n<)Lm))H' pM' ipoteMi b~~nUad

umt oorva r~ deHo MpMio; ponitHoo ''))<' ))t thnhtuto in Ms~

tocchi r, in M, s- 'yt,< e in'!ic)"n'n" cou f~'M.M il vatore

at~ebriM di quexto Hegtuonto (dovc t)n))<}net' 6 cotHputfH:~ positivo o

negaUvo se<'ot)do <i))e iit din'xione d!<M~ verao M è qm't))) positivu

'tettit MortnHh) o l' nppostf)) Per ht <iuor()innt<t~ ,<!j<ti M.~hbifmx~

(3~) .~==.T.-rX,~=.v-Y ,~==~X(').

Se queste si (terivano «tppot'to ttd si ftehtm~t) ottt'oere lier ip't-

tc~i qtMntitâ prcporxiOHMH )«) X, Y,Z, <<<!Hvremo (p)indi

dr
s. _r.i,\

<<~ (<<

~Y ~Y
de lis

f~
y ~Z< X == AZ,

~t

eHnotKto H)) fftttot'e 'H propoMitnMtità. Ma mottiptititmdtt te <'()H!t-

aioni Anperiori Isor Y f77 t~ rsomnutnrlo ac,~ue l h
~r~

r,xioni aoperiori per X, Y,Z « stootHModo sc~oe Mobito A==–

resta, quiodi

~.t' ~X ~y dY
(23) –=.)- -==<' -==)-

dit .~X '<< f<"

Vicovcrsa s6, spoatioxt'Mi tHn~n L, ai hn

(') Ptttpt'iamente oon qoeete formetc r<ntMenchtM il citaoohe le xoront)) )<)n);n

L ateno p~rattete (fonuino nu Kittn'tm)e)~ K))cr)tf c Z), y,, H)ire))heroi))(!nite.

M<tin tt) oaM Mrebbero n))))))uMg"I. i ')in"rat)!!ia)iria, <<Y,MXe 9)m«i"<er<th))r<'

)
"antpre )e pfopnritton) ettrattetieticho (20 M~Mntine) texto. f't'M

=:
C
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(M) <<.t:.==.)'<fX, ~t-<tY, <fdZ,

c<w t MmvMtiMtte t'attot~ (H pr&(K<r!!)ontttit&, h! fot'tn~' (~~) deHui-

Mon') mut HMVtt r, (che pub fmoha rhhtMt ttd xtt pm'to) ft ot)i )e nor-

tttx)) )t)t)f~ L H0t)o tHtttfenti o ('M'<' L f ti"e!t di c)H'V)tt.()):t. Cc'Hf Ki

e "M avertit", pno ttnehe thu-si <:het',Miti<t))C)m't m' )mttttt(a:t,t

siim" t;o~t:tnt:i~ <*ht t'i~t't <))<' oomxtf) fia un <:<)))~. Uiô t~vienc

ttUM'.) cd a)ioM<.xu)ttmto qu<m<)<' t'itttttta /.=– <~ ==? oicè qotKt.
<<<

do <' M M~t.Mte.

C'niotttdhuNO qnittdt C«M<«.f<OHeMe<~M«r<ae o~CMate a~MeAë la

/tKM L wt (H oM<-M<<«-acAe ~tM~ <<tM~a m<MM<<t/«<<e ja~c~t'OM!

(24*) ~:<<<<X:~Y:

UfiSMvhuxo nucora cha dalle fut'toote (34) (itticendf 'H nuovo &

oUmeote il Morema 1), nopnt <te(totto dalle proprietà dette evotute.

Se in6ttt! due sufMrttcit) 8,8' xi taf;Hatto i))t)g<) )m<t )h)e<t L cornune

di om'vtttura, per )e (S{4)!(vrft))<) )t)))f:o L

~X=.~X', r«!l'<<Y', <Z--<<Z'

(le quantité ootracoooto riferendosi )t S'). Nesegoe~'S Xa!X°-8X<<X',

e poiehè )!<prima quantité 8X<<X è Ht)))H,t~remo 8X<~X'0, iudi

Anche SX~X'='0 e perciô ~SXX~~O, v~tf n dire

X X' T- Y Y' -t- Z =. oost~ ( ) u))KOL),

il che provtt appuato che 8.8' t)tf;)imto )nng') L aotto <tnf;oto co.

atante. Vioeverstt se 8XX''='oost"' e atKMnatotMtle (24). ai ha in-

sieute tu))go L

SX'~X~U, 8X'</X+8X<!X'-U,

e dallecoppie di eqnazioni

( SXftX~O 0 8X«X'0 0

8X'<!X~.t) Il ( SX'eiX'~0 0

aegMono le propûrzinni

dX:<~Y:<<!X'~Y':<<Z'
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~.71.

Linee d) curvatura in coordinate cnrvittnee.

L'* ('o)ntixi<'t)i (~4), <))'att''rinti<ihM p(<t- jn tiueo <ti (iurvtttm'M, ai

'it')h'"nt't'«<<tt(ndh)ah')t'vi)m<

«M,-
c.<

(<)'j-f /~X, <t ~X,\–J(-t
rr «'o r~ /<'r

OK
</M-j-

ce
~r~tj

'tf f)'

«M-j-f
c~

~<'G=~-< ~«- f/t'j
~tt hC '«' rr

· f't'

t
<)).'si )'id))t'<)))~ in r<'<t)tA:t()u<'t!<))<'i)t'ti))et)'))')tti. ))''n-h <')t)o)ti))UctHi-

<)(~'<))'<tm!ttit)))<')th'pt!t'X,Y,~OMtttt))a)t')<),!<i()tti<'nem)'i(iettt)ta.
A fjttpstuxixt~ttt.) jM)s.tia)t)o pe)' eio sostiftire )M')))'* che si ottettgono

t)tt']tip)i('<Hxh' utMtpritoft vofttt per y ttoa seconda \'o)t)t
t<M <?« <)M

~.c < aa
c,~lut;ni vultar Kommratulo, oib uL~ tl:l, lu·r Ic·, imei.

tfcr pf t~ t)f
-c<t<'K'" \)b)f!t))n)n)H)do,oiochf<)ù,m't')<' pos'-

xi<.ni f(th<h)t))cnttUi (4) 44 ()<:){f. tH) (H) 64 (jmg. 166):

(~5)
( H ~M f~ == t- (!) ~« -t- ))' ~t

)'' ~M G~)- == <- (t)' dM-i- D"<<)-).

Mm'q))« ~/MHeM <tM<(<<Meas(<t MKea dt o<~a~M<'<( Meces«!t'<o e

~)<~o«tt<e e/~ i f~<-6t~t«M <<M,~e prM~ ~o«aH<<o« ~M~ /fK«t

M)-)/t<)At)M~MM<<;e~XfMtOMt(25), dOM t' MM~t«0<'e dt pfOpOt-~WKf/t'~

~~?~0 ~Me~tco <~o ~M'a~'<{/b pfeoe<!e~.
Me <')i)nu)ianx) r fra )<' (26) otteniamo e~a~MMe d'<~)'e«a!«(~

delle Httee d( cKfM<<Kf<t

fV) KdM-t-F~f
Ff~–Mf~

=o,

i)~M~D'<<f. D'd«–D"</f

<<n<<tJ<tM'e~«t~Ha~ a xero « J<!coM<tt)odelle due /et')Hf /oK<!<tWt<'K<a<i,
o M~o /orm<! ~~p<[<«

(V*) (K jy F n) ~«~ -i- (f: t~ (7'U) (lit du (F 1)" (. !)') ~<~ =



tSS t'.u'tTohOtV. –\7!

Sidvuduttt;UM)t<:itsn'bt<itJft'i."t(tit)t'nt)ei)))n't)tc sittnonUi,

fi()tis))~~ttt(:t)t'tt'')'r"t'«)X)o))i

~0 t):)t':t/(:.

)t<')'pta)u!t.'<<)'~ttitht'~t'tH)Mt'ti<n'y:ttHM,p''t' «{{uiuttwnnpf

t!t;it'SeMist<'uttOtittmiStfi<'i')!tt.f<ni( tioppiu ut'to~t)))t)H<HHtMM'h

't'M)V!ttttt-tt(st')))pt-Mtuitt)).(Ut' 4~). t'ft- ))uant" K~M~ il

'Mxu fucexi~tttttt' it) ':m xt vm'iHu!tt)0 )u pMjtOt-xMni (M) htt ht&g"

W!'fMmt!)ttopct-ht~'era « pf)-i)pi!)uu; ma 6 <ntcht< ftto!~ ve'tfn',

siit itn.tttticaun'nCu, .tin K'M''t)t< <:)te tt~t) )ii prenons per x)

<iun' ttit)'~ supcrticie. UiMH (~ 8~ MusSMt'xto )t' (20), poniatuo

D~t-: U'F D"-Att

'Mo t'itttot'c di propotziutmtttA. Sn)=0, ttiuë !)-=-D'==D"=aO, )''

tM'tttote fo)td<(')n'ntatt(U)- t)5(paK.HU)dhMtMtt-M)ochuX,Y,X

son" c<wt!mt.i, la n"t')tttt)M h.) Hftit tth'exioxe CMa uot)u apazio e ttt au-

))prti<'ie f m) piam' (~. A .0, t"o 't ooatttnte (~ peroh'!

sostitm-ndo i vn)ori AH.AF,AC p< U,D',U" ))e))e<'tp)))!!i«ni(J!V)<)'

(j<t()uxxi, a oui ~)'t'tMt'(H)u pure H, F,<~ tt'Mviit)))~

~F~==. Il
(,<- CtfIl

h~t:=o,

r<' f)'u

(') At))t<n)t)uotfMio')eiumHticftdet ttsto )tsgi'8'o (fMi )<tMgHeategeou.-

trim MM) netuptice, fondtttit on) ftKtoehe, suaxiotendoh) (26), o):Mitiuett eMehht-

<tion v~txrit..S9 cootidurnmto(tuo puoti qM!thtm[neM, M' (di ')na fegioMere({"-

~n-a) dMU~aupetttme c tM)ft~ nurM~e in M e per M' faceiatno )MMare nM piano

'tnexto pmdnoe itt S per ipatofn mm f'eifiottaL ()t('r)t)'t)e)<-heÈ )iueaf)t eot~tora.

)'erc))U))e){'M~'K'n))tt)i)M"~)Mfiu<'t) phmaLt'onnfttM ttn~evitaptXtbtte'* n

);iaeeodu tft pruoft normitta n'') pinHudetta cm-t'tt, anahe tatte le tttre .vt gi~Mi"

uo in pMticohtra <~)")topor ~ï'. Unt)<t!)odue <)uah«)<t"e)ton)t)t)t (toUa wuper<tci';

ftono co)np)'m)t)'i nou pute))')" situ'ere totte itt '))) pMU«,possouo tatte par '«'

pnoto. Sa fjneoto h pMprio )'t S f. ut)"~fera. !)<;itnpropriu un ptaM.
<<<

(') t'MciHei p. f. X =. C, V U, X 1, da exi
_=.=0

o jt-~eoftt"
du do

f~) tttveoe di pt'ocotteMu«t))'<n<'ttMto, ft p'xnmoprvttrecha )e (!!)). 69 diveotao"

== A /=== M (ht))e eoMttiziotti d'inte<;M))t)it& )

ïlt!
v À

otl in·
~t

tÎt)
111.111'cOllllizloll1d'inte"rabilltà

fltt I
~,< t~ f~ f"

f
==. ) si ()e<)!)ceauhitt) -= =*0.

~M' f/t' <"< <'<'



tJXHRXtCtJCVA'ft'ttA tW

Tt i
1",III NU ~i, -=.u. <=1). Ol/Ulm.. 1 1111111\('

?,t
IWII It CO!ltlllltl'

.tacoj Ctt f~'
~,t). )*t)n)i)t)tt< ttttnqxcA~–

H
M)u K eosttttttf

t)tonMt)Htt)~dttH«oit))t<'(tI)~.Min'te)mt

~-=R~' ~== t<
fM f'f CM f~fil ~'t< or

~=. ~==H~ ~==R~
~t' f'f f'f ft)' (.t. ~)-t

fiotcgrfmtto

x RX -)- « = K c= l{ -t- (. t. c <.<)8tn))ti),

.h. '!ni(.e-,f)' -.j-(~-6)' !-(.c)'=~<f))tM)<t))«tU .tnaHtMa

~'r)tttgiuR.

UonotuttintMO 'h)))f)t)e <S'M~Mf~MH~Ke«M/Mr/xx'eS le <<M<:dt cM)'c<t-
<MM<Mt~M <t<«o <<op~ o<t<eMMof~oN~Yf, c/<ee t«~erMMMto «~o
«f/ c<tM ~e~a a/ef<t e pMM~, cfow a~t ~M <!MM< <'Mfp<t~M<.

Ritorna))')~ a) oxft)) ~'tx'rfth', pfr u~ni ))t)ttt" M di S )M)HHM)to'htM
!i)t('e

'Ut!tu-attn-)tL,,L,e))MiviM')))<'r<'('hn)o fut Ht)a- ''ftto. La
mn-thitte in M toctia to ttjtinoto (jj t-t~t-Mso <)c)))) «vi)u(<)M'))i)t<t)e))f
))<jm)a)i tungtt L, in ut) jmnttt M., tihe tth-eHi il ccM~o ~< M<t-M<K~
't)-))n HopetHoi~ in M, t-t'httivo tttht tixett di cm-vot'tn' J. SitnDntantt.

!)b))iHH)u,an)))t nonnote in M, m) accondu <'et)t)'o 'fi on-vatunt M, t'<-
tittivu Mtht necotxht titten L,. i vittori !t)~b)'!ei <)6i secmcuti

~=M~M ~==A?~) (')

t)ort)U)(j. pet- nuMrugione (;))« ont vedn'mo, il no))K' ()i ~~< /M(-t'-

/)f'M (« CMt'Mt<Kt'ad<iUt<au))t'r0<')(t in Xt « )n !orn ittverxf

<
')ue))o di CMre<«)'e pftHCtpaK.

OmBod<t))t~(M)eH)n)ni))tno(fK,t'<'xht{)cr<')'eqt)«j!int)e

H j )')) t-'+t-U'
==<).

:)-))-D',(j-i-<-1)"

(') Va rtcontfttjOohé, per le nnatra t'onvetmifxi, cittMnn r)tgf;io ptincitm))' <)i
M'n-atMta compnt~t" pooith n o tte){"t~oMeondnoh'' la direziotte che va ttt) )'c-
<e«roe<t<<ro<!<CMf<'<t~t-oa<p<<'d<M ~Ha KOfMatep)-"ce<teoe) vcmn poaitivo o o.

Xat)TO<Mq)«-xm.
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cioè: t t'a{{f{ipt'i)t''tf)nti <tiMUfV!tt'u''t d~tta ~ut~t'Hun* ~nn )f ntdi'"

<te)tMcqtttMXtttHdi Hcotnnt" t{'

(Vt) (t) D" ))"' r i (M))" <t t) ).' ))'; <- )': ( P' M.

Le curvature dette ))nee

uscenti da un punto sutta super<tc)e.

Por <'8tHt)it)t)rM<'<t)tte& HMtM'ofttonui) Mpci'ticit' )t('t!'Uttot'n" di

at<o p~ntH rogotttre M faoi co)).t"teri)))t)o ftithu'ttttMoote )Miothtit.c )ine<

tfacci~to auttft superHcM per il (tuoto ed eHtHt')t)t)H)t'<ta )egge (U di-

MtribttxiotX' <)e)tf (prune) t'urvitture di <)))'*ste tittee.

Sia t' untt qu<t))m<)Kedi eaw, )))t~<~ ht qtUth' «, t' -t',y, w"

f)tM:!H)t)ideH'ttrco di r (Cf. 45). Pci cosMti -)t,~Y'tftht mm tt«t

~exte a))b)tt(&o ·

x
c.r ~t< <<' Je c~ '/« f'w < t~ ~f

(37)'x==
b,

-+- ;)==: ,T== –-}-( )
ct< <5< 6f d~ f'M ~<' <~ f't f

iHftiohhuno con o t'xnKoto fut o e che )n dh'exionf positiv.'

(~< ~) '~t)a <mn !torma!e principatH forma <:otht difexi'Hte poxitiv!'

(X, Y, Z) de)!<t normate )t)))t ftnpertiott', otxtc

oos « == S X S.

D~He i~rmote Frenet sejeru~

rlx
C<MO

0SX-- ==
<<x

ad oaaervtHtdo le (27) ai htt anbito

f28/ 3 ~o D" D '<j- 31)' <<? <
-r D"

'j~q_(;~

Qnesta formots dimostm iobmto ohé )u pritM~ curvu~uru '!t'))~

P

carvH r uscente da M sutta sa(M!t'ttcKtdipende da qnet)ti 'top «<')'

eten)enti: 1" fM)a direztone secondo oti r ea~ 'ht M (d~t t'Hppnrf"
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–),S"dM)i'!t!)K"<:<)t)tp)<')(n')tt«')t<))'tUtj'<'tu d'inetmaziMf det
!~N

2" duli' IIlIl{oln ~I conrph>III\!IIt-u d.I' 1I1I~lIlo tI' iIlOIiIl"zioll~ dei

'<

sn« ttiitun oMMttatttt-t)Mtt) pittu't t)W)t!f«tc i())a HUpMt-ttoie('). Ont ))6f

t:t))u)'m)ttMi)(M)tH)tHUpHt-ttt:if(<)"')'))(ti)MK''nt''itt M M)htt'fa'

oiattH) pit~ttn' m< pimm ch<' p)''h()n')~ i)t 8 no~scxiotx'C: ~< <M<e?«'

lruorncile tn~tttctate Il l', J.1l prium (lIII'Vlltlll'll Ji (y) .Ii Ilu"~ta Helliolle 1101'-
/)M-M«!e<<tM<~<<e<tr.L)tpt'huac)n'Vittum

O'tiqufftttmexioxeoot-

tu!t)f wut~ <t')t)t <t)))ht t't)r«)o)tt (2X) sn'.tsa, ov« pm-o xm-n dx fttrni

o==0 <MM<t~=l Me itt MuncitvitA 'H C n nvuitit VMrm) ta dirf-

xio))MpoHitiv!) doHn )tort)t!))e, <*iuvM:e ~==! (Ma'!==–! net (MM

'')))ttfMt')0. ttt ~ft) C))t)UMVrCMX)

f.=f.'jcu.S-~( (''),,cl

tomxt)!) ctx', t'))U)<t)i!)htin )Mtrutt<,tttt i) tHon'tOH <I) MfttMniHt-:~t-<

;/t'o ~t pWMa <;«t'p«<<«'ff ««a qtM~MK<~)«'otfMt r ~e~' M f~KayM« il

<'«~<o <~ oM<'t;«~ft'<t(/<-«'«re~t'ca <!M««te /<«<'M<f(~<««~<<! /M ?r i'

MM«t~/«' t'M~o (/e~' ~~o<« e/M <<pM)w <feH<tM~to~e fa oo<

~tftMMfMCM/«ff<ft(/t I'.

8«ttt) n)tt':) fm'ttm Mi pm) tmche ouutciitt'H <!<Mt:

Il eetth'0 Ctftt'«<MtV<</f r /<t ~t'0<MtOKe(of~OMa~ M<< piano
«M)~<t~M < e~~ (~ t;K~M<K~'a~<'M«~M'/CMe~n~a/e <Mt~Mte H r.

OoM qnesti nanttHti to studio obo ni sinmo proposti si rittttoe ad

'«nnim«'a of<tt)e variiox) te ourvature dette sexi<m) n<n-tn)t)i date

P'
dt()))<.fo)'tnn)<t

J )) (<«' t)' ~« f<)- -r

p' )<~M'+~t''<<tf<<t.<'}~

Vittendo i) ae~th) Kttpet-it)~ pot ')==(), t'iut'm-iot'n pM' ~==~. Ino~n

«Me qtteato VH)u)-edi 6 posit-iv~, p pet'oih
f'

(') La outva 1' b't qt)hn)i la ttottMtourvutum den~ tXiiiionepitmat'ntttott~ ta S
()<)<t)opiano <Mea)tttot'e.

(') Kicordtn'm)ehe tino Mttom (ttecoodole eon\'en!!i')uidti)C)tp. !) h' primecat-

vUnte dette cHfve si eonbtMoin vatore )K)«o)ntoe qnit«)i xont) poxitivt.
p p

<*)C'o)M~no ) A )!n')ic))i)m)« i) vatore aMehtt" <)t nna qnMttititre<t)e(o (t

M"'t))<)<)u)oMeco)))p)eM<)).
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D~<*-2~'</t«<c t)"~c*>0w!==<~t< ittveoa

U f/M* X))' ~M<~ !)" f/<'< <0 w

Mtt tti<'<:ott)e))t)t <)'") attuatc i Vitfit Mj;gi di ourv~tara deHe ne'

zioni t)tM't«)t)i sc))<~Xttf'orttti tutti xttHa t)ontta!<' in M f'! i retutivi

'iHott'i M' <ti cur~ttuM txMso))~ trovaM) <)?))' tma o 'taH' ttttra parte

dt M, oottviftx' )ttft<)it)nttrihuire )<))'<)un v<ttorf Httaotnto ed un aego'*

c Moi «xticheren)" oot) K==M'M il vatom )))gebt'i<!<)<ti quexto aeg-

mfHto, che fXM'àduttque puaHiv" se t~ tUt-cziHoe ~a M' vetKn M H

qne))a po~tivn deHt). oortn~te (cioè pe)- -j = x), oegtttivo ne) cafto <:OH.

tran" ('!==<)). !M<)~)io)(Boit<iunque,sic(tO)H6D</«*-(- 3 D'~M~-{-J)"~

ë nfgntiv« ne) primo 'Mtso. poaitivo net eeoondo, (tvremo pel vtt!ox)

«tgehrioM <!i B

(~U) L == ~!+ +
K H<<«'+~F<<«J)'+C~

73.

Formola d) Eu)ero par le curvature delle seztoni normat).

Ltt fot'tM'))K(~!<))t9St)){Miti) Vt))uM ttHUtteurvatura deltft aezione
R

nor)nn)e. ttftht giacitufa MssMtit'hd rap(tft)'tf) cornu qnnziente det-
du

te due fOrmn ftn'tdratiobe food~nentaU delle qmtti la prtm~(tt!deno-

tniHatore) ô deHxita. h' emune dot)& tegge 'ti vttriaziooe
di B

al Vtt-

TKtt6 de! rapporto si oompie qniudi ne) rnodo pift aemptice
<!«

cogti stestti mezzi tM:tU ai 53, 33 ne) probtetna anatogo doUe ra))-

preaentHiiiotti. PfMttdiomo si tinee coordinitte («, c) le linee di oMFVt~

tara, riduoendo cns) etmattfmeamente le dne fortne a forma ortogo.

na)e. J'ndiohtatMo con f, il Mgg:o priocipah' di cMrvatnr~ relativo

ntht tinea M= oost. co)) qoetto della o = cost. AvMtno quindi.

? causa delle (24)
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t3

~t' t'X f~ f~

f« n" f'K rM~t.t, fM t« –<. f'«a

(P==t))(:~tI:

¡
M'_ cXx < f'V t~ .~fh

(l<'= Il)

t. t.. 1.
f<'fi f«* f'f t<' ['p {<t'

''<jtttm<!pGt Vtttot'idi

U=-S~==-U"8.U= H ,1) =-R .)) =--8,
(.KOX ~?6'' cCt<t'

iti)b)!HMO

(;U) !) == D' = 0, 1)" ==

La (39) diveuta cost

t =M~Y_L<VR ~~r

i)!')i(M)))docot) 6 l' n))~"fo ohe la tnt<:oia de) piano dotttt nexi)))te t«n-.

to.tte fa ooUa direziooe de!)n !)==c<Mt." (Cf. §. 53) ci d& tx /<~mo<<t
at'Met'o

(32)
H

(32i
=~+-njt

1 nhutto Ri vede di qui che )'j, < MMOt f~~ di c«fe<t~ delle

~wM< aofMtaM tarigenti <t~ linee ~t cto'p~KM. Qnesto si <hf'o))<) M.

zioni pW<M<?~ e piani pri))fi)Mt)i i lora ;ti)H)i. 0ns), cotoe f:iA tthbia-

)t)o detto a) §. 71, )', xono chiamati raggi pt'inoipttti ()i t'urvatm'tt,
<' due pnnti M,, M, 8u))a normatf. ooutri tti corvatnra dette se-

xin))i principan, i oeutri <!i curvatnra de)!a auperiioip it) M.

LMaoiatxo ditpprima da parte il caM) ohe una dette dne cnrvature

))t!))cipati sia fmita t)6t punto M (che aHor:t dioeai parahotioo) cd

<*S!(m!))ian)ocorne varia )a ourvatura detta sezione oormato ouando
B

~) Qaette formoleaouo oitate comanemeatt oome formoledi NotfW~WM.



1')~ u,U'tT<'LO tV. M

>aitlmuture il piant> rleils~ aerïc>ve. ~einrrisuuo i duo ua~si elle 1-bsi t~ rotm'o H pMoo dettit Mxi<nn'. SoptuhuMo i thto 'MMH
che

ttbhitttto t'K'«t) xegno ovv~t'o ncgn" eootrm'm.

1" Cft~. PoftsimnM auppon'e c))« il t)€(! ''o'"mte di ra aia il

)KM)tiv«. Ne) piauo tMn{{e«te in M )t))~ xuperttoie atabittamo nn ai

KtfXt~ t, fj 'ti f~M m)rtMi)tt)i ort'~f')m)t nelle dirozioni prtneipaH

)<===<-tMt.e<'==:coat,edivt traccimtXt Pe))iftf)e (t'equMzioue (Cf.

53)..

(33) '+/==! 1

<,

Un setnidimnetro 'H qucBttf e)HiM<<,ittotinnto slell'angolo esatt'as-

M<;Yj (sn!):t ttmgento a))ft ha n))a )nng)~zxa p dota tittHa fOmmIa

) <-<)M' St't~Oo

la quttte tortuutMs' i~))tif)<'a <K))))t(32) d' Hotcr" ne Ht pone R == p'.

JJunq'tH Il ~«etr~o <<togni M!MHf<MnM<~ eH<Me (33) e~«Nj!f«<t<<

M~<o <!( e«~)'a<«M <i!<a M<M«e «ofM<t<e il oui piano coMdoMo pel

<<t<tt<M(~~«M. Pfr qMfst)t rattiooe l' HUisaf (33) xi (lice Il eH<<Min-

<<<e<~t'teedelle cnrvMtore. Ë <!ntt'thn'si <:he ao = t' oHiase indi-

catrice ttiventit u't circuto e txtto )o Hexiooi nor)))))ti per M hattno to

atesKo t'ftg~i" <!icorvatm' h) qnMto MMo il punto dioeai nn p)<M~

<t)'<'o<<M'eo omMtM. Si diotoHtrtt sttbit« oho

Z' MMtc<t<«pef/!ete ()'e<t~ ff pM<t<t<MMtOM'cotaW i~t'a. DithMi

in ttn puuto oireoture seooudtt for'txt qnadntt-icn è proporsionale

alla prima, e lie tutti i pnnti Hono cit'OMtttt'i, ttUom

!):t)'Y'==M:F:G

ei6 che htt hMKOao)o per )a afera (~. 71).

2" o<MO.Se !< hanno segon onntrwio, p. e. positivo, f, né-

gative pcnitttno <\ = <t', =: o otH)sideri<nno net pi<MM taogetttn

t' inaiente delle due iperbole ooxingttte

t<

~=~

e ce) sisten~ di qneate due iperbote attrAconoe{{))it<t la rappreoenta-

zione geonetrica t}teaa<~ corne prima colla etiiaae (33), cicè HHrà



t'OttM'H.A j~m').t-:K" t't.'t

){=~; p'
aecuud" <:ht; il M')udiK)Ut<u'~ p ha xtttt <-tt'')tiv.t )t))tt;)"'i'

pf) t)t))t d'~ta ip~rbote o pe) ttt couiagata.

j/t'UittMH (33) oc) pritHo oaso, « PinoiMt'' <)e!t<' 'tm- )[f<'rh<tt<- <j«-

t~))j{!tt'* (M) «et 8ecot)d'),eot)tit)tis<)0f)~ )n cosi <)<*ttn"K~M<tf-f~< /~K-

pt'M,
')a) )tom« dMt geu)Meh'~ che primo tUoto '))t<ta it)t<'(')m<t)txi(t)tt-

iffofXt'tt'icit <tH<t forn~ttt (M) ')' Rnffro.

UasMt'vhuMt' ch« ne) pt-hno ot8o, vo)gf<ttto httt" )" sf'xiotti tx"<tm)i

(t:t ')tt)t HtenHtt parte <)e))!t noftnato la )M' 'concfn'itA, )n :tUj)''rt)''i'-

net)' intoftn* 'ti M K"'of ~"a du unit pitrt.e 'ici pitmo hn~'ntf (').

~ft w'ootxto oaao iuveoe, le acxioni ~)unntt)i si Mcttut'mo <on'iMp"u-

<)ft)tt'))x'nte tt))e due iperbote iudicatrici), i)* dno st'rit' «ho \'<))K'«"~ f<'

tun) <'ou<ttvtt& iu verso oontntrio f ta auperttcic (n~))' intot-m* <)e)

puur" .~t) M) divide in qa~ttro settori, due
dd

quttti ("pposti a) vo-

tio<-t mwtUM da )t)'a pftrto, f!)i x)tri duc '!nHx partf 'tp))ust!< (<«) pin

ou t:t))ge<tte. L'"ttraver9tt)nent« de) pitmo t~t<K""t'' *"t )')())t:u)')<'

i) pi!tt)« ))<n')Utt)e pttH~t ))«)' )'. )mo o pM' )' ttttrf) f~ixtoto <)('))' ipcrt'o)!)

fd aXom ?<*)' ta <i'))'t'ntp'))"tt<))t.o BMioue, ))\'«))()<t.si
Hi ==: 0,

si htt

(') Ai tisuttttt) Me) <eot<' h! );S" ""eh* breveu'"Mte M'') mnf)" s<-){'t'' '-< ri

fMhtwe, t)otto mt t~tft «"petto, tth' ittdictttim <ti )h)pit). Si ''«)<))! ))fft;i" )'t di-

xtM:~ < <)) uu pMutn («-A, f j-<:) uu))'int"ru« <)) M, 't"v A, xi ri!{"<)e'-«n-

no '-xtoe inHniteaimi <te) entitte, <tt) tthno ta))){'')t'" in M~ft, f). Attf'i~'H"

!<XA< e efeeome

.l:n
f'.<-i /< ,<.l.: ~<.<ty

A.f ==
t~t A -J- f /}- 3 \<3M' /<' -)- rt' f(it6 f~l" 2 tljtr' Ivtt f·t' l,r,~

(tr)tMaxn<a« uti iMttuitMittu or<tine wapo-iure al )M<o)Kh'). t isHtbt

9~ 0)4' r2"'&A'

il M); <t! dipeo<te <)tt t)M))<) ttoUtt furm~ qn~tt~Hn~ tto) xMt'oud" K)Mmhr". S"

))))'' D''>0 ))t fano~ &dMthtita (pooto oUiK.i'K)) t.eoMfrvft t)<tt«pre)"))te~au

M~NO! M toveee D!)"– ))"<() (punto ipe)'))f<))co) )<t r')<))t jtreo'))' va~ri jx.Kiti-

vi e Mt');stivi qutnd) anehe 9.

Se in qneota fonoottt t}M)Ntt)u B, vettiamo ft t'ottti<)'afe )x')))t m)j)Mft)<!)<-)ft 'iezx).

Me pr"<)otttt<)tt on pfatx' pantUeto <t) pianf t<H)f;o)tt<' o itttitxtimu't't'' vx'it)'). A))"n'

)' "<p)M)nM

))h' ÏU' ))"<= t

vieMc ?rtt)'p)-<M,))<)ttH-(<«et ?)-))<)"c<Mo, e )Mr t"'nY'iMi"!)t" "n~tm 'ti )')))!

inttiMtriM, ))«) oM<tt«to otM, dtmdo i ()"e ~Hf 't 9, )« <)').' !))''t~")< 8<- inH)!t-

))D" ))''M.O (panto pamt'oUoo) )' it)diattf!"n « Mit)')~ i" ')'x' r<-tt<' pon'UetH.
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t

ttt'm)))tH)(to utt~~c. Qtn'~tt' due dit'Mii~ni tte) pitum h(t){;f)ttt' <tit-'t))

fi pcrcio <<f)'M«tMt«xMtMMe.

t)tq))ft<t)td)ncussM<)ei)()h))HMoh~!Mto<)ttpttt-t<ti)<-asom(!t)itU).~

()M))ndu<<<}Ut'v!ttm't'))H))oip:tti si )tt)nu))i, )'.('. –.VathMMtnpi'c't)'!

t'eHt<tMtche in <)ufttto't'))w ))) <<')'tm'h<<)' Ku)t'ro c))t' divcHta

) .'«')~~rl

~==

e to Mexiftni n<))'n)a)i votRono itnMocn tntte <tn (mu pin'te ))t !o)o <)))

''nvitA, iMttvo uno, ««rri~xoxtpntt' it &==<), pM' tu (jttate ==? o )!

6
sezione itttt'uvfrtOt (t(e)t''r!t))<)('ntt') il pian" tit)t{;t<

ix qm'Bto (':(!<)'i) pnnt<t M <ti<'<'si ~f)'f<<'o~eo <' )' i))t)t<!aH'«!<' ')'

Dupin M)soittttM in ')')« )'<'ttH j'itmOftH (Uf. ttuta). t pnnti pa)t)bo)it')

')it)))ftaupet'ttMie(!)()Mi8tot)")fot-t)))moint!<'t)frMtauttM)H)fH,)<'su

pcrHeifttjUtoti tutti pmttb<))i(-ict)SK'u))o,t'(ttncf)'ttp<)<)()t!ht)OHtrcr''

)no, MfchtSivaox'tttt' le )tvi)t)ppa(n)i.

~74.

Curvatura med)a e curvatura totate

No)t!t dis'ittMbt)'' preoedentf tti ë visto <'t)c il )<)<)<)<)<t' incurva

meoto tti uott snpfrHox' S in n)) pm)t'< M dipetxte ttai Vittori <h'i f<«.

r)tgf!iprinc!ipittif,,r,di om-vatKm m') pot~f); Hvx'cvwatt ftMxd..

qn<!8ti dHM va)"ri, OHaittque))} dcjfe due om'Vtttnre jtt'tnoipitH
I

'=
M)conoaoe cotoe ))) mtjMrMei'~è incurvatit. NMtm'tthucxte, m tn< 01'

<taM si pemfxto <t)tM ~nctwocombitmxtot)) itxtipeMdt'nti')..

enivjutoriqne)): <!) riauttinn <h't<'nt)it)Mti. Lo pi') itttpf))

ttmti di t<)!i co)MbiN!t!!ifmi st)))M il prodftttu n )a somma do)))' dn'

ourvatMt'c pt'iocipft)), ohé mtHchcrcmo ooatHntemeote cnt)

1 ,1 ..1h– ))=
.-(-
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htt (')ittM pmtit i) ttotttM'ti <tu'p«(<«'« <t)ta<t« HS~tut:) (<)i GttUHM)

'Jh)))n)U)tM.t)M))<i(n)M))hutX))t)f))6fjt)''ttt)')ttidit{"f~)t"'<<tut))t.

ti.txi'thittu' ta f;<M't'<t<«ntmf<<t«'<)))'mtj)t't-)i<!iMCtH)')'')t<;))t!t))!nti

)~htt)t)<'<tt'*tt''))cttt'p))('M!ti()t)i't)H!<h'!t't)itt''mttt)M)('). !S<'ti<!<))'')i)H<)<)

ch'me'M')'tin)ttf <'tn'v)tit)<f)Utt)u))t))«'.i!i)~)p)'i)t<'i)'ti'ti<')t)'va-

t~r.)')')t)<)t''t')nH<)i't'')))t<'qn!txt"))'ttfH'Ot))ntft:tado(Vf)).71(pttt;.

)i)<)),tt«')t<<ht<'i)Ut«')tfivat<)ti~t<(n'(ididfn<'t)m'<tt)t\.t)'t)<' K,H )''

t'sprfssittt)) sifgHcoti

))))"-D"
i K==

KU

(~'n)

)!= ~<~

<'VMi sc<:o))di t))f)nb)'i tiono Mppuoto <t)u' tNf<tW<!K<<f<Moh<ttde) fti.

stftj)t'~6)h'dm'fm't)te<'t)n<)H)t«'))ta)i(~.42).

PM'ht('urvMt)))'<)t')tH)KK,'h'))!<M}t))t~iu))''(tn),d)G)tnftH~.67

(f'Hfr. 174) si t)f(tuce il tef'rt'tnM '))'ft'))tt)))))t'ntnic importan~'i~toM~'
)'«f«t'<!to<<!<edi «Ma <t«pe)'/Xn<t~K«~/«f tyefOt'MM/cf~~)'<'x~)f<~ fi (/«

CMO'f~Mt'~<h'Ho«MNFt'MHO~)*tMH/«!td<t'MeMt<

QnMta proprx'tt~ ')<'))tt out'vnt.untdiG))t)'!8 ~<peM~e)'tM~M)~~«

co~fc<eH<t )tMf<<!«*è ()n<'))a chf (t& fdh) onrvatura Mh'xt!))Citopo)'

tf(H!!Mp)'<'))Ot)t)fntnt(;intuttt;)(*t)))p)icaxiot))Keo)))ftriMt)t'.
Hssu si design)) })er <'iô seotptio~tx'ttto t'<~ no)m< <)ic)«'Na(«t'«. Lit

'!)!r\at)u'aKt'p<<)t)vn)tei))n))ti))indi(!atn<)t' ('))itti<Mt((H)utiet)it.

f'f Ut)' )t)tm c'MMbintU!)"))')ftette c«[v<Ht)tepriMcipftHche &ipn" «e~rvM<tf )«

m)n)n:(,<.))(!M))Hi<x)tt)n)a<J'<te))oruqn<).()r)ttt.

t;
) t ) t1

jlt'-? K,
~(~<J=-

t.t <ntt!tt))mdiCtS~HATt(A<-tHMttthen).T. ]4;. QueMo «ntore ta pr"p"Mnconte

j'rt-t<-fi))i)''ft)))tGMOHixMttt)N)ftttto ehe ai tmnn))~ttottant" j'er il phtuo,couformau.
du'ti u)t) <))pih)t) tit)){"a<!K"'eotunno, fd 6 ont<c<itt!))))etmch' e~Httdi ')«)t tetttjttfct)
)nt<'r~rMt)!!htM6({t-eotett-jea.M<ttxn) setobra <the tx ficOteht <)!~t'ontetrit iHtiuitntti-
'ua!e ~tituite f)Mqui t'UHmoo~ittatifkttM HOMtM)o)<rcfere))!'tt.Ltt (~«prietAdi noM

't")))))i)Hfifhe por il phn«) ennvitiMead i)))h))tPttttrec«M'bm<H!ioni<-«M)ei

''c' o f) <)tn)n<!ereBtaMmpre i) <)iniH!C"n)«<'«))it)~ua~io Mt)))t«t)C,<)veHiri):

'~))uj).f.<:«)ne(]ibe))<))tet)))tnttt)tr)t!f!Marv)tmr)'itt))))[t))nt<))'<tnittiMdit))m

't"'tti''t<'SNintM))t)tr"P'it)nr)M)t«'f)dtttM'n)t))tmt))er<it!ieS'.t))t)t)tra)<<<'urv)'-
fr'' di CA!W)!tAT<noi ~ae ))')))tipootinn"t'eniMi'oo rinmitM)0){))tt)i.
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t!o), )H){;)tt.iv<tm <tnuttt .t i)ntnMH'i<:citxn'butiott (pouti iffrUottc)). h.

~f)ttU!<t<'K(')tu~ft)nxi«nccO))ti)))tadi~pM)))ttMt[tertie)c cpn"

t<8~e«' jMMitiva in utM <t:Ki"uc, <M~ttttv<tht un* ttitra, Mifitthè )« d'u

n'~iotti confina'm ttd )Utit )u)Mt di pnxti ~ftt'o<'f/<o( ))fi quatt K=-=~.

Hd ora ()i<uuMU'ia)<)"it teoroMtt*{{!&Mcc~onat" M)))*Httf de! (farn

Kt':)~" ~tMCcdfMte

A< iiMyct~ttJtKft ttt«;«(ttftt <~<tM<ttf«tMaMMM<t~< ~MMf<t('«< p«t'«~'

<<C~M~ ~</t' <; w~ /e ~fttp~fotf <f~«~<fM<<.

(Jhc pf) "~xi .<1i))))tMtb)te ai« K == 0 nHutt!) Hnbito tttttt'tMaut-Vit)'!

f'he, poi ~ntt'tui suHe evotnte df))<i <;u)'vc (~. 20), le )i"e'' di enrv:'

tmM ')) Httit svih)()p!thi)« RMMutegeuMt'Mtt'x'i etetorotrHjettot'~ortc.

i.o)ta)t (t'vot~ptitt (h'Oo spig'uJu di t'cgt'eMHM)e <)«))«)) deHe due ottr-

\!tttue j'rim'ipuii, <j))eHn rft.ttivtt ad uott Kf'oratt'iae (tango )n quah'

totte tf )!~)')).t)i -s'oto ~amttf)<<), è Hen)pt'<*mttt~.

Pf) d))tt<t)!U't* )'i))\'<')'stt «npponitUtto che jt~r ht HHpefticic 8 siit

nftt')'t''K==.u,if)t)t

.U))"-)~==u,

f pn'o'tiatu" :< tittt't'. Mour'tittat.f !t' titiee <U Gtu'vatuttt (M,f), ch<' fut

tnitttu s)'))))')'f )i)t sittemo ottico fi dett'rB)in!)to(WttvoqaMndo))tt!upe)-

t)C)ff'))tt)(i)Ut<)).
S:)).) ())t)tt)i) aucitc D'==)t, f per ht pre<'pdf))te DD"~=:0, ontic

D" U"s:t)':t ))))))". P'fiHtno <:))<i))b)nft

)~0. U'=.(),

c (tatio fur))t"f« )'<)tH)!<t)t<'o~)i(H) §. M (pag. 170) riftattorà

~-0 -o-=:u, 0, -–M, 0
rM t'K ait

oiuf i t'oftt'tti di direxiooe <)ei)a ttoDnttte sono fmtiiioui di o Mttimtf,

0!tftmgt'())))p<)-i<!M)))entp:Z«M~<MaMMM di OMt-pa~M e==eoe<

tKM-Mt<t«alla ~ftpe~cte MKo pat-aM~e. Proviatno ora f~ottmfnte ohe h'

<'==t:<M<t.f)«t)') HnM rettp, ottttervtmdo ohé icoaentdtdtfeztoMedet~

torotin)~'))t<'

1 1 <)</ 1

~K~ ~K'

Mddit)fM))0!t))edneequaxiot'i
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.J ~Y- ~X.8X~~)

~/E~ ~H~ ;E'"

1 ~<!X 1 c~~Y 1 o.!</Z

,fK<<f ~p~M~e .j.~«f<)'

r~=u <~i<

<)n.teHm)opro[turxi"ttHU<titHht<n'i<)t'i):t)H!)t)'i'

X Y Z

<!X dY <fZ

de dv

per ciô essi stesa: funziotti di c aottauto. Dauque per <){! '&

<-==ooat. la tangente htt unn direzioue iuvariftbite e ht tineit 6

quindi una retta. Ces) aduuqae la nostra superHoie 8 È noa ri{:attt,

)-<!htt tmr HHee di om'vMtura le generatrici t)==eo!)t. H teu)-en)H

ana!e B) del §. 20 sutie evoiute (pttg. 47) ditncstt'a o)a mnuodiata.

n)6t)t~ ebe la 8 e avituppabite.

~.76.

Tansenii coniugate seconde Dupin.

Conaideriamo una anpertioio 8, )xn) svitnppahite, t)p)ht qua)(' <h))t-

qne DD"–D~=)=0, ctoë )n seconda fonna foodttmptttate

Df~rSD'~t~+D"~

<*H dMCt'imifmnto non nutto. Per qnanto ai c visto ht ~enende at

<. 47, a questa forma qua'htttiot (irriduoibi)e) snr& subortUnata in

o~ni punto M~(M,f) di fi mt'ittvo)nxionH di eleutenti tim'nn, o (ti

tuttgenti net puuto M secundo ht fonnota

(3S) D<!t<~t -r- U' (~< ~f (~ ~)t) D" </<- ==0

Mca)MttMi:t!M)tMdalla propri&t& cht) i rofffîi doppi detht htvotnxione

(rca)i ed uutnttgiotM'ii) sono quolli datMnntnati da))a equHKHtno qoft-

dt-ario)

!) <?t~ I)' <<Mf!)- U"~< 0.
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Ut.* ({'K'sto uhuuo 'tnvxtom m~t't'iM.twmt<')t<'(tHo dimxiuat <Mhttot<

<«- 'H:' Mttt)ic<ti)'t)i<'i)tnt't' 'h Unpi)t (~. 7~), t< p<<r <-io: ~'M~x-

~<OMt'</) ~~t~Mtf) ~K~n~MHfft M M~MtpKM/O~<, t~ <M~ «~C~C'e '<«<'

oecMM~K~'MM<t/'aHt~K«')~«<e wtMeifte co<f'< t)w(K~t<'Medtt ~<a<M< c~

M)'K~<</~t'<t tM~t'H~-tce <~ ~)t~<M (').

Uitfttto chf t)u<' ttmt{'ti p""tu M <)<*))""Mtwttoif sutxf

(«)~<'<t<<<;«M<Mj?«(f"et iWuiM'ti U'))'it), <))t)mdo h't'mtttx' una o"))pi)t

dett'iuvotuxioue (35), OMia a~tjttxo amt t'oppia tti diametri couiu-

gttU oett'indicatrice.

Un* ~tt'~ deanixione fqttivutfntf dette btngenti couiH~tc, ne))a

quitte uou occorre ta t)oziu)t<<d' itx!icMtric< « c)tR ha tnott~ hnt't)t-

taoiHt u<')te <tpptictMi"n), ai ottit'm' dtt!)e eonMdemziotti afguenti

(Dopitt).).

<J<t"si<)ft'iatno ntw )i"ptt quxhutque L tracoiata autttt sn~m'acie S

o ta tx'mptiof manit& di pia)') tWtgeMt) ttt)H Huperfioie 8 nei pnoti di

L. (~t~ti piani invihtppMno ana sviinpptbt))} <U eu) andismo M

oet-citM k< Rfoeratrici Lt"g" L~y,<. X, Y, Z aono fm~ioMt (!! Hn

pttnttuott'o p. f. <)cH'arco < <ti L, e acri~etxh' )' equaxinn<' de! pinn«

tHo~eote h) (~ j~)

(36) (<X~-(~)Y-H:X==M,

(dnve qui ~t iudicaoo coordit)))te oorrentt) oed~termineremo lu

CHrHtterMtic)', cioè !& genertttrioe (tsaocittttdo (~ 18) )t))tt (36) t'equa-

zionf ottfnnta derivan'to fHpP'to ad il che (eNSe))')"SX–=M)
a<

<~

(30*) -) + + (: = 0.
f/«

Questa eqnnziooe d& n« aecoutto pi)mo chf paaHMtmcorMpet pttn-

to M (~, y, ~), on<h' M vede c))e la goneratrice exett <ta) pnoto

M, f ppr <!ib <<tM<!wj)))aM!e 2 <!<!<wo«ftM<t«</<! <«jM<tc<e 8 <<<K<yM

(t) OppnM rifere))<)ua!alla tioet Ai eMfvatnm(M.f~ "t Mfiva ta (3S) 'mttn h'

f«tM)ttnefnmte

l' ti
f<M~K+ Nf)'~0 ===0

''t1

e <i «oaO-v)che i <)')eetementi tioean <f<.&' ')")!']''noper eiè )e dtrezfottt di <)'«'

<)iaMtettiooNiuj{<ttine)!' futticatrico (33) o .34).
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/<~<)«'<tL.8H in'tK~niuoo <!f))t9~ ~y,~ {fttacor~Miowfttïdeno t'ourdi ·

nMtc~p<'s'mdu'<i.suH!tsu('t')ti<'it'tt(i)m'ttS"df'HnttH)<f<'t)h'y,qt)asti)')tH)<)

tM'tpw!!)<))t!U)')!t')))!tptt)-t''(ti''<M)'))ide))))di)<-z)<)tM'~t'd')<)tm)~)'t<

)M'))t-(3C),(:J(j''),tti ttti))oti<)e))tt xxttricf
y y M

,ci«È
~X ~Y fM

y x x x x y

Mi~.t/==
rd 1' l'd ¡:X 1: c! y1. rl 1' 1'I:~v<?)<M<<x(/x~y

Diqmsit'i'MVtt

(37) M-<!X+~<<Y-M~==u.

<t<)U<'at«~ tn)itMttt)!(fqnMxiu))f

X + < Y X ').

tieKuoao '!i )u)ovo)epw))0[zio)ti t'reM<)ftttt.Nt'nn(3T)i8i~bo)t dHono

ditt't'renziHH pr<'si )<H)St)))~ <t<'Httotu-VH L f i S diN'Ht'enzittti ne) aatt-

Mu()e)i)t taogeuLe So'ivcrKtt) ))t (37) in coordinHte onrvilinee

~;r~~ W~X, nX,\
~t <,K~- -oe t -~M-j- r/t) = t),

'<«<r <t' '\o<f ce

t'.ss!tdive))ta

) ) </x ~M t )' ('<« <<f ~<') -}- ) )" ~f ==0,

<!<)i))oide)M'c(')SRM)t'))taco))a (36). Donque A~M<t<ot<x.~p<t&<<eJS M'

c"M<'t<~a<t~ M)M~«pc~ctt 8, <K)t~oWM<t~«thtM~«e KKM L, <e ~MterM-
ft'tct MftceMMda ogni pwH~ M d't L MMo <e <aM~eM<<coM<M~<eaMe <<[«-

SeMtt<<<L (') Qxt'Mti) )))-o)))-n'tAdA «vidonK'ttx'ntc u)M nnova d~ttni

!ii')))n <tet)M ttmgfxti ooniugate; t) ohf )t%coppie ditttngantiocttin~ate
usct'nti da nn punto M fn)')))in« «K'~t'o~Moe i'i«n)ta dMn'cMKfrc )t

rchtziottu carutteristici) (35) bi)itte)t)'« Hitnmetrica in (<<«,dm) ($M,
Un doppio Mistonit di Htx'e IrMeciat" nn))a sopfrtit'ie si dir& n))

~M coMtM~«<o'ti qtK'atit, se in <'t:"i ptotto <)<*)rt'tx'otttto )p <)in'-

xinni deUe due tin~e dt'i dn'* ttistftni chc vi (MMStmcnono c<n)i)){;Ktf.

Ditth' (XindizitH))' ~(it)0)')))<-(:M) p<*rdH6 <')<')n<'))ti<'f)ni))({t)ti(p<H)M)d"i

[') tn pMtieotttre xo ))t tioaftL 6 di Ctttmtuftt (e !)«)« ht (jnc~tt) enon)Mfx A

traiettottft nrto){nna)e<toUe~;enerttt))cisutta 8vih))'p«))i)ttK)tcnt<-riH«.Oh t!e){H'*
<tetteoto ~nehBst)Mt" d<t))<t<)e)iKi:!i"neHtexua<)<'))e))t)t)«<)! corvtttxm (~. 70) o

'M)e propriété (teU"ovotute t)e))oonrve (TeoremttH~ M).
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dt<==0, 5f–.U) 8nn"t' ""bito; ~'M<<~OM<'~e~MfM e «!t~<teM~ a~M
<;M il <!M<fM<t(MfM'f<<wa~(u, P) ttKf tWttt«/«~ f Che m «MMt U' 0. i<

ai oiMervi ohé il doppio siBtt'tMtttto))(* tinff (li t'ttfVMtum è )' ))t)i(-~

elle sitt !uaM<MHfn'ht~ouxtf f MUtint;)tt<t.
tt) Hue, coxM oM<t )))n'tic<)htn' dut rimt)t)tt<t n) 47, M) ))« <:)«'

"M ~M<[<<tK~esistema '< <<t<<MMt(M,<'}==<:UHt. ~'<!CC<<!<0«M~ XK

~M'/t0<<'/<t /Mt'<C<<tMM<<<~pM.<M<CM<tCOHtM~a~,quelle MC«K(<0«-

~<)MffMMM<<e <MM<!tft~f~t ~Mft f~W«?~)Ke~<*)'fM.!«t~

(~) ~)~-D'~)A<D'~
bv

.-D"==0.
.JQ

U
1

T ) ,3u~

t 0
~N eM/ fe tiM/

76.

Dneeas!ntot!che.

)J<))t tiHfit A tntOHtHtft HnH)t sxperHoie 8 <~<'fm <MM'«a«M<c<tca 8<'

h< ORni mto punto la tttn~ntf della tixeft Munoide notta propria <'o.

ningatft, cioè la ))«e<t è nsintoti<M( qu~ndo Negtto io og))) sm* pm<t<'
la 'tirMione <ti uoo degti fn<ittt«ti <te))n itHticKtricf 'H Dufm). Sicoorn~

le dirfxioni Mintotiehe in «s"' [)<H)to oon-Mtxxx~tHO ttttp nnUoi i)t

della pqutMiottf
dit

(Vt~) U<<<t'-j- 1)' <<)<<<<-D" f<p' = 0~

vediMmu ohé Le Maee a«t)t~<c/<e sono le <<nee<M<~fa<( della ~«<Mto-

ne <<<Kj:M<e (Vîn), 0<~HM<«~K<(~<«<M<!o? .?Ct'0 la MCOK<<«./bf)M«

/bM<<<MMKt<t~.Cofue le tinoe di corvatHt'tt, )o linee aahttotiche form~-

no un deppio aistema (in t{aMM)e non orto~ontttc); père mentre ))'.

prime sono sempre reali, le )M)tttotic))~ iovcf"' aono reati aottant<'

t)et)a regicoe dMi ;)Ut)t) ipM'botici (K<~0 t) t)" t~<~0), innnn

ginurie itt quella dei pnot: cXittio (K>0, <t Di.)"–D''>0).Sot-
titttt<t por )f avituppuhiti (DU"– U"'°*U) ftvviene Aile i due Hiatc-

)))i di tinee tmintotiche coincidoxo (unUtt g<'nerat.rici detitt avitup-

pabHt.) (').

Si nsxM'vi che ta 'svihtppahite cironaoriHit t~ttt snperNoie !nng"

ut)' )Mi))toti<MA (xoppoata non rettitinfa) è qnetta Mppnnto <)e!!e ta))-

(') C)))ttinea Miatotic~, affifando alla nnea pafttboticftlimite <)e))edue M({(o-

ni, oi rillette, ivi fottn~ndo ))n<tontpftte ovvero teeMndo la Une~ pambotica.
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Kent) tttttt htMtt A M per t!oaaegaen!M. il piMUOOscuhttote (U A in OK"ti
puHto ceiMofda co) phnto tfn~ente .teXa MaperCtiie. VicevMMt se iu
ogm pua~ (ti mm Hut-vH.A detht tmpft'ttoit) il pumo ttttt~nt.o cttiM.
oMe ont pttu)« <Mt;ut~t.<'n<<iti)))t )ift't, )« xvHttptMtbtte oitWMCt-'tht è
((oetia dette ttmgetttt idttt A, ttt quith. <. p~ ojo )i)teH~i).t.<,tiM!t.
Dunque <t~e <t<tt~(<c/<Kdi MM««~et-~<-<e««<Mc<M-<t«e<-t.M«<<!f<«~<(
proprietà <M«twe M '~Ot p!«t~ ~<-t-~tttMMMK)<(<«<Ofeil ptMtM«<M~K<<-
«M<tMtpat'/hM.

ftt qt):t<tt" (<t'«cG<)fj)~))h<))«<MtutttMMOche l' Mfootxt.it~ A oot) fun-
ne una Hoett rette, cd ~Hum (tt-uja-n.f.t tte~Htittt' )tt.))' u)Huto tau
reMtt segtxmo anche m)!tiK) d.tHit fbt-tttoht ~hOitte (M) 72

coso D <fM'-j- ) ./)< -(- ))" <
t:I" _hO'4"

H <~t* t-' <<<((/t. c

perchè, efMHt.du ai.)tt.tttt))!t
i~2J/~(~-(-

si atma))n anche
(~o,oi<)6~==- vict.vet-Ma, il ohe H.t:')iHca

ohé la not'mate priuoipate della tinea è nel pht)).. timt!e"h', il .)))<))<'
'ioiMcide col pitMM OMoni~tore.

Ed ora a cotoptenwttf) di qneate proprietà oaservii.t.tu ohé Se <M
<t<pe)'o(e 8 peMMe «MM)'<«<! t' (uon 8iogo!aM), ~MM<«<-<?<! in e/
/«<o <ttM MM MMeaMMKet*<M;e<tMttdo MddM/o«(t <)t<~o <KM«t ~'e~Ma
~MM dt~e~!Mt«~ (VIII) <Me «M~<MAe..Fer v~Hre queato nel modo
pih MmpHce prendiamo ta. retta r per Hase <te))e e tempo steaao
per ana de!)e linee coordiuate, p. e. per ht o==:0. AHot-a abbituno

~-O <0 y Z==)) p~ <!==0
"'di anche:

.~=~-0i
M <).< <

1
/t)M'?'==0.

e perô

d'.Y' ~Y.y r)EZ1. au oez

"S+~-

1)
:~ï~~Ÿ Y'n:ry r7tcY

It lu'r c 0.

Langt) la retta r eaaendo 'hutque <<e'==0 D'=-0 l'equazionf dit.
f"renzi~e (VIII) è M<!d)af.ttta.
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Kd uftt, xa ni unMtn'ftt <t)to )) pittttx <Mo<t)Kt<)t'M(te))it ruttu é pbr "t-

hH)t't<'nt)itjmt< bf)Hh')& ou))!<)d(<)tm! qoah' piant) UttcntttturetHt'm

"t{Hi ano ptmn) il piottu tittttttmtt) 'tt'tht ttttpet'ttMiM per ttvwe rtttttthi-

Hht, :<)?)? t~c tt~intutitthe n'tt.hi)n'f, lu pyopuom oaraMefi~ttOt

')<*))<<)t)tt'<'i<siMtt)ti''ht*. ·

)':be))eot)scrvitt-<'<)b'~tttt:t'ibt)e)))tut-<Mt )()<!< t-<!t),)t, inugtti Mth.

))ttnt«,Mt) <te)ft'ttti)t)H« pia)tO<M))))Mpittttu 'Muttt.tture <t ~<;<teM<tMe<«'«

f<ppH<Mt'ele /~M)to<o<<tF<'ew<. He !))MH)ni<nn"p. H. p~r Hane deito x

i)t ret.t)t stMStt potretoo pon'e

.f==(), .==:(), JT==)t

a==t), ~==u. Y==t

< == ()))X ") == S«t) Q ==0

A == S<')) ;i. (.t)x
'/==:(),

(love ~=o(<t) è )a t'noiii'ote Cite tiatM i)) ogni punto il piano da cut)-

sidentrsi cotHf naou)ntot'e, e le eqmtzioni <)! Frenet aManno ao<hU-

sfttttt'Mtpottituno

==0 == do

p T

Ont tu tursioue <'<Mtcaicotuta («n'A positiva ae a decresoe tt) cro-

M(:er<'di a e negativa invece "t cresce cou x. Si nott ohé net pr)

)uo cuso, apostando il puuto sutiM retta, il pi)u<o oaonttttore gira <<M

Kiniatra vet'so (tfatra, ne) seeoodo tn verso contt'ttfio.

~77.

Teorema d) BeXramt-Enneper

per )a torsione delle a$tntot)che.

Le linee aaintotiche di m)ft superttcie, 8Upp<Mte reati, hanno ))t

proprietà ttM)tto Mtevote eaptosatt ')ttttn fwtootK

~=-

dove oot) ai indice )« toraioue della HM6(taaiototiea, o K è h)(love
TT

fil 111(li(.%la torgiolie ilella lilào&tRBII)totica, 0 K è

corvatora (aasotnta) della anperHoio: J< ~«toffa~ ~(o <cMto<M~ una
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~M<!(t<MtMt<~tMe~MM~W<<tOf'MtKMt pffM COK?~0 MHtt'ttfW. (~Uf

~o teoreotn tti "ittt (!«)tnn)<')n''t'tt: <) )tom& 'ti JTM«eye<'che to di<'<tc

m't 1570 ('): )W) il toort'ntft t.ntV)tsi K'A i" ""f '"emurht autoriote

t)e) JMt'fMtt ('). <«)ttt 'imx'uttazi~tx' c))K <n'tt tm dartitMo, si vedra di

pm oh<' iu of;"i f'unto tteUh HU(x'<-(!oie)<*dnn itsintotiotjf !)nu))o beoHt

tfo'aioni ej{mdi in vatore a'<soh)Lt) (= K), péri) Hetnpre di He~tx*

cuntrHnft.

NeOtt reg)«ne dettu ftupcrttcif che H) <ifmaid«rM ('t puuti it)et'b)<)ici)

K nfgfttivft, potfitt'ttp

K~

inten<!en')o cfm p il Vtt)" yw~M'f <))
K

Par ht fonnotH di GaHMftMbbi)H)t<t

t t)D"-)'

HC t'~

('if)ë, <

!)'ï–))))"==-

Ont d)t)Pequ<tKif")'' <t)S'<)'fnxi)t)«ftfHe aaiototiohe

!)~t'-)-3!)'<f«~f-)-!)"=<), 1

t'hf possifunn anche scrivorp

(40) ()) <?«-f- !)' <?'')~M D' ~< + U" ~c) ~<-= 't

~hhinmo

'2 l, )<'(~–ï<" :J
(~ ~< -}- n' <~f = < ') D") =

f pemib

t) dtt !)' <h-== ±~L'

)'er cni datta (40)

F t~ f~ R*
i)' U" ~o = ? ~«

f'

(') a5ttiegm- NMhriehtmt ]870, p. 40!

(') Gfotaa!e '!i matematiche T. IV ()M7).
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i aegni ('wriapoMdtttdotti. Indicuudo d~nquo con x t' &roo di aaiat«.

tica, aoaaiatono tuogo di «MM le equnxioni

D~~U'+~U-I) u -:t
d< <<< p <<<'

(4t)

“< + D"
~jtKC-F'<<« f

i~
-)-

JJ
==

p

«<!è taaMifeato ebe ~vrtutuo tm~o) Hegui Mperiori o gli inferiot)

aecondo ohé t'aaintottcn ttppttrtiene ftH'ttnoo att'Mttfodeidue aiatemi.

Per la n<MtKt curva r oha Hnpponiamo aaintotioa. e qaiodi Hod.

dt~oente atte (41) (iM una tteite due dptertBiuaztoni dei aegtti), rite.

j~
nia)uo le solite notniiiom e c&tootiamoBc la toraione _-daH<t forma-

T

)«, che r)8ott& d)t quelle di Frenet

1

t ,<~ <<)t 'J

(13)
~-=h~~==T tls fin ds ds

ti

Siocome la binor)H&te di r eoinoide ootta normale aUa 8Mper&t'i<<.

si hM

A–sX, ;<s Y, ~Z,
0

con s ====b1 aecondo oh« it v~Mf* positive deU' nna ooincide od è

«pposto a quello deU' attm. lu OR"! «afo Matituendo in (42) resta

-f

1_~ ~X ~YcfZ

T~ (~T

-1 x v z 1

od (mcbe

~~M ~~M ~)~

<)M<~ 'OC ~C '~M da

~= ~X~< <)X <~ ~Y ~t ~j,

j ~< dx <)e «tt f<)t
+

<? <<)t'~M~))

X V X



TKUHHMA f<) XHf.'t'KA~U.HXXHi'HH ~M

D''tHra.p)M'tn dtttht (1*) §. <t-t

f.)-<~t~

f~rK~M

-H(,-(."==,

X Y Z

Mottiptioan't't tf due f<n')n"te frit )oro, cutt'tiaeguire ht )))t)ttip)i'

ottxiotte (loi due detot'minimti per tittff, vioxe

_<<«
y

~t/o -.<<)< </t'

<~ t/< f/< (<<

l ~·t'i- i~,Y
tlte

~), elr
elce

eir'_t
-(“

"'+.-
'"),(,+u~) f~

U

o o i~

cif<è perte (41)

j/I~:lï-1~" j i~;(x-jr~ 1
1~ tlu

rlt rln

+
dcc-

d~
,clr.

~Jl±-(.
~.1)~ +("1)~. i

·

8:oeome <<«' Ë ~M*-(- F du du -(- G <i!c%resm in fine lu fonno-

)a aemptioiasitxa

~)

i segui eaaendo setnpre in oort'ispondeniMt a que))) nette formotc (41).

fntauto ne riatuta

==-K,
T'

p'

che è nppnnto )& (39) esprimeote il t~oretua di Re)tt'tt)))i Hunepfr.

Di pi{),aicc<))ne m'Xtt (42*) vatH il aegno -j- o il )?<<SMMMxto

<-h<'PtMiototica ttppHrtiene a))'nno « it!t')t)tro ma~tna, e d'~tro ptûte

'tMeato segno non pnO v~arc, ttne))H t' xamtotx'a varia cet' cooti-

nuirA nel proprio siatenxt, ne d<'<h)ciMno <'he: ~<'M<tf<'y(OMe~<'t~«H<<
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t'/Wt&0<«'t /f ««W~fffAf f~f KM<t')t~M«t<~HMtMMf M7t«f/)'f«'W( '))). i.
''p~~

<~<e«e<<e«'««<-« x~teMt<tht<ff <<M<fM-xe
( 'T

<" U)

Lit <tinth)!<tfHtHt~'i Mf}; 'f~e t'qunxioni tti0t'r<~)xia)i (41) ai pré
('ift)t ttonquo of) oto'to setfncntf

t I) T =' K<F~<f
(u<*r )<' Msmtotichc

«f. <~
fà:~

f
<~

HC~'F' << ''i"ist,.fM)~> )
«

</« <~ (~

i f<t< r r)Rf–F'' </i-

t i); (M
+i)'

(/< =– -(ttaJutotit-hedestrorae)(~
(llsiutotidw destro!'Rel

(aa*)
`.

lplx- lylN.
`Ix (ss»iutoticlse1

de»trorraej

.L. II

(~tf~ · T
(1

f/« p

t'or le osHfrvtMiotii tt))tt Hoe <iet p)t)'a{[rafo précédente, queati ri

snttat) \)t)}:")f aoetto ('<'r ()))<) eveotuate ~amtotioH rctUtinea, )t)!:t

qMtttc v)'t-r& ttttriboiht mm torsione positiv:) <t nfgtttivit Hp<!0)t<)oeht'.

-HpostHtxbst un puot" tnngt) )a t'etttt, p)RU" tttngeotf ttOa superBcie

)ïirn (attorno !t))<t rottM) da ainistt'tt v'<Mo dfMtrn, !)) Henaooppoato.

In pM'tipohtrf M ht snperttt'if è)'tf{"'M(n<svnn)))mhite),o)tretd!o

~ftmt'tttrxii retti)in<'f che aooo )« aaintotiohe ))i un «iatetna, avrftnn

on ftcootxto sixtoxa <)) fmitttocich'' <!<(fM<MM<!(che nu) Cttaft dette qua-

<tr!ctM Httt'aox't perô nuovtum'tttc rctte). ï~ rigftta s} )Ucc <fe<<t'M'«t

se il pitutf) ttUtgentc );irH <)it Nit)iMtt')tv''t'!M)deHt.ra,8('OHt))M(!oitpn)tto

<Hcontntto hxtf.fo ))))MgenerMtnce, e <HtM<tWM nel <!<taooj~MSto. Nft

priux) oaf)f <<*aaiototiehe rettitinoe hiumn torsione positiva, equindi

)e titu'vitiuee Hfgtttiva, nel tx'condo acot'de il oootnu'io. Dmtqne i J~<*

«<tM<o<<eA<oMfeMMMedi «Ma <<t<<t f<M<tWM «Mto <!«t<ro)'M, per t<H<t

ft~H~O M<KN<fM'<OtfMMO<<K~OfM.

78.

Proprtetà fondamentafi de! sistemt contugati.

Si è ~iA oaser~'ato (§. 75) <;))«eaistotto fiK qunhn)que superScie 8

ittHoiti atstenn oonh))fttti <ti tinee.
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Sa p)f)nti'mm un" f(uahn)qn« <ti qtWMt!sixtemi (x, f) pnr sish'ftttt

Ct)'u'<ti)HttM(x,c)/)tV)t!)H('D'==U,HMHot'!t[it t«rntt~ttttKMti~de))t*

tu)tda)))0)ttM)i(l),§.(!5((M)tr.l70),p(Mh-auhit.oi))Mvidt't)X)tit~t!u<'t)

t~t~Ofetnft (!)MtbMMx):

Le MOf<<tM«<<!.r, di MMy«M<0 MO~~e )tKM<(<t<~<!f/fCM',M/x'fMe

pri /)ar<!me<WM,? <~t «? <M<fM't MMt«~ato~ ««MM~~M~ottt <<<«'M mt-

<?~<Mt<te~tM~tOtte MC~M~ ~'<<t)te della /o'M(« (~< ~<[~ef).

c'" fi ,c9 < .H*, ,)~
(tX) .==« –t °. <)-=-

'<='~ttftt't· ~M ft- 1 < 1 v t

rnvM'HitmextH pt'Miditmto uttft q'uthmqHM MjUtMmna di t~piitce

(tX) <~ove a ==<t («, t~t (<~c) Bon« fm)xiHni <!ttte d) M, f, <' shmo

.t;='a! («,P), y'y («)C), -=~ («,<*) tre Hue ao)uxi(mi, tt))ora: /fe~)M-

2~M

:-= x (tf, )'). ==y (K. <;)~== (t<, t'j

)'9ppt'eMM<ef«)tM)t<tt'<tMe(ftc<)[«te)t<e«?? <M~ef/<e«'S (') );M«<( ~<f<:<cfe

linee («, v) <faccM)'<tMHo«M st<<em~ eoMt«~a!<o. K ittfittti, vtdt'ndo )a

(IX) per')~=~ o~s~ 6==< il determifmx~ D' i'~otic~tneote fti

t)))nn))M.Si~j{i""8~ot)<t)tet'tnttf)e s~pat'Hoie 8, cost oonntiftfttH

a))a (tX),i sitnboH C))ri8tcf!'et :tV)'anno t'iMpMttiVHtnottp

ivft)or)ae&

fi ont notevote n)ie, tnontre aoprft ttUtt supet'ttoiH qutttunqm' nott

0 ~aoo t.t'ov<u'e sintetn! ortogr«nit)i MtMft M~t')tt, si pftSMoo in-

veM tmvtn'o illuiliti aistetni cotuo~ti ix tct'tnini thtiti ooUtt segtx't'te

8em(<)ice proposixiotte dovuttt Koeni~s:

Per KKa <ttpft'cte ~tM<S~M S le /(MMa t~Ky<M~CC<HMjjf<!<<'~W<e

W~OMtpiane jM*<M~e <? 8 tlai piani <~ MM/'<MO<0MtM le «'«'M Jt <??-

tatto Xet c<Mt{o~'coMWMt dal pKM<t dell' MM t' <~e</aM~ ««t «)<pef/(<;<e.
E in~ttti te tangenti aile dette sezioni piane ai orditt'm" ~ppnntn in

sviluppabili aecondo le gener~tt'ici (~ 'tei ettoi oircoao'ittt d)d punt!

('~ Natnratmonte qui oi ouppuoe ohe le tre tto)u!!f«uiscette x, y, ilon t)Mt)tiao

fantiiontdi una MtttHtto )ti eatta (cttb aHM<tla R ttt ri'htrrebbe ad ana )!ne< <-un-

ctM che non aoft~itttt fra le tre tm*ideotitt Une<tM,ne) qmd c<mota 8 '<) ri<))tr.
Kbbe td .on piano. QtM)Bt'nttitno oaM per<tnon & venunonte ecce!!)«na)«,q))a)M-
qae td<tttHMpiano potea<toriguante)'))}oome cottiagatf.

C~A<taMtnpio, in mm q'XMtrioa)e linee a t<tn){<"ttiaoni')){atodella oeitHtnipitt-
ne ()) nn ftmeiodi MM r oono le attre seziont piane del fasoioche ha par axée la

Mth eontttgattt
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'tftt'MMtte I« partioohu'M «« !'ttSf~ d'-t fxMci't di })im)i Bitt'Maport.t

att')"Mttito,)MMfxiu()ipi)Utt<divt')ttat)tt)t'/(«ee (li «p~o cot't'iajtuh-
dottti !t))!t ditttt K" e <Mtot'o tim'f )t tttt~onti (iuningtttM aooo )t.

('tnvf')iti<n)t~t;t«di(!i))))t)riettn j!<'tt<'tittri(tijM)nt))<<)ittUMgtMoitU):t

o, cotoc si diw, h) linee ~'cw~'ft ))('t' )-!)K~i))MntHf)i ttHa ~citm'
Le retnx'o))' it)tt<hn)'Mt)ta)i t'm i aistt'toi t'oniu~ti («~ v) e eqn.t

xi~ni di Laphtoe Honc Mtttto tttittziiatM 'hd Dorhoux per <tttre una di.

ttXMt.t'ttziaue imiditiott <te)ht!«'t{tu'nt)' prop'~ixton~ gt'otucU'tcatnento ovi-

<t<it)tu Le <f<M/WM:MM'Mtjpwe/<<t'e <<e«n<r~)~(a efM<~MMCi «<<<?<<('~

<t<K~a<tdt tHM sx~ef/tOte 8 Met <tM<e)t«potttM~a~ ~e«<t <f<!s/bt'Mt<t~<t8' ('
Uuatt'ftsfonuttzioMe proiettivtt 'tetto sp~Kit', uxtiotunto con x' )''

eoor'Umtte tte) pnato tntsfortnat~ < <t)tt)( t))t fonnott) <tet tipo

r

? j

-y ~-T' --T'
Y

r.; ri ro

'tove '<v,3 sono t'nnzioni )iu<')u'i ittt.er') cli a: e pet'Ottttt'ethtttt'-

s~iutiuui <t<h* (VII!). 0)'!),<')KtM)x)t)))t'))tt(VHI)i)c)mtr)!t))te))to<tifu)i.

zione il1cogllitu

~==A, 6=~<}

ia (IX) si <:ma~r)n<' per 9' (peroh~ o è ftntt so)t)zi«ne (]Ht)<t(IX)) ift

un' H!tr<t eqnaziooe di LHptttce per 9'. aieoome tt)~ (IX) aoddisfit~o

a, oosl HUit tntafot'tuatftsoddMfttno a!y' e perciô il ~pnntf)

(.c') deacrive unft aupertioie 8' su))" quate il aiate)na(w~w)èat)
cora eoniug~to..

~.79.

Sistemi )sotermo-con!ugat) e )!nee astntotiche.

<t) CotM fnt i sistemi ortngonxH cou F==0 si distinguono ~ti

iaotern)! con E =s G, .ooat fra i aiatetni coniMgttti (M, o) sono da n~-

tarai qn~Ui che, ott!'e rondero D'0, d&nno «ttcha D-~D".

(') B)M)taeonaidentre che la ovihtppitMteeicoofterittaa))a auperticte H)nngo 'n'M

qnatnnqne )iMML, ti ctm~ttt per la proiettività, no))a avihtppabite eircocritt!' !a

tïtefertnata 8' !nngo la ))Ma. tmaformntft L'.
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Qoeato è tnitnii'Mtnmcnto p't~thi)~ ~d in intitthi ttxnti~i~-ttftt'ttti i

dttt!))ttfnnxionM!H'httnutH'ti\'tU)Mhitt't'.<t)ttp)essit)s")(t))t')it'wttj)t'[
ncic (o tot'o t'pgiotti) a <:m'v)ttum K poMtivM.

Por qufttH ittVMtif a eurvM'tt'a K oe~tiv.t ))"ft'Mm« t'<-tK)<'w' ix

siottta0

i)' =U i) == D"

D'tfetao il ttotxo ')i HistMmi M'~efM<o-coM(«~<<<)t <))<(<)-<ist<')nj(! <')

))«i qun)) ioaiemt' M D'=.U,si ha, pt't un)( oonvfoiettLe sohhtt'tfi pa
rametn K,p (par)tft)Mtn iaotn~tt'ici):

))=±D". (K~O).

Mx'on'eudo di <)nov<' aUe equnxiofji fomi<ttttHuta)i (/) y. UK,!<t)bia
mo subito i)teM'<})))a:

Le c~t-dtMO<c .< (<fun ~«M/MMot<<<'~)'« MM(tt!«~e~e«: )'<

/<!W~<a~ «M «<s<cMMt(M,v) )'M~<'Mo cMMt'«~«/o,<reMe ~e< /Mmm~n
<MMte<rtC<M.f, MM~ M<«~<OK<C«M«K(t «<*<CWH~'KM)-e CM~f/fMfoJt

~!«M«'M: <! ~eWM</Cj0«f~<<< ''M~ /'0<'M<:

f''fj_< f'~
rJ tf)

tf.M'' c< r)t ti<'

(X)
~0 ` .f-')E~[ ==< +<6Mfif f<t/ 0)'

Si osservi oha 'H qxcsto sistetna ottre .< si ha ht qnorttt m)-

tHziot'e 6='l (0 co8t'<') f! qnuxii Hnc.hf ta 6'=c,.<}-c,(-c~ <
<!o))n c; coatnot.) arhitnu'if. E siccomt' un aistctnn <)cH))io)')))!' (IX)
non puô preaottare )! <Mtfiod'ixvutniiionMO~ottSfttuKionhHpctxh'uti
'lit nxa funxio)~ whitntna), il 'mute)-') 4 di ofmtanti arbi~rmiH ne))))

8otn!!iono geMOMte È il tnaosimo ))ossibi)<~ ondf il sistpn)a (X) pre-
aenbt it oaao ~HMt<<<t~«tM~<'«M<M. VicoverM, ap tm sish'tno (X) M

i!)!mitatatnent<* integrabiie,c ne p~'udituno tre sottMioni tmotH-tnpntc

indipeutteuU .c («,), ?/(M,c), <(<t,f): le e~M<mMMtpaMMtfMc/tt

jr = a; («, o) t/ = («, t.) (M.).)

d<?K<M<Mto<MMxt<pe)'/?e<e!3, <)<«<(<)K<t<e<<s~<eHt«(M, f) <s<~<fn)o-co-

M<t<~<t<o.Difatt) x,~ .î sod<)iftftt))0,<h< nna ptn-te n))H (n'hn!) <)e))<'(X)

(') C'f. GouttOAT Ëqnmtionftnox ~ri~ea paftioUet da deaïi!')ne ordre.
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*'d itoche :t))<' (t) 05, nodp riffutt~

/)"t\~ ,/t". i~w~ îjx

< ~<
--J

f?t' ==j"t~'t~~K;r j j qj: '2'/f)t- )
(tt-+-U~

colle nantotfhc per ~)i ottri line a~t, M par ciô ttt'ooHHtU'iim'eote

Il uu Il

-:?~.?-
:t

l' + '1' '2\ + 1
J .J,

t' ntt.i)))!*<teHn quah thea ttppnxt') <'()c it'tiatotnx (M, e ):<utot'tu<tco'

ttiugitto. Se o''it t'ipreftditttno lu t!i)Nostt'i~io))e (lel Darboux al para.

Kmfo pret'~dettte por pt'oviH'M eho )n pr<ttett!v)t~ omtset'vatto i aiatetni

coniugati, verliamo ehe la 8<Mt.itu~i<~)eivi pHfguita 9 ~,$6' traafonntt

tton aottaotc lit neounda dHite (JX), ma.attche la pt'imft ht tU)*attra

fqaazione tteUa 8tfaa& fartn!). Dunque: Le pfq~eMt~A <<eMospM<o

CMN~attO< a«<~« «O~ftMOCOMtM~M~~) MHtPMpM~Cte~e< «<<ew<<«Otef.

woeoM<«~tt<<della ~faj</<'fMo<M(1). Insnmtna ta propn''t.& <i80tertM)a

in nM sistenut ccaiuKato e nna §propri('t& htVtn'xmte par tfasforma-

zioniprejettivc.

Supponiamo ont ):< 8 M ourvataM o;)))0(tte(K~>())tt))!'et)duttï)"

it)!t)<'oc<M)r'i)!)atM(M,e)tH.sHe))ttft'<Hintott'!tu~dov<'mto)'e<}tm!!io-

))<*<tiHt're))xi)))e (VHf) de))<' ittititotiche

t)~2t)')'-)f)"<=:0 0

avère per tinec iotcgntH le « := tiuat~, e == <!<Mt'"fMr& oecPMffu'ta-

mente i) = D" == 0 (e vicevermt).

Aitont le solite cqnazi')))) t'ottdimtHnta)! (I) 05 ci (iàuao il teo-

t'etna Ze coordinate x, )/, <H MM~<<a<<'MoM<<'w~ra una <Mpet'ote,

c~MM pei ~a~Me~'t M,v <<e~ linee asintotiahe, M~M/~MO axt Mt Ri-

(') 0 in tttro modo t!0f). Rifenht la Sa'tm)tiatM)<t~)!thmqM9Coordh)ato(tt,t'),
<ift

n <<M'-}-2D/<<«<<<'+D''<tc*

la ana seeoMdmforma fondanteutote, e per nna qM&Jnnqnetraeformata projettiva

8, di S fn&

D,<<M'+2D,'<<M<<))+D/'<<e'

la oecondafotmmfondamentale di t},. Sicceme ogni ei~tem~eootag&tn di 8 si eaa.

<!iaMpM St in nn sistema coniugtto, qaeate due ferme aono proporziouat), e qtn-

iunqne trM&nnMione che Mnda ona a forma isotenna h<tto ateMO ef!!9tt<tttd-

!'a!tra.
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4<M)«~MtCHft!(~MC~M~ J~f <tpM

,«~ h~ -)

`rrfx

rlf i-r Il f i l r 1

'Xf) trM*)

II¥ r~ rf < 1 l

¡Xl) //1)

==< ?. .tt
<rrr 'J.. i~r l. f t

(J
't~ fM r.. ~'r

H ripetend't te HonstttenMioxi (atte pet sistetna (X) vet)iM)nf ''ho

anche qui ttbbitUBo in (XI) un fistcmu itUtuihttax'entc tntt's'mbito.

VioeveMtt <t) m' aistemn (XI) tttitoittttamettte int''K'bite preudi.t-

M)otreHo)uzio))i~)i)tearm''nt<')M')it"'mh'nti, ieequMxiom pMtx-

nx't!'mi)(!

x = («, < t/ == </(M,f) =- j: (M, r)

d&nno mm BuporOcio t'iffrita aHe sue )i)teM)~it)tot)Mh< 8t noti auco.

ra ohé: O~at <ra</bfMta.S!««M~)'<e«toa eNM~<'« a<tM(~t'c/te in aMM<c-

«eAe. ? queatt) già unn con~gueo~a <)'<)<?conservazione dei siatetai

conia~ati; opparo ai est~uisca ta trasfortuaitione <!) pnnttt 6=S8'U)

sistetna (VI), che vieoa oan{;"tto in un att)') df)):t stcma fot'tna.

< 80.

Alcune appticazion).

1) Ooue eaonpio <te))e rehtitioni fra i aistemi eoniugati c )<*equtt-
xioui (ÎX) di LaptMe pMnttiatno lu sempticiBsim~ equaxittoe

«'66

<~Mc!t'
=0,

il cûi integrate genomte 6 duto <)a.Uaaumma di due fttnKioni arbi

trar)e,nuttde))~M,)'a)t)'!tdp))at!.SeRipot)ea'hutqmi

(t4) .K==/(") L~(r), y==/,(M)-i-~('-), ~=/U+-~(").

easendo fanzioni arbitrarie (cho aoppnnia)))o <)c)ivabi)i) d<'))a

c V)tV,<~ della ao)a sntttt anporttcx' 8 oos) deanita, il aiafetna

(«, f) è (Mnittgato. Le soperacM di q))«Rtx ctasse (44) sonn, Mto'' è

béa ooto, le <tMpef/!e<edi t!'<M<<!ZMHe,n~ttequati possono dami ad arbi

trio dnc onrve r, C di contrario sistema iaorociantisi it) un pnoto e )n

Hnpet'Hcie naaoe dando a r Mn tnoto cootinuo di trastaxioxe tuu~o C,



t t'At'tTULO tV. 8~

<'t)))~ )))))'« M C")tttt<)tot)itt'tHt)a!!io))n)unj!;<tt'.S<!r!vt)<)d<t )«eqmt'

xi"m(4<)Htttt'thttu)''t)!t

.t=-
't,«-) y ==.j(~)+~,(<-))~==~(~(.<)! ~,(p))

M) )<))~!«)<-))'''-ott)4it)''t)t)o ))t Mtpt'rtiHie t!<H"tt!t ht ftucHt' atU'o modo

)'')uiv:d<')ttM (Lit'): Px'Mf duc )'m'\tt xrt'itmric (J, oetto spozio

r,) .("). '3/J' ~.=2/«)

C.) ~=~ ?,(' <=2?,(f). r ~===M~(t-); i

ht suptifticiu tl il hx~o de! )'tt))ti )ne<)ii <)i tutti i Hocmcuti ohc con

Kiut'K" )'u"to <)t)M)tH)<)ncttetttt printtt <'urva rj cot) un punta

fjua))U)')m' ')<i)ta aecftttdit C.. Anche t' <)n oHaervarsi cho net oaHo at-

H)!th'. f'MSt'ndo « ==&===<) ne)ht (rX),8i ha
1 t==* ~==:0,<iioë8uHa.1.\ 2

8n()t'rH':iGtt)tt'.)!<tHZ)ot)e)HCU)'VMgc!terfttr)<ii fornxtoo unnt rete di

Tc)h't.y<!)n'f (§. 60) ('). Viceversa se sopnt ntttt superCcie eftiste una

rete tii Tch<'hyc.)tef io coi linee (x,p) fonnino )t)t atstettXt ooningato

si ha' "'=='
*==:()

0 )!t8))pf)-f)cieè'Utrns)Mziono. PoiMiatnodnnqne
't' '3'

dix* /.f <M/M<fe<edi ~'a~one <oao ca)'a«efM.!«<e ~M<~oMe~efe «M<t

f~c c<t<«'M~f<~<</<J"e~<eAe/

2) S))))a a~t'a <tf!ni sistema ortogonntc è ooniugato ed inversM-

nx't)t<< quindi 8t)i)a sfera nn aiatetntt isoteruto'coningttto (U) xiste

tna ixoter)))~ tte) senao ordhxn'to.

OM"' ')'?)<' fascio orto~onate <ti ciro~H an!ht sfera (~. 57) è dun-

qne on sistonit iMotermo-tioningato ('), pd appticnodo H)))tproiettività

abhi)H))o fM ogni 9«<t~'to<t le <MtOKtp<<tK~~t d'«c /aact aMKM per

aasi ~xe re<te coM~<e efAMMoM~a ~«<«'<t MM aistenia t<o<<fMO-co-

K<M~<t<0.

(') Le dne propfietAaef;na)ote sono aneho d' txMnediata cvidenM Keomet)r!<)t,

la prima da r.holo tangeuti nllo iiueo r enet.t~nei punti rl' inaontro ouu aunt!tp)-itU)tdttthe)etan~enti)ttte )!nee)'=:co9t.t"netpant! d'incontro eon 'Mf

st<ea&tinatt (x) wouop~raUete e forMM" qnindi nn ettindro («na svi)ap))<tbi!e).

onde (H, )') & no oiat'<m)tconiogato )~ Moontteda ohé in ogni ttMdfihttero ABCP

formata da due oopple di onfve una <itc)MCtt))thtema, s')! MOhioppoot)(At!,CD),

(BC. AD) soao tti e~uate tnofchezza, eome <!onf;r't), e la Mtc qxindi di Tche-

bychof. ·

(') Kaan è an oistema ftotenno percha oon pf'iezione 8<ereo~mCca8111piano ti

pao eaeKiare o ntt reticolo o<trte<)tH)«e in qne))o potare, atM''e'tfe taotenoi.



.\h<'L'XHAi't'm'\X'UXt 1 ~te,)

Costp.e.Ht- p)'et)')m))t~n)tM8t(}t))it(X)'tt<thtfort)w

~==0 ~-<)
«M' fiKCe

<")'))atMqu))ttn)Kotnxioni),!<,<M'<t'tt<~<')tMt))t-e<)))h!tt)

una <!t)(tthu)ttzi<)t«~thtf'me <)) qttfst~. J~t' t'omto!

.'Jf=: M(«' c') -j- t K <;<'

t/=:<t'(M~r<~)-{-A'K-"< i'

== «" («' + c') + &"K -{- P

oot detet'tnimmte dette nove coatanti a, A, c" diverxo dMKt'ro (n)tri-

toenti lu suporHoie mtrebhe piana), ci rappretM'htauo uft patftbojttitto

t'HitLioo come superficie tti trastazioce, le ourve geMer~trici t'saeudo

dut' parabole cbe si ittaontrano in un pnoto in due ditezioni coniu-

KiftC il <t~<!M~ <aO(e)'M!0-COM<M~<t<0.

3) tn )!)«', como caempio 'U ut) sistema (XI) eonpietxmunte

int<*gn)bite, prcndinmo

~~==0 ~'=U
;=0, -=0,~r

w))e qxattro sottMiioni 1.M, Mt. p tMgexprnte comhinazioop HneaM

'U qneste quattro. Se poitiaino

<f==aM~&<t~-C~, y=<t'Kf-)-~<t-}-C't), ~=<t"MP-)-t'"K--C"~

~a&c

con a' &'c' =',=.0 queste formole rappreseuttmo i) pnrabotoide ippr-

<t"6"c" 0,,

))o)ico riforito aHe sue generatrioi (asintotiche). Trasfortnando proiet-
tivamente avremo te formole per t'iperbotoide ad nna &)da incoor.

dioate aa!otoHohe.

~.81.

tnverstone per ragg) vettori rectproct.

Rttorniamo at risuttato dût 78 relativo ai sistemi cnuingati

(M,o). Fnt i aistetni contugati vi A quelle della !inee <H onrvatoD) e

t'oi poasMmodomandare quala propriété speciate appM'terr& in que*
ato caso alla relativa eqaaziono d) L~ptaoo (tX), oui aoddiafano
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.V, La t-Mpoxttt È dttttt tia) t~otexta di Darbûux C'oHd~tOMe Me

<-e~<<t'«t e A'<t~MMt<eN/ftMt'A~ M M~tMM <WMtK~tO ~M,~ ~<! ~W<'«0 <f~/f

/tMee (~ eM<'f<(~<<!ë c~e, ~MMM «d .e, y, <~Ma<;t<M<e ~<tpf<tt'<;

<tX) o~MMeMa coM<esoh~tpK~ <<t<oMtm<t<!<t ~t'o ~K«~-<t~ ~-)-#

r"tt~MM iHftttt!

p
==

-r

~n mn

~f' n ~f
-=M~ ==8.c
CM ~M ~f ce

~=S.+F
~K t'P ~M ~C

+

e per oiô

O'p )~f0~ )~<~P_s:, f )13;OJ; ~K
le,

bis br 1 bèt )12( a v [au d9û 112( 112! i ~t,
-+ 1,

~1' ~)ëw')l~M'3'

Ma sicconte ~,y, aoddisfttHO, per ipotesi atPequazioMO di Lapt~

<!e (IX) eon a == )

f }

&== <, reata

) P== u i',
CM ~K O)'

1

sitiehè ttppunto F= 0 è ta oondizione Hocessaria e aHCioientepetebc

anehe p aia nna aotuzione.

Di qui H Darboux t)a tratto una aemptioe dimoetrazione det teo-

rema (ohé par sotito si fiimostnt rieorrendo a) teorema dt Dupiu sui

sistemi tripti di saperacie ortogona)!): J!<e<ttM~OM<po' f<t~ MMo<'t

ffCtpfOM tteMo <pa~t0 c<MMefC<M<o MKM di <M<HK!<Mf<t<h'He <Mpe~c{e.

Assumend" )a sfënt d' inversiotie, di raggio B, oot eentro Metta

origine, )e formole det)' iuversione sono

.r' = –?- == K' == R!

.i-~ .g. a,

Pren'iaai una anperOcieSrifbritaaXosM ))ueodionrvatura(«,f),

c tn r<')ativa eqnaziotte di Laptaoe (IX), <!i oni ttaranno aotnzioni

e .e' + -(- == 2 p. CoUa traafot'maziooe

,/=~Il
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t' equazione di Luptaen si tmofontt~ ht un' attra di cui Mno sohMiohi

XI,1/, x~, ma Il!telW

.<y'tNaa)tc)t'' .'< -=

~)-

poiohè 9 == R2 è una aotuzione <)eUH pt'imiUva.

Dunque Huita sttp&rtioitt trattfot'xtttta 8' le linee («, f) Hono tntova-

tneute di carvutura, c. S. p.

Dalla proprietà ootn atahUtta. Hi posaouo uuoviunente dedurre le

pr«poaiztoni bon !)otM<ttt)t)t geometria otemeutare che )' mveraione

cttngia sfere (M piani) in sferc (u pimu) e che esau è uua tr<ti<f<'r)ft<t-

zione ccM/Me di tntto !o aptum). Dtftttti aicootne te sfere e i piaui

<M)nole nuiohe xapertioie a tinef di curvittum indetptMuuate, debbo

no easere cangi~to d~Hn i))vera!o)te m 8fer« e pixui tii più qnutun-

que loro ttoppio aiatemtt ortogouata in ut) attM ortogoutdM. Per oio

tutti gli angoli retti aouo conaerv~ti e per consegnenza ogni a)tro

augo)0 <<t<f<M/CM)t<t.<OMeCOM/CHMO.

§.8~.

eatcoto d) parametri dXîerenztat).

Dituno in qneato paragrafo le itnport)U)ti Mpresaioni di partunetri

differenziati coMraiti per le fauxioui x, y,.? X, Y, Z o~deUe dne bro

combinazioMi.

p==~-(~+~+~),

1 W==.rXt-<Z, ·

la prima dette quali, gia aopr& cotsidorata, rappreHenta il aotaiqatt-

drato della distanza det punto (M,w) della superficie <!a)t' origioe, la

aeeondtt la distanza (atgebrictt) tlell' origine stessa da) piano tangente.

Per queato oatooto, giovandoci de)ie propriété in variant! vedei pa-

rametri diaereMiaU, ci riferiretno, ove pin oonvenga, aile linee di

carvatar~ come a )ioee ooordinate, ricnrdando che il detcrminantf

1 c~ 1 <</ 1 r~

~isr~H~'jtH~

1 t fjy ) E=-t-l 1

~G G

X Y X

ë n determittMte di una aoatitazione ortogoxate.
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ta tal caao ci aerviremo dette foftaoic

~'=f~ ~t)Xr,
âte.' c7u

t'a
bot'K *~< *t)c "ce

edeOeespressioni

~?~. 1~? 1 1
'E~) +u~ 'K~ T-G~~J~ .chI 1 0 éJv. v(r·~)=l.ate~8ae H c3varo

de! parmuetri (UabMoziftti primi. (Jus) trovittmo Habito

(45) ~==,l–x', 0 A,y=i–Y', A~=l–z'

(4&*) v(~y)==–XY, r(j~)===-YZ, ?(a!)=–XZ.

Poi ancora da

A X__
t

1/ 1 t/~V'aA== f )_) f )H~«/ G\
e dalle due anatogt~ somtnatxtn deduoiamo

~+~==~X-Y+~Z,
>(46)

rit a
== X+ asY+ aiz

formola cbe eaprime la ourvatHra di Casorati (~. 74) per pammetri
difforenziaH.

Ed ancora, rifarendooi per semptioità a!)e linee di oarvatnra, da

1 X
t i ~p

f3 x
i

-=:Si! –L==8a:

~"E~~ ~"Ë~" ~G ~/G

quadrando e sommando troviamo la formola

(~) A~==2p–W~

Per oatootare i parametri diiterenziati seoondi ~<A~a:servian)0-
ai de!!e formole gênera): §. 65

(48) = DX = t)' X = D" X,

e deHe formole (33), (24) §. 35 pei parametri diB~erenziaU seoondi

A TT_ ~U.,+HU,2FU,,

MG–F'

U- U.

EG--FÏ
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Troviatno ttnxitm.to t~i )'' (48)

j-=a·
HU–F* lr'

f)!)itiit(§. 74)

~X==–HX.

indioaodo it !a ourv~tara. medht; cosi ubbitnno

(X!!)
~=-('+~X,

foruroln molto notev'ole alovutat tv

'< 't''

c;lra luer le (~ô) Imb au.f')r)uo))t mo)to note~ote <~)vnt:t a Hcttxmti, cha per )f (18) pu6 Mn-

t-he Horivet-N)

A~f 4-h t
0)

\) ''<'

DttUa (XH) HC~Hfnnbito, <'o)nf htt tMSo-Vtttu il Bt')tm)))i, <)))< Jtt

I

u~tt ~Mpet~ete ?o«tft<M)'a m~f~ ttM</<t~«jMr/?c)'e d' «Mo WMtm~ le

).M!0!tt~~e con p~<H<pantMeM ~txM di «M<~ e le (fMoMot'te

ot'fopotMtM(!<Mee<!<ye<t~etM<()/0'M<txo wt sMtemn tM~rmo o!t p{& la

~<<MMa «M ptaMO MWaMte tte! ~~ema da MM~t<MMj~Mo ë p<n*<t-

m<~o d'ta<M)te<t'ta (aoddisftttM'odo at A~9'=o).

Utttootando ora il A a;?"- médian te te (é8), abbiamo
H (~ F~

A DD"-D"

EG-F~

ohé per le (48) poosiamo acrivere

(Xin) A,t!=.K(l-&,x).

Questa è ana formol di fondamentate itnportanza (neHa teoria

'ten'uppHcabiU~); appena data prima forma fondamentate (il d~),

('~ St oaaetv: ehe, oon qaMta formola, <)&teit <f<*detta saper6oi<te la diot~Ma

< de) ponto (<t,e; mobite M))a eapereete da an piano «MOneUoaptosio(<= 0), oi

1
~'ootm Mbtto la carvtttnM met))<t,e qnindi (tiecome totttte &nota <Md~)

tache i raggi prtnciptU di earvatara.
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eafKt <titn<MHaohé tu dMttUmn <te! puuto ~<t, (tetta auporHcie dtt nx

ptau't tttso o unit xotuitiuuu de))' oqotunoua de! aeoondo ordino

A,,f~K(l-);

quama dit'emu in sfgttit" tu pWMKte~M<t<!{ot«deM'aj~McHtt~M.

Dnn"stri~)))u ont ohé tut umt equitzim'e dftht stesstt Mttturtt ao't-

disfa
p'-=

(~-j-)-). Pet' cib i'onniiono te denvate seconde oovi)-

ritmti di p datte formole (~ K~.

~? <<' ~P
e= M.<: m-

~K OM t!f c<'

o~ c'a; ~pfi t;f ~pp n
.ga: --H, =~Sa:– –F, –L==ba:G,
ëK~ c<«' o«~c ~tëe ~f<

+ 01

e Nostituendo per le dertvttte ttecoudu dpUe .v i valori dati daHe fot-

mole fondtunentttti (I) 6C, avremo

~=H-}-UW

(49) )p,F-iyw

j
P,(T-LJ)"W

Coatruendo ora i parametri dift'erenxmtt secotMH

~p=~P..cr~P<~r~
H(}-F~

A
EC-F'

troviamo

~,p=8-HW ~H==-La.J-~Â,[J= 2

''Jt., l',9

~.p~l–HW+KW, e

indi A,,p+l==A~+KW, 1

o in Mno per la (47)

(XIV) ~p+'=A,~+K(3p-A.p).

Queata ibrmota, corne la (XÏI!), noo eoutieue attri elementi ehf

quetii della prima forma fbMdamont&te, e prova oh« ta quantité
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j, == (.c' -(- ~') softdtxtX xd ntt* <'qui)xi~uc de! ~coudo ontine

dipMtdente aoto dtd da'. Din'nx) )a (XtV) ht Mo<Mtd<te<yt<MtOM<<

<' «j~h'<tMM.

<83.

Etement) dette superHcte in coord!nate cartestane.

Ne) preaeute (Japito)o abbinmo svituppHto te fot'mo)e tondittn~utnU

'teita teonn (tet)e sutM't'Ooio ift coot'ditittte ct)t-vt)it)ee(«,t))qu<t)uuqae.

(~ui (tu ntttmo uoti)nuo cotoe ni prenentauo queate formoie quaodo

t'eqatMMooe de!t<t auperttoie si MCt-ivn ne))~ conanatH fortna Mrteaiana

== (..<</),

(- ftKioittmo uM <!et)e t)«taziont di Moage

0'

c),/

Ponettdo per qnesto caso a!~=,w, y~o, verremo ad oa~umete per
iittae coorditMte te sexioni p)M)e ~===cost. jv==cf)8t. Avrerno iH

prhno tuogo pei onciUux'nti <)o)ta pri)tt!) fn)-n)tt foodfuncMtuto

(~0) H -1 + y'. F = (; 1 q' K C F* t

e per quelli della M'ccnda dn!)~ (3*) 6~

(.) !) == i)' ,)" = _L__

;1-+~
>1

~)-L~+~ ~/i-~p'

L& ourv~tura totute K e ta tne'tia H fMH'xotw quindi date d<t!)e

formole

"('T

(

H == 3~(!?')'(t+p')t
t

(1+~

Ancor& è d<t oaservami ohé (per !<*nostre convenzioni de! segni)
i coMni dt direzione deHa, normate Nono



222 CAMtOLOtV. ?

M3) x = ––4 Y= Z t (')(53)
~t- ~t+p'+<'

e Mtto (ht MotMrftti Vftturi oha qui aaamuono i t<i)nLw)i<UUh)')8tctM;

< '=. J"( t

(S4)
~~1-i-~j- ''t't-t-p' '~t"'i-

t

< )~ _J! Jf__t(',
x

1 i i `~ -11 .=.11,.

~`
1 -1("

( r

~°1+~+9'' l-f-F'+?' 1 i l+p'+<

L' equxzione ttiN'erenzittte dette litiee di ourvatam si aerive

(M) [(t +~)x-p9 '']~ + ~)< +9')'']~+

-)- [y~<–(l-9*)<]~y'==0 (linee di cnrvatHra),

? ht tine quelle de])o Hnee tmintoticttM

(56) )' <~ <' + << °'

Lu condizione perché i dite etextenti tixeun <<<, aîano in <tirf

i!io))6 couiu~attt prande !K tbt'))))t

(t'j- «/y) M' («/a;-}-<~)~ =0

ovvero

(57) ~o.r+~~=0.

P. e. sf doman(!i)UMt)tc)iMont)Utgeut!COt)iugatedet)oa:=.:coat. 1

per le quali abbiamo 3a:==,0. si h)t per h) )oroequazionedi~m'enxin)<-

~=~0, il om intégrée ~–eost~eapt-itoe ohe le tftngeoti a))<'

a:cnst.'°, coi ooNeni <!) dh'Mione fO, t'mRo

~T+~ ~t+~

umt tale tinen ~=-.ooat/ 8o))otntt«pat')tUe)e,ut)de!e~*='oo8t.a(M)0

le relative tinM cl' otnbnt (Cf. 78). Medeshnameute se domttndiamu

le linee a tttngeott oottingate dette sezioni Httte con piani pert'asM'

<, siooonte tnngo uoa di queste si bu

(') L&direzione poaltiva della normale ë danque quetia tte!)a f ereMente.

Si poBOOBooateoJMedirettamente dalle (CC),oppare dai)e (t) 66, che<~n~

j"j-.x.x.~j-

(-;)-f')-D-Y.a-Y.
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–=-<)<Mt~ uvvt'ro ==-
oc

t'eqaMionR diN'ereoziatM (57) tttvieue

.<:<!p-}-~of~==:0

che M!paô «Hrtvere <<(. a: 9 <)= 0,

L' integrate è: z–pa: gy* ooitt.~ e aiccotne it primo membro

è t*ordinatit $ de) punto ove il pi~no taugeute in (a:, y, <) iucoutta

!'aHM 0, !e linee oercate soHo qnoiie di eootatto dei coai oirco-

sorttti dtti punti deH'aaM Ot aïï~ superOcie. Cost è oonfermato nutt-

ttticamente it teorenM di Koenigs (%. 78),



OAt'tTOLO V.

Rappresentazionesfericadi Gauss Coordinatetangenziali.

R)tpp[et)enttt!ti<tuesfefiett di QaoM e <mepfoprietA. t'ottoote di Wein~ttea pet
fi'n)w)i di Chr!ato<!etdette forme foNdttaetttaii. Formote geaeMti <)!Mppre-
oeataxioee <&rica. Itnma~it))«[atiahe dette MtotoMobe. AotMotiche tatte

waperticiemittitae e sutte tupetaeie pteadeoferiehe. Furmole di Lt)!etvre.

Snpecttoiecun M<tej;o&t:timtn~iue tfenca di un tttteM eontugato.

§. «é.

Rappresentazionesfertca dt Gauss.

Por te studio (ti una qtMiuttque superNete S NOMA~«pFaM<e è

tttotto utile ttttft Ktp~reaentaiiioue geograHott de)ta superOcie au))nafa-

ra, <!t)aai ohxnna la Mf~fMeH<a~tOMe~t ~«M, 0 )?)' uortnat) pfn'at-

tetc. DestiriviMMO }). < co) eentro naU'origine uua 8ferttHoairftggio

pt'endtitttuo per sotuptioità =t t, e nd C);"t punto M detta superficie,
o di m)H Kna regione coovettieotetxente timitatft, fileciaino oorrispou-

dere qoet pmttu M' deita at'era in oui il ra~gio pe) centro 0 partttteto

alla direziofte puaitivit della norm~te in M ineontra la saperficte afe-

rioa. Le <ioordi))ato~ de) punto MI anHtt aforacorrispondente

al puuto M (M,e) dotto soperNeie attranno

(1) a:' == X (M,x), = Y (M, = («, <.)

6 aiocoma ht saperftoie è snppusttt non svHappitbiio, )tt matrice fun-

ziouate

~X ~Y

04 ~M p«

5X oY cZ
(')

f)f f<f <)t'

(*)Dalle formolo fon<)<nnenta)i(U) ). Mpag. 170 tiatttta p. e. ohé )t detat'ai-

~(X,YjY) n~-t)"~t~~)
Mnte ti ri<o)venel prodetto e sao MmuUatat.eo-

(", f) E G F* f«, e)



MAPPMHSKNTAXtOîfK HfHHtCA ~) (~AMX 225

t.

e di cattttteriatica 2, quiudi tttoveudoMt M nette dne ditoen~ioni, to

'}te8f)t)ttocadediM'a)tt!ttafet' Hmutttt htuttM (dn)ht teuritt de)h'
t'nuziuMi itnptioim) ohé, maute~udoai M deutr<t un' arett antHciettte

tnaute piocotit toa Cntta au 8, ttt cot'rispondftMn eutt'~ett ftfM-ioade-
toitta da M' Mtr& univocu ttnohe in aeoso htverxtt (bimuvoca).

IntroducitUtte om t'ettitUMUtutioettt-e < dcHa itttnutRnw sroiu~, e

pouituno

(3) 8 dX" f ~«' + /« ~<' -{- <<t"

quMta fortuo quadratica a: difA la <e~<t /brm<t /'oM<<<tm<!M(<t/otta))(t st)-

pt}r&eie H. Oaaerviftmo onbito ohé queatH terztt forma 0 noa cfoobi-

naxione lineare det)e dne primo formo foMd.ttnOttaU

E ~M' -)- F dM~o G ~f' J) <?<~-{- 2 U' dMf/e + D" ~))'.

Si htt i«ven)

(3) =~– K (E ~f -t-2 F (tK d<' + G </e') H( 0 ~x' {' 2 U' A<d'p ~p').

osaia

(3*) e = (K H -T- H D). == (K F Mt)'j, y == (KG H !)") 1

dova K e H indicano )t) 8")ito )e due curvature totate, e )))pdM.

Qnpatf formole (3) o (3*) riautt&no aubito daHe fondatoottati (ft)
65 (pag. 170), e si veriaoaoo p. e. He! tno(tn più setnptice t-iferon.

dnit) a))e tinee di carvatnra ooxte a tinee ooordhMtte (').
Se ricor'tifuno le propriété genoratî de))û r~ppresentttzioMi di nnn

iinperaoie sopra Ntt'~tm (~ 62, B3) posaituno qni domau<~ro:qna))

torntodiverao da itère DO"–D" (euperacie nen ttvihippa.bite). porterebbe )'M-

n<t))ar<tde!)' attro Se dunone foeoero natti i tre tninori della matrice
3~")

O.C c~~

"IIDsideratanel te8tol 108tesso a~oRdrebb3par
~K'e'M'

oh'! cbe è'nai<!eMt<t ne) ta<to, to ateMoftces~rebba pet rattrt
:~X c~

ciû che &

5)' dp ~f

'")e)))M~.43).

~) AttoM F~O tY-.O

E G

''<
H

<==–, /0, ~=.
f,'r'~

Îm0
r,ï
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sotw ta liuee ))rit(ei{M)t <to))a r'tpp«''<e)n)MW)tO? St'tmppoxitttnoiusie-
nK' F~O, /=*-M, dovremo Mvet'e p~' )n nn'ditt <ie))« (')

tH)'=0,

qnimti U' ~0 se )<t nnperttoi't è gf.nerittc. ovvero H–0, )n't quai caso

mua ))fH)pt'ti/U t:«n F~O, eioÈift ntpprMentnxiouMSttr&ooofo)-)))~

Le snperHcie ccn M~O o !t t'nrvutm-a «tf'titt ttntht dieonsi aoch''

MMp'~t'ftoie<<'w~ft m<M~<t « «u(wt't)o)M ~<MtMe('). J)i queat)~ notevo

)ittsi))):t ctHsse <ti Mup<}r<i<!)f<'i f~M;upm')')))ottia't~nnente pitt ottre e qni

inbtnt« abbitum) t-icotusciutK qn<'at)t (m'o proprierà che htmoo ft eo.

)nnuo solo coUe xt'ere ?'appn<MMt<MWtK!~Wca di usa Mt~e)'ctf
<<' m'e« mtM!M« MM<tr<~)p)'fMM<«.~ot)ecoK/ot'me. Per ogut Mttnt ftnpe~.

iicif' cho ttott f)ia M(t «reft tnitti))))), ne u))~ sfera, pet' le )mee pt'inci.

pt))i 'teve exset'a it)s!<')t)p F'-U, D'0, oi')&: LeMMaeyWMC~aKMe~'

fapp!'<')teM<M!oMe</eWe« di </«MM<« KM<t'«fpe<cw S «w, «(J~t <M~'

/!ete 8 <e «KM Ili et«'p~<x)-(t,e )(xM(t~'eftt le /ofo tMMn~Wt. Ë pu't-
dit ossct'vft)'«i ohf lit vit'th <)<'th' t'orinu)'; tii R«<i)'ig)x'H

m cX ct/*y ~Y <?<! «~

==", ~1. t'_
r«tt <5t(ta CMn f~Xu. CMIa ~Ktt

< cX t'y
_=

fi Y c. oZ

pr ff &r ~f f<f fp

si ha questa a)) t'a )n'")))'ift!t <()'th'ntHioa d<'))e tinee di curvotun*

~<! <<!M~M/eM ~Ht yxa/O fM<MH<t<<nM di <KtWf<<M'<[ë paralleta oMf'

<<tK~MteK<)«)<o cor<'MpM<te<t<ef(Mf( <t«t tMttM«~Mt<<t/eWc<t;oaaia n))!t

Hneit <H ctu'vatum <* let son imttXtK'inf sferic« 8«Mo traaforHmte <)i

Cotnbeacnre (~.M). tn tn'wto pitt p)'<'cis<t le formola di Bodrigncs

dj)'=')'d'X, f7t/==t'<<Y, d'~=!X ')hno8tr)H)o c)x', scitoorrispondetitc

raggio r <)i cnrvithtm <' positiv", tanf;s"ti at)a tinea, di c'n'vtttur.'

ed it))tt s)t)t i)nmagin« xotto p!tt')t))e)f <' cooeordunti in verso, xe invp'

f è negotivo WHfo oppf~tt'.

dtt oaMrvttrxi che, montre le humant! attft linee di (inrvtttnr.'

non sotfrono deviaxiouf nen'ixnnitj!)))* quelle htvece dette titteeasin

totich~ (qunn'to esiatooo) soffrono lit deviaxwm' ma.ssinxt, di 'tn t'n-

gftto rptto. Difatti il CMC))')<tc))' f~KOt" 8 fra 't"a 'Ut'exionû qaah)"-

que Stt))~ ftap<*rt)oie o qne))H deïïa smt i<n)t)H);in~ ë nxH)ifest<nne))t<'

'*) Par )tt MMudadette formott fSi!) 83 )6 «ttperHcXt< xrea t)th)in)!<<'<')~")''

auperticie httt)j;MHdett' c'tOMionede) oe<)n<toordina

()-)-t'))--2~<+n+~')<=;0.
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<h <?X_ U~M' -2t/<~<

<<MinxMnUtt ttpp'n'to pf) h* tiftff Mthttottt'hf.

Se <:i rifiarituno atif ))))''<*<)i f'urvttttu'a, <:«)nt' (t )!))<'<' <'f<otdin!)t<'

(«f),abb)a)nf

~==K</«–C</r'

-~< 'L

'81

xicchë i! mo'tftb di ')i)!)t!)xi<me(~.53),t)<))htr)tp;)rpscnh)X)o))Gf)i(!ttnt<s

f'datoftft

,=)/

rY

)-r-(i~
f per oit): J NM~M/t /)~'<MC<~t~</< <f;7a<«~<M«'MM~ Mt~W ~Mo/)~f

f/<f MtfCatW~ p~'tMC~M.

P!u'!tgot<i)tt)t<)iHtc~t'it i dnc '~«t))''nti 't'arex <)<'))«snjx'rHo)'' e dp))!t

s't!)i)t)Mt)g)t)f

f/")==~ H(T–t'<f< ~0'==~ <-<M~t-.

Sicoon~ <ta))« for)m')f {;<')x'nt)i (3*), o daHe parUcohn-i p)-fnt)<'t)do

pe)- «, w le linee di cm'vamm, si rx'i~'ft Mnb)tn

e<K(H(~–F') j

e~ = j K ) jt.'HG–~

cost abbituno <<o' '= K j t)) qnMta formota, <'onx' G"))x uxxerva, ):)

curvatura. totate (il sno Vtttora aano)))to) in n)) pnnto M app~re coox'

itmpportofrat'at'oftitntxxgioe e t'ttrca «))i<'tti\')ttH))ncont<'n)<)

<))et))f'ntMredi M ('di forma quatnnqne) <'<!è pM~sp ranntos'M o~tta

<!Mf)uizionedM))n mu'vatunt par nnn cnrvtt pitUM. Vo~odo av<'r ri-

K'Mrd') intohe a) se{;no <ti K, si oaserverA che per K~>" t)u))<' 'hx'

)'Kit)" positive, d<*)!a tmp'THoif 8 f ')c!)a ''f<'ra, ]a etrpfttaxinnp hnttro
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)o piccuto um'vc chiMtte che uhcotuttUtu M, M' htt inogo in ognttt aettt)~.

pat K<~0 invMio iu Mttsu cuntrarx~ (').
tu t!ne OH~t-viatMOlu t<'tttxiu))8<ihepMi)9)tt)a t'tt))t;o)uo<U due dire

itioui punitive wmug~tM sntta auperNtiiu e t'augotc 9 <teUedne dn't"

ziotu cort'iapottdonti ne))' t'nm<tgine. Praud)tim'< i) (tistetott coontiMat"

(tt, conit!gttto pbr ut0(to ehe )o due tan~nti MHe )inee coordinatM

«,e aiauo oe) punto M quelle cunhtgute tttMegtmte. KftiXXtdoI)'<=.0,

t'isuttit

L~"
C U~j-JMU"

H U F' KU't~

iudidaHe(3*)

..= ~DU"
MU'"

'~K'<F'' Mc'i'
1

KG-F<'
D' a)tro<t<!e si hn (~ 44)

coa M ==
<:oH H ==

KCr ejyfl

i ratUcati asauati poaittvtMuente, d)t oui

~=-r-t~j,

perG
t'

M pe)' ciO

COSH =: (!<)SM HfD)/' ~> 0 (K > 0)

coit H ==-{- cos <.) x)' U~" <; 0 (K <; 0).

DMnque: JVeMa t'<t~)'eMM<<t?<otMx/eWea ~'aM~oto <h<e~'MM«;

<'OMM<~<!M~ «MpM' OHM COMM~etttO<? ~'aMttMM~ 0 COM~<t<<'M~

tMo <MF~meM<o, .teco~Mh)c&c nel M~tM de«'<tH~o<o la <!<tfoa<M<'aK

He~aMea o p<~t<tp<.t.

85.

Le formoledi Wetngartenpei stmbotidl ehrtstoffet
detteformefondamentat).

Acctmto M))e due t'ot'toc t'ondxtOt'otati di nn~ anperHcie 8 ())"n

nvitnppabite):

(') Pef vedore queato baita conaiderare t-he M f~ r, hfmno )o <teMooeca" )' f
i) pooitivo, te <))M!<ion)positive tteUetMDgentipositive <tt)oitnmagfoideHe iitieMtii
cMtVtttnntBoaoeuoeofdfmti cou t)ue))e dette ohietth'e; ee invecc f~ hmn" t<"

);n~ contmriu, nutt o concordante P ttttra o~posttt.
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H~2P~M~~ Ud~.])'<M' -{-2U'<<M~f U"<<)-

Mtt abbiatno ont h)tt'od<'tta nua txrxa ht:

'<«'t~(/«(~-4-~(/

<'tted&it<h')t'H)t!)<)ttt))git)6ttft'riMitMd)tppar~ne,H<*<'u))do )a tm-

mota (3), f)( fnscio dettu pfit))f dnc. Questft tcrxtt f'~nott t' <)f)i))ita

))08itiva, conte la prinMt, e il pift ht MM cut-vaturtt A' <i===+l, p<iMht'
<)&il <teUn Hfora. noitttfia. (Jot)HK!erittmo i xitoboti <H Uhnstofte) 1

di wcoM~<tBpeoie costrntti lier la prima e per lu tt'rza t'orntx, ch*'

iH<!iohet'ex)o rtappttiivttmentH cMi

)'~ )'

//)'<

Fra i toro v<ttot'i e quelli di D, D', D" e dcHe derivate di qnesti
hanno taogo dette notevoli t'ehtzioni, tr«vate in generate du WMt)

~attet), e ohé ont andiamt' a ttt~biHre. Per ese~uire il <m)<;otnit)

tnodo più Himmettico, oonvx'ue qui riconere nnovamente nttu nota-

zione dei doppi indici, e ooal porremo «=«,. <'=M, e desigoereinc

rispettivamente le tre fortn<* fondjUMentati con

«“ d«/ «“ d!<,~<, -)- a,, <!<(,'= 8 <~ ==

~<+3~<<M,<<<(,+~<h</=-S(<3!dX==~

<t' ~K,' -j- 2 M' ~M,~t, -)- «'“ dtM,'== 8f~X' == -t

Avremo attora

~~r~X
(4) &. t == 8

CK<f)«~

e derivando rispûtto ad nna qaatanqao «<

(s~ _an,_& a'.r _ax ax (¡!x
(5) ~± = 8-~L- s -~L

~«< ~,<)M!~Mt ~KjOt~~M;

Ma per le f<M'mo!o fottdamenhdi ~6) 68 pag. 169

x
~t"~ X(6 ==~ -f- «f; Xls~

<9K<f)«,
r~"x

a ae le ateaae formole ai apptimno alla «feMt, ta oui prima forma fon-

<~m6nta)6 6 la terza di 8:
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~tt~ ~"t)~t~ "!i'

tttutttt-a ht sf~-uoda, coixcitkfutx X, X coi c~eni di dirMioue deti<t

ttbt'txatt', è ))t S f/X", t'ioc qtn'ata sh'~tt ftn-tua cangiat~ di aeguo,
t-iitOtta

,r,
r' X

~` a~'ln
~x.iB )

f~M~~M; T'

a a.r Y,

So~tittu'ntto <)))Hi<ti\-tttmi (6). ((!*) )n'Ha (S) MSMrvimdo le (4)titf.-t
Meetoi'tentitu

SX~

(.'«;

risuttano subito lu for))f)o)6seguenti

(I)
~=S;+~j~

).,
t'«< ?.

*~A'
t

o fjuea~ .wn') appmtto le riMbieste /M'MO/e ~t H~)M~<t<-<eM.
8e in (jucata formoia (t) ac(tmbi:nno k tion < otteniamo

bb Ji e. b..J.. 1.1
bi

~)«. 'A'

<!sott)')tet«to sj~triMcono i sitnboti di ChristoEHs! roitttivi atht tMz:t

formtt e si (tttengooo )e ('quaxiotti

f<< ~.<
h l, (1,t–– y.. ~h== U,

M<, t ).1 1a4

le <t0tdt uou aono idtro ottf le e~)«!~<oM<di ~o<<<t~~(9) 66, costrui

te per la seconda forma fondKtneuttUc riapetto Ht)a prima. Ma. or!*

tttt))c (t), ehmixando invece i aitoboti di Christoftet della prima fot'

taa, possianjo trarre qaeat'attra importante consegueNxache: 1 coe/-

J~CMt(<tO~M<tseconda ~bfMM/bKdaM«t<~e MfMtN/ttMOle e~MN~tM <<??

<!( ~o<i<<M;ttcM<y«~ f<<jM«e alla terza /onMM fondamentale ('). Pei

qucato si Hcamhino iovece ne)ta (1) f!)i indici <,< e si aottragga;

b l, .1 l,f)i)))bo)i
(~

ai e)i)uinanoe restas

(') tn )t)tr<*paro)o <-tH)))<tanche )a fottMMtritinettre (~, ~) c«Me ht ~7,~).



m t-'tunt'~K ut wHtXt:\H')'t-:x ?!

~f j)
üG~A

¿h,l:.
ti liAiG tl6y' Ir w ü(H) ~+2!"f~-E~f;«; ««; 'A'

te

chf Moue appnotf) le ittdicittH «ttove fut-tnutt' <ti Coduxxi.

OsHm'viMmu pi <j))f )« ff)ru)t))t' (!) (ti \Veit)t:t<'n<h~m~hmnf"t"

t!nm~ro)azio)ti h)~t'M<«M~~tt'rMis))t)!)u)i~' i c'n')!)

t'i<'nt)&ftSt('ss).Dit'!)ttisK)m)t!t(J)tiC)tt))hi!)t))o <Mw &,n po'o't

nœtnhrot'<'stah<8tt'sMt)e,par~tMt))')uiMt-<t)))<ttt)t''tnt'ri,t-<ttn)tt.)<)
tonnoterichiest~

y.A<<, _)&~ lr tM/

~Lr~~ ~i-ir"-

che ituoo it) eficHo dne distiute.oorriapwtdenti p. f. a <== 1,=2;
!~1,2.

A queat~ fortnote di \VeinK)H-tfn pei shnboti di Cht'MtMS'f) deita

primit e te~tt fortna ibudtttuetttitte «~git(t)g'itU))~ oocot-i) h' scgnenti
relative )U suMbot! <!i On'iatoH'et «ftsfuiti ))«t' ht xecoM~ /Mt'M«<

2~t~«,<ï«, s)mbo)i che indiobet'Otoo con Costruia'no pritnft

i sitnboti di primtt apecie ])et- q<tei<t<ttbnna

t<;)l/'€'& C~<r ~.t
`

J 3 0<~ 0«, f<M,

osset'VMudo tt~ (t) e le conaegaenri li

?.; )'c~

y< <

ârr~
G;,k

~ik;
G~t=~Â!~+S~!

trovismo

Di qui

k=2~)~+'~)~'

Di qui tbrmtmdo

'~=~<i~ttt l,. t
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itvendo iodictUo al xo'Ht~ cou Bi < il txnnptetoeMto fttgebnoo dl &<<

net (tetenuitumte H==
1: bu

dtviso por H ftca~ risutta

Gx~

«t==~~J~'A')~«

cioè:

~_W, ,<

~2U(t~~t'~

Dunque: 1 8tm&oMdi CAf~o~! S" ~«~ ~f «cûM~ /<M'.

Ma /[)M~M«K~~ MMo Wap~Mw Mw<aoo<me <!t q«<'M co)Tt<p<'MdMM

<MJe a~fe dt<e.

86.

Formolegênera)! dl rappresentaztone sfertca.

Seconde il teorettxt A.) 67, le <tHe pritne forme fondaoemtaU

EdM'-t-~F~f~G~

D<<M'-t-3D'f!'t~-i-D"<<

deNniscono p!eMamenta ««a snperHoie 8 (parohè aiMjo soddis&tte le

eqaazioni di Qtmsa e Codazzi). Posaiamo egnatmente deBaire ana att-

pertioie dttndo inveoe la saa terza e seconda forma &ndamentate

e <h<*-{- 3 /< f?c -t- <<?'

D -)- 3 D' o!Kf<f+ D" de* ?1

Le ooudizioni aoguenti souo int~nto certxmente aeceasMfe:

<t) La fbrma e<!M'2/'<<M~}- deve essere deanitttpoai'

tiva e di oorvtttnm &==-(-1.

1 ooe)Bo)M)ti D, D', D" de)ia seconda debbono a«dd)8&re, oome

ai è viato pMagr<t&) précédente, aUe eqnaziooi di CodMzi riapetto

aUtt terza forma, oio6 alte <)<MeqnazioMi ana!oghe aUe (tV) 67:

~rD+~+.('D"==..
~M ~1' '2'/ ~'2)

.D' ~3/ /~2;' ,12,'

Il

~f \'3' '1~ '3~
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'tovo i aimboti i MNOcoatruiti por la terzn fonna. Cono a) pit-

ragrafo 67 quotité ai poasonu anche aorivore ttotto ttt tbrtntt eqntvn-

h'nte:

~.f.(
D

~~J
1)'

\j.2'~
1)'

+

~0~e~ ~tj), '2'~Ë(r-F'

= 0

~t*)

~'2 ~7.

Aj– A ~–i~ ~JL~' 2 +
f~ ~e f/. -~7 t ;/J~ y i

j_jr~.=.o

'p

Ora andiamo a ditnoatrttre che queate coudixioni a) e neoea'

mne sono Hache sufBoiettti, e preuiamnente. Se dcMe <!«e /brwe dt/-

/efet!~a<<

( e4M'3/«~-(-<

) DdK'-)-3D'd«~-}-~

/« ~WtM<: ~e/ÏN«<t «! /Mt <)Mt*ca<w<tA== "j-1~ e per la <eooMd'« (c/<e

<)<M)~<t"M<e"M<M<)tN<e<tOMM<(M<~«OKoM~<M</<t«ele e~MM<oKt(III)

<<<Co<<<M; e~te una ec! MM<!M<<tMtpM;c~e o&<;le am~teMe f<<pe<t~f<

MtCM<eeome «MM!e <0)Me«00)t~<t forma /B)t<<<tMMt<<

Int!tnto)a e<<M'3/'d<«)!o-}-~<!t)', ~vondo (inrvaturaX: ==-)-

itppartiene oorto, coule quadrato dett'etemento !it)eare, a!J<tafentani'

taritt ('). Siaoo a))ùm

X==X(<(,f). Y–Y(«,<'), Z'=Z(w,)')

le coordinate di un punto deHa nferta nxitaria eapreaae pei parame
tri «, c.

Le (6*) det paragrafo précédente dànno, acritte per diateao, le

eqaaztoni

(') Qoesto discende dai teoremi ffenerftti"«He fonneaen)'vatMMcoNtante(~39),
cotie anehe qaate ea<o jtartteotare da) teorema A) 67, ove ai ))onga

D~-e. D'~=- n"~=–
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~X_tll/~X_ttl/c'X_
CH-t't'M 'f-

c'X t~X.!2~X
/[V\ ..==.' –-t-'

««~ 't' f<'

~==.+~.X_
'1' ~M 'e<-

Se orit coua:==~(«.c),(M,w), .?=*~(M,c) inidichituno k

coordinate 'têt puuto (tf,e) anUtt auperttdo 8 (Muppoatadttpprimaesi

stente), potremo sot'ivere fortuole <te) tipo (<Jf. 65).

t~X cX

f« f!M f~)'

cX ~~X

cf 'CM CC'

colle ana)oghe per 8oto ohé 8) t!etfftt)ht)tto of)uvpnientetnent& i

quattro coeSioieoti a, f, $. Tt'oviinuo eox)

~_7D'P~
~i)–e!y~X

«M fy– («t e~ ce

(V)

~D'
c~t' ey– ~M e~ ce

ohé poottiatno auche scrivere eotne at 65, colla tjotazione dei doppi

indio!

bx bx
(~ ~=-2~

?.

~'g

~").

Se noi ora coxatatiatRo ohé le oondixioni d'iutegrabi)it& per le (V)

~/t)a:\ 1 /<

C)t'K/ t)M\c''f/

sono soddisiatte, ue riaa)ter& che )o (V) detorxnnano eNbttivatneute,

con una quadratura ciascnna, .T,~?, &menodtm)aooatanteadd!tivM.

Ma appunto il ottteoto stesao esegnitc al 66 prova che te condi-

zioni d' inteRrtthmtà sono tMdd!afatte. Per couotadere dMNqae che h

(V) datiniacono, a meno di una tmaiazione, una auperScie 8, baNtera

aaaionrarat ohé non Ni axounaao it)8!eme i tre tninori detta matrice
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t'x St/
f~< CM CM

f'.t- C</

fff rf f)'

Ma, ciHi'tou)n)'))<))h'stit'<'};)Uth't)) t-o)n'<t"tt)dcnh' )t)it<u)t' dt')))t

~X
~Y ~X

·
r'tt f'« tK

mHtt'icp

f.X
(ï f: (di )-!)r:tttt-)isti''it 2i mdti)')icMi<' jx'r

(). î·1' f":

t~t' ~C ~N

DD'U~
(Cj'. notM 84), 'j'tin'ti )n')t')potesi (t'ttpresMiUttcute

fattn) <:he si)) t)"–D!)" -~0. le (V)<t''ftuh'')'n)" utt't'H't'ttivanujn').

ttcie 8, co.ne 6 asxeribt n<'))'ft)H))'tU)t<) 'h't tt'<m'))!0.

Si OHaet'vût'à (wr attr~ oh~ )H 'h'duitifmi iU)!t)iti<'))t<))rMM'<tenticf)))-

aervHno ht )o)'o VitJi'HtA ancht* tn't 'L'«'

DD" D's == 0,

)a)t ftHors te (V) th'thtiscfmn non piti Hoa «up~ffici'' Kihhox) tma cur-

v& r ('), e le direxioxi (X. T'.Z) usceott dit ut) sttupntttosnnottttte

)euorniati<ur.

Invers<nneate ao premtifmx~ umt <)tti)h)nqno cor~reiMp~ttiamt'

corne invituppo dei suoi oc* pian) tangent) è k't'ttM riguM'thtrht oome

u)) c<M!othnito di mm aupernoie o"Un 8a<t dopput inttoità di p!ani

tangente precisatuente oome il )in)ite di unn snper&oiecan~ediaase

onrvitineo r it oni ntggio tenda a xero. A nn tate oaso limite sono

dnnqae anoora appHc<tt)n! te <brmo)e gênera)! <!i rttppreaeMtaKtOMeafe-

noa sopra svitnppat~.

87.

eomptement) a))e formole gênera)!.

Ritorniatno at caso gonerate D D" D'* =t~ 0, ovu anperfioie

8 è ooat deMnitu d<~t)6dne forme fondan)enta)i

t e ~M' -)- 3~f<« <h' + ji)

U~<*+2D'<<K~-t-D"~

(') Si pn& aaehe penaarc &t caao nttenoM in eut, imnaHMdM)D, D', D" fé-

cond! OMtnbMdeUe (V) ai annnU<tnn.in tftt CMC.e, xi rxiMonn a eoataati e la

MperMeie8 et rettrin){e (nd MM R&fftdi ta~~io noUo~.
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o wt'ehituno di eaproMM'~ per toeiMo di f, /j/; D, D'D" i priuoiptt)'

et~<t~H~ dath~ attpet'ttof 8.

CeuMMdo in primo tuogo le Hnee di out'vatm'tt, (im-itttefiiiNtte <t(tt)f

fortn'~f 'H Rodrigoe!!

~.t- ==.<-(<X < <<Y == <-

ebe itcrivimtK) m coortthmte out'viUntw

0.)' C<C /~X <'X
«K-j- //?

=~- f<« -j- «c

ecc.
cM ~e \oM «p

pMce< tendo oome a) 71, te aostituitHMO cet Mstetna eqmvtttente

(7)

f (U !-<-c~M-)-(U'-}-)~==0

(~
( ()y-{-)-/)(<M–(D"t'~<!p=0,

'ta eui, etiminaodo < abbiamo f<'qnttxione <U6reren2iatede)te)inee<)i

oarvntara

f ~ML /K {/<!<'

==",

U~t-L-U'~e, U'<rD"<!c 1 =1),

r

data aucora daU'fgnagiiare a zero il JacobianodeUe doe forme ('). E

se inveoe etiminiamo datte (7) i di~erenziaU du, (Ff, otteniamo 6-

quaziona d! seconde grade in f:

(S) ~+«'D"D 2/)')f+!)D"==U,

le cni mdioi in r sono apponto i due vatori f~ f, dei raggi princi-

p~U di coîvatufa. in p<trt4cohtre per la sontum e per it prodotto di

qaMti dne raggi abbiamo

(rI -1- 2fU'-eD"l1D

(~°

jt DD"-D'~

Se datte (V) 8t
fonnano S (~

==:E. 8 =
S ~Y

== G

~t</ ~«~ \~f/

ai trova

(') Qneato em évidente a prf'))'t, pereh!i la terM fonon nna eomMnMioneli-

n<Me ()eUeattre due.
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(1<~ H==-<<}-t-,)U–<F= -('+')~

(}==–yt)"-t-

formol chf M'guonM futehf auhitc d~tte (3*). suppfMto père che xi

tt'atti <<) uHit eSettiva snpcrttoie H.

8i (M8erver& che, )<et nhjdf) Btesso di dfduxtOXM, quoate fonnote

Vtttgouo anche ne) oaao «(MMzionate it) eut lu Hu~ertfom S rcatrin-

ge ad nnn carva (o nttet'iut'tnente tut un pmtto); fuit in tal ow es-

!!endo DD"–D~=u, pM)' ht sccondu (tetto (9) u)t" dei mgg) pnn-

oipa)) <ti curvutura MiottuuUM il cho oon'tMpoad'' {;<'<'tnetri<:(unout<'

~tt'tU)U<tn<tt'8i<tctn)j{f{'on'')ta8upe)'<}eiec<n)t)te(').

Perô anotte it) (ft)eatM caso )f itomagi))) sfericite de))e tinef di

ourvatunt formatto un hiatema ort"g«))ate umeo « dotertnhtttt'), come

j~ià risutttt ~<t quarto ai è visto iu geuerate a! 42. GeotaetritMt

tueute è chiaro ohé esse aouo le humagitti affiche <te))e tittee di cur-

vatnnt di tutte te auperttoio <:nuttti sventi per MMe)(t ourvu r e oon-

atano<!eich'co!i)HaM)tnineipitU)ip)tra))f)iM))iMni uon')a.!idire o

dette loro tnnettorie ortogonuti. Le formate xHUttUsi riducooo in tal

caso i* qne))e'de) 30 chc <tàt)f'o le ev«)ute<!e)!M curva r, e reci-

prooatneatc. Per vfriticHrto ttrendinmo te oitnte fot'tno)e (4H*) (te)

~0, ove arco < deHit out'Vtt r si indichot'à ora cou p, tnentt'e chimnt'

rema « ht costfmto c de!)e fonnotn (~2~).

Ct"<t i (Msooi di direxfoue X,Y,Z de)h* )K)rmtt)e{!C')er)CMa.t)acur-

varsarattn"

X._eua(:tt)ç-j-ra~u(. ,ar)i,
/~)'

X==OttS(' «) ( KO)(-; )<)A, ==<X = Ims~ -¡-II)ÇT 1011'11(~fl) 1.,
T -T-

<'oUe anntoghe per Y, Z, <?per t't toro derivate rimttta

=~
R)')) M), <-< 'S (* K)).

o«

fX <tO!<(l:K)

tt)x.
r'f p

D'attra.pnrtfabbian~

n

.?« '<

(') Se ntteriormente Dt=tD'==D"==0. at)"t-a f,),==:0, even'tM) ')n<txfer~

di ra~gio nuUo.
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nqnittdi

fortuute che oorrispoudono precistnuente at!e ch'coatxuze aopM uc-

oenntUt).

tmmagtnt sferiche dette a$)ntotiche. eondtztono de) D)n).

DeHo t'ormoto geuerati per ht ntppreiMtitttxiotte sfenca (teHe au-

perticiM couiiMcmuto ttat fare nu' itH~ortaute ttpptieazione al caao in

oui, eascmto ht superitoie S tt pnnti ipet'bo!iei (t~mexo MeHit t'egiooe

che ai «tudttt), le sue tu'ee astatottche siano r<'ntt a <)neste aBsumin'

mo a tinfe coordinate «~ w. Indiohittt))') coM

la oui'vatattt. ove si )MS)uuerà poaitivo, e(t avrotno

Le tineo coordinate esseudo tf ttsiototicho, Mvrento

edM)htaecou'htde))e(9)

Pfr togtiere t'tt)t:et'texi!)t de) se~nu t'icordimno (§. 77), ohé le astn-

totiohe di uu siatoxm Hoof sinistrorse, qne!te (tett' altro destforae, o

sMpponiamo p. e. ohé aiann ainiatrorsete M==cost. AHora, doven-

do vittere la primft deHe (43) 77 (pag. 208) ove a) faticht <!«==<0,

ue riHntta che D' po«<<w dohhiatoo dnttqne prendero netta noatra

ipotesi

!)'
(11) .==f~ iJ

<.=-t l /==« Il j;~ ~2

n==u, u-~u,u–

=
~y

=:i::

t't~(-M)

P'

p

~.N8.

K==-
1

4*f
<'t

~=

!)c=D"==~

==.< –==-t-

~e~
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D'
PMendo <)uest<~ VM)ot'e di )M))e t'oriuote <III') di Uo-

y~

dax!!i, insione ? U==U"=(}. n« risMhtt

(t~ J.. =- <

M- "'1''
r

"ode spgn'' che si ha tX'CGNsariHHtfUîn

f~t '1' 1 et'

VioeverB~ xc <}))etibt ''ondizione (t3) è MddiHfattx, le (13) <ta)H)0

t'en nnft qututratnm, tneno di tm tuttorf co~tMte, e prendendo

]) 0 U" == D~= f. ;/e.9-

si n<t~dist:mo h* eqnoxiuoi di (J«d)Miii; pt'rfiô osiate uu~ aupprHcioS

chf !? p<'r i))<tn(tgin<'dt'tta suc axixtfttiohe il fistetntt «ferioo pre-

St'ritto (M, ?). AbbiMtno daoqne t'impt't'tante rixnttato trova.to )~ prima~

vottx da) Ditti

La coMdf~Mtte MecMMt't'H<! Mi~MfMfe a~!tte~ !<M j!~CM<: <M')'co

~<, f~, cAe J« al <~ la. ./onM<!t

== e dt~ ~.y' ~f -r- <?t~,

«M !'MMMt<t~Me<!<n€M«ttOtMAe MM«~pe~oe C/te )!(<t M~<~<!<t<!

(H), OM<e[ (patt. 122)

./<)<' t'~ f'~ y. ff

~) .-r f" ==r-~
t-"

j.
r~9a

~i7– j·~

ï~r

Supporta aoddis~tttt questa coodixione, e catootato p ditUp (12),

avrono datte (V)

~= ..P..
~< .)

rI~)

i~=
p

(_),
f <

''ost ta anpernoit' 8 <' dethtittt per quadraturo a n<(<nodi un' «mo)~ia

di nna tt'tMdaximx*.
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Lt)tbrn~a(&),<tivo<ttanohtqne8tocttMo

(14') = 1 =~

<')e(10)da)Hto)oidtrese)u~)ici

(~) K=p'e,~==–p'G-.p~.

''io6 M fM<f6<tM~M-e ~~o

(15*) dx* == p' (e <(« <!Mdo j- y <)

Souo ttnohe dft segnatarsi le reiazioui ohé qui interoedono fra i

vaicri dei BimboH <n Chriatoaret deHa prima e terza forma foMdamcn

tttte, retaziMi cbe segnono aabito datte fbnaote (I) di Weingarteu
(~. 8S) pouendovi t,,=:<==0; cosi st ottiene:

t 'a)~' ~22/ )!~
~i' 'i' ~<'i3'2' h'

(~)

12, =- 12,' ~12!='= 12(, .,11,=-, n( \22(=

_{29(

'==_ 't~/jii~_)n/
'i' 'r' ~i '2'~i("

Do~ oô è mattifesto ohé te formée (18) poMono aucho soriversi

07) ~f.=~~ -2~
~< ~j'

essentlo J( =

ng
III cnrvutnt'fl. dellte enper8cie S d'elemanto linearoeaseodo K==–

P\

in curvatnra detht snpet-Coie S d'e)ement~))Near(}

(18) == R~x'. 2 Ff~tt <<p-}- (;} </<

Ë importaute osservare che inversamente: oe <Ht<t/bHtte ~t«Mt)'a-
<!ca <ttt<<t po~Da.

H~M~~L''<J')«!!e-~G<<o'

A<tla cMt~t<wa <M~~M! E: = Md<tM/aoMt<e<tHe (17), M~o <M<t
P

ed <Ma M/<t Mp~oM! meMû c!t «tM <!<tt)Mf<W<~<<eM< <!a<o<f<tKa

(18) e e/<e /M MHef(M, M)per M~M a~<o<!eAe.
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t'!

Rinftttti~ooemh'

j)~.t)"~0, 4'=~ =±'i ) lY' tJ a'

~KG–P" Irr

=

pi

e tumtifexttHMantc aod'tist'atta t'M~mxiotte di Gauss (IH) 67, uot

imohe, per )M (t8), smx' veriftt:'tte t.o 'htn MtXMXiuni(IV*) (ibi(t), di

CM~M~

<89.

Le ttnee astntottche sutte superficie d' area minima.

Abbituuo t;)& tkttu c)tiittt)ttt-Hi superticie <t' in'en )ttiui)un <)ue)~ chf

h!mnouu))ai))ngt'ipuntoIit(:tt)VMtnrtt'ncdM "j- ,cioè(jue))''ti('t-

le quat! <<<M<''f/t ~<'tMC)p<(<<di ctM'p«(«''« «"<" ~)(«<< e <<<M~t'MK-

<~<o.Ui&equh'ittoa<U~obt')Mo~titJ'tt')to'iiu))!t~u)<rti')ie)t))))i-

umt')ndiottt[-i(3fè t'intiietne di due i))e)-botH(o')))ht}{ttt.c)t'<))tilatHn',ot)si!t

)eHueM!Mint'<UHhedhuMt~ttpert)oieminit)htt'<'r'ttMnott)t''i.'<t.e)n!ttt<)t)))i't

')rtt'gunit)e, t:<)t)tt' h' titteo <U out'vat'u'M. K aiccotne )Mmptn'esentttxiuttH

sfenca imr ~nex't' superticic 6 cuxfunt~, )U)c))f )<' hnmttgmi sft'tiohf

det)~ MHiutotiche sono ortoKonitti, o't imottc (wt'ohe neH' tM)))))g!))psfc

tictt t)t dh'ex!<"«' 'H aaixtoticit dévia <U ou angoto retto (~ 84).

H da queat!) utUmit osservttziu'tM Hc~ue ttttr~ che, inveratuneote,

)e ioxMttgiui sfet'ioho d<'He asintotiche {orttxuH) ttn aiKtotntt «t-t<)KO""t<-

tasupeï'ftoioèadtu'pamittitMa. Ttttto <:iôt'i)!tu)tn"n"vfnnentedH,t)f

for)no)eauperiort,giMOchèHe ~+~==0, ttt (t4*) <!&/==« e tn(~)

F=0, e viceversa. Ma non tutti i siatemi «rtogouitH si~rici aonu

imtuagioi di «sintotiche di una. superHcie tttiuinm. Pet- vedo'e qna)<-

ë !a oottdiziotie a <:io ttecesstu-ittesafMciextti tmata pot-rc /'===()neU~

uoud)zione(<t)deIDini

-'Y- 'r~r1n
Ct/n--

ôrr

=~r (
âsry..

t3b·~~x .7
e< ~–r

ourle ht ooxdixione riohiosta è

r-)..J'')

~< ..ssi!) "==U.

CX~F t)M~f ~M~r



~42 CAMTQLO V. §. ?)

Ont. '«'o'tttttu htforttx~t (38") ~.80(png.MO),t)uetttaespnm<'

cha il ))ixt<tt))tt <)t'tu{;«)tttt<*(tt, <*)6 if«ttcrtt)o, onde il rittattato: Tt(«te e

w/t i «otewtt a/M'tCt ar<<~OH<t/ted t«'<<'r)Mt«tso MM~<~t< ~< <Mftt<oMc~c

di )!Mp<t'e<e wttnfMte.

Per itvore dttoqne tttttf t'< an~fthue tf'n'ftt ttonutm btttttt pt'f'))

(t<ttf<il pitt gent'rate sistenta orto~ooate isot~rnxt snHa afera~ e s~

)Mr ae)npticit& )o HUpponituno gt!') rxhttto ni pMnuxotri tsometrici M,e,

cotporre

~=-A(<<M'+~r) <!==~==A.

te foftnote (18) dànno

o)<){:~r, ~)"{t~), f!t'ti;~r, <?)nK~).

o«ât6 CM t<f~r~ `_ f'e

da oui

l!
p == (<t costante)

Î,

H f)08titne(t<lo nette (14) '(e <!tH)gi)t))do i oegni) ttvremo

o.< otoX t~' «t!X

(SttX~f'cif A~M*
1

fcrtnote ehe ttetertninttm) per qufutnttHre lit auper~icie minima oorri.

apondento (a tneoo ili nu'<')not<'ti)t). H oiccotnc tutti i sistemi iso-

term! sn)!a afent HOtM)noti, si pnô dire ohé le formole preeedenti

aasfgnttno per quadtatnre tntte t« anpet'Hei~ <niMi)ne.(Jonfbrmemente

alla formola gfoentte (15), il <!<' detttt superttcie minime 8<tr&dato da

~== MK'j-), ")1II

À

Il ItCy) 1

il ohe confirma che Hntht anperfioie tninimtt atessu le linee tMintoti

che formaHû un aiatemit (ortogooate) is«t«rmo. KitorneMmo del reato

in apposito Capitolo Nnt)e intéressant! propuietà deUe snperitcie n)i

nime, di eni qui abbiamo dnto un primo aaggio.



~4:{

'uo.

Le astntottche su«e superficie pseudos~che.

Dif'Mtfti xtttx'rtX'iM pWM~M/M'tcAf)MMopet'ficx' tt cmvitttu'a t'<M(tUt-

te nRgMtivit K==–– e h) cuMtttttte i{ dict'si il !oror)<t;S'i". PoxM'
K*

<to p==R ((muante) ))Mt)et'")')))ott' t'«M'im)m))titti(t2~<'ttn)H)tft)"ft)hit<'

'=«. '=U.
')' ~2'

o que8t« eapritnoMO o))c )« tinec st'criotx' (t<,f) fortnnn" m)a ret<-

di T''hHt)ye))<*f (§. 60). Vit'ovt'raa se ai ptftHtf sntht Mt'<')'ttuott rct''

(K, o) 'ti Tchfbyntx'f, sot))) ))t)))i i ~i)nt)o)i in'
t <'d coixte <jni))-

1 f 1 1.

<ti nun )!HjM'rt'icie t'~txtosferio), di ''oggiu ootnmtqu'' af<se{{n))t" i<, <)i

cui ~ttfHtt mte <i ituotagin)' d<<))e ttsit)toti<ih< 8! ve')<* <)t)it)(ti <!)«'

~Nt t'c<e ~< 7't'/«~cAc/' i!t< </e<'n <? tNtMt~tf <if< ~<K/f<<o/~ <

Kttf<<tMpe~c« p<ex~o</M'<c«,< f!C«'et'<«.

Abbiatnu ditnostt'!)t')(~. 02) ohé Httqn)t)un()t)es)t)'«)'fi<!)< iu (KU'ti

':ohH'e ftuttit Hf<'m, o~ishMo infifitc ['<*tidi Tohebychef (ttij'ottdcn)) d~

duo funztoni <n'bitr:tt'ie), pntt'txt~Hi tt~es' arbitrio dt'<' cnrvt' <)i

s!f)te'na oppost~ de)~ rete, f MM) <*~Xitx' pt'ovattt i'csiMh'nzadi ix-

tiuit'* Hnperficit' pxondoxferi'!))' La ton) rionroa xi ridne« a <)u<'tt:t

do))c reti di Tehehyohefsntta ~ffnt, ossitt (§. 63)M))'tt)tt'~)'t<xiu))<'dt')-

t'equnzionM –4-.sfUM==<), o )m<!)x*C!t))~i<'t)d«<u in x–h) )*)):<
ë~

6' (0
== aen M

r~ f~

eetr w

dt oui tratton'mo diste(!iun<'t)tp io seguito.

Mtt venimnp ora a))e asintot.iotx' snXft f)nperfici<' psendost'erx'it

<!taaHn.L<)fonno~ (!6) o (17) provKno ohé atx'he su qoMtx snp<')

Hcie te linee («, ?) ibt'toano nna t'pfo di Toh<')'y''))<'t'. pmchè

'<
< )

E viceversa, s~ )<*nMnt«ti<')t<*di un!) f<)t))e)'fi<)icformano unn t'<'t<'
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'ti Tchubychtit, M~xdo =:== !c (t?~ d~xxu p–t-ost. .)).<(.-
lii-)y1 1

)? Mup~rMci<} <!
paexdtM~tx-a. ~Mdimt'ittu'xootevot~pruptietà {{'ou"

)c )iuM< a~HtotichM dftte !t't)x't'Hu)e p.~ttduttt'eriohf di t'xxgi" t{; <-as<.

souo 77) tutt'' '-)u've di htrsioxf Mttttatttf ±:
1

.'oHisttM's'- ill'luno (~, > tuttI! l'IIl'va 1 1 tU\'¡¡IIIIIt!
1~(lHtllllt\!

ttJt

,11111111 1'1I1'SI~ III

'tnndoittistmni, ')oMt.n)Mf uo))'H)H'u: Le <n)M <(xt<t~(<c/(f<<t ««MAXpet--

/fc)c pMt«<«~'r<Ht <Kro~fu 1t /'«fMt«<t««)Mt-e~(« TcA~cA~'fMctM'cc

« ~w~eco~ftMto-}- ht M<(.<M<em«, ~'«~'o.
lt it

!n Hne ostMrviM.ntu t:he i) tMt)r<-n<!t< t-siateuxa <)n))e t'fti di Tcht;-

bychcf sftprtt 0~ ttat~ sujterHt'io (<)«!ttttHft Mt'cra) fou dtte curvH oxM

!;unte <te))f) t-ct« (§. 0~) ttj trttthtM jwt' )t' mtpfrthtit' ))senduxft'yi(;ht
tte) )ieg)tMt)te: ~<e «~ <t~<<« <<)«;c<«'<'e<-<w /ot-xt'oM<co~fOXt e eoM-

<)-«We (}. r f;Af <' f'M(.-<-oCM«0fa MM~M~~ (.) ~/o jMM;
trie),Ie

It R
(,, v 1,-lie 81iiici-velittio

1 pieitto 0 dello

(M<M«<oec<«-<)~e(<«c<!M<)<)-<« cuwxHe il /))'«<? <Mex/«(<w, <:<)'<<<'t<tMf~
««a -w/<t <tM~e)'et'e p~M~M/ft-tuo t~ )'f)~<'o R cAe MofteMC (! e r comt
<<t)cefMt?<<<eAt'.

P<t))t!um<per 8)'))t)t)i''iti) R == e, scc~tiout" cfntvexH-tttf'tttentf. ).'
direxioni ))tMmvf dc)t" t!)))}:<m in 0 tt U p f)t<.<;iatMoohé t'oinci-
di)))o in 0, itttche it) t'ct'w jwsitiv, le thu' ))inM)t)ati. L)' <h)f )M')i
'-ittrici M~rxihe (/, r' (je))f ~)M-M~) <ti C, t' avraono coa) in comum'
un p)t))t.<)0' ti<)ht Mt~'mttuvo si nni)-u<!icnnm« spom tocon-si (pcrc))!'
la )')t'o tMXtïont.i sono )-iM[)ft.t,i\'tt)ucut~ptnM))<-)t' n))f t)or))wti pt-ind
pidi di C,rchf in 0 oott coinMidtmo). t))(.)ne U' t'ofriHpondt'r~ a <'
e r' n r per eRu~ti~'M) ')' arohi. Prenditunt) ont la rete di Toh<%b\-
chef i;u))M sfera iudividuttttt d<t (€ F') f~xaidfriaxto )a Hupm-fici.'
ptM'nttoHfericu S di DtKgio H:= t che iuntttcttc qufstM n'tc corne hn
mi~ine <!<'))e :mi))totio)te. due iMiototi'-)~ (\ r (ji Mcomapotxie))))
ft C', r' tM,<, rittpHttivtttopxtH <;<n)~-ncnti a (', r e a' iucrociano np~

puoto comMne sotto t'ongoto prfscritto.

91.

Le formote di Letteuvre per le a3)ntot!che.

Mtot-niamn aile formole geue<-a)i (14) §. 88 pt'r la rapprMentM
zione aferica de)te ttsiototiehe di xn~ qntttuuqn~ auperticif S. Kss.'

'possono trasformatBt it) a)trc t'onnote date da ~e<)eM)'w, che ottx'
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ttO'intft'tMfm inm!tt)t!'t, t)tU)tMtt))!tHtMoitt)<'itt)pM)'t!tt)!{t) tteHo tt'omt

'ie))<' </t!atMt«~t M~Ht~ttMt <tM)(e mtjtcrttoi".
P<'r cutnpicr~ ht ttftxfuttHttxio)~ in visMt, pMtiaxtO <t<tatcutx' ith'n-

'it& j{<~)('nt)i, VMt~voti (Mr 'm siateuxt coorditotto qtttttsixsi (M,r). Ne)

<)et<'r))<i))ttt)tf'

<Jt; 0~ M

t<!< ~Mil f)<il

< ~t/ p? ==

o~' fr f<'

X Y Z

oonaidorituno i tninon nttennti Hoppritnen'to (tappritnn )a H<*«')n(tH

tinea

y. x~ x~ x-Y~.
CM 0« C« P« (Yfi ~M

·

Siccome tno)tip))c<ux!o)) rtspetttvMtMet'te per X, Y, Z e ftomomt)~

ai ottione to xoro, potrenx) porH (§. 65) rispettivamente sotto lit

fMmtt

o~
c'3x A

t< ~c?

~K 6')' CM M (&M (!f

'tetcrnonando ennvetnentemfotc A,B. Ot-a bast~ ntottipUoaMordina

buneoto por pni per e sommara, m~p
~K OK ~< pt' ot)

aegne

EA-;FB==0 0

PA-j-GB~ H(V–'F~

F H

dK oui A == ..1: B ~=

~/MG–~ ~KG–F'

Abbinmo dunqne r i<!entit&

(~) V Z = __f__

;KG– '~E'G-i~~<

c<e <tue f(t)a)nghM circo~tx~, M) «H'fttto simitmetttp le a)tro
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.).) Y- y < t.'
~)t 0'

==–
-t)t!<).

r,
;m; ;i.'<! i." fc

Se MpphchhtttHt itt ()Ht'tiee))tr&~ucate itteotitA tttttt sfMt'Mper ht ~'a

tit'ot'tttttifiom' d<'))<}fora<o)<}(14), qm'ttte M ncrivono

Y X Y Z
r.<- f;

y Z

f Z
.==~ ~Y~

cMr«

1.J,

f~' .~ri f)r 1(¡,I r/l ¡'t' (il'

wtttoche

~L=-J,).“f r' f i'
~)~

1

I

<!('t)c anatogho circohttdft sutte tettere. lu JnoKo di X, Y, introdu.

ci.u)))) ora te quimtità tH'opHMionttti

(~) t=;~X.Y.=~Y.:==/

che <iiremo i cosHni M)'maHM«<t (te)))t norm)))< e le fbnaotc ai aori-

veraono aotto ta ffttina ff< Mf'eMwe

i

an ~=''~M «M ~K ~K ~M <)«

(Vt)

i

Y.

ft) «p
'Õ.

'<))'
a;

<)f
/Je

<)e

·

(JI)ÔV, fil' ÔV ilr ilv,

Qnesti oofteni normatiMati Xgo<toao di on'importaute proprietà,
che risntta daH'oMûrvaro )o seconda delle (IV) 86 e )o formoïc

(12) §. 88, te quati dimMtmoo ohé X, Y,Z aono tre HoinzioNi de!!o

equaztOHe di îj)tp)aoe (ad in?a)-imtti cg'nK)))

~fJh
ô)u)f~~ 'J-/8_r(,

~M~- B)' <)« ë!-dr
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Utft <'8egoeH(t&, aMComto le (lu), <) ctUt~ttttttettto <t) fnnx)0)tt' ht*

coguita

~f.e=<f,

qaesttt aasNme, netttt ttuova ioM~xita ht futinn uonnate di ~f<)~

( VI')
'P

== M y, cou M ==. L f

~p Ct<fh.

e di ~tfsta sono t-t-e sutuziot)i )mein'tu<'ut. ittdipe))t)ettti t, -<j, Dnu-

que A'e/omM~ (Vt) <« LeHeMOt-e co~H ttw-M<!<a(: S, ~otto

f)'e~o<«~)~Mt, Kne<tfMett<e~««peK~o~t, <M«Ma e~MazMMe fît J~M<«~

M Iraoltre per la rava·vatcara K della 8aapet;~ieiexl lua== M !p. ~tc~)-e pet- ?<[('Mt't~xnt K deMa s«pe)'~c«' xt /M
fK <)p

(30) K==-(..0) K

(ë'+~'+~

Ora importa osservare cha KHsaiate il teoretna i))v<'rxo 7'<-M«M<M

f/KN/KM~Kee~MM~tOMe<!t JtfOM<<!fof

-L-My M==M(M,f),

,L
M'f M= II (Il, l'J,

ëM8c

<' .sce«e ~ettte MhMtOtx Mtteon'MM~ ~M~<'M~<<t S, ïj, /e~'M'otf~e (VI)
d< .MeMM-e <!aKMOper ~K~fM~t-e MtM otpef/fCte S di cxt MHce«, t;

MHO <MtM<0«cAe~ t OONeMtM«t')M<<t<< <~e~««Ot'M<~e f la CMt

CXt'NH<Mf<tK MM'A~t<<M<!<data ~aH<! (2~).
E infuttt le comiizioat (t'integmbi)it~ per le (Vt) aaronno soddi.

sfatte, perche

'<). +~ r"
n

1

r3ts dU ar -1 :11r, 14I~<)M t'f cf M-~ M~)

Inoltre <~ 8
f<t

== 0, 8
Br

== H segM ohé s. Yj,C aono nro

porzbnaH tti cosctn X, Y, Z de))a nornm)e, preoia~mente

== p X, T. = Y, == (. =. + ~),

<' ()a)te formole
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M~==~==M ll
~KtM t!e<)<'

ftet;t)nHo)ett)tre

~X ~~X
f.<

~).==V,i~~
~Mt!« fffi!

)<' quttti provoxo che te «, f xoMo le itaintotiehe (tetta superftcie. In

<tne Hiccomo ora daUe (19) s~gnono invers&mente !e (14), la quantité

htt i) aigttitioftto di prima, cioè anssiato ta (20).

§.92.
1

Appttcaztoni dette formote di Letteuvre.

<t) Il risattuto consegaito <t)t Letienvre oo)te formole (VI) &note.

vote intttnto per qneato che ad ogni supet'Mcie S (a ourvRtnreoppo-

ste) af~ocia on'equazione di Montnrd

~==.~ f
~o~

perfettameNte <!etern!)Nnta, a tneoo sottanto di un oang~monto ~ei

aingoti parametti M, delle tinee asintotiche. A<t ogni eqnaz!one di

A!ontar<) invece corriapondono inSnite anperHote dipendentemente dalle

tre sotuiiioni aceite (6, ifj,C).

Prendtamo corne primo eaempio t'eqnazione

~==0
~M~

e !e sue tre sohzioni

6==B ~=='j'('') E=M, 1

dove .~(e) è una funzioxe arbitrariadic. Le formole (VI) di Mien-

vre, eaegnexdo )e quadrature, dànno

~=–M-~(f), )/==«?,
~=no'/(f)–~(f))~.f

Qui )e aaintotiche <;==<M8t. sono rette appoggiate normatmente

!))t':)Me 0?, Ja anperOcic aono oioè conoid) rette, e la presenza dp!)o
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fttttitiotte arbitraria <j<(c) t~mtette di identiHcare tx rigata cm) qu~*

t(tM<)t«tCOHCt'tx fetttt, Dtt)t({))«: //<~tM.~OW ~0:<<!MCCt<!taft~<'

~'t 1
«(jCM'/to~ eoMoM«Mrette c <a –==<).

CM ~f

~) Co"M<)e!'ittmo in sacottdo luogo )'eq)taxiot)o di Moutar<t atMO-

<))ata ad Mua qutthtMque Mtpertioie tninima. Sicconei) vatorettet coef

aoieote M tie)t'equ)tzione (VI*) è <htto da

M=
'L~
(J ~M~X

c le superScie minime sono canttterhHMtte <ta))'es8ere/=- ne aegne

che in questo oaao, ed ht queato sottanto, equazione di routard

poesifide, ottre ~,7j,C )a qaarta HohtKiooe

M=~=~'q-7.+~,

Si vede qnindi ohé ~Ko<!<Mt<<ft jMoM<<!f~

~? 'F
.rll~.c= M y

CMfC

(!MO<!«!<e<tKe <x~Me d~ afea <M<XtHMaotto c<tt'<!<t<n.M«<e<!««' «Mt-e

</)MM!'oM!<Mt<Mt<6,Tj,<, 6 ~«~ <!< <~eHM~ om~et<e<t 9M<f)'<t<«!<t

S~+'~+~O 0

Conoaciamo iu termiM) finiti tutto tu anperncic tttioime, oome )e-

gate ai siatemi iaotertni aa))a afera (~. 89), e eoooaciatno qaiodi an-

che tutte qneate eqnazioni di Montant. Se j)onian)o il d~ afierictt

aotto ta forma

~=~ (~

la faozione M («, t) devf easere una M<)!nzione do)ta equafiione (di

Lionvi))6)

f)*M n~M
1/

~m
(3!) J_ -}- (, '-<tIl

CM" f~

<*potendosi prendere (~. 89)

~P =='

vediamo che !e e~aaziMt! <!i Mootan) di qnest~ otasse sono datt' da
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<)'? g
~e'~

t',
O'M~fc <3«o't'

ittdiomdo cou M uox quaiuuque aoiuzioMO deHa equazicMe (21) di

LiouviDe. P. e. se proxtiamo a) fnnzione di « M~taxto, t'equaiitooe

<)! Moumrd diveuta ~ï '==0, e per quattro sot~om neUe coutH-
~« dt'

xioni t'ichieste poBaia<MOpreudfre

6 = eus f, Tj== Mfnt', == pot M, =
wn K

dopo (!) che te fonaote di Letieuvre (tAuno

;t!= aeo e oot M y == oos <! oot« < ==

equaztont deH' ettcotde t-ig~ta ad M-ea munma

<'=.<t)'ct~ )' )'x~.alC1 lt
c~ la terxo tuo~o Ae apptichiHmo le formole <U LeUeavre a~e 8K-

perade psendosferioho per le q)m)i

~+'+~==?=coat.'<' y

vediamo cofti che <a WMt-M M!e ~pe~ofe pwMdo~eWcte e~wtfa~ <t

<j'M<Mf<afeKee~a~oMt <?< ~ox<af<< che poMe~oop tre so~M.!<OM<E, '<),C

~to<t c~ftMtt) ~<tfe ~Mm tffpKt~ <jtM<td)'ftMc<t

+ ''t* -t-
== 008t.

Qaate è il vtt)ore det eoeMcieute M in qneate eqnazioni di MoM
titrdt I) < deU'hutnagine 9fer:0tt hR )a. forma (~. M)

== -)- 3 <:(M<udx f?e -)- <!?'

oon M Minzione non costante de))a eqnaztone

/ftf,~ <? o
(22) set) M 0,

<)M~f

(') 0 auche mo)t)p)ie<M)<)oa:, y, < ptr Mafattore coetante

t == mafc~) )t =

(<npert)e)ede))t normaji principaH deU' e)ic<tCf. 27 in 6ne).
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MtF~tm parte, efMendu p–cost. i) vatore <H M si riduce <t

M*<o«HM, thmqnf:

~fto~~Kt <? ~M~«'</ c«M ~'e ~M~Mw~ (MM aostaoti) 6, t

~<~<!<t~Mw«M~-}-r-coat. MNo<M«ee M~e <e ~«MtMtt
<M~ /M'm<t

(23) ~OM.M~O,
Ct<~f l'

COH0)'P=

COHM <0<M.:)'fWtMK c<'S<aK/f</f.« (~.

UJ.

Super<!c)e con assegnata immagtne sferica

dl un s!$tema coniugato.

Un Necoudo <iM8oh) cm hnpot'ta acrivere particntHnxentc tu ibr-

mo)e <t) rappreaoHtMione aferioa è qneUo in cni i) sistontHooordmato

()t,f) Sift CCMM<~<t/oStttttt aupo-fid'

Dobbituno ttHont por)'f, noUc formote (;f!'a)i ')f) 86, !)''=-()U

p te (Ml) diventano

j
~<
p)' '1'

~y-
~M '1'l' 'f2' 1

)t)te quali poaftiamo anche dare )a fonnu equivateute (Ht*):

A~D_~ ~D-' (1

(~
:r

2

(24*)
av ~e,4 .t'~

I
J Î~t· ~,1.~ 1 1/r r/ t~

A~D D D"
h i

Seolta ana qnntnnque ooppin di fanziotn D, D" di «, ?oho aod-

'Usano te (34) (o (2A*) ), ne risu)ter& individaitttt una superticie S

obe, uppresontata, )d tMO<tntti GMtsa anUa sf<un, avrA il sistontt sfe.

rico («, v) par immagine di un sistoma ooningato, p )a saparacie si

"vrà par quadrature, aecondn le (V) 86, daUe fwtnote
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t) -eX .f~Xt

t

t

fK =. f!f/ (;Ml:14
i.~

CP/

(26)

¡'It -Ifl- i;11
1.

¡ic

t

t M-
==

h"
)/ /x –f fX\

),
cf ''j~ ~<

SitXiOtoG un ni8te)))tt di<fe'e))xi)))a t'mnM il (34) mmnette no)uxioui

dipettdotti da due fnnziotu nrbitnM'io una deHit M,)'Httrade!taf,(').

coa) le aHpcrfioie S oon Mssegttuta innnMgioe aferica di nt) atat~tna on

ningttto 'tipendotto ~n due funKioni tn'bitrttrie. Oaservitttno ancite )n

fortn~ Mmp)it!6 ohé prendooo le for<no)f geoe)'~) oe) oaao attuntt-

D'-='0; esse diventHno

,< ~)"+~D UD"
~~) .i~.

~-y

~n ). G-[~<) j'< )<==–- ==
~-r

Ë hnporttmte osservare anche in qnesto CMC le retazioni fra i

vntori dei ai)nbo)i di (JhristoS'e) par !a BHperHcie e qneUi per !a sfera.

Basttt porre per ciô D'=0 (« &~=*0) uet)e fonnote gênera)! (I) <ti

Weingarten e si trova eos) facitmente

~t;n_)n~ ~ii/ ~2~D~)i2,'

Ur'

~<" 'i'' <r" f) '2'' 'ir" D' 1

(~

~~<==,–R.
'2'" D"'l~' '2' D"'H' ~< ~S''

Se fttcoituno ora il caao particotare che il Histetna aferioo ~<, )~

sin ortogonate, indi /*==0, il probtema. divonta qneUo di: ~ofo'e

M<~ef~<MecoK <MM~M<t/<[<))tMa~Me~<'<oot <M<e<mee <!t <)MfM<t<r<t.Mn

a)tora, avendosi

1)=. D"=–

(') Si M dai teetemt ~nentti <t'e~tatenxa ohe eaiate nna ed nna M)<tcoppit)

(D, D") di Mtazion) de]te (3~), têt) ohe xit

D ça ()t) per <- 0

D"))())) par M~.C,

e~Mndo !))tu), '))()))fnnitioni arbitt~riemente dtta, la prima de))ttx, la seconde de))Kr.
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t)oatitnfM'<« ttctt" (KS) t" ")t di OmatuH'f) i tot'u

vatot'iMitr'n'tt

/'<' .f;!«<f<<'
-'=ft.f,)

(~)

= /1', rt},

")"
f;M II

(f ;= yy?
(;M

`

a du queato sistf'Mft <H<ft'H!)!!i)t)t' vif'on cost it dijx~tdfre il pt'ohtoMUt

fnuucitHo, in qncHto pritno xxxto di tn~tttxionf.

94.

Ststefni isotermo-contusat) Nuove formole dl Letteuvre.

Abbiatno g)& ()eHtuto a) 79 i sistMmi iHOtertuo.MOttiugMttc qui

':i inten'saa il <:)<!«)deU<*sopt'rtioie .) ont'Vttt.nm positive HpHtiiatmentf

per dure axcha in queuta Ottau, ov<*ta tMmtotiotn' sono inounginH-

ri' unit t<n'')Ut rcft)o a))t' form~tf; t)i Lf'tx'uvrc. Sut~Mummo ttnnqnp

)M))e f~rmoto de) pxt'Hgrafo pn'ccdcnt.M U~D" o ))<)t)ittn)o

D ))"
==

~ef/ <

por tnodo che il vn)orc (!e)h) cxt'vtthn'it smA

Lo (24*) diventano nra:

)
t)« ) ') r W~' ''2'J'

1

if snpposto chp p soddiati K qn~atc GondfiiXt))), ta. corrispondcntc sn-

t~racie attrà dnttt per qnttdmtnre dalle corrispoudenti (26)

~f
1ëM <")< ()f

(31)~==-(+/~-e~Lâ.r (.
x

-1-
(/:

r
C:l`1

I
1'< tJ,t– t1 f'« f)f'



~M OAMTOLOY. ~4

dacatpet'MMthr*

(32) = p' (~ <~M' ~K ~t- + e ~f').

Ora pur h* cotnp~tibiHtA dc))a (30) 6 )tuc<M'<in'<ua ttntMotanta ehp

SKt"('ddtafKttf))aOOUdixio))6

(.~ A.f't=.Âf'~+'(33)
¡'Ill,' !92(1 = f ~i: + !ll(J

1
~1' ''i' ) f~ '~2~J'

cho tieoM qui il tuugo detttt eondtxione det Dini (~. 88) Un ~<em<t

.e!t<'0 ~<, <~ MM~K<Mte <<<«m JtM~Xft !<0<M~M<'OOKtW~06«'di ?«? ~K-

~et'/îe« f<~M~a per ~<t«<<<ttMfe? NMao <(<Ktt'cato~<~ «)<o ~«<tH~ c~

M<M~/a«« (33).

Ed ora tritsfoFHmuno uaova)Hent<i ie fornto!e (31) per mezzo deUc

i(lBn1[it&(K),(a')'9L

/oX ~y
~Y

j
~Ott ~e~CP

=
<?C

(

cX_ e__cX_ ~Y __y~

e~ ~« ~f~ of CM <?M

etrov<'rM)«<

C~.t'
Y Z j

f:t
Y K

–=P oV oX .==–PfY Mi.
~t< ce

ot*
Pf

1
~K OM~

oona !tt)t))"~ho oirc<)))t))do !:n!)e tt'ttere. Ora i))tm<hu!)f)mo imoheqni i

coseot !<c)'m<tH~a<<di direxioue det)a nfû'tntttf (Cf. §. 91).

(34) <==~X. Tj- ~=~~pZ

e )e formol' prendot~nno t'aspotto scguente:

t j
(~ t):

<

t ~r~t f/M 0'~

Il

C'M –L
< <})' !f<' f< )<)C ~~j

(V~)'

t<7.EJ i
b

1 f~t/ (~

) ~J

~M <?«! CM nx! ~K <?M

af&ttto anaio~o atte (VI) di f~iienvre
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Di p!h atooome X,Y, Z Md'Hs~no tttte (IV) 88, ae so)Mn)Mtm(t

tu t)dm& e twm dt qneate coH'osMrvftre le (30), riaHtta et)GX,Y,Z

sonotref!otn!nonit)ett'eq'taz!une

f'~ ~t"Kf~ t'tuK~o~
~j-J. ~}-~Q==()~

·

~K' ff' ~M t'« ce <?t'

e se, osxervatMio le (34), caMghttno lit fut~ione iticogoita C ht

'f=~

troviamo pet' <p )'equnziott6

(35)
«~ o'~ t y~'t'f. ~&\

(35)

~==~M~).

·
iar·~ i~rY

J

1"
tYlaY î,C

lr

Dunqnft,Yj,<iOt)«t.rf ttotxzioui ()iH«armput~ it)dip<'tt(!e))ti) di

quosta equnxione (35~. Netto atoaao modo oome ttt §. Hi H) ve'te cke

inversamente: :,7j,~ MMo tre M~<oM< ~<Ke<ttwes<eMt<e'~e~t/~

tMM tM<~<'RtMt«e<jf)tfMWHe(3S)~ le /b)'MO<e(V~), <!<tMHOp«- ~KOt<<t(Kfe

)tMN<Mpe<c<e S SK cui le «Mee «, v (<'«ce«mo ?? j!«t(eMt<)tw<e<*«t~cf.

M~K~ e la <«« c<«w</Mf« K c <<a<ada

K=-L-

~+~

~.9S.

Le formole d) Weingarten in coordtnate tangenzlali.

Un !tttro txodo, xpesso )t)'))t~ ntite, <H pMtM'ntaM )<*fottm'te rotu'

tive aU<t rapprpsentninone aforiot) è (H eunsittfrare unit Htt))crttt;it*(xot)

.tvitappabHe) 8econ))o i conoett) detht <h)tdità i)) geonh'tri:). <:u)))f in-

YHnppo dei suoi Tc~ pMoi ttmgt'nti. Pô' qnefto (!0))v<*r)'}'tdix'f* )«
Mor«[<Ha<edei pitmo tftn~entf tt)obi)<' quoti foniti'~)) di 'hx* piu'iunftt'i

?,0v oercare le cnordioa~o dei (mnto <H contHtto. i?Miocot)x' ht MM.

dio nostro è easettxitUmt'nta votto )U)et'ropri<t)ï nton-iotK', sarà f)))tMf-

tnno aasunterc <oon)i))iHG txptrifjte pet piaot) tiH)t!o. <' <" ser-

v!romod6i copfttoie))ti d~nttsnitequnxion'' oormah'. Prend<'r<'n)0

!n!ttnq«<* con)« <!<Mnti))ate de! pi~no mobile i trc ooMtti ')) direzione

X, Y, Z deUM H)Mtnortnnte (positiva) e ta diataoztt ()t)(!cbi'it'!t) detift
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ori~ittt' 'htt piimo, <dm si iodichwA c~t( W xxppt'twno qnnuti datt

X.Y:Z;W

i« fuoxioue di <t, c. Le eoordi~ate Hmugotto j/, <! ')&) pnxto tti con-

mt.tu st potnttmo iuttmto porre Hott~ tit foroxt (~ 06)

~) ~X.
t'X ~f

ooHe anatu~ho per y,.? pnrche si deMrtuitttno convettietttemeute ').

~ht, easettdo itpponto

(~) SxX==W,

m) vieoa gi~ f==W. Derivaadt' )ft (~7) rapporto ad M e r.~iocout'

deve ttVfMi

(38) SX~~O, SX-~=U,
f« f''

ue risuttft

oX «W «X 8W
(38*) 8.<: =. S.)' ÏJX

r« '); ff et'

e quindi didtit (36)

i ~f- -==
ri\

t OMti

J
f

t't'

OVVHt'O

d\V ~W ~W

~< oc, –)-e-

ey-' e'7'

Indtoaudo aduttqne no)) 7 (W, X) il paramètre ditferen~tate mist"

')i W, X, eo<<r<M(o)'Mpe«o <tM<t~'«, le (36) diventano

(3U) ~=7(W.X)+WX~=.7(W,Y)–WY,=7(W,Z)-t-WZ,

e qneate Moo le formole dotntmdttte sotto fortn~ iuvMt'ifmtiva. Ohé

ease diano in ett'etto le ooordiu~te de) pnuto tnobite dt cout~tt~ detht
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Hap~'ttt'ia fi, data ?<< ('«wtiMittH b<t)~et)xit)H, fi vcntioit nnbito, pon:h<'

()6) modo ateatio oo<ne ta (39) t)0)t<' atitte (tcdt'ttt', n<* tisottttUt' Vt'ri-

MMtMt)t (:<?) 0 ttt (;~8*), )M)'t« R~ttOtX) lu (;t8).

Q(tm(ii, Ht) tH (M).r)t))tn'faot)t<ntu mM e(~tUv<t supcr0<jif (iie tu

t!.t' o~ r~z

matritM~ i
art~ arr

Harà <ti CMt'ttMeristMM)2, questa m'r& lit su-
M' </</ O!!

pr t'O ~t'r

pertioia dotnftndf~ iovituppo d<'t piMoo (X, Y, Z W) tt)n')tt)<')tti cus~

si oo)ttr<trr& in uon cut'Vtt di otti K)i <?' pittui dxH a'tt'tttttx' i piani

tangenti, ovvero ttttiue M rtdnt't'A ad un pnnt« p6( qmde )'aMsemn)tu

tutti i pi<ud (<Jf. 8N).

Qucati utthni eaai ecct'!i!)OMa)isi pt-eaontenumo quMUtto Hoddisti

a pat'ti<!o)<n'i (Mmdizioni <:he or~ aubitt) ritrovet'etoo.

CotnincitUtXt t)nt derivare le (39) rapporto <td u,r t'ioon'<'t)do atte

formole (H) nUtt &ue de) 40 (pag. 100), <:he itppHMttte x) OtMOuo-

ttro fi&Mno

~~Y~
~K ''if- CM f('

x,, -x,, ~Y x,, <w

< <'< f'

e t'Knatoga per Ma per le formole (IV} 8S
tir

x..==-<-x, x,,==-x,x,,==-~x,

onde resta

~(W.X) W,, -/W~ ~X ~W. x
~au e~

-'1 ~e~Q -a.r.- x
~M t! ~M C~ ~f o«

Dalle (38) abbiamo quindi i

~==~+W~ J

/~M' < f't-'

oott' Mnatoga per
~c

ohé convteue ora acrivere aotto la forma
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_.y(W,<-W)–/(W,,+/'W~X <- (W,, -J-/W) -/(W\, -<-<' W) ~X

t~M" <
Il < fo f~

(4<')< (

_W, /W)-(/'(W~+~W) .X ~i~Wj--(W.,+/W~X
<)- < J` cx~

1
< ~t.

U~)Ho ai vede, qttOttte formote coxtkimmu coHe fou(ttnueuttt)i (V)

~C, ove pot' le tre qumttità

U D', D"

.'ti p~oKa r!spettivtt)ueute

w~v,w,(-/w.w,,+~w.

PuttBituuo 'H <j'u riou'tOM'ere aubito quando ttooftdrà che !a aupet

Ucie S iuvHuppo M oout'rttK~ 'M nott oarYM (J, o attet'if'r'UBoto tn

un punto. AvvMrrà il pt'htto cttao. qu~ndo, aeniHt Maset'Bnulle tuM<t"'

le tre quantité aoprtt scritte, sut uuHo il ton' detor'HittMute

(W,. L \V) <W,, -j- ~W) (W,, -i W)",

<:M'è,xvi)uppaudoe dividende pet'< quaudo W==8.cXfin

ant) sotuzione dett'equftziooe M derivttte puMiati dei seconda ordiue

(41) ~W+W.1,W-W~O.

Ne segue che poNaitHuo aubito tMsegnare Piotegntie f{e!'6mte di

questa eqaMzioue oomt' dato da

W-~X+~Y-j~Z

iMOmnendo .r. quati fttnxioni !trhit)')H-iHdi nu pHrametro t funzio

tto di «, f. L' utterioM cat)« ohe tu t)Hpertt"tf 8 «) contraggtt iu un

punto ai preaeoht qututdo W sia uoa ~inziooe det Statemtt

W = o. +. U. W,, + </ \V == 0,

de) quate Mono tre aoiuzion), per le (IV), X, Y, Z, e perb la géné-

rée è

W=.'<X-t-tY -)-cZ

con <t, c <:oatanti. Nd è hex geomet.rictunetttM évidente ohé iu t)t)

oaao la attperftoie 8 ai contrae ne) punto (~ c) pel qn~te pasaan"

tntt.iinoNtripitttti.

f~sciaodo du parte questi oaai eooeziottati, ftvretno n))' effettivM

HuperHoie 8 i cai coefaeienti D, 0', D" della aeoouda forma &<ud)t.
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Mtoutttta NttfttnMM

(4~ i) =. W,, W, U' -=
\+/W, n" ==

Oi qui, f<tMnnd<t ''uHf (91) )a MftfMtna< -J-t, a il jnutt~tt~
dei 'tue rtt(;gi pnu<!ipn)i ')i «nrvtttut'tt. trovitunc )<' duc tbt'utote oott-voti

(*3) ( ''i

'*==~ :W (funuota di WMt)K<t''tf<~

~,==~~ WA,\V-V

ohé Mtprimono queHte 'h)'' quauti~ per ptn'tuaetri <iiaeM<ixiaH di W.

Uattu aeooudn risatta unovameutu chf ae W aodtUaftt HtiM(41) tM

ouporCoie S ai ridaca ad uaM tioHM, pHr':hè ttuo dei ra~i prmctpaii
di ourvMtum ai atmaHa (~. 87). ? ta pritHft di)Nut<tnt chf <<«?tON<'

<<K~eMM<!<e~Me «(~r/~CM- nre<t wt<M~t<tè

~\V 2\\ ==0.

~0.

eonferma anaUtica e utteriori proprteta.

D)t)t'aun)isi supt'it «vHuppttta ritxUta it))p)icica)n«ute nhf, iodiound"

cun W una qutttunquH funzionn di M, e, le rt'f ()0)t))titA&
date dit

(44) \V, W \V,, \V -= < \V., w =.

ixxidistatx' )d)c due eqtMMiutti di (Jttdaxxi, ttut au'the inveMmuottf 8)'

~«'~«~~M fH'M" «tC M'tddisfitCMXti ))))(* W)UttX)0))) d)

Oodttzzi, rigaiM'daodo if f44) ootuc sist~tott sitttuttaufo df) sefoud"

ordittH par )? fnnziona ittt:M~t))t:t W, 'ju~tto 8ittt<<'))ttecon)p)ctHtt)OMt~

iategtttbitc, « att W, ne f' m).t sotoxionp p!tt'tit!(tt<n'« )M K' è

dub) da

\V ===
\V, < X Y <- X

(<t <'tt < <'08tt))M). ·

Ont vogtimnu ':o))i'm'm)t)'o tuxtiititiitux'tttf qm'Mti riMuttMti, chc di-

pendono MasenziititnMtttt dttU'oascre tit f«)')))a <'dM'-)-2/«f~-t-~<<f'
a cnrvatarft cost~ntR ==-)- ed tinxi li fatt'nderetno aeu! aitro a))«

forme difForenxi«]i in Ht) nutnero quahutqm' Mdi v)nmbiti a; .e

quaudo aiant) <t curvtd:ara RietoaxttmMtt oottt)tut&, ri<erbaad(t a future

ncerohc ta toro interpretaxioue geotnetrica. Dituoatriamo peftauto il
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)e<)rott(as<'};oome:

.?e la ~fM<! <~<fCK~«t<e t<t sa tXtWaMt

t

.«,t<< t

<*<t ~MfM<«t'« /?<eMt<tMM«tM«CO~K!t<<' p!'M« MM« /ttM.:MH<'<t<-MtW)«

<f(!C,,t,<).(')<'pO«~

(Vlït) <t+'-< <<. r,

per <<t/b)'m<t <!f<t«t<t/<

t.

==
2
i. t'

ttM«tt «<<tt<tCt!(MMH<e<<ï./bt'M<![t)'<<MMafe~WtftaM<e (/ ?) (~. ~0), et0~

le h. w<MM~ttO ~<M«Mtt

(i:6)
i L, i /¡ir

Jr r

ri
frl'i.r.w' r ül irr:.I )·

~S~
),

FÏ<y~«'M M t~ ~M /a~ .M~o)M delle x da ~f<tott<e le (45).
t7 ~<<~M at<)t<t!<<tMM(VU) per la .~w~tMe tttcoyM~ coMp~e~M~~

t~~fotMe.

P~r dimoHtrtH'e la prixtH partf di queato propoaiziotn< ricorriMHf

a))e i~entità j~eoerit)) (D*) 40 (pag. 99)

8(t>;,t ¡¡<!Iir (' aah +
pl i vii k)

~1'?!â:c, r3xr.
"~`

~.r,r. 1/, ?,i
X·z

),
1A s

)e qna)) M semptitieano ora per Pipoteai ohé la forma sia a cur

vatura Riemanniana coatante e qnixd! si abbia (~. 39 pa~. 94)

(tjj.)=c(<ft;t<).

da'oui

(') Finttt a eonMnat ooHedérivât~ attneno ftno ai quarto fn-d)t)e.

(*) f aimbaMd!
Chrixtoffe)

t'~t oi intMdono cpottuiti per )a primx &t)n!t fc<tiC') f elmboll di
Obrllltoft'e1ilk,iS

pi intendonooontmiti per la prima forma fcni

cotNeitttti
o
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X'~(' X" 2- "<J )

A~ tJ

')'
<

f<)'t

t.
f.~ <.<

oudnteid''ntita

)~Y)'0~ 0~. r~. <t.f)' X"
l. I.

8f,itVOt)d'tri{;Httr't<t qn~stHi'teotità, f<n')ni!uuo <))<))'' (VH)).t

d'CIl
`~l~"r

GGrr trovia,um yc·r IE~(~'IIi Hte:~en;d!S'er<'))XM troviaut" p<'r tf (Vit) KtfiW

t'a;; r~

~=<,(~).(~)-
0~ fXt. \t).t't f~jt A s

i lc~(Gi calï.'l'i'

II cooQiCtettte <!i o')' ne) seconda t))e<nb)'o

oa,jt ~a.) v t'
-T- Z 2<

~.T; O.t't ~A'
<

0 evideutûtoenta nn))o (~. 40) <*te (45) t'iauttam.'inefR'ttt) Yerittcatc.

La pnmtt parte detta pro~siziona t'i8n)t(t cost at&M)it«; ma iMaiem'*

anche ta tM'«om!a tx)iehè, supposte veriNcatc (4B), il cft)co)o ah's~'

prova ohé te ooMdizioui d' integrabitità por le (VM) aouo <!oddisfatt<

Non hMeieremo <!i osHervare, ritorMando al caHObinario, che, co-

munque at prends la fmtsnono 4', le tra qat)ntit& && &caï<!otat<<

(Mte (VÎY), sodfttafano aHe eqnaziooi di (JodaMt.So utteriMmetttedf

terminiamo 't' in modo che venga s'Midiafatttt anche t'pqnaxiotx' di

Gauss.

~t"

ne riautterà in'Hvi'iaata nt~Ho apaieio una saper6cie a ourvatura c<t

at&nte. La re!azion<' Hnpcfiorf si tradnce por neU'eqnaxiotM de)

<M)con<!f)ordit)''

~'t'j-c')'
-< <)''==<
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lit oui n~ot'Miotta eq'tivate ()nHf)'<e aHa t-icorM) dette f)Ht)er<teie ottf-

\tt))Mo"Mt)tntet'.

\a?.

Appticazioni delle formole ln coordtnate tangenzlall.

Ri))rfn<)ia'))oo<))ef~r)nu)<'inc"orditfate titngottxitdiiiprobtema

'te) 9:): ~<MH<M)'f ~e <Mp<!t'/fe~con «Mej!yw<<<!<WM«t<y~M!</M<M~M,t~

~t f(M~M<*M«!Mt<)'M~<t~.

Doven't') ttttorft itvarat D' =.=0. la tnedit* 'tfHe (42) dhnoatnt ohe

W'tuvrA~nftdisRn'ettttfteqttitxione W,)-/W=0, ohé avitappatit

st't'ivtatno

(46) ~.=~L'W.(£6)
î: rr--=, 1. r ï~u r 2i nt' l·,V

·
('.MO.' '1' f« 2 f<'

))) quesEtt aqMXHwe aot)') tre aoiuxiutti("oo)an X,ï',Zedoarni

.titrit .<tU)t.tohtzionc W, tiofKr'nont'' tM~ip~n'ifote da X, Y, Z,(') dé

una saporficie 8 non'tMpon'tfntp <t) pr'tbt~MM. Si vo'!e quindi ohe per

ogni sistftntt coniu~to («, acetto t<n))<tMxperHcie le quattro coor.

<tinate t)tH);et):!Mti X. Y. Z, W HMHosotxxion) di nna atesaa equttzioiX

<ii LHptu'iM
r

~=~.+~
f«0)' OK f'W

corne anche t))vemnmcnte, Be qnesto avvieue, il aiateMK («, c) au!ht

superficie 6 ooniagato.

Dalla Memptice csaervazioxe ohM )' eqxMtone (A6) f HneM-e omo-

geneH, ed anche le formole (39) aooo iioefn-i omogenM in Wee nette

atto derivate, «) trae attbito mxt confMKHeniMt che importa not~re.

8iMM O,, 8, doe parti<!o)ari Moluzioni dettK (4K) ed 8,, S, )e due an.

perHoie oot-napondent), « indiehino (~y, (~) enordin<tte

di dtte loro pnnti M,, M, (iort'iapoodMttti. Proodmmo la terra sohtz'one

· 0 = <! 6 9, (?, b ooatanti)

<tmpo«bt ):nearmente da 8,, 6,, e oonaideriamo JH 8)!perNcie 8 Mffi-

SjMndente di oai Hia M~(.<) il pnntb genorico; ttvretno

(') M«W=-<tX+AY-)-oX ))~ cnperttce 8 at cotttrae io 'tn ))t)t)t<
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~=:<t~ -& y==~)-M~t-t~.

Pt'ende'td~ pet' aouptt'iita -f- & == J riBUth) Me «t~f~'f'x M,,

S, ~MtC <<«<*M/«< ~e~ ~KfMM f, CM«f<(f/ef<!<t< ~Mf'M~' M, M, <«'

MfWMMCOMi pMM<<C~t't'ttpaH~CMtt, si </<('«<«M<WM«o fft f~t lie ««

t'a~p~ co~aM~ p«M<oM ~«'M'oMf f/eoo'tt'e «H« ~M xt</Mt'

/<Me8 m<M.MOMe~f< yt-o&~ma.

QuMtH 'MaecvtMioni t;)x'tati jt'~ooo )tj))))n'tu'f<i in )):u'ti<)tc !')

tM~o ohe il xiaCema sfurifo (<t, f) si Mttpttut~n ot'~o~Htth' (/==~: i)

prob)«)ntt diveuta attom qnetto dl ~'oM)'e <f«/M~?e«' tw< ~~« <w-

w<t~Me j</iM'<Mtdelle tinte dt OKroatxfa. Sf~titnood't pRi t<i)n(.'))i

n ) )
i torn vatori etCattivi, Bi vede o))e il prohtenttt fquivttif

I1! I~!

.ttt' iutfKr' ''quaxiotn' di I~tphu'e

(4~*)

f)< t
h.tf <- r\V f <y f W

(4C*)
.e(!i~ ar i

-t
l~ "r iiU~!t f)f r')' CM 'M f

(Hova t)t)ur<t introdnn'f in qufuto OMn, h)Miettt<*a))!) dinhmxM W

'te)t'or)~it)o (t(t) pitmo ttmgeote, )<' (hx* ttist)mx<' diti ')<)<' )'ia))t ~'w

<'<?«<<,diatanze che indicherotnu cot)

cX t~
1'f, = ;3x 1 il
~==s.f \==s.f

Allora, siecome dalle (38*) Hegue

~W fW
l3`\~·

=,~e \f~i t

ll\\i

~M ~~W,, df
=~

ait dr

te qneate si t~gre~a ta (16*) si fo'mit i) aiatexm t'fjt)iva!et)te

~'== ~=J ~\r

(4:7)

)

1

<)W fW

Mf
=~

(<p
=~

tt<)ogni Mf)M (W,, W,, W) integrate oorria()Ut«)(t ttttft SHperMcie ')''))?

t:)aMe riehiestH.



C'AftTULO VI.

Curvaturatangenzialeo geodeticaL!nMgeodetiche.

Curvatura ttmxenziate o ~oudotie~. t- Fom)«)o de! Monnet. Naova <8preM)one

per la cui'watoM K (Liouville). Littoe ~eodetiehw. Varie forme det)&(oto

MqaMton~<)itfe)'eBiti)t)t). Dttee jfeodetieameMtepaMitete. ROtMte ipttboh

~eodeHehe. Turootte ){eu<tetio<t. Teorem)oMt)'tntegrtMtioMe(te)!'tqna!!i«o<'
delle j{e<t<t«ti<:he. Geodetioheootte tMpetBciedi Liouville. CarvataM totale

')i nn tri«nj{f)<' ~eodetieu. Sfatemi doppi ortogoneti dt )tneea curetant ){eo.
dotiez coHtimte. BajtpKSMttaxiMef;eod6tiea d) ttOtt<t)per(itM topra lin' al-

tm. Te«ret«i de) Beitram) e de! D)oi. CttM ptttfoohte delle quadriche
in <!Mrriftp«ttdeut!)t<m)<t){)'<t0cae ~oodeCiot.

98.

eurvatura tangenziale o geodettca.

Nei dHe (Jttpitott pretipdenH ci tti~Xto occupât) dette priMB e fou

dan)ent(t)i propriété t'chttivc alla eonttgoraziotx' eSettiva di ut)M au

perttcie oeHo apuzio. Om andituno a tipreodere to atudio delle pro.

pnetà intritMeotte dette figure esistenti 8n)]tt snperHHie, iniziatf) at

Cap. ÏH, e ix primo hu)go intro(h<eian)o )'intport<u<te noNOtte di CMf

mt«)'f< <HM~e)M!<a~di m)n qnntunqne tioea tr))c<!iata auXa Nnperttoie,

in nn sno pnnto M~ nozione che, per ht geometria autht superficie,

tiene il htogo de))'ot'dit)nr!a om'vatura di ut)tt Jineft neita ~oMM<f«!f

~~t?«t.

CooaideritmM aoprtt t)HMtmperUcie S mm tjoea L quataiaai n8Mnt~

<1)ton punto M («rdi)))trio) e proifttituno ortogonahuenteLa)!! pittno

tat)};ent« in M sia Il qnfsttt curv<t piima proioziooe di L, ohé avr&

in M conune )K tangente <'on L. L'ordinoritt cnrvatnra di qnesta

))r<)i('t0t)e L' net punto M mi dira iM ct<fo<!<«f<t<aM~eM<<t/<*di L in

M, ~d il centro M' di cnrvtttttrft di I/ si chinmerA il c«))trb di M<)'-

f«<M)'MtftM~eM~a<<

Si oMervi che )o oortottti ealate dai ponti di L au) pinno tat)-

~<'))to in M fommun un oi)'))d)'o di <:))i f/ è ln sPKio))« t'Mtta, aicch''

t«)i)M sojx'rH'-ic <:i)iod)'io)t tu L' ë prf'oimmx'ntc ht fMione ))orm<))f
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ta«({cute ht M tttht L. Qaindi pet' la Heooxdn fwtnK dei teon'mtt di

Meusoie)' (~. 72 pag. 191) ni puô dire anube /< c<'Mf~ t(t OMe~Mftt

~M~M~~ w M (M« /Mtea L <?il y<Mt~ M' orc <*MM <!e< Ctt'eo~

MCM/atofe in M alla L tMC<m~'<! pt«Kc <aM~e«tf.
Alla exrvHtura tftngen!!itt)f e<t «) r<')Hth« <wHtr)~H)<)Mràpiù f;)os.to

i) xonM di curvatunt geodetica e ')i <'et<t)Mdi t'Mt'c<'<<M'<(pec~t'cft,

ti6MominM!!io)<iche gmutijieben'tnu tnt brève (V. t03).

Diciamo snbiM cbe h))<t oorvattn'tt t<t)tget)zi)t)c Mt aitH ttnn ittverSM

(raggio <)i carvatum taMgettziHto) 8) <ttn-&non sûtu un valore af)N<))uto

ma Muohe ut< segno, io base )t)t* ofM<et'VMx)(H)ea~ttente.
H segmento M M' cbe d)t) ptinto M vx <t) ccntt-o rli ourvMtura M'

tiettn L' è misorato, uet pitmo tat){:ent< snHM t'etta ttonnttto a))M

tnu~e)tte (M M, e siccone su questtt nonnate Marà Hssato il pin fte))c

volte au detHrmioHtt) verso co<ne poaitivo, coHi a) tx'KHiento M M'

oontpetefà un vatoFH n<gebW<M<,che iH~ich~remo con

p, =MM'.

r ta sua invct'fM stu~ precifMmente )K onrvatnnt geodeticM (mt)
Pu

geuziale) in grao'texMt e xcgnM. Se ont itxtichiatno )a ourvatHnt ordi.

naritt della curva L in M con pmxt) aetupt'c Hef'oodo te cmn'ou

p
xioni in valore assotMto, e oon a t'M))go!o che )n direxiottt' positiva
detta nor)na)<' priucipa)e de))a L iu M forma MuUa direzione positiva

nsaata au)ta rettu M M', dtal teorerna di Meosuier noprftoitato (opHa
t)na prima f~rnm) (') avrento

1 <:(M6

Pa P

Cib premeaao, e auppostn dappri'Ott tu supet-noif riferita Md ))<)

siatemit eoordinatf) <n togona~ (M, <:), andiamo a. t'icM'oarM le fapt'tiH-
8io))i delle oarvature geodetichc d«))e !)))<<<'ooot'dioatp N==:oost.,

(') Ptopriftmenteda) teotenxt d) Meunier ti ha

~= ) t <<; )

ma bMt&fittettere ohe pj, H poxttivo qnttndo e i) a<'nto,<tuegtttivn ~natxtn e "t-

taM, per conc)a<)oMche la formolane) teato h t[inat<ttu ){rtm<teMtte «egno.
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fcsccat. cho iudioheretno con i se~ni eaaendo git <ta

xati <t:tHe ooMvauKiotti pfeoedenti e d~ quetto già <unK)Mtte aMf verai

pc~tivi delle HMeoo<M)r<Mato. Prettf!mntopere8.t<t)atineaK==<mat. 1

per la quttte t'itenitttao le (M)!te notoztOti <tej Cttp. ï, ed abbiamo

aM!!i tutto pel sut) elemento d' t~rco == ~/G df e pe) cosen! di

direzione (p08;tivn) de! «MHtangente (§. 44)

== 1
«ie ==. 1 ==

t <?.!
xu

~G~ ~G~ <

e diffareuzttunto iungo ta tinea oo))e (bnuote di FMa~t, riaatta:

(2) ,~JL-L/ ~LA~J~ ~1
a

y.(2)

P ~G~ ~C~t'~
J P "~G~" ~/G~/ f '°' ~H~/

Oi'a i ocaeni di (tirezione positiva de))a tangente alla tioea

p==<'ost. aono

~== ~=. ~=..L~

E~

f ~r

~R~ ~M

f

indi

f. co" t. Etf
C<)S!==S«, ==8«, f
CUK i = 0«. l

P

=

P(J

onde riautta per le (8)

t f'OHt 1 &<- o~ t ~.p
<.<')

?"--c=.P ~R.8 R t \ï/G j

Ma. si ha

N~'=0 0
~<

e derivaodo rapporto a r

o'.r t ~j.

f)t/ ~tc" f

per CM)

S A. =, ==.~G
1 2;C~
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o t~ (S) ':) da i" deHnitivtt

.L~u

P" ~MG ~<

(JoH) avMtuo attohe ))) for)))"ht !Ht)))«K"

(4*) ~=-

f~ /«~ ~f

Si vo)t' t!:t queste forthotc ch~ tf cnrv'Hure geodetiche deth' tiuM-

coordhtttto <!tpHiidono so)') ~«t CM~<'«'M/< M,G (Ma pt'MMe/bt~K! /OM-

d'aNtett~e; mottro, per )ft tow ')<'(tt)ixi<me atc~a, comunque ni oan-

~mv le vat'iabt)i, esse aerbano pfr lu Htenao fixée et) tteMi vn)'n'i.

Queste proprietà io'ticaoo gitt che le ftun'!ttnn' ta))genzia)i dette )i')no

tra'iciate sn))a 8U))6rH''K!sono pa~tMt~W d'<~cfenz<<t/trispetto aiïMp)'i-

)aa forma fuodanteMhde ed c qnettta rugio'x' itpj'mtto <')m np rcudf

tauto importaote la oouaideraxione.

99.

Formolade) Bonnetper la curvatura <angenz)a)e.

SvituppaMdo ora )' nttima oKaervHxione, traafbrxnatno te formole

(4), e (4*) BOpra ottennte in gniaa da oaugiarte in eepresaiooi oon*

teoenti aottanto parametrt dia'erMt!ati. Per queato oaaerviamo ohé

si ha

1 i/G
t. !<==, t, M == §/"

E'
1

,EG~ ~K

v(~j7K)=='~E,~M

«nde !n (4) pao activerai

(5)
-±~+,(«,),P" ~A~«

·

forn)o!a in ont il Mcondo tnembro è offettivamente an pammetro dif.

ferenziato.



2<W cAt'rron) vt. H't

DupM oio p<~aitnn<) tttoihnente rtMtvete i< probtetun: Nw~of«tpw-

/<<!«8, W/'eW~t <f~ MM~«<t<KMf/<«'"«tCM<! CMf<t<M«<B(M.t'), C/<C<<<<!(~

<<<*<?/t)fM<t

<~ == K f<M~ 8 <h<<<<' C '<

<MMMtM<M'<M<h'MK ~K<t<«~~« ~<<M« 00 <<<<)MCC~< <'}NK.!t«K<:y e~ ==:

1
<:ost/ e<t/co/<t~e <a ct«'Mf<Kf<t~<<e<<cn <t< <~«M<<'HMM. Dicimno

P~

1
Hubito ':))e !t qnesttt t'm'Vittm'it ~eotietiott noi attribuiamo tmche

P<p
nt) s<'gno, ttMttmtto ohe il senso positive dette traiettorie ortogoNati

'!e)!e 'p ==coat. ~«eMo <tee<Mt<<cext cf~ee Myat'<MMe<fo OangiM<!o

)tttora )e tmf<; ':wrd)M)tte ueHe ?== GMt. e nette loro trHietMrie

(M'togf)t)a)i )' == ccat. «bbias)

=
H, (;, f~

Secon'to fonnotM (.?), nvrento

I
s

11

+A ?.

~?

o sieoome uppnnto ne) seooHdo tnetohro HgumnoaotopannNetridifEe-

renziaH, sarà indifférente catoohtrti neXe nuove ooordinate (v,'M f

neiïe antiobe M~ e. Ora ai htt

!i'~Y 9~ j-r~Y

sf

t~
)

f

-t- ).– )),A~= ~c,' ~~o \~<f/

''RM"–F" l'.y

.)=
-.L-.i/K~F~G~-P~HG-F~~ < ~x ~t!/a«'

~/G~-F~ ~/K~-F~~
t J+-! )

~EC-F' r.M\
h

J' Eh- F

~H<j–F' 'j~E~–F*

e quitxti



FMntOLA M HtMtMRT 2<M)

t 1 t ~f t CM
y

t"'j,

C)

f)KU==

\1 y v J.)
1

.ff
~KU-F' ;t':C–t<" ~KC-~

~Q~-t.
,F~

i t'M r~ ( c'K e./ 1
+- ––j "A~/+

==

~~KG F' R G P*
'f

j': (. j<~ ~<~ p'~

=

1

t,- –f.– j~ -<
et oc

)~ «f e't' ~M )

~HG~-F' .t.<p; KG-~
~~a

\? MG-F''

che possiamo aorivere in modo defimtivo:

H'G~
t 1 c/ <'r

~Ip

c'K

dl'

~KG-~
(l/F ~Y 31. )~~t~) –z)' -im-)

Jl~f/ ~f)f \~J

c/ CM ~c \f

t/ Kr Y "7G t
i!t f t~t f3at f, 1'~< fMf't- (Iv' \e'«/

È queata fbrmo)& <tf) Bonnet ohé <t& )' eapressifttx' gênera))'
riohieata par ttt eurvatnrn geodctica.

Si <MMrvi cbe ttt fortnoht è onogouea (tti ~nuto ~ero) nette deri-

vate
a`~

e ai presta quiodi al oa)co!o detta ourvtttura ~c'tde.
OM CO

tica di nn atatem~ di )in<'e <)e<!ttito aotttmto <ta nn'eqaaftione <tif~
renzittte de! 1" onUne

M <!«-)- N 0.

Se ?==coat. è )'intégrai ai ha

~-M.~–itjt.~t
~t

·

~t?
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a ta (t) <i&qmudi sMMM'~ttro

(~ J~
~( )~

(1.)

M U MN* a F M N i (~ M

FM–HS t,

~E~FMF-rUMV''

Si ossetvi m pMtioMwe ohé la (I), pren~endo~=a'<(ovve)ro

<p==c U& per le on)rvntare geo~etiohe delle t;nee ooor(MMte

P~ P.
in «n siatetUtt obliquo qmduuque

( ==. J. (

t") ~EG-F'G/ ~M'

== _L.E(
(

f" ~ËC–F' M7

le qaaH formole Hutumtmente, per F == 0, torn~uo ?<tare le (4), (4*)
da cai aiamo partiti.

Se in Bne, in qneate nttitne <brmote, tttte derivate dei coefficienti

soatitaiamo le )oro eapfMai<mi poi simboH di Chriatoffet, poaaiamo

preseutarte sotto qaesta nuova forxxtIl

~E~ t~

(~~G

(6~
1

_HG– F~H(

M~E '3''

100.

Formolade!Ltouvitteperla curvaturaK.

La formol (V) <tet 41 (pag. 102) per la curvatura K

K == K"~ P' /j;. KG-F' )~~
<

/'Hi(}Z.
«" H 2 et' M 2 '/1

ai pno ora acrivem mtrothtce'xtovi <!oHe (6*) i valori di

P. P.
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Abbhtmo m primo (nogo

(7) K=
'~<H~-F'~<

,HG-F' K –t2~'

«datte foncée la

F ~HG–F'
t'<w <u == sett M =r:

~EG ;'MC

par i' attgcto M delle iiuee coordinate, derivando la pt'imit mpparto tt

n) e dividendo per la secMxdn riautt~

~M ) )C'F P ~H t' cGj i

l'HU–F" av 2 ft' av t!~ ~f i

« soatitueMdo per le derivate dei ooetRoiHttti tte) 8econdo tueuthro i

loro Vittort efpressi pei aituboti <tt Oht'istoBfet (fornwte (A) 3<t

pttg. 82) M trovtt

K t'" _L. EG- F' )' ~t

~c 111 j~ 2

Qneattt, oaafrvando la prima delle (6*), ai puo aorivere

_}/~G~-F'(_ ]~

-1~
M

`.'

e HOBtituendo netta (7) t'isutta la formola ete~ante simtuetric&

(H) K== 'LL~~
(

(Il)

~-H~F~

ehe è ta /onMû~< cM Liouville.

8npponi<nuo in parUcotare ohé <<? <w<<<Mt<<l' ~f't~~to M delle !!Me<'

coof<MtM~, oude la (V) reata

(8)K= ( )+; E'(')- ~j.

/ËH-~
~P"/ J <.x P' cr

Maavendoai
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;Ht.–i'=?sft)M;H()!,

F

::n-(xM;H,

F

==c<MM;M,

~G <K

h'fo)motf(6)')a)'"o

st'))M<KU ~jK <~t<T
-('))S(U IIJ~'

p,. f)<' ~w

sf))<MtK(}
(fll%

~<G r'<K
–(i<))4<.)

dtbp, ~t et-

dacm

K_ KG/Ct'MM
1

~~U_ KG/ 1 Of)HM\

f<' St't)M~iM(i" ~M(itl

`

.-<e))M\p,, p,

e Moatitaeudo ueU~ (8) risutta

) .1 ~<1 ) t t 'w fl .~oos «;

(H)K==
,l,

(--
--1.1 )J )'– -L–

S<'n<M~.p~M\p.C6~
M-t~t)~ p, p~P.

dove è da o9N6t'V!trHiohe ne))' utthoo ter)t)it)e il fattore -L

p.'

xempre eM<'nxi)Umente poaitivo, e tmitn ao)t<mtoqnan'

p.P~

do siKuo tûtUe tMan'toe 8e supponiaoto poi in particotMe

pt.

ohe sia costoate ==o, e toedesituantente ==&. la formola (9)
P~

resttt

K = -L-
(?<+ 6' ± 2 <t <'cos <.),

~et~M

it ohé dimostm <'h<' la ourvatom K è coatante negativa, o !)nt)a

(par at'&=.<)). t)t)t)qt)' & MM<tSMpe)'c<e poMMe MKetopp~o~~eMN

<H Mttec che Nt ta~Me sotto a<t~o<e<!e~aM(e. edt tK o«M<)M!t<<<<em~<<(«e

<e HiMe AaMKa <<M«t cxt~a~Mfa ~o<~e<<e<teo~as<e, la <)tpe~c<e aa

HMy~~ttt'a coatftM~ette~ottee poeMd~M/~Wco),'OM'efe a ot<mt<()'a )t~t<t

<eMMpp<t&Me)~«<tM<<o of~e cxrfatMM ~eo<<e<Me<<<!Ko<t«Me.
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)8

-10L

Ltnee aeodettche

e prima forma de))a loro equaztone dttforenztate.

<J)titnuere)j)o Mxee ~eode~c/M doUa .snpm'Scie te tinee a CMt'en<Mt'«

<<tH~CK~<(t/<' egnate M zfro.

Px
SiOCOUtP,MCCOttdo)it (t) 98

C'tXg

f' f'

tit oondtifioue == 0 porta che oi ahbia eos s = 0, ovveco ('cecxittOM)-

Po

monte -'='0. Nel primo caHO ni ha s==~, cioë)<H)Ot')natept'i))cipK)e
p 2

de)ht !inett coïncide coHa normal alla superticie, c, net aeoondo )),
P

)a )i!)ea in queatione è una retttt ad avendo, corne ?)(*, indetermitmtft

ta normate principate, si pu~ beue asamnere par queuta )a oot-tnidt'

alla Huperticie coat ta deHuiziooe posta eqnivaie )t <Hre )KMc~HM

</M~e«c/<e<!e~f<M<p<c<e <jf«~~e«Mec <MM~ ~t«!H <<tHorM<t/e aMftM<-

pct~Oe cotHcMe co«<t MOt'MtM~~)'MM<pa<ea~ ct<)'p<t,ovvoro: unaiinea

è geodetioa anUa supernoie qutmdo il s'M pitmo osoutatore in ogni

punto è not'mttto atia saperHcie.

Dat modo ste8t.o corne abbiamo dffinito )e !inee {;eo<!etioh<' riMt

viatuo aubito t* eqnazione dieFerenziato caratteriat:oa det MCOK<foof<<«)e

a oui debbono aoddtsfare eaprimeodo, co)ta fonnota (I) del Bonnet, che

è natta la loro ourvatum taugeoztate. Sia u)Rttti

~==4'(M)

t'equazioue in tennini nuiti di nna )ineageodetioa,aupposta dappri-

)Na non coitreidente oon una tineaK=oo8t. Ponendo nettafor)no)a

(II) di Bounet

y~i'(M),

dobbiamo fare == t.,
J~ ==–<]<' («), e potohè !)tM~ola ttMeft ~<M<t

()p 5)t

r
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dt!vI! 1 l, = 1), 118 rillllita \lhe Hltrà HOthli8titttK luugo lst lïuen<)fvx essore ===«, ne rMtttta ohé ~rà no<ttti8t'tttm tungo h Hnett

)'e<~t)tzioM6 diSfrottzittte Haruttet'isttcM <)e) nefondo ontiue:

-J\+~~L~
.L~o 0

~tt t; H ). (,t) +(., (,<)J t"' H Mt'(M)'-t-C.<(«)/

Se iu laugo dettt 'tto'ivMiiiooe parxiate riMpctto a't u ttet primo
t6nn)))fmtrodnGi~)t)o)adenv!<io)h< totale r<tptK)rtoadK<iHnotata

b
(t

<:u) MiM)bu)u MCCO)t)0
du

;'==f

ii
+~")'.

'<Ke t'M
"il

ff,·

la pD'c'-dettte si scrivf

-<y
"(.r<

<<M~.H~-2P~ MV~ t'"
H-i-3~t.

~-JL.L.
Il

c' M :3J'<}-

od aocttf

(Mt)
~J-f4_J~

.<'
n~,FV~G"?'==0.(III)

'H+HF<+Gf"
t

l' Jo;,¡.- F G G Il' = 0

Qm'ata 6, per i:t fonzione imtogniht c-.p(M), un'eqmtziooediEfe-
ronziale del secondo ordio'' a ne aura datortmonto iu tnodo univoco

nu integntte se noi pt'escrivittnx) ad arbitt'io, per un valore iniziate

«-*«. den~ vftriabHe indipende))~, il valore t)" elle prende e p

quello 1101111~tua derivatsr (Irima r"

(-du

0rintio 9teSflO pnllto,quet)od<'Uasu~dûrivab< prima

f.'==( <-) to
nnHo ateaao pnoht,

ciô ohe si iut<'rpreta geometrioatuente coa):

Per ogni punto P. =! (M<.c.) <M<<tM(pe<<!<e,Mt a~e~M<t<<tdtf«t<<))te,

JMMfMtuna e<<una ~0<<ï~MM ~eod~tMft.

Qneat~ prim~ ~r)na (ttt), che abbiamo trovato per Il equazione
dift"erenzialedelle !inee geodetichc, corrisponde preciaameHte~ )?)

principi <tet eateoto delle variMxioni, alla e~Ma~otte <<«<efc per le

cnrve minitniiizonti sut)a auperOcic l' integrale
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.<==~ ')I!P< <,<('jt
.<)

pretM t'ot tituitt aaf)i (~,fJ, («“<),) i))~)-td« <'htt'M)'p)-«MMMtn)K )m)-

Khez!;adoH'<uof''))<!m'VM<c(«)~ttt~iut)gM)t[e i<)m< punti «uni.
Me ne cuxctude cbft h) Hue.) AUM di più bt~Vf iuunhMtiXM(snUn su

perticif) chM uuttgim)~ dtm d)t(.i punti A, H duvot~c Hud'tifttu-t' xXu

(tll), h!t t:et'tttt))e))tti in o~ni puoto ta hurtuate pnucipatM o<)tu<'n)f))t<'

ooHtt nor'uatf aXa MUt~rtIeif, cioè ë onH t;eotifti<t «fi HHttSo s«p)n
de<i)tito. Sn~siato am-tx' ht pruprietà iuvt't'oa ohé ne «uH.t thtMMM'
detx'a (a Gtn'VMtut'tt tHugexziate MuitH) tti segtw nt) pti)«o pt)t)t<t A poi
)U) BR<!U)td«))UHto B XM~OMK<<!MeM<eMCtM« <td A, )')H't'<t AH 'ti gt~)~
detica 8~)m su)))* tuperHcm il più br~ve <!a)M)t)itt«per atxtxrf dit A

!t B, tthnt'tto Hnohè Bi t'itOHOgit )t! un intwoo Mtpt*)-ttCMt<'m)t!t<:ifntp-

toentp ristretto dett'wc') A~ ("). Q))Mto risutm dai ~fn-Mtt)tKf"<'t'H)i

de) '-ah'oto dette vitritMtuni <' onrà t'ttt ht-<'vf ')imuKtn)to dh'MttttXteott'

(Vedi 10S); not appuoto )a pt'o))t-iet& di tttioimixmrc ht tnoKhKtiMt
d'an'o AB t'Dt dn« pt)))t) hit tm'ff" iti g<'))t'))t)e aottiUtto t'utr" ct't-ti

))tuit).QueUai))VM!edM<!tU8i)ttn('pM't.tt.ipe)-tndattnii{i«))f))f)-)))!ttte

iuoKO tntto H tioMo dH))f< )i))t)a, ))<'r qniUttos) tH'uhu~hi.sctojtrc mxt-

dtsfacHtt'to a)r<'q))MZ)<mf diafn'oinatM (III), ed <' pet queMKx'hft'Mb.
bM)))') preferittt tin dtt principio <K))neque)ht <;h<'r«(ff'h) t.uti<' il ooMu

de))a )i))en ~'odftiot).

~.102.

AXre forme per )' equaztone dtfferenziate delle geodetiche.

Ctmsideriatno unx iixfitt K't''t" c shmo

K"= « fx) ;'==;' (A-)

le eqnMzioui ptH!H))<'trich« di p<'y )' an'o ). t~ehé :)'<'tuu

(') Poat<t infatti <&(M,< r'; -=/ ).: ). (;, )' e~ot~iona .)' Hatxro p"r

tfenrve)uin)UH!)tt)ti«i écrive: t
iloI>))– .0,cbht.Mp))))nt<))u(tU).

f<tt\t'C' f)t'

(') La ricerca dei )im)ti et~ro ~nttti !)<)tn't'o dt getxh'tictt «urttpxudf etfett)'
vxmente a) pro)))«madi miMinx' una <jt)fNtiot)Mit)t''r)"'t<u)ttM)uut<tM)t-n)cu)od«U«
variftxton)ehe esce <)<titimit) <)<<)))[ft)entetrattato, e pft ht ()))tt)t-)it))an<titm)eil
tettore particut~nueut" ft) ')'«))«)m deth- t<fOM<<Mf<<t<A~<)f<<<;« oM~aeMdei UAK.
"oux (Livre Vt Omp. V). Vedi tmehe ttut.itA foWnttOxweeAmtH~Lcipzit: Teub-
ttet'tHOO.
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)d'")~)-- .<.(~')\111»
1:~({11111

i:
dis

tic (;
rl!·

) 1
~.s <<.<v ~<

MtUtLûttend') )e ~<Ut<; ttotaxi~ni t«'t tx curvit jt/, i conetti p, ')

')<'tt!<8tt)ttttt)fj't<«"t<'

f.t'CMte f.t'th' r
~t~- .)~-<

c«'<<f );f<~

)' quosh', derivate rapp<nto ttd < cottf f(trnn)tt) di J''fenet, e rieordau-

do che i coHO)) di dit'exione d~tta oorototf prittcipfdt: di H~no per

ipotesi

x ±Y -±-~'f.±:X.±:Y,±Z. t

dànno, per le tu)mo!o thn<hn))cntit)i (1) C5 pag. 170

!C îtx rlrtt i·x tl=r ;11 t ô;v

I

r11~îi.r 'tlu-<-
x

==~
p ~K (/~ ~r~- t ) t.«

4-I. D' ~i..))"xt~Y

a

) 1 '~M ~f- ) ~f/ '~t' \f~

HfUc due a))n)«ghp per Dehbotto dnnqn<' Mscro i't~utici dn))'u<m

1 tiolllititra I)arte 1 et)etbeieiiti l,
îr x

X }> 1"e dan'attra purte i coetBcifnti di .X.PitMgonandoipt-hni,
f~t tici,'

riHatttt tihe debhono auasistt're, tun~ ht le dne equazioni differen-

xi)t)i Negnenti

~f+3'f'L\'==,) 0

(IV) tls'

t 1 i I. dx ,I iils tlx r 1 rds

`

(tV)

l' ) <~ '~n

J j_ ~Y +
'3~'

j~ =J 1ft"

+t 2 l,tlx I
+ t 2 r tlx tls

122ifd"')2-Uf <
8

o vicevers~, se qneate sî veritioano hu)~) )a tinea È geodetica (').

(') n p&mp)ne dei tet-mi))):n X d&taoRo di NMvoalla fotmo)a M. 79)

1
1) <?M'-j 2 D' </« </<;-{- D"

P R~M'+~Ff<M~+C'

cho e<prim<)a eMtv~tM aatotnta (o normate) fteH&Hnea geodotie* MH~direttone
dv

etgnata dal rapporto
<<!<
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AH''(tV))KMttitt)))<)!Ut<:tt('tt()n<,itui)'~if sistmnft <'q())Vit)cttt<'<nt<

)mto))tu)ttp)tCtm't<))t<wti))'«'tm)etttopt't'H,t'))oipt'r t'U <'f) o~fti

v')ttas')n))t)!ttt<)<~))ftu'<tA:

< <« ;n;,<<f' ~;ll!«f~- rlr
;<

I
r~

'f/fi' ~r < !j<' 1 Jn ')~

). (. j~t+~ j~)-I

'nj\ + "i~ (IN jnh~! 1

fi,

efjtu'Mtt'))f)sso))os<'nv<'r.si)«ttto)!tfu))tt!tH<'))it')iw

~p' [.Y ~r~
</)(' 't </j<' ox' ftffh'~ 'f'<<'

(fV*. ·

f 't ~h' r' ~Hj'~<
,Y

~<'f*'<M~<'I/
f'U,<i'

</X' '<<<ln f!f'(~' f'<ft<<tl.e /)'<

J'ntt)ttfqu<stof'M)'<t)<')<'('))tw)'tn'<'ojt))ft' v.u'iahitchxitpfn-

<!Njttf;t)Xt'<!)))<'(IV)')''<)'«')!) )f)') subito )!)K~U<')(t<'

(H) ~«/'< -j</K"</r(11) '1/1
< t

d,'

t"'
,)'- ~=0

j' <)'

f!hf',))Rt')K)')o<-«)t)Mf t'or)))t~t,va)e ))<')- qu!t)nu()u<* VtU'iabi)'' in')!¡,

p<'))de))t.e. ïn }mrti<'()!!(ro s<' t'r''tt'tiMn<) M ('on)t' variitbih' it)dit)etKtn)))c

t)w;nvi)ttt)oi'):()Uit!!in))Mdc)){tM.n))poattt{;<'<"tetica<y, t'<))ttc.!«'))r:t

'=<K)

)totrpnda ,·~ rlr 1 ,,11=rl~r sslsbismo ¡'(~(JIUlzilllll',Iifti'rl'lly,jlll.. 1)1'1Hr·_
pf)))f)tdo< '(« ,)'"== ~«

,)t))t)ii)t))«!'f'quM!!i<n)<ti<î<'r<'ttxia)~~c)H('-

comto «rdino

(!!)*)!4- t, 2' 'o
<)' ~t /i) ~) ~jt

)aqwt)<!))on~)))t)'()(:h<t))t(!U)avi)nt')'at.t<-a')Htitui)t'n)t<'()<<)'iv!)n-
')ei <!<)fn)ci<'nti to toro <'Hpt-<'sM)0))ip<'i simt'o)) di (Jht-ifooft'e).

Hitonmndn a))(<(IV), o n)~ (!V*) )'qni\t)pnt,i, è (ta ft.sMO-vnn-cht'

inr<'H)t&siri']nnon<)M<t))t)ns(')!t,S)'M)ti('))co))tn<)<'))!t f'fjunziotx-



27« UAPtTULo ~<. y~. t~, tfM

dft pti«w <n'ttMe (1U), <:t)Cda il itigftiaoato di poicM iofatti don

vaMd'<ta()(~ttit)Ht(4ttMHt)ac(m)b)tta!!iotte)inearede))e(tV*)o(!V).
Pt'eci~ntt&ntt'wxipotK'

t ).: f L
) ~~<« '='~ Vx.,

d

(l,pfst(18
ni

k,rlcyl-E:'rltr.

ist%rlu
r!e·

n(i./rlv/f/</ tiK~ .l ~M~t~ f)M~

==H h< c ~Y ~G/V
l

'j 2
ri, ('l"

"11, (i

tl~)'

~F' (
l

2 (¡J,' du
(Ir

(10
( ').fi# ce ~< 1 ,;<- "'f:7'</f/

i

8i tt-ovi), d<-rivit)tt)o la (lu), l' ideotità

T!~t< ,</e.==0'X ~3.U u
da dx

«ht) put OKtti tioea, no!) wincidente coo mttt delle tioee coordinfate,
reodt! mot deHe due equHitioni x=0, ~=0 (oioc delle (IV")) couse-

gn<'uza dett'attM. Se si tratta perô di eapritnere ohé ana dette tinee

coordinate p. < una p==eoa. è geodftioa bisogott ricon'erf !tHa se.

co)td:t equttxioue ~0 peftihè )n prhna (per <!t)=0,~==y/È<!M) è

gitt per 8ë mt' ideutità.

S. 103.

La curvatura tangenziale come curvatura geodettca.

Apptichi)t)no le pqnaziM)) dtKerftMiati (IV) delle )inee geodeticbe
it gmatittcaro il uo<m' di cnrvatura ~odetica dato Miht curvatara

btitgenxittte di uoa tinea quaittnque L (<eHa sttperHcie. Si È gi& osaer.
vato ohe qneato etemento 6 m) paratuetro diSerenziate dipendente
80)0 dai (iOHfOf:ienti del <<~ e non datta MtuHgtu'oxioox detja super.
ticie netto spazio. Deve PMere quindi posaihite darue Hoa deanizione

Ke'ttuetrioa intrit)f)6(Mt, 8fnza nacire datta auperHoie, come 8i deaniace
la ctu-vahua di nxtt tinea piana aeniM uacire dal piano. Per questo
baatcrà sontituire aille rette de) piaoo (geo(tetiohe) le geodetiuhe
dctta xnperHcx* « ricorrwe a quitta prnprie<& de))' ordinaria cnrva.

tura <:))«)tbhia'))o fSp.Mto a))a ttoe d<.) 3 (pag. S). Cooaidprata
la Hnea L, t'd un ftoo pnt)t<~ M., tirittox) ivi la geodetxia ta))g<ittt<' ff
od, )< partit-e <)a M~, p<trtian)c )M<pn)L e oopra due arohetti M. M,

M. M. di cgtttde hutghezxa A, che rignantercmf coxn' m) ioHnitMinx)

di primo orditte, e indichiatno <K)t)(< )n diwtauza, totsxrata au))n su-



ttKVAt't'KACKOnKTh'A ~7it

pwBcie, dei 'hm ostre'ni M, M (tegU itrc))i. Unnoatrerptno ctt<' H

rappcfto

c, ® 2d<
A'

itt teudere d) /< u iseru, converge verso uu ti)nit<' dt'to'ntittttto <-finit";

questo timitti puo prendera: <'o)Me)nisu))t ))) M.<tt<))a <)t'vi))zit<)t<'<)"))))

)inea L dattx geodt'tx'tt e vf<h'euH< poi subito <'))<'fxfMtcotnhittit (std-

vo il segno) oot valore prima, detinito deUtt curvut-unt tttn~ett~ifttp.
Par le coordinate «, f det punto M. traacunuxto )ir)i infittitesnoi )tt

A, d' ordixe auperiore a) secondo, abbituno

M1= t<.4- /t f /~«) /r /<M
t

'/1=
S

) <' = f. -() -4-
t

z
< <

t* indice o deuottmdo che i vatori in conHid~razinne 8«))f Mttcctati iu

M, (}?)- M~= M., f == « = 0).
Per la geodetioa nvremo for)ho)<' ftuntogtx- per il oatcuto delle

coordittate «, o di M om aiccono )tt y t'tMia in M~ ta L, i vatori delle

derivateprinx't–)
(–~

saranno~HstM!~ e quant" t) queitt
V~A \~A.

delle derivate seconde si ctdoojeraMno dalle (tV) cos) nvremo

«. + Y '~< ) + '"< f°
\</). 2 h' 'i'mf/J.,

== 1 -< t j-
r~ t --j- fi°

r 2 2 <i! i" \< j

Per.gti MccreaeXnenti ~M,ë<i delle coordioate carvUntee uel paa-

saggio da Ma M, cioè per

3t< == )< «, 9c a. t' M

rimtta dalle formole précèdent! <'he ponettdo



~<t c.u'n'oLovt.ttM

i = -L. r

(~<

·
~h'w.~ ~H~~ 'l'

f f'' 2' ~~V
'(~f~(/<t/' r

tbvc le <)))tnttit& s' intt'odono cah'ot~te j)p)' ht tioea dattt L net pun-

tuM., siavrà

là9)t== ç <,f == ï..

Lit lungttez! <!ctt' ctonaHt)) tineoM AI M Mtttt anparHoiM è

<!n))f)Uf'

===
K Mt* 3 F 9K -+ H~" == j~'H <F~7~

sibuquindi

~==~E~+2F~,+<

la quate formoht pero, ~vendo trasem'ati g)i inanitesi)))! d' or<tine 8H-

periore, deve pinttostc HcriverH)

g) li 111 ''ll Hlr' .3 l'·' g f (i r'(M)
A ==M/<<

-.==~K<'+3F6-<i-r~

Hd ut'a facoitHMu vedere che qaesto titoite, a cni diamo il nome

di curvatura geodetica, eombiua precisatueutc, tM)vo il Hegno, cun

qu<'))a pBima detinittt come oarvxtant tongenziate e si avrà oosi que-

atM onova fo'tnota por il oatooto de) vatore aaaotuto detht cm'vatura

geodetica

(t4) = M6~-}-2 F <

d<)va6t~aicaico)anodM)ie(H!)(').

!') Per e. ae )'e)en)ent<<tinenre i) qneHo <)ut piono in eoortttnnte caïtea~tx'

)rt<.t;o')~idei ==f~t' -j- <!f'ai ritorna &H'M<!in)trittforntûta = t/ (" ("' ) =.
f W/



<'UttVA't'f;KA <}H(H)HT[< ?!

Pft 'Hth<Mtt:(rn~))<;ft<t,tttt);tt).ttmt)t).tittViH')!tntt'd(.'{;i! fh'tm'ot)

i))'t'<)')fri(i<)~))f',))M-'t'')'&rtt'cm'xi)('t")<)in!ttt'ttp)'(!ia)). Pt't'thtittU)"

)[sitttf))ttt()<,t')«rtttK'(<t!t)~t' tu tim'a L 8i!t().tUt.tt'.==-<:tj.st.

Kt''<ihc <<t"=-t<,<<<t==~H(<M,dit ctti

:=.
1 l,

~y~'
1

t~l,

E~'

Mit Miba, 48 ft)nnf)tc(A)paK.lM

,)!, )
('.E ~t,~ 1 f;H

'l'KrK' ~(j f~'

¡¡Ulle riltnltis = u, r, = l, Ù,J.: e il Httcootlo IllI'lIIh)"od,.1\1I t 14)
'«)')eri8n)t!t;=*<~Tj==– H)'~<:f!t''.fi)m'cou'h'))t<'tnhro<t''t)H)t4)

')ivc))t't~<J''j==– f'tH ,<'c<tt)))))))!'pt'ecis!um'utt< ((;'))) ))m'Kt:tIl

;H(. f<

<)ch't't)ti))n!!io))«d)S('Kt)<))'j'))\'H)~t'c-)t'))n ctu'votnm t:<Ht:Mi!)h'

t)eœo(!o ta (4*) )M~. 367.

Ditnoittrnt!tCo~)'i<t<)t)t!\denitCut'V!<tt)mtMt)t:t'xia)<'<!ttU)) cut-

VMU)t')tt;o'~i''ft,dKiiMn)t)itm'f)Mdiun)t tet'XM pt'opt'iotà f;))t'h'f!t

atx'tx* 'tarf il ootnf <tt CKrB<(<«Mt~t <e~xp~. Ossf'rvitonu priuxt chc

xe <hte HttperHoie si toecano tuojff) una tith'tt L, <)ucst)' ha nxmit't'-

!)tan)f')))'<')ttMtf'asacm'v))ttn')t ttmj;euKi!))t' (~eottetif'~pet'tcdm'sn

pprtioic. Ci6 vota h) pat'ticotnro deHa xnp<'rti<'ie S <' (tct)n svituppa-

bile .Soir<i08t'nttnnn)tS)nuguL.

!'iûON')iBte))dimno)ttHV)h)))tMt)'HeiftHnpi!tt)<~)!t L'<i[tast'")')))}t

iuun)tonrvftj)))um(.!ci)'*)'!tit)<)Kn)pUt)t<)pf'r<'t)t\')(tun)<tt'<Hmu'ia

)n omwatMra gHodctioit <ti L, poiohe netto nvi)u))pu non cxnt! Kt'

'itemcoti Uneari, M )<) geodetichc <ti 2 M) tontano ))<'))<' rettt~ de)

piano. Dunqna: <(t <Mfe<th<f«~eo<~<<M(<t «MO <tKe<tL f/t S e~«<t<y<w

&t OKfM~tfM 0)~f)t<!)'<<t< «M ~C!'MM~<! pM~M, O~C<tK<nf(i't7«~-

pMSO'O<? MMpMtM <MJ!~t<M/~o6(<CC)'fCOMftf<<!« 8 httt~O L.

S'* si apptiba p. a. qtx'uto tont'~tntt aHa <)ft);rn)itt))xi<')n' K'i't

'U nn )mm))e)o nopra nuit sopefticit' di rotaxiont', t-soendo in ()))''st<'

caM )a svihtppahite tiircofx'rit.ta no <*nn<'<1irotHxinnc Ktr")'))o :t))'!)St<f,

VfdtMmo nhf: 7/ ~~c di cM~f~MM ~<'o~<'<tc<t</t MM~f<«~<o <'f/<f«



?!} uAftTOLo vt. )<?, tU4

le a«<t p<M'MH~ <<<t<tM~e<t~<t<MteW<<«nwcmHpt'M~ punto di CM*

t<t<tee <MWdt n~wtc.

· ~.1M.

Equazione differenziale dt Gauss per le geodettche.

AHe divorite forme ohe abbia'no 'tatt* )t)t' eqmtzxmo <tia'6renKittte

delle geodetiohe (~. 101., K~ ttgKuu~btmoMe ora nn'tdtra uotevo~,

dovuta tt Gauas, netta qaate ai f~ oamparire t' ~ngoto 0 d' inothta'

zione (tetia geodetica u' couatderaziote snUe Uuee coonHnute

D==co8t/ suppoaeado dapprima cbe )t< tinea stea~tt non nia una

w== c<Mt.

A))ora, cttratteriziMte' la Hoe~ cotte geodotioa, b<Mttfr&ht

prima deUe (IV*), ttHa quate diMMO ait' altra fot'ms iatn)dncend<t

l'angoto 9 miaurato Met senso preciao di en) tt (~. 46 pag. 116) ae

condo !e formol (7), (7*) ibid.

(H F
~n == .-F'

(15)
1'1114rj =

f N:~i,,
F "),

M\'U

0 =
~I

a~(~

A))o)tt la citata ff'rntottt (IV*), n)o)tip)ienttt per si serive

f~ K ~i = S f~ f~-)- (~~(/,1d (J 1';l'IIi-Il/)
~Mu «MrtIf

dlt
ÔHÔII

el/:2

oaoia ))er le (15) ateMc

l.(E ~K F dv) </H 2 H C ~-f" '/c <? == ~<2~- f<«(~ + ~c'.
E ~M <<« fM

che oqnivate )*)))*

i~ t7I·:
nf' c116dt.L.'r, dv'2 < KG F~ do df) ==~H ~K '<E do <f«" f!«~ o!N'

B~ <)« t'M

~K ~M F/cK,, ~K

~t<
~<

<)'-<<<: <~M H \eK<

<<M
<fC)

ir i: û i~~ iiG
~si~

PK1/ ~K ~M

A destra i due tcrmini io du' si distrog~ono. e featft a oinistra

e a destm il fattore oomune 2 ~e chc poaaiatno supprimera, peroM



K~t'AXKWKMM~MHtMfAt.K Dt CAUSK ?:!

taD~o t)t nostftt )m<')t f<'r tpoM'Ni <<e 0~ coa; mtuttit ta ft~nm

définitive»

(V)~0 -F' ~= «.
«".P' dO

2K~M

6B
du

c'r ~<'f ~t< 2~<
fiel,

che è opjtUttto que))tt d'<ti) 'ht (jf:mxs e si puô xc~'erf ttnchf ordi<

nHttt t)ft aecomto «)''(')'')''< coM)

~«'i==–J–2~'««+.
1

tr~( )
J~j,Ë~ÿqj )~lôtt

âv âu

le

;>i!? Gl-Fq ) f~ôt: .arr 1

S~E&~F~
v

3~KG–F"

H~tt earatterixiitt il mo'to oone, tnnvt'ndoHi tuugo UMKtiuea geo-

dftien g, varia rtOtj!")') 8 (nzimuth <te))tt gM<t<!<'t.io<t)in <:ornspot)<<et)M

agli in'iMnx'nti ~K. dp ')e))f Vtn'iabiti.

E<<ora oMftprviamo uho, Mhbene qaesttt ibr)nn <V) o (V*) sia Mtxht

dedotttt MeU'ipotfsi che )n K<'ot!pticn "on s!'t m'a c = MMt. <'s8)t

v~tf perb nnclre in questo c:)()". K h)f<H.ti, p('t' te tuftnote (a*) }. ''9.

ttbbiatno il )iau)tat<) cite coavieoe espHcitan'ente nutat-c:

t/t)<! MMMt!'==KOHt." è «MM</M~<'<tt'<'*< /«M~' fFt t-M«
,~t 0

<«tn<N)eK~«)<« <'=! t'ost." c ~Md't~ca «t /MM<y«<<'<'M<'
)~;

==

Ora, wcondo )t' forntotf M\i)t)))j'))tf t)ct qun'h-c (A) §. 48, )t

0 cattiva~' t')h) Mtettfnt~
i

).'ti!i't' r

)':f'K''ft' ~«

alla qnHtf si ridnpf appnnto lit (V*) qnmxtf si apptichi ad nna Hneit

==coat. (easp))d« «))ortt de 0, <? = 0).

Un' attm omerVMKioue hnportMntû da foM) sutta (V*) qut'ata che

M /o~~ dilfee-entiale, Edue 2 F <<M~c + H a c«t-M<Mf<t

Mt<M<t<! MCMtdoNtemtt-o <<<«<!(V*) ww <K~e)'e~M'<< e)te«o. DifatU

se Hi M'rive JH coodixionc E-*0 <))a ft.rmnta (K) §. 48 (pug. M3)

si vede appnnto ohé qn~sta espt'ttue csscre il M~t'oodo mptnbro della

(V*) mt dia![')'enMa)e 6Batt< qncata ipotesi K=0, xvrpn)') ditOtt

(V*)cOMnn"qnftdr)ttnra

8 = t (x, t')- C (C costant<' M)'h)(mWft)



~4 UAP[T<)!<"V< ~<K!.)Ut

..si'<Mti<'pt<t-)!t(')) ~.45AtK~t"~f"n'- Hm'Mrodetfttpt'o'-t"

X) (!«ttt!h)t)(' ~K«'< M~C~'f « t'tU'MtM/'ft «'</<«t«~« KMM

'<M

(/)«<~<<M<-Mper ~~t~t'<' ~(-~« <'f/<M~tMH<'~t'H~M~ ~C</<-y<'(«<<«'/MKM

tatc~to~pWM":

~=/(.U)
'~cH

~Mt~tMtt! Mw <-M<«M~«W~/Mt<-<M.U<'n)'' tto)'f "it) hastitHn'attraqun-

drottu-o t" "v~ ~fWtMt /<Ht« t' <'q"!(xi<'tK' g''n<))-)<)'<ttcnf ~o'ht.

).)(;))<'Hitt-it spif~tt. fm bn-vc fV/ tt4).

()s!«'t'vi)un't i" tt"~ < "< OHH<)tKn't)';o)tH-e tti tinee coontinat~

«Fto~()n!)H (?=="). )'<'q)t!)xi<'tf 'ti Causs t)~n')c ht t'or))t:( wmptit'c

t .'t! )

()6) .)-= <
r:·u

<T t.:

105.

Proprietà generaH dette tinee geodetiche.

L'pqxazK'n'' <)ittt'r<'nxiit)f ')<')!" ~t' "S'

<'8[))i(!!t}mn'nt<'<'h<')t)))C(!hicHS) ~(u'ticutat'i (V.'piut<vmtti~.H2).

Cif) n"'t 'tstitot' tMtt'teodf 'httitt HqtXtxifMx')tiH'Hr<')ti!)tttcHteaaa,aip('n-

.-<o))odi)t)()8tt-n.)-Ott)ctU)KprMprmtA s')"

j;<'odetif:ha, <)' cni 'mt ci an'iouno in! oticnpttre. Hntro ta <toptna infi-

niM <)i tineo gcodftinhe~ <'f)t)si<toritH))nnmt qnatnxqnf s<i)t))))i<'<!)t)H.

nità o) aasmoiitox)))' n tinf'' coordinstf f==<Ht. it~ietneattctor"

tntjctt'x'iH ortoK" '<== <'<)St. Avt'enxt it)ta))t<t pet )tt fortna

0)'t<~0t))ttf

=~ H<<M~4- (t <<<

)<t qoate Vftn'A Mhn"no in m'a t'fgiftMo MOtn'ettiontffneote )imitata f))

tm ))t quitte il ret.icotft ~oordinato surA re~htre. Ont, Ritit'onx' te )!))<'<'

onontittom M==!cost.ao))o f;et)d<;ti'')M, )tt )oro enrvittnm ~"<!eti<')t.

.htfM .)a)t)t (4) §. 98 (pag. 267), dovrA esMen' tM'ro, in'H ''=<
U~

~H<4)aj~Ë=====UMacndo U nna i'mtzionc <)<~th)aoht M. M~ ancra <'n"'



t'i{0)'ttU-:T.\ <!HXKt{A~t <M,H (JH~UKTtC~t-: ~85

f{)!t)xki) pM)a)t)t.n-ot<in~U~"M)'<'))deM=lt.i)<~prfndt' la

<:«ai 'tetta /<M'M)«~<;<~t'f<M<

<t0) -~r'

')i)))tt qun)f si deducoho <'<)))K~g)tf-))x<'di CM'")'' it<'p<'tti)nxu. lu ))hn)o

))togo ':onHiderhn))o. t'an'o di utxt q<mhtn<j)tf ~~deticit f=L:Mt))tt. <te)

smtMttttt, ootttptt~ th) dof tt-xjHttM'iM ort(tj{on!t)i (inm.' «=!«==«.
.S!cooute <<«.==(<«. il t)<'tto in'oo Min'A

( (/M..=)<«.
u.

valore cite ë )o KtcsHu per tutte )<: geodctichc de) sin~not < Hi La

Jn))<)ueqn)'8to)M'i)t)t)ft'()tx)tun<'))t~Mtt'ort')Ui):

A) Mt afeAt Mtere~M wpn< le ~eo<<e(<e/tedt Mtt<tKH<MM9Me~<~t!)H«

?' da due loro trojettorie oy(o~K«M A«M)oh<Mt e~Ma<e<<Mt~/<e~a.
Posaiamo dMt'c tt qucstu teott-tHM ttuche )' attra tbnntt fquivah'nte:

B) ad «?<? ~Mea ~«a!Mt!~«;L ~<<t «xp~'ytCte si CMtdMOfttoMt

t«M< i pMK« le ~od~toAe Of<<~<M)<!<t,e Mpt'ft OtMMMKftf<t </MM<e,«

pat-tt~ da L, 8i ~aM'«Ho arclli dt ~«~)<<<«~«-M<t. il <)M</ode<y<<M~-ë-

HH ~MMtt areM MM'«~'<t <)'a;e</ot't<(o<o~M<t~ L' delle ~<'o<<<MAc~.
P<'t' qnexte ~ropt'i~ta )<' tm~ttorit* ot'tf~onn)) tli un sistftnH w'

tli )inee geodetichf dicoosi fm loro ~eo<!e<tOftWt€H(eparallele.
Ë bene oaserYtUf che le p)'np)'i<'t& n'uv~te sono caratteristich''

<te))e tioee gcodetiche, cioè

A') NeMH(« <toppto <M~M<(ot'<~?!<t~ ~M,f) <'f«'co delle o ofxtt.

coMy~M/ra due /o~ ~e~ct'te M'to~otMtK ~«<!h<K<t«e«==M~ «~x.
<o <'<MMper tutte le ~Me~teMttc twee ~eodettc/te ~<M<?t w yec<!e-

<«!ame?tfe p<tf<t<Me)

Dtthtti He ~K~-)-G<< ai ha ~,j~E<<K. quindi essen-

')o per ipotoai Il <)ctto aroo

< /<
~K d« indipMtdente <ht f. devt' es

J~

~tere aj~T'' 0 (ulapare lrrenrlsmi a psaramett·o ~t l' a.ruu delle v aottt.ttttrsoreJ'J'O (oppare pren~Mai a pttnuxetro « t'artio deHeooontatn
ocau

0 (olbpnrê I)reii(litai it I)tèriiiiietrt) te Il ai~et)delle v octi tato

da M=- M. <' ne verrA 'K ==1).
Datttt fo)-)))ttf;cotiet.)ti<t (16) deU' ctûtuento titx'tu'x possianto ora fa-

oittMent~ dedtn'rf lit proptiet~ di WtHtmo pcr ogni '~oo di geodftica
<?=' ooitt. yfKc/tè«) ntM<t)tf nell' <M<entc~eM<(~«Mte p< la ~<«~ r<!<e
la (1M), Di'noatnatno cioè
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P~Mt wo~w «Mf( ~«~Ma~wo <~Me ~««~'cAe p ==aoat." dttc p«««

~M~M~Me P~E3(M.P,~(M,,0,) ote~ ~«'«~ 0~t< <tMf<t «Me<!L

c/<e, f<w<<HM<aM<fo la ~tOMf, <taMt'<t P. coM P, A« ~~Ma «MjK~t'e

<<~<<t~<~w<t. Uifntti t'aroo tte)!n ~eodetiott è thtto dit
f

<<«, « qnaH«

')e)))t L
inveco <<«' <* a!)' it cui v~torM~ nou esaond" MetN-

pré <<c'<-0, 6 ocrttHuente tM~gghn'e.

In âne ricordiftmo )n for'ntt se'optic~ gi& segtM~tit it) (6) 48,

che preodM ht cnrvttturH K pet ht Rtt'tUtt ge<tetiott de) <t< e oioè

(17~ K=
1 f~

H(17) K =

/(t

ti

}. tOtt.

Unee geodeticamente paraHete.

Abbittttto 'tetto soprn (ihnnn~st ~fmiet.ioa'm'nte pantHete an ai-

steuta ?' (ti tioee quand" le !oM tr~jettorie ortogonati aono Uoef

~eo~Miche. DooMHt'titoao ora conte ai )'i<:<taoace, dat« dapprifna un

sistetnK <?* di Hnee in termioi Hoiti

(M,c)-" '<):

)«*qneate sono geodettCiuxante )wtra))e)e?

Se quosto )M:<!)Ki<<:nnK'do )e tinep cuor'HMate t)e!)e ~–cost.

e uenf tt'i~ett'tri'' ot'x~omtH }'==(i08t. MH)t ourrispondente forma

de) <

~=.E,~ ;-<},~

tleve cSlJcre Et fUllziolle Ilelln xula :p. ~(¡, rri lUI I<J, =
--1. e.quindi ildev<* essere E, t'unzione <te)t:t i}<da ?. Mu ai htt H

=
e qaindi i)

chtftrio t'i<:h!e8t« è setMpHMtnente il St'~aext't: Z,eM)xe9'-coat."<OMO

~<~«eaMOM<e p<u'<t<MeaM'w< e<< «««<'? <o«<tM<coAeA~ ë /<«tZMMe

a~M<tM~ y.

în qaeaM ipotesi, M <Mng!!Uno il pM)nnetr'< <pin

r~

~.v
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a<H&(tt'eoiaiunotto t'aroo dette geodetiGheertogmmticonmtodtmtM

~–MMtt/* NsxH, ed aUora Hvremo ~==1. Vicevet'sa of ~8–1
~–eoat.~M<w«) g«odfti':aMeute t~'mtte)~ e6 ë i'ttfcc delle geodetiche

<Htt~otMtU. RiauttM dt qui 1' i)uportimt<' tfweota

~e <(</MM<Mte 0 9 Md<<<< aM'e~tMMtoMe<t<<eWto<<p<t~)<tH
de< pWmo <M'<<Mte

~)~F~

~H

.<)~HG-F.1. ür J! vr (~(-U = BG J'"Wf t~ttCf o«

t" A~=,)),

<e ?«? 9'=ooxt. <o~ ~'edr~cam~f p<<~<< « C ~'Mfco~eo.
~«Ae c~oa~M, eoM<<t<<'da MM<tK~M /~M 6 '=- 6..

Mit Hxppuninmo ont <)i più che te tince <c–co8t. in )no);o di

otttK'M dute in tMunit)) thiiti, siitn') dettuitt' (xone )tt tince iot~-ati
di mt'equtMUone diNercoxiate df) primo ordine

(1~) A fht H~t- ===t),

eSfsendo A, B f'utMiwn d'tt'' di «, Oome ricotoftceretnu 8« te tioee

inte~t'a)i aotM ~"detioMMMtttf p<n'a))t!)eî L'equaxiom' dia'oren)!))t)f<

d<'))e !f)t'o ttt'jctt.orie <n't<~ot)tdi È (~. 46, (14))

(1S) (HB-FA)~+(FB–CA~f=0,

c )n qaeatiotXt è di vedete se le fixée !ntegnt!i di quMt.'n)thnaf(ono

fifeodetiche. Pcr queato ))~ta ef((<ri)ti<'rtt<:o))a formota (ï*) §. 99 (pag.

270) de) Bonnet <;)fe )ft toro onrVHtttt'n ~eodet,it:i) f mi))it. Om qui
ttbbi~tHo

? == H B ~A y == P B U A, indi

FX–GM=–(t':G–F~)B, F~-)3X==(r'!&–)'~A

EN'–2FMN-L-GM'==()':(T–~)(R~PAB!MA'),

pet' cui ttt eitattt (I*) diventa

o ~K(T–i'"H 1; c jt ~t'A

~/E~2'FT)!r+<TY'~ KB~ -2FAR-} G'AV

ed eHpnmc che il pri)nn tnembro de))a (18) ammette il futton' inte-

EG-~i!"
gtttnt~ DtmqMe: 7<<tcftKJ'Mtoxe «ec<'MM'w<

~EB'–2FAH-)-GA"
2
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«~MH~ O~M~ le ttM<!<!tK<<r«K <<t~<t(Ht) <'<tM f/<'«~tMM~t<<! f<t-

f<~<' e./<e il y<-<~ w<-m<f '<< (~) <MM'"<<" il ~<' t"M'~

HC–~

tHH'PAH ''A'

::JOllllisfaltl' <<M~, /C <M <~f A<!M~in <M'Kt /'M~) CM MM<t

~)<K~'<~M)' pr<!C<.«nMeM~of « ~t<!

tl
-)<)~(A'/« H~c~

I':H't''A~
GA*

si /<? \9~1 e 9 ~ee delle ~~<<c/t<' ot-K~t eontate <~ <<K<t

6 -8. /t~.

107.

Forma geodetica polars dei <

Il teorenw B) '!et pM'nKM't" )"MtfUte V!')t' qatthmque sia la

cun'.t L, qnindi .tuche tis~to nn !.n"t.. (.n-.t)t'.n-io) C .)e)!ft 8a)wt-.

ttci~. si ptende [~r L .u~ pi~cht cnr~ chui~ a c!~ {{in n'M votttt

attontu M<)0. Se re~tringhutx' at,t«t-u<) u<t 0, si'to M ''idur!a al

punto steMu. il tooM.a B) rai ~nv~-tc, «< ""t "egaeRte 8e

f:(t MMFW'~ (f''<< ~~« .<«~~<C~ ~t'CMMO ~0~«C/M tM

<M~ d<~tM« e ~M~e ~<!CO<tM~t ~«~~ 0.

~eMft ~)«t~, il <'«'~ M< '<"« C~MO!< a tutte le

geodetiche t?<'</<tftc«'.

Qni perb si rende neMsaxt-ia una dimoatrnitiooe pi't ngorosa e

diretta <tet teore.u~ dalla quah- de.h.t-etno inottre te apcohdi pro-

pri~tè <!he appa)-M..gono in qn~to c~o alla t-nzicne y/G M~tta cor.

.-)sponde..te fonna ~odeti~ (16) (lel Co.~ideria. dunque il

t-ascio di geo'tet.oh.- us<'<'nti da M pnnto (o.-dit~rio)
0 <!e))a snper-

ttci'e e ~pra '!i Btacohi.no, a partire d.t 0, nrehi di eguate lun-

gh<M~ varistbile -ta ..=0 NM ad u.. certo limite (an!to). Pren.

d;Mno pMtiMeeoordi.)~ primo aist~.a qneato )inee M==o08t.'

e per le c=-coat.~ te gao'h'tiohe stesse preoiatmdo ohé il parametro

o sia t'angoto ohe nua gcodetioa vMiabite det f~ciofurma in 0 oon

nna iniziate c-~0. II < Hsau)H)t ta forma

== E dM' + 2 F dK + 1
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JM

dt~vë pero, d'tvotdo aveMi <~ ==<<;<,MKt'MmiccmMt'httuctttftë, E = 1.

Mafttbt'H ta umvutnm t:t"t":a dt'Hf <'==(;u<tt. «ocoxtto ).L

f-'

'6J P"K. S70, Mht

1 t
_t.F

Pc j~?
CM'

e yoiuisè yHr ipotesi ,1 U,tt~·reusu
é F

.=. oioèèe (Juichè ~or ipùtesi = 0, avt'ettto == U, cioè
t'M

F =.(:-),

dcve <j! (e) è una ftluzioue dc)))t 8"))t t\ Um tie xa, suuo le cuo).

diaate di 0, le tre fouifioui

.<;(K,C)..)/ K,C), :(«,)-;

debbotto rittnKi per M== 0, ~Mahot~KeRia )tUe tre cottatiti ty..
e quitidi le tre derivate

C.t fy 0.!
~f of r't'

debbMoo MOuuOarat per «==0. Donque itticht;

o.<!
o.

r == B
o« ~e

ai tm))uHa per <t= 0, e't esMtxto F fuhziuue deïïa sot)' f, Stttà F

<deM<<c«OtfM<exuXo, <:io& )f tinee coot'dhtate (M, f) sono ortf'g<j)).t)i

c. d. d. n ci~ preode dunque anche qui la furtn~ ~eodetica f''))R

diretuo potttre)

~'==(<;< G

nia in queato oaNOootnpotouo ttt)a fnnxiotie ~/& pt'oprietà spfeiaU che

ricoooacitttno fitothneote, Hvotgoudo, in un intorno aufticientetneot~

pioooto fU 0 («==0), le a:(t(,f~ y(M,c),~(!(, v) per potoixe <ti ?,

uetta qmd ooaa,.rtgu~rdMndo M corne intiniteaitno <U primo "rdino,

tmacareretuo le potenze di u aaperiori alla seconda. Per «)')t)pti<'ità,

situituno in 0 l'origine degU ttssi~ faonutto coincidere t'aMt- ()? <:(~)a

normale, e t'MMe 0~ colla ttmgoMto a))~ geodotioa iniztat<; r==:0; i
nvremo



2M" ('.u'n'uL<)V).()7

~= ~\f\ t M-r( ,)
M*

'pft'" '~M'

M
'.)

-.L-

~)

/M\

) M
/t'

)
x M'

r

'CM'"
II

~«~.
7

MH i v)t!uri )–) .(–) .f ) pcr M*0. coineidono ooi coseui.Ma i vttluri
~K~«/K~'

I)el. coitioldoito coi C-01seui

<H direxioue deitt* ttmgeute nH~ geodetica ~,cioÈ oon cost', SM)~ 0

a quelli <iett<}derivutp seeonde per )c**0 coi ooaeni di direzione della

nortnttte principate, divxi pel raggic p di prjma onrvatnra detta geo-

detictt; e aicootne la dettit not'nxtte prit)c!pa!<) cotnotde in 0, per tutte

le geodetiche, ooH'asf<eO~, )K tre derivate seconde per «'='0 si t'idar-

t'annM rinpettivampute tt:

±~

e <)uiodi abhinnx)

==' M<:<)!<0 -j-

</
==*K sen !)-

<t*
~~±~+.

2p~

i tormitti non aeritti e~eudo d'onHne aHpenore atsecondo it) u. 8e

ne dednce aabito

(T-S/)'+.\<

o per oi~ -==1, osain ~M ~==1. Abbiamo dunqne
K ==0 M~ M == 0

(a) (t/G) ==0, ~) =1 (per «==0).

Dopn cio poMiamo anche catcotare i vatori, per M== 0, delle duc

successive derivate di ~& dtdin formota
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K~<.==
or

ohf ci<tn,tettfu'!u<!untu')t')!)t(«)

(~
~)

=« tI
~V<')

==-K.

C«' ~M"

aventt~ in'tioato con K. ta «orvatura i)) (~. K cos), teneudo conto

)te)t«t<viiuppf< <)i j~C p«)- pot<'t)M di M (te) tet-tnini Mno a) tetxoot-

di))e,)tbbtM)no

tf

(~
~C-=«-

~H) <!MRoatttittie tf )i)'Bt' <t===«fat. toogo dei pttoti che at tm-

vat)« Mit!*)nM)exi)ntt diHtanxH ~eodetioM M da) puoto fisso, dioonsi CM--

co<<~~e<te< di centro 0. Perô è benf ttvverth'e oh« se queBte tnxif

Mno )WHi)Nihthi)i, per ht ton' f;en<'<'M!!iot)<'tneccanjea, ag)i oj-dioMm

ciMf))) <)e))a geometrit) phtt)H, KOM<<«'Motto pcrù con questi )' attnt

importante propriet& <n {'attem Hxef <[ o«ff<!<)M'<t~o~e<<e<t co<~Ht<' ('),

)M)v" net Maso <)<)« BnperHcie !t ourvittura oostante.

Ossorviamo ohé Ha prenditmtO n" ch'coto goodetico t)i t'ag~i" 1"

i))t!)tit«ai)H<))M Ottu periferiM C, tt'MOtrando inttnitesi)t)i d'ot-dine su.

pf~riftr'' ht terzo, st OMteot~<t<tt!it(c) in

(<<) 0=~=~

o senondo ohé K.<0 o K.>0 qtteHta penferift supem o<t mfc-

riorettquHOitdi Ma eircnjo pionf d'e~att-i~io.

MitnihnRttte se 'ot) A

= ]/G <<«'<<)

si indioft t'area <!e) Hircotc

geo'tfti<'o,sihMMubito'ta))a(<!)

(e) A==~?'
]2

trascumtxb tM potenxa ')) f ")tr« )x qH:u't)(.

(') A)'!<tniatttori, notne i) Dnrbnnx, <!<\n))))invee il nome di eirf«)i (geot)fti<~

aqHMt<<'Hrvt'.
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~.t()8.

EXiss)ed !perbote geodettche.

Co)))ti<)Mi!Uuo,su)h). HuperMoie H, .)u<' cmv* ()Httt)t)tqm. C, U', chc

n')ns)tmupet'6Kew)ettOMm<'ntt< )'t))c)e,)M<jt)a)i iMHtmx'ttoxot-onxt
carve <MMt.

t'rcttdintnopoite <;t)n-f t;fu(!<'t!<!tn)t0))te pHt'aUdeaC.equetfe
);e<)dptio)t)m't)tep)n-aUe)n.<U',t< t)H)dtformenn)))OM))doppic HJRtf.

nut, ohe !tssnmer«mo K )inot) conntioftte !<== cost." r == coxt. Ct
t-)H)K'ttiv(t)t)ente. Pr«cisitu))o ttnxi i pnrtttnett-i M~o, prendendc H pa.
rH)t)ftro M ta difttfmztt geodetioH da)))t curva hxse U, aunitmcnte )t

pantntc~nt v ht <)it<ttttMagGfMtctioH<)tt))'attro ourv« baoe C'.

Snppnstt) <'he t'et)pressi«ne de! sia

= ).:~r X F '~f (T

(tovrenx) aven' ;§. 106) ·

~~=), ~=.),

ONSia

== JL
Kf}-~

tttUWjUC y

)-:= (, F =. H'(K~'l)'.

todx'nndo oon M )'ftn){ft!o .h-t)<' ji.tec coordinatp, avr«)t)f) per ci"

E ==(;== F==.
St't)'(.; feu* M'

e il prendf ta forma {{'Hp< ae nnt6vo)<;

(20) =- M/

t"*))'M

che oonvienf (in iMfittit) foof!)) « qxatnn~oc sxpcrttcit. M<t t'ii') impor.
tante

è)ttfonMch<'Hiotti<'))ccn))gi)n)do)c ))t)eeMor()in~te neUR
toro biatititrici, ohé diremo (~3). L'fqoaziot~ flia~rcoxiate di qnpRte
biaettrhti è (<. 4.7 pag. 119)

C) Ren inteM, ).)M~.<.t-.t)iM.if<.Mia M,t.si<)oMreNnn r<i«M .bH.t m.jMrti.-i..);.on te lu, o) i'onmno an reti<))ores"<re.
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'/)< etf' == (</«-t- ~< (~« </<') t),

M)<')w~«q))!tKwniiMtt'nf)t))iM!titi

Mfr='<!ftSt.f–t;==C<tSt.

i~8ia)H')duttquHp(n')f

(~i)J M <'==29t,)<–<-=8!<,

f tt'asfortMtUtd~ la (20) in cttordinatM ot, cot po're inuttn' =- h
2

siottit-rtf

(~2) < =- (<u = 3 <))
.se))* a ..os' 0

At'hhtm~ ')u))')')'' il te")'<ntt ~t'<! «MM );Mpet'/?c<e ~)«(<«t~K< <t-

Mtt'M <M~ dei ~KMt! pei ~(«(H eow<«)t<<' <« <M)tM« lit ~t~ereMM
~M< <~<tMze ~e~e<to7<edit <<)«! cMt't'e <MM{/fM<;/H<t«o M« x:<<<'M<ff

M'~WM<e c/<e <t~ a< <<<*<M./ot'M«t (22), e MtM &««'/<t-t<'t<!<«M~~o

/)-« le CKt'pe ye<'<!et<c«MtCK<epat'<t«e<<' ftHe OMfee&«M.

I)tM)retntt,t)'))ht suit gox'ntUto, è 8t))t<t'ta<"))!( Wt'inK'n't'

'h'po oito Betti to avcva K'& stttbi'ito ne) caao apcctttit' <'ht' h' cm'vc

C, C' ai t'HMtrit){; P""t' (t't'M'hi). ViMVM't-m f<H)' ftetot'nto

)i)K'archttt'(fwmtt(22),rM!t)<:n')o cftttti (21), ai ritt)t't)tt)tH)t(20),
aicch~ qtM8t)< formn è csf<t«ert<(tM per t~H 8ish't))i ortogotta)) («, ~)
elle ai <)iM<)no,par qnestH loro propriété, ooat.itniti <ht ftHaHi (a =: coat. )
cj tpefta~ (~==<!0!)t.) goo<)eti<!ht)(').

MtUtit'est.amente HKcotXMoitmx) au))tt auperticie 8 itt tcrtotni ttniri

h')ine<'geodtiti(tho<'di)!<)ro at'co, suprême jutofx' t'idumc ita'A*,

UHgtii))ti))itin)mU, !tt)!tfor)))tt(~3). QncatoèpHt'ea.ittMtSo )x-))i)

goon)et.rht pi)Hht e afertoa, e possMuno qtthxti asse~nare ht)) ptaxo <'

auïïa afern tutti i ttopp! sisteft)) û)-togo)))t)i di t'Oispi <*<!ipfrtuttc K'

<)t!tioh6 (<).

)') SMht pa)-tico))tfeC st ridueo ad ao paato P e )« C' ad nn~ geodetk'i)
cnrv~ h)nf;n dei ponti aqt)Mi)t<Mtt)~eo<tetica)nettteda F e da xi 'tit')\ ttHM~<t)'«
to!<t9M<!<<i<-«di fttoeo f e < direttrice

(') Por le fonne corriopoodent) de) <!«'pieuo o aferfee Vudi DAKtttX'xLf~tM
T. U p! t~2 de))a pruntt edi~iono.
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~.l'

La torslone delle )hee geodetiche.

~f) prMcotc <*s~octtte p)0'tt{(ntf<t,dt'vtxmtM <ttd piauo ffeneritte

'h't(Japit<~)t),t))tto'tm't'Gt)mm) (;h'u)t'at<t <<<)<)«tiorvechc ha presoit

Uf«t)t' dt ~Me <c<<Mt G <)i))en(ie aaft<'t)i!i:tt)ne))tf da)ta fortna <)e)))t

!-u)'<'rHt!iMf)c))o.st)fti!io.

I<tt')))t{{""inao )tt x'*<"tetin)t nscente <t)t) pmtto M s- (w,w) <)e!ta

nulmrfiui», ïu 1, »»se~natse 1 1 r»icporto e yroponi»mocisuperficie, tu direxxHM ttasegUttt~ <ta) rMpporto t) proponiamoci
<<«

di <;M)f~)ar))ein ~<'<~t<<M~te ~"o tn toraiotte, <'he tndicbereMX) cot)

Uoth* !w!it<*ofttttxiotti per ht curva jy, ftbbianKt

~=– Y=
«f ffft dx

;==sX. ~i=îY, ;==!X(;==!=1)

/.==': j
Pi. 'f

ji=!

.t
V=!

< i~

Y Z X~ X Y

o per le for)no)e <!i FreuHt aveodosi

T,,

== ?
À

== b X
Y Z

nauitft ·

<~y

(<<

~-==
dX

~Y ~Z

)~
(1

(/11 ds lis

X Y Z

Mottipticando per



TOitSif~H t~H~Lt: HXKH <:t:<tUHTK')tt: ?'~

a J

!~« ~MIl 0<)

ËG–~F'~j f~' ot/

f

(~

0
;~<- (<(' C~

X Y Z

fiifutt)*eisulrsv

!~<f!< ~.<'<<f t<~<<« '<<' '<"
,'2<< (.</</f'?jh ~I/ -L

h.
+

;.z d I~
=

I
i<)Md'0 '~«!~ f)M<<X «P~'€<< <)'-<<< ~<f~Mr«)

!== ~X~.cX~ ~Y~
ëYdf M~ <

X ~/t~ t
1"

iltt da 81; ds -1- -¡- .0.~< <!a '6c~< ~«!7~~ t)f ~f

X Y z X Y Z

Kt)eguet)do il )n'odotto <t<'idne dctomiuhttti )"')' <<' (') "tt!'

-H~.+F" F~-L~~ .0(1

-o'

+
Ils ris

t/EG–F'

"T;=="D~}-D' D'D" .<'
~< dx

1
~.f

j 0 1

o in tine t~ formota deCoitivn

D ~K ly ~f, J)' <<« D" ~f

1 E~«–F~. F dt<-)-G~

(33) ~S 6 F"(R 2 Fd'«~) <}~f')

(FD–E D') dM' (G D MtV) dK (G !)' –JF t)")~

T~ ~zrp' ( R p ~<~<]- G~)-' )

m parote: L« <<M'<<OMe<ït MMa~eo<f<t<<!<tMeM<tdtt'e~toMe <Mf<<f~<
~<

il <'oo<tWott<eM ~«o ~tMe /bM<!NMCM<<tK(§. 42) <<Mpft'~p~'<HM

~0)ttta.

(') Si cnnffOMtit) f-atooto)t))a)o);ofM~uito ni §. 77 pet h' torftbnf <tp))<'atin-

tottohe.
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Sf prcttdiamo pcr )it)e<' coordin~t~ <p)p))e di onrvatnm, si ht)

t.' == <). D' == )). D === t)"==

')r)s)))tttdM))e(3~)

t ;T't 1\~K ~f

–.==~H~
(l.v

T,

<)!)8W

(~4; == (- -L.\ 8t't)9 C«« a= f-L ~L\ 3
T. .) ~v,

<)ovH 6 è )'t<!igo)o <t'tMCt)HMtOHG<!<')!a geodetioa BN!h) (iirezione

priHoipa!c t"=oo8t. Quesm~l'Htota moatra ot~ttt'ameoteoome varia

tit torsioxe detta geo<tetic<t co))tt dirt~KtOH le direxioni det)~ Muée di

onrvaturM soindono il fMSOiodette geodetiche m due metà; le géode.

tiottu de)P u"tt sono tutte destrorao qa~tte dett' attrtt tatte atniatrorae.

Due ~eodetiche ortogonaH hfmno torsion! eguati e di segno oontmrio,

)Mgeodetiche biaettriai deXo direxiotti prinoiputi mggiuagono il

maasimo vatore amotutu de!)tt toraieno .(')
3 r,1 <

Otiaerviamo che d)t))t) (23) se~Hono subito i teoremi r

W) Ne <(tt« ««M dt CMMM<Mf<ï~eo<<e<M(t,CMOt p«M«t.

~) O~Mt KM$<tgeodetica jx«Ma é MMM<(!t o!<~o<«fa.

Qxeati teoremi sono dei rMtod'tmmed)Ht)tev!denMg<!Otnntr!oa(*).

Sa)vo il pisno e ht sfera, nes8nt)'a)t)n anperHcijB pnb avère più

di nn sistftntt ce' di geodetiche piane.

(') NtttoMttueMtexi eaohtde qui il «<tM deXn ofera '=' f~, ove oempre

'<
==*M,ciuè )e ~eodetichf)sono onrve piane fe vioeversa).

(') Ne) ca!)o e) te normaUptitteip~ti dette tioe~ coincidendo eotte notm&t)atttt

oxpetticio, e dotendo fonMttrenM tvitnjtptthite, la ))nea &pi~na.
Ne) cxtto ~) il piano ()e)t<teurvo, eMendo not)oa!e a)))t enperBcie,Mgaqoetta in

nm<)h)e<t<Mo)rv«tnr)t.
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'110.

Torstone geodettca e sua retaztone co))'assotuta.

Per nua tixca quithmqnc L tracciat~ satta Hupt.'rttci~ ohiatna!)),

Hecondo Bonnet, /c~<cHe ~M~~<c<! (') hi «0 nunto ht tomi~n~ -L

-~y
de!ta gMtdetXitt ivi ttntgente. Qnesta tormoM geodetimt 6 .jatt)
d~))tt fonno)a (23), i t!ift'e<)!!ta)i eMMxtu preai iottgo ta Jhtett. ~<-

trogne queat'itttrft dettuizi'tne per if jitx'e di t:urvatunt: j~ Hnee <<;
c«)'c<!<«f<tMno ~Kf~ cA<'&<«MtCMt<f<<ttMO~M<pMK~<tt<<o'<tOMe~efM~e<<e«.

tndi<imdo
cox le ton)ioni gfodetiohc <if))p Mncc ooor-

l<t Te

dinute, ai ha da))tt (23)

<CD'–Ft)" t _P!)–HD'

G;.ËC- H;RG~I~'

e ix particotarc, sf F = 0

(25) L.~ ~J~
f..

~RC

on'te ritroviamo da capo <i))e<)nn gfodutiobo ortognuati ht un pHnto
hanno quivi torsioni egHati f <!) s''gno contrxrio.

Por trovare ta retaziotMfra ta f.M'sionegcodctiott diunacur-

T.
va e )a sua torHione iMso)ntn, pr~ndifuno pfr HempUotà un aiatema

coor<!inato (u, e) ortogonatti e ia ooftra tinm L sia p. e. )u't tin~a

o'-coat. i cni oosani di diroziona dc))a tanKeotc sono

~==~ ~==, .=~~i

H H~" ~K~"

c )' e)em<'t)to d' aroo <<s. == ~H <<«.Sic'tumft i dun tnedri di diro~io-

(') n nome ooo 6 aoetto troppo fetieemento. axwtxto in oppooizione cou qoe))"
di cnrrfttnnt geodetic~ per )ft qnxtf non a'intat)<)e);<&la cntvatnra <td)a f;eo<)et)ca
ttm~ante (ohe fotrettbe invem )<t«ttrvttnra nonnate).
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ni
1 X) ~) "ono dn'~tttttneote oongrnenti <-<t!

~K~"
aro

~~U~
az

tri''<tt'o ooordinato posammo porrf

,s,
1 a,c

,ct· X;==t'<)H-~
) f/.<-

–St't~X

/(~

/,E=:Kft)') t A~ }-<-<'H't't't'

/(,~

aveudo it)dtcato cun a PiûMpiezza della rota!:io)te ohé ()ortH, au!)a

pagimt positiva dei piano nortnitte. tt <Miucid<')-e ta tangente a))a

Wa-co8t.ooHtt not'm~!epri))t:i)))tie)t!)n cnrva. Om, per le fot'tnoiedi

Frenet, itbbiamo in grandeKXtt e ttegno

'=~=
'-S~

T
j~E i

e sostituendo i valori precedcuti M tt'«va Hubito

1 do U'

;M(/</ it/E('
on9ia périt) (25):

2ti
1

j~
t

<~
1

T"T..
'T.~

t

che è ht f~rmoin tiotnandah).

Corne si vede, tu toraione geodetica ooincide cott'aNaotnth per

tntte e Hôte quelle ourve hmgo le quati è costante t'angoto a detttt

normale prineipate cottu oonnate <t)ta auperBoie (il cui piano oscuht-

tore è inctinato d' nn angoto costante autta auperNeie). Per
<!="

abbiamo le )inee asintotiohH chc formano tM))o una aemptiop uttinitA

(reale o itMmagixaria); par ogui aitro valore (tMo d) o le tiuee cor-

riapondeuti {brtnatto una <topp)a inHoita, couse no) eaao particolare

'?==()che con'iapMtdc aile tufee geodetiche. Maoifeatamente le tioee

in oonftidarazinne possono anche dennirai cotne quelle htM~o ~xa<t

il rapyof<o della CM~a<M<'ageodetica alla cM~n<K~ wc~tt~e ww<tco.

it<<tM<Ck /tM<<~= tgo.

Di qui, apj)ti<!ando la fortno!a de) Bonnet e qnaHM d' En!erf, Hi

forma subito )' eqnazione <!iffem))i!ia)e ~t Mc~M~ 0)'<~<K<di oui te

)inee it) (Hscorao danno gli integiuli.



~U.
Teoreml sut)' tntegrazione de)!' equaz!one dUferenztate

dette ttnee geodettcho.

KitfnnMndo a)))) <<quHKio))fditt<'r<'nxiMtc df)te tiuec j.;t'od('ti''hc. tm

diKtno or)t a dan) ft)cum (.etjtetni ~em'rati ctie ne rigutn'tttmo )' int'

grnxi'M)0, p<'r la quttt cosa ci t'it'critttuu p!nticc')i)nnpnte tu riauttati

ooMMOK~itial 100< ohé c~Hegsuo ht ) iocrot deUo geo<teticbe cotht

iotegraztonp deU' cqnaxiono H 'tt'rivitte tH~-zu~i ttft pt'imo onhue.

~==).

oasitt tt

(37) E 2 F~ (.
( Kf: t.(27)

l
2

«'~ ~«/

= 1 ¡¡ F',

A't of; Motuxiooe pttrti<'o))u'H di <)n<'sta cooixjuxxh' n)) M)Kt<')nx

di iittee Hntht Hnpfrfioie «==:<;o&t. <:he foof) ft<'<")<'t)<:Mt))f)tt<'t'ant)-

)ete f 0 <*t'ttn'o <)et)a Kectteticbe ort~onhi). ')*! t))Mt))f<'atf o))'' "('

è Notuiiionp <)<'))« (27) tittf è nt)('))'' "-{-<' (('< ('f'MhUtt~ !)rhit)i)n)t);

per~ ta)c c«8tantc citf t!~m'a in f<«tH n«n m'Oc <~rivHtf ai ri~nt't'df't'tt

oomu MfKMMtM~e.

Suppontamo ora <U conOM'cn' deUn (3?) nna notHxiottf

(28) = (M, < ~)

<!0tttenonte noa coabtnte eMM~M/e e (non additivo) e snpt'aniMtno a)-

treai ohé 6, ri~uardata corne funzione det parametro oia dcriva-

Mtf, insieme a))<%derivatf Se diamo ad « ne!)a (28) un
<)M ~f

qaainoqne vatorc partiootarc <t,. )<*!inGe

')(«,f,K.)==<!OHt.'<'

sono geodeticiuuentc p)trat)N)f f le tot-o tnticttorip oftogotta)) fono

quindi geodetichc. Ma ora, tx'Ue ipotesi ffttt< stamo in gradn di

asaware aubtto ut termini thtiti queste t;(!odetiche ortogonati. Deri-

vando infatti t' idoutità (27) rispctto a! paramètre a, chc non <'oon-

Mnutu in E, F, G, ottpniamo



:«)<) C.U'n'uLuvt.– ~.I!t

). (. + ¿,I¡)
=". r

ff ('</< tf
1 +

f« <<' rt'«(.

=

OHttitt

V(~ ~")==".
<«/ I·

Mtt queitttt t's{Mi)t)M)). M) cbt< )~ Uu~t)

<J(K, f~ «“)== t~

ha)Ht<'p<}rtr!tittt<H-it!Ct'tt~o<ta)i)f

/t'

~~=~

In qnaii sono o'iunque )MgModctu'he ort~gouati oert:at<f. Duoque: ae

<<<}</M~K«.<0!M 9 ss 1 <tt WNOMe tfMM <0<M.?M)te9 ~«~ < t'OM<t«N

c~<t<ft«<eM<'<t<e«t<e~M f«<d~<c<!).<'e~)«f<'tcH<'

(~) ~.==~,
CM

ove « w<<eK~f</?M<te j!) ~ecM t'«)'M)'e & ~ar« KM«<t<<M«t'ï) di {{eo-

'tetictie ortot!<)t))t)i aMe <taee 0 («~ =~ coMt. e 0 Mt'~ p!'e<'M<!meM<e

(' «rco <!e~ dette ~eo<~e<<c/t<!coMtpfeM /'r<t <<«eloro <r«<ef(of~ o~~otK(K.

Ë fttcitM ont vot~re ohp, faceodo vnrittre t)e))a (28) ancho !<t co*

atantH a, ai ttvnumo cfMi tuttc le geudMt.iche dfHa Hoperticie (t) di

aua oottvenienLe re~ione), siofhè )~ (28) viene a ntppresetthtre ta

HqtM!:if)t)e i)t tunnin) Ooiti delle ~eodetictx' eotte due coatauti urbi-

trarie a, &. Per vedHra qnesto con (ihiarezza bisogun tMostraro ohé,

disponetxio oonvet)i<i))tHn)eMtt' di <t,&~ ai pnô fare usoire la geodetica

(28) dit un pnnt« tH-bihttriu (Mo,o.) de))tt auperHoie i)) dit'ezione arbi.

traria tissu.ta du) rapporte La qu<~tiot)6 si riporta innnediatM
<!)<

tneote dttHe gef)detiob<' M))etraiettorif ot'tu~onaH e(«,o,<t)==(h Ora

pfr faro naciro nnn tate )i)t6a dat pnoto (M,) boata pret)derec==9 A

(:ao, v~eca)>e 9ustnto ulls; ~ilre7illlle
tc~t

(«~, ft), H quantu nHa direziutte ~}; t )
t 'ûN\"M/o Il M~~t

\~7..
dO hrl

basta cooaidft'are che ne) mppM'todetit' dt'nvate ,–tacoataotp
~K (~
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a eutn* t'&'cttivMMtfote, !))t))))tHnt) per )a (27) t~ attrehbft'o prive )e

dne derifttt' ed « ~rfbt'f iut<titi\'M if) ooutro t'ipotesi. Ma tdtMtt

pet'dtno
a)––)

))vt()(')'f)tf'St').[n:)toA,nott resta che M dft<')')ni-

!)MrfH<tttMn'MquH!ti<'nf(te)h)t"m)M

'K"«'

dove -t t'.
CMra

Appoggiondosi Mu qttp)!:<ifisuttati <* Mu))a t')'oposixion<' :tUa Ht)''

tte) 10C, po)!aia<no on' dioxwtmft' t'httpot'tHnte tforema di Jacob):

B<K<<fMKOtCet'C«M ~t~Mfe ~ff~C, Cf'Wuna C<Mf<<!tt<e<!t'&f«< <t,

~«' e<~«t~tOK<!d~fetMM~ deMe ~fo~etfcAc pey ~ee~e cMt MMO~«n<FM<-

<Km Mt <<!nK~ ,Mtt< e~«<t<Me<!<~t«'~e <MM.

SiaiuMti

</<-= y(x. r.
f/K <

nu tale ittte~rate pt'!mo. Se ai dà aHa '-ostnnte a un va)orc ti~o, le

tinee intégra)) <!) queota eqnHxi'MX'sunu ~odetiche, <: te )orotra)<;t-

torie orto~OttaH, <!o)ta eqxHxio'x' <)t)i'er<'))xiH)e

+ F ?) '~M+ (F C ?.) t/t- =-

w~HOqntMdi geodetiemnent)' parnXfte. Pooendo nei rtBn!tato ftnate

<!et 1M A~R-t-F?. B-F -Gf, cou che EB'- SFAB-t-

~G A'
=='(MG–F') (! ~? -t- C y*), si vede che r cspresainne

(t.I~)</K–(F–<~)~<-

K+Ti'~+G~

A n') diSereuxiate psnfto. Cou t)t)a qxttdmtorM si t)Mqnindi ta tttnxione

==
+ +

jf'H+~F?~?''

che è ttHH sohtziotte di A~-=-l f'onteocxte )a costHnte «asenziatc «,

qrmtdtt'pq'taxiottc

==h
na

dà in tcrtnhti ftnit) te tin~c ~nd<'ti<'he.
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Sa ftpptiehittttttt qm'stn teoretua di Jaoobi a! fitoto dette HUperMoe
n ourvtttattt )ttU))t, net qxat~ cano Mi è vist« <tt 1M baature ana

qmMh'atura per averti xn ))ttet;r"tH pt'i'ntt outtuxttcoatMMte )trb)[ntria,
veftiinuo ohé: Mp~t ogni <M~et:~c<e a cMfw<<<«'<tMK~t (IJviluppabil6)

~««<!tOMO<<t~MMM<e delle ~e<M<<!<tOA<*<' Mt<ejjf«t<?? <<«~~«~'«(Mfe.
È questo m) risuttato già nttthitito ne))a te<jrm <)etfe ourve (~. 16).

Ëssu ci dice it) tMMtimzit oh~ ne la t'fn-mtt ditfHt'et~iMte quadrttdoa

H<<«*-)-2F<~«<o-t-G~'è!t corvttmra. nu))~ tMSt.<t))o<tueqntntmt)tre

par rxtxrht alla fo)'tn)t norotida < d~

112.

6eodet!che sulla auperUctedi Liouville.

L' esempio pift t.:6uent)e H't xnptn'tMUte nel qottte i teoremi pré.
cedeMti portaoo M))'i)]t<'gt'azit)ttf cotnpteta de))'equaziot)e de!)e geode.

tiohf è que))o oonstderttto dit Lmuvi))f colle HuporHOc (o tNegtio <'o!

~<*) che porhux) il axo nome. Sono qm~tc )« soporticie suttc qustli
esiaKtttf) ~a~<co<«rt ftistetni ortogottati i~ntermi ohe dànoo al th* ta

f0t'))))t

(29) [~ (K) (e)] (<<?'-{- ~t").

dove il fattore X eatfrMÈ tu somtOtt di due fn~xioni, MMaw(x) della

aota M/ t'tdtra della soht f.

i~rimn di tutto 'MMtterixxitUMO ~e<MM<;<n'<Mt)M~eqnesti partXM)&ri

~iatetni iaotertni colle osserv~ioui ae~m'oti dovute a! Dini ('). Can

~Huno neUtt (29) i tMtrttmtttri M,w in

M==tt (M,) <= t'ff,),

per nmdo ch<' si abbia

j~r+~.)~(~<<<)t ~<'

e ponendM

~x, <

sen') =: <'u.s ==sen fi r
.la nur II _~L.

<(~r-) jt'&'(«)+~')'

') Sopf<tun /M'o6<<t)tadella )'<tpp)'<«tt<<M'<ottt{/eo~f«ti<'<t'!i Kt<t<ttp<r<te!<'«~)fn)<?'«<-

tm (.\naa)i di matemttiea t. ttt tt<69).



CEOUK'HCHE SUt~LR SUPJEHMCtN Ut MOt/VthLE

))t(~)'tiveMtM

(30) .== + ~.L
W'U'O' t!.tH'«Il

oho 6 forma on'ittteriatiw per atHaoi «<t iperbote geodetiohf ortogo-

naH (~. 108). Vic~VHt'm se un aint.H)un(30) di attisât ed iperbote geo-

detiche orto~o))a)i 6 iuoltre lsotermo, Mu cangifHnento di p~ram~tri

]o fidnee nUtt fortMtt (29) 'H LionviXe. Difatti ttvremo allora

<Mn U funzione <ti M, e Vdif,, on<!<')M)tret't<tSGfiv«re
c<)~H V

>renH = U rsnra 6 = -~· (i, C; V) V)SOU = t!'M == (Ac= t,7 -t- V)

~A

e't xvendot))

<(U'}-V~/f~).

basterà iotM'tm'rf i ouovi ptu'a)not)'i

t<°-~tj(~ )'V<<)',

per avère lit forma di Liouvitte. PoBainmo dnnque dire: Le M<p<t'/t-

c<e ~t Lt'OMPtMeMMo quelle cite tMM~<M<e <jf<«tM<'doppio ~<~ON<toWc.

gonale dt eM<M<ed tper<'o&'~eo~oAe, che &t<[tMoMre MO~t'oo (').

Ed ora proviam" fttcitmentH che per le ttupertioie di Liouville (ri-

dotte il d<' aXa for)))tt (29)) le Reodettohe si hfH)))0 con quadrature.

BiMtar& trovare no~ aottMiooo 8 oon ona cosbmtc easeoxiMtf « della

eqntM)<!M (27), «ioè qni doHtt

f.f< ~e
="(")+~<)

caa êar l

11.re + (1')
~« < Cf

Par cio oerchiam') ~na sohtitioon deXit fortn~

f<==U-V

con U t'afMtone <!i K, <' V ')! v. Dovrmno avfrp

u"v"==x («)-.)-<)'

(') Si pnf)ie);)!'M«dei criteri <:hepermnttotM)Ai .toci'twe <ettMitt~f<Miet)<se))))

da.to <<)'Mridneibite )tt)a forma<t)_L)6)tvi))e(Cf. p~rtien~rtaente Rt<;<'<Lei-ioui

MU&Maria 'te))*!Supertteie (Litogratia Drneker Padovx tS98) Cap. VII).
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otMM

U'9!(«)~('-)– V"

e siccotub a sinistm ttbbitttuo <m~ fuuiiione deiht aoht M, a deatta

Hun t'ut'Muttedeita aotft c, t'Hxa H t'ttttrx o~~gtit't'mtMo ttUftcuxtftMte

ade)t'ef)tottt'bit.)t)Htt.

MudtHftt'~(!ci)<.ntodm~ueMH<'HO))thxi<M)ti)ntt()!<[(*prfU)temtu

L"=jt'-x('<) ~'<. V'=:(f)-~ n

osfjna

(.u) (t<7~-a' ± ? (~<'

Dopo ciu, pei tnor''t))) a) pitragrafo pt'fcedeote, sar&

5e

l'equaxioue temunt tiniti dotte gtiodettctx', osaiit

(~ << .=.,(82)

.(M)+« a /~(!.)-«

= 11

e ta (31) t'i darà )'an:o 9 dfH« g~ottcH~hf stc~sc.

È da osacrvitriti obf, iodicttudo con t'M))go)o d'ioctinazione dette

geodetiehe suite e, <ta))a formola

.~('')-<'
== ==

it~(«) -< a

riautta che un iut<'f;ntte primo con uxa coshtnte arbitraria a dett' e-

qnazi~ue dette goudetiche &

(33) ()))<M)H'-t Tt(M)S<'))* =.

~.113.

Le geodetiche su))e superficie di rotazione.

Gli osempi più notevoti di NHpe)! 'ti Liouville aouo le ao-

perticte di rot&ziona, S! le autM!'aeie dt ae<!oudog)'ado. o q<iadnoh6.

Tratthuno nel pt'eMente pttragrttfo il prituo caso, riaerb~udoci fra

bfûve i* 6sa)N6de) aeeoudo (V.* §. 118).

Per )um auper«ote di rotaziotte l' etemeoto lineare è dato da
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:0

<=< -t/c\,r==-(M).

oheridottotti pat'<K)~tt-iiH<)t))ctriM)t<=~ I. ~rr- ,t',xenviam"

~(<f~).

Queato 6 )tn <Mso)Mt'tic~)i<)'<' d«)))t t'ortoit (~9/ <ii Li'MviXo, <'<ii-

ttpo))de))tep.<apreMde)'e

v.(M,)=~(rj-,0.

La cootaate a neUa for)no)a (31), <)ov)'A ttvcre, lier rcstat't' n''t

OtttNpo reatf, tin vtt)or<*xe~tHivo poniamo

<t=-

e i* eqoaiiione (32) in termini Huit) dette ~podctiotx', HMtitHeo'tovi

per du, di venta
r

(34 t~=iA~ ~+<

).j!

e la (31) che dà )' a<'co <t <Io)))t ~codftiett

(85) -= n t-
+

~.<

).

Se ne))a (34) teniatno fiaaa la ooatante k (eoatante di Oairnnt) e

f~ociamo Vtt~iaro la coat~ote C tMhUtiva xeHa !o)tgttu<!ine, si lia tn:).

ttifeatameut~ nn sist~ma oo di geodetiohe tatte eottgrnenti fut !<'nj

per rotazione attorno aU'aaae se si tnantiene Raso itaogno oeXa (34),

ovvaro le loro aitnmetriche (rispetto a(! un )<iimo merittiano) He si

cangia noi contrario.

ï! aigttiNoato della costante < si riconosce net migtior ntodo rx'fx

reutio a))' iutegra!e ))t'))t)o (33) chc qni si achve

)'8en;"='A',

ed eaprime il teorema <Ii OaÎMnt: LMt)~ «Ma KtMa geodetica ~e~<t

<Mp~o«! <« fo(a.)'e<te <*eM<a<t<eil pf~«o de< )'<<Mp<!T«~<«pe~

NCttodeM'aK~o~o < <)tc!<Ka~OMe<«< tHe~'M~M~. AI vatnra &== 0 <)c))a

ooatante di Oairant oornspondotto evideutetnente i )neri<!ia)ti ateasi;

per ogni valore f1i k il corao o~'ottivo dojta geodetiot rin)ane Hmi-
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t!t['<!t<tne)tnn'gi<)uocvMitt'!teK'dt') par.tth'ht xxpentA'.Sevi

.-wHt)du''pttt'a)~tidiq)teMto )ni)ntt)') t.~i't'A', )a geodetica reat~

ne)):t xooM e<n))pro8.t fr't qncMti dm', fd il ~uo coMo t'onsta in gène*

r:ttë di itttittiti .tt-chi che toccimo )))t«nMta))(M))f i due pM-a)!u)i(').

114.

t! teorema di Gauss sulla curvatura totale

di un triangoto geodetico

KirM'ttMuw a)))t teoriit delle lince ~c'~h'Uuhe soprit untt superficM

qnittnnq'te S e 'cousideriitmo, t'on Gans~, mt ~'MK~o </eode<tceABC,
i <jtti btti AB, HU, OA si<UM cioè tre m'ohi ~odutici, M supponiamo

ohé esso 'tetitniti nott reK'<~e se)))p)i''f)u~ttto connesHtt di punti r6-

i;o)at'i, co)npr<'Bi i vertici.

Int('chi<nni!un(tc«TMt'<rM~H/<' <)i)tt)'in'6!)2df))))ttU)x'r-
ttoie )' iutfgndc doppio <t' fn'ca

N K(")~=-~ K(M,)
(. L7'j.

t~stt'so !t ttttbt I' !)rea 2 (~).

Prt'ndixmo M tinef ooordioate p )t' ~et~tetictn' uscenti dxt vertige

e per pitrittoetro B i'an~'tu )<))'<)d'inctixuxionc suHa ge<)d''tioa

H.ssit AB(~==U); n tinec <i<wrdm!tt'' '< pt'cxdhuno le loro tratettorie

-trt'~oo~)), cioè i <)ir<'f))i KMdetioi :)i t'«utt'<t A, ''onhutdo inottre t'MM

«. dfUe geodetichM :t pat-tire da. A. H prenderà qui ta forma geo.

dericapotaM

<=f<<r L-c~r,

~)nfm)xiom'~CsodttisfftAM))f(!Ottdixi<«tt(~.l«7)

~) ==" ·I
=i.,36) (1

M==*t) ~f'f M=~()

= J,

Pur t)t om'vatnra K <m) pnnt" ('f, o) nbhia)))o

'.f~<:)\L=t– 1
~<f rM*

~) V.' per pth ampio cmxtiderMtM)!UAKB"t.'xT. Ht. Lirre \'f Chap. I.

t') He "i ft lu r~pprfsent<t!!ione"feriot di 2 <ch') si ~appone ric«prite )a <t<erh

t")nuti!)«)oxtrat" t!tc!trv:ttttr))<')t!)tediBn~tt'dtrochet'are&eKettiva,')e))tt

iMnM!tgine<fer!c<t.
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<*)?)')'<')''t)«'nt«<t':ttCit

~(~«<t'.

S<'indi<'hin)t'«th)mjm'<;<))( Hht ''urvHtum t~tatc <)<') )t-i)t))K"t<)

gfttdftico A OC, xitrt't

'<<<. '` Y (~ durts·I' rln,

W
U r~ Li tlst,

A

'!ov('AKig))iti<t)')mgf))«)))A'h')t)')t)))go)o.

Ris))!taqMitt<ti

(36~ <~p~f(~
1

P CM /<(-='t) ~M

<)o\-<')«'r)!t(::)6)~
')I

tt
=:).ut<-nt)-ei)\t)<)«'f)<-).sf"'<)t)d<t tf)

'f'«/K-rU CI

<t)itx<– <<<ia)<!f))!)h)m')))U!)tf)tf<'))<'t-ic()d<'))'t<)'<'«j{'t"H<'
rM

)'U)~')i)qt)!))t'<)'t'itto)(t!t)'<'qU)txi<))n'<ti(}a))ttK(!0)!l()4

rM

La(3C*)<)i\'t't)t«quiudi

~==~<

<'tt)t<'H'r)tft'<<'
A

B = A ')(.

'tnvfUjt, i<)<Hcat)<)iava)())-)di')inBe(~Hv''rs<)))f)S)tivf'<it-)-
i' i)r(M)p'oth't'co BC si pno pt-oHierc du B V)W) (J (c,t-<"«')'t)t<'con <-),

<'<titf)om(')

A A

')H==.H, '),. ==c

('1 8" o) prendesse }x'r verxe pnsitivo qnn))ndi CH, teuend" ''euto dp) "CM"

<)ef:))!tt)gf))iovr<nnt')

A A

'),;==~H.=K-+C

eriturnere)<))ea))!t))t6!<t!)tfuruK))aper8.
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<ttt'tM'')M))))!t

A A A
!=.\ H ~0-~

Qm'H)!tn<)tf\'o!t<t<'rtnotMenpri)ttfi)tc()t't')uadi(tMns.s: La OMf-

''<!<«fft <H~a<<'<<t?? <r«ut~o~ ~e<'<<e<<eo,«x
~K<t/M«~«e <tt~t'ctC, e~«H-

<M ecMMO della jtOMtMta<<e<awot tre <tM~o<!Jttt <<««<tM~f<<rt't<<.

Sittutich' scc')Mt<t)ttotHt'))teK~>0,M)H!ht'a~>0,sc)))VHt'e.è

sexn'n! K <~ 0, !m':he H <~ 0; per cië Ho t'area thnitutod))) U'iMOgoto

t{<'<")etit'octt)H))aptU)U''))ittici,)ftn(M)))Kt dei tr<<)tnf!<')iHnpera

()nGr<i'Mi,<tc)nv<'<'Gittternn'ttt)ne retti se i pm)ti sotx'tutti

))mrbu)i<;i. tx ))f))tic'))in'H HMK mm coMtttuto c t)ou nutta ai ha M ==:

c f~ t- t'~en'tu X )' ttMH '!at triangoto A'opM <~<Kj)Mpet'cte

f< ct«'f<!fK)'« c<M<<tM<e~<o« Mt<H~ r f<e« tM ~'«Mt~o~ p<-t)~o)'<Mta<e

n n n
«~' ec<;<-MoA + li + U K.

A A A
In th)e tte) cHatf K==M')otJesvi)uppKb)Hx) h« sctopt'e A-}-B-j C==<r,

cotoo in ~fotuett'i~ ))).t)~, ciô oht: & ben natundo (~saettdo le dette

!tU)))ertic)f'HMtf))dihi)isn)))i!t)<o.

US.

Stst~m! dopp~ orto~onati d) ttnee a curvatura geodetica costante.

8") )'inno e snna fft'ra osistono (!oppi sistoni ortogooati di circoU,

oioè <H fixée ciitKomm <)f))c qnati è )) curvattUM ~eodeticft coatantm

~.57).

Le 8t)pH)-ti<'ioant)e qn:t)i t'siHtooH <!opp! sistemi ortof; di !e<'

tntte M <i))t-V!ttnt'!tKeo<tetic<t <!<Mt!<nteHooo auperHcte ~ccM/t, per le

qnaH
aodifun" or!< a ricercMe ta <'orriapon(~nte forma de) <<<

Abbixsi auHa Bupo'tic.)'' 8 uo (toppio siatema ot'tt'gonate

H ~M' + <j <<p*

le cui tinee )t ==cost.~ abbiano ta curvatura geodotica ===
P'<

1 `~j l~ Îl117Z1Ui18(lellfl 50Ifl Zd,e er~i gnollo w~uoat. lu curva~fnuzione <te!)a <w)a M, e <M't qneno t"(!oat. ta curva

;K(ir
t t ~M

iv

turn geolleticl&
--1 .=: t'ullziolle della Holu.v, youiamotura geodetica ~=

~ËG
~t'

tuoxtone dena aota pouamo



~STKMf UOt't't OHTOCOXALf SU~

j~~

3

¡"

_)' ·

1

I
E

_<

eperb)'<'R()r<'ssiunc

A ttttdiH'Fe))xittte<').'M)tt<u,citt6<'SMtt<n))Mf)thxiu))c?t~))<'

~=fJyH, ~-V~C.

of)S)M

8oHtituo))do))e)Pntta<)ne))'n)tr)t<)o))f(37),))f'vift)<'p('t-~t'<'<)Utt-
xione a <t«rivate parx)!))i

il cni inte~ratt' ~oncrat~ <'

easondo c((K),~())) funxioni iubitt'iu-io )<t pntna di « ht SMtontta <!i r.

~atioraabbiamo

(37')
[?.(«);.)(<')]''U' V

·

nhnat!tOKn~iKrGi)(nnt)net.riM,Mp~rridnr)<'a))nt't)n))a('ttt'!tttoriati('!t

..=~ ·

D))nqn& itOanto: ~M< tfopptM «~e~M o~c<yoM~ < ~ttM (')<)*«

<K~<yeo<M<M<<;M<<tM<ef! «<'<!MM<'MtMe<t<eMn~'t'MM),<' C<tt')'()!pOH~<'«</«

~fM<t <t~ce<N~MMf~Ct'M~Mf (38) d< f~

~H(, ~KU

XerisHttit

V~~==L-

f;M f- ~·

U/)'« \G~

f/K CCt'

1 E'~ ) ff
~H=- ~(T==

tj~tt V r'

~?~?

c«ct' fMc~

«!==)f)H
1

=

«(")+?('-)

'U.-j-V.)'
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tt(V<))'namf~<i <ti)UfMt)')!H)t~che: -S'e Kt M)t ~tpp~ oM/e~H or/o~-
M<t<C(~ tW<t~<Mt~<6 <tMM tt~<' f<M <tM<M«tJ<OK«« CKfC«<My«j/CO~CttCO

<'<«f«)t<e,/o <<CM«acc<e pef ~tteMf <te«' <t~<'o.

H infitt.t), ))t'pj;)ien<)<)('«rtunett') iM~xtt'tru'i, ttbb)!)t)i

~A(</M' <

indii

A~' t").'

n pur cottSHgueom

~p~A/LY
~t' p. ~M p.

~e 1 1 uon aoutiene Il 1 1.. u, aiôSe <)u))qun uon oontiene w, t'attra non contiet«i «, cio

nu
cite dà il teoreoM.

Xet cuiM)poi che tntte te Hneo di nn siatema «bbhmo ta <<MM

unrv~tnnt geodetictt costaute, ht Hnpertieie ha corvatura couttmte né-

gative o nuXa, corne già ttbbiatno dimoatrato ai 100,at)xi uel OMBo

più generale che to tim'e (têt ttoppio 8i8tema «t t<tgH)to aotto angoto

coatante ~Matnnque.

116.

Superficie rappresentabtti geodettcamente sul piano

Teorema d! Bettram!.

C))inde)-e)t)0 il présente Uapitoto oott'eaatne di un bnportante pro-

b)ema, it probtema deUit )'<tp~M'e«eat<tZto<M~eocfcttM di una auperiicie

sopnt un' aitra, per far eonosoero gli intereaaxnti riauttati ottennti

dal Bettt'ami e sacoesaivamentû da) Dini.

Dirt-mo che una anperttoie 8' è rappresent~ta goodetiounente ao-

pra Htt'attra (m)a regione di 8~ aopra Mna regicae di 8) MGvi è una

oot'ritipondeoxa dei <M'o~«)t<t ohé conservi le tiuee geodetiohe, oio6

to)H che qxaodo nn punto an S (an 8') deaorivo nna geodotioH, il

corriHpondenLe di 8' (di 8) deaonva e~tMtmeutc )tUK geodetic~.

H pnmtt di tatto dotnandiamooi oo) Betttmni (*): Kaiatono anper-

tioie rappreaMntttbi)) geodetionnente au! pitmo? totanto éohi~rogeo-

(') AMMtt))<):tMMtexttHiet.Série t* C. VU (1865) OpMe ceutptete T. t* Metn.

XIV ([M){.363.~0).
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KtMtt'icfmwtc ohé <~ni piau~ è t'appf't.attta'ute KefMtct.icimmttU'itopt.t.

<tHft)troj)ittMO,t))ptt'!U)t«t)U!t(})!!t)n)<))tn' OM<f<~at'mi)t))<- pitX)):

OHht)qneatesi)U)tttHU)t)<:ht< t~ppn'sentttxifo! j{eMt<iticht',tt)tc)t<*tH i

rtigioui pittuo U)uiMtt< t'Mtm soit'ttttnt, mt-a tôt brcv pM'<;).<f(t< Ma

itMche tUtit sfent è raptu-t'Hfntabitc {!K<h)<;tit;a)t)Gntt-sx) (.iauo, m-) t~.

dopiit8fi)np)iotj <:un projexiu)~ <!t')tt.rM)e<)t.t)aMt")it!))t)))i!mo (t-h~

<!fmgitti<th'(:u)t)))!t!)si)t)iin)-ftt<'),)t)))tf)t))th' )nujt'xiut~ ct'xtnttt' si

puôpoiftu-ttftfuirettnit <)U!thtuf)m' t)mo{:t'atht n.') )H!)))o. Dnxqm'
tutte te ttu(.)M'M<!J«« «)tt-v<tt)tt-M«tM~otc )tt))):t o jM~-sitiv!)(Mn'tu)~ to

steaao <<<'de) ttiano o della sfer~ ~tranoo t'appt'eseotubi): gcodetiot
tnenta sut ptano. Mtt ))t ateosa prophète :n'partiote anche Mttemtper.
tioie a ourvatHM costante aegtttivM (pseadoNferiche), cotne più t:u'di

xpiegheretno dttfastunente (V.' Cnp. XIV). Ora t'hMport'tntfrisnttato

'joasoguito da) Bettr~mi jtettft tneotoria oitattt coasiate ne) tt-oretui)

Le o<~es<tper/:ete a ctt~afM~ cotten~e MHo rttpp)'<!MM~t<<t~ec~cN-
camett<e <K~p~Mû.

Per dtmoatntrto, supponiamo di avère Hnn aapfrticie S Dtppresfn.
tata goodetiotunente sopra un pifmo e, 6 aeetto sopnt R un sistoma

coordinato oarte9!a,uo («~ o), orto~onate od "Miqno, suppottiamo che

il de))a 8 riferito atto linee MMrispoadcoti K,t sitt

(3H) <~ = E <f«' +2 F f<Mde + C ~r

Siocotne t'pquazione differettxiatf; delle f(~od''tioh<' s"p)'!) Se <)!<t:t

da))affM~p(tg.a77

(4C) ~='+f2.L."J.-(40)
h' '[ <t' ~)J n'

t.'

e per le noatre ipoterü dowe ooinaidero "1' /2'. '2'c per )e nostre ipoteai deve ooinoidere oott'cqnaitioue ditîo'enxht~

~==0 p

delle geodetiche sut piano (oo))' ingrate g<;oera)M t- ==au j! < <<

esaendo cnstanM), i copNoipttti E,F,& net)M(38) dovrtmuosoddtafare

aUe aegnenti qaattro coodixioni (nMaasnrie e snMc~nt)):

!'J:?h"
(1

)2i- 111

(41)

'~==3'~ '~B'
)l' ~2' '1''

Da queste noi audiamo ora fitoihnpnto a dedurre che <t<pct:/f<'« 8
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ha «ee<f<MM(W«mt!M<ela û)tff<t(wf<t K o~Mttc. Per qneato ncorriamû

!t))K q"t' tM'uote (tV) 41 (pt~. tOl) par t)t curv~turt). K, le

'juati, h'nctutv prfseote )o (41), (iiveatahu

KK=' Kt.'=='L
u« f <H 3p<Ni

'-t2;l

KG=.KF~<.
'1' f)<. )l ~1' o« ~1'

D' a)tm parte ricordia~o che E, F, G soddiafatto in ogp) caso

identioMtente aile equa!:iot)i 'ii Co<!tM:zt

~p ~_)tl/
'~M 1' 'l'j '3'

I~ ft~ ~)<– === <-<'"r"(< t "r" ~'t
<,« ~lt ['t' )3'j ''3' 2

le qunti per le (41) si ri~ncono H)h'

i'='~K-F
d9v bit 1 3 <

(44)

~=.G-}~F.
~x 3o <

Fto-tnando a))ora (taUe (42) <tet)a printM tixea il biaomio (KE)
oM

-*L(KF), e aimihnente <ht))a seoooda !iMea –(KF)- –(KG), os.
c« ~f ~M

servando le (42) e (44) steHac, oMeniamo

ëK pëK__f u
~C CMêJv 8ft

P~-<~=.
()P CM

P ))er consegupn!!))

~K <)K
==0' –===~'

f))f ne

ttiof- K==<:oi<t.'<' o. d. <).
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Uf mvet'mmxit~e <tgoi t<ttp«Ht<:ieu cm-vatm-it ~osumtc Mm rap
ptHseuhthtte in <o* tuudi {{eodëti'-mttentf aut pimo tthbmtttogi&Mupr't
co))S[)tUtt<t t:<'<"«atricmuentt)pM-K==Ut'perK positiva, nmit-vtm

doci di trattaro a m<' t~mpo il <;H8u<!i K oo~ativa.

Qui co)t)p)etia)uo quosti riauttitti <;u) dintoHtrarc cht': <e MM<c/«-

fO[~t'MM<<MM< ~~«cAc <<tKM*«fM p«<M« H <0pr<t KM'<t«t'« <(~'<'«

~~<!t<t !}' wMo le eM~f<t/!< Pr<<m))M)n«ttn jmnto quittuoqoe A tli H
ad il cutTispoudeoMi A' di itt fMaciu dt rette pft- A comHpoodo

per ipotesi il fasoio <)i rette per A' e i due fasci Hono c<r<<WteM~

pfOM«~~ perche qnent!t è Utht proprictA g(}))<'ra)e f)ei fasci di <Hrf-

zion! curriopoMjenti Ht una Mpp~sextMzioue qmttHHquf! (~ 62}, p!t(f.
ISA). Ma aXorn ogui attra ooppia B, B' di ptmti oofrispomienti dura

egna)ment6ttup faaci p)'<uettivi; qnmdi pt'eBo u)t qutdunque punto
C it) S, il con'ispoodeute 0' in M' ai avrà Hppunto t'oMe iuteMexionc

dei <))~ r)tf{f;i A'C',B'0'cort'Mpondpnti,ne))eriap~tt)ve protêt tivittt,
a') AC, BC. La MstrnziMte dà 'hmqne m)' ootogmMtt ohé Mi este«<)e
acnz' !t)tro, ottre )e regio)) S, S' supposto, ai pin))i o«)t)pifti.

117.

Problemageneraledella rappre$entaz)onegeodetica.
Toorema de) Dini.

Dtt) caab particotare de) Bfttratni paaattuno ofa a qncHo j~tx~-at''
trattato e riaotnto (ta) Dmi. (') dotnandandc <)i trovan; tutte le cep.

pie 8, 8' di soptu-acif rappn'HMntabiH geodeticaMeote l' nua sut)' ul.

tra. Avvertiamo esptioit~toeute ohé le aup~'Hoie S, 8' (u le loro re-

gioui in cot)si<)erai:iot)e) 8i ttuppoo~no t-eaH f reMte ht rappreaatttK.
zioue. Intanto osaorviatno subito il oaso ovvio ch6 )« dua supcrtiMie

8, 8' ftiaoo ai'niti, o tneg)i« i loro <?~ sitnx) it) rapporte ':onttn)tc,
nel qnat caaM è evideute ch~ la r~tazione di simiHtndinc 'htt'a axctto
noa rxppreMMtnziooe ge«detic<< <]) S, S'. Queato tMW trop)'o uvvit't

s' inteoderà net aeguito aetnprf «actuso.

8iano

(45)

<~ == K ~K*4- 2 F~K/h' <; ~<

(4B)
( ~'< = H' f/,t'! J- 2 )-" <<«< (,' <

(') Sopr~ Nnprobtenxtohé si preoenta ne))a teurla ~enerttte de))M rajtprfscntt).
itiane geogmaot <Uxno ~nperttoieaoptft un' attra (Annali di tMntextttticKf~-rie t
t. !!t ]M9.
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i hapetttvi <~s' <H H, S', riferite Mt un qoatuuque H~tco~ («~ f) di

)iuee ccrt'iMpoodeoti. La rappreaentttziooe e~'udo per iptttesi géode.

tieit, avretuo, corne coudizione tXMit'fMMt'tttf st)<Hei<'ntp, ehc t'equa
ziono <)i0erenxi<t)e (40) (!ett<' tfeodetteho <!eU~ S dovrà fointtidere

co!)' a<ttdog)t per 8'. Dunquf i<tt!U)to Ze MM</<<oKt/!<!c<'<tM)'tee <)<

/M« o~!Mo/~ fra < <<<(e~etHM<t ~'M«t)'< ~t< ~<He (46) W «ff r~-

~fe~Mt~MCtM yeo<!e«ca «Mtc e<tpt'CMe(/<!<~~at~'o c~KH~OK!

tH~(H) ~2/~t2~
2 ) 2 < 1 )

(A)

¡

i2i =¡2i' ¡Ii =,)i

~12/tl2; .tH<2, ,11,
3'' < i-1 o i n a t

Ë mauifeato, pe! loro aignittcMto geotnetricc steaso, che qm'xte

qaatti'o retazioui souo di outum Mtf<tt'<KH<n)~cioè sorbnuo )a utessit

ibr)na ottngiando cmutmqne te tiuee coordimne. ?<! a))ora MetoptiH-
chiamo ttt rioerea proudeado K Jiofe (M'ontin~te (<t,c) le !inee pnu-

c~aM detta rappreaeutaztonf (§. 53), onde avreux) iMsieme F = 0,

F'0,e )e cquazioni di oondixioue (A) diventerMono le sp({Hf)'ti:

1
~K~_J~~H

1 ~G' 1 ac

(4a
G' G fa E~~M K c'M

(46) ~~H' J_~ 2<)E loU' 2~G' ~~H' ~~U
toE

E' ~e G' ar E~ G' (~ K~ 'c)K M oc

F' F
Da!)e due utMmo ai ricava subito ehe il rnpporto è ind!-

G~' G'

pendente dit M, e t' a)tro indipeudente <tn r possittmo qn!o-
H~ E'y

di porre

~'==V~ ~u~
`

G" (ï' H" Ë*

'tove U è fnnzione de)tH aot~ M e V <!e!)Hsoht <:(atnbedue positive).
Ne deducituno

(47) E'==~G'=-~V u v<

e introduoendo quest! vatori ueUe due prime (46) ue vieMe
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j<t<* .:<*

(V U) <'<'
==I-: (U V)

~K== <j t;f: !· Il!(

Ma simjotMCil CiMo di U ~= V == coat. 8) f'sctudf, pMn'in' !)))"t!t

i.d))<} ~toMeuti titteari diNerit'ebboru t~tu por ut) fttttM'e cosU)t)t<<,
datte prM:e~fnti ixtcgnmdu avrono

~8) R =
U/ (U- V), r} == (U V) ·

dovf U~ V, fi~no due uuovc rmtxx'ui i'tttitnni~, ht [nuntt deUa x, ht

.secooda della f. Le (17) dA"H" (juindi

p~ ~.VL- (;'=

~\V U/'
(j'

V V U/'

Le d))« aapMsaiutti (45) dt't <h' (tt'cxettttOtx dupu cii) ttt forma

< = (U V) (U,' dit, i V~ ~~)

~J- ~.W'+~.É"),\V U;~ U V

cüe mttuifest»monte iler i't111AJe` itor l' aitrli sllpertiele, ia forma diche mtmifOHtMnente è, tter t'utta e par J'aftK) st)pct't!cie,)it fo)'tutt<!i

Lioavine (~. 112). Di qui il notevu)e ed itxportMtttt! t-iaulttH.o de)

Dini: due Mtpef/tc<e 8. 8' «otta fftp~feMt~ate j/eo~eMo«meM<e<'t<H«

<!«M'a«fa (e M McMe il MMo opeto oMO<e(<ce),MM<&ed«f<tj~<M'<<M~Mtû

alla e~M di ~to«eM<e, le <~ee pnaotpaM della )'<tppfe<M<<<uMe /ut'-

M<tM<!o<«M'«M~ e <«M' ~~fs ~M~Mt'<:<eMa <M<ew<t<M'<o~oM<~eed <«)<cr-

«to eM<M{ed tpefto<e ~ec~ettc&e.

Uost adauque f)o)huit<) le sapetttoie S di Uonvitte a!n)Me).tono

t'itp()reBenbtX)Ot)igeodotiehe su &ttra Nuperitnie (oot) 9))))i)i), oheHono

tt toro volta nnove superHoie di Liotiville. Anzi 6 du osservttre ':he,

oene 6u'a)o!o (49), il prinx) <!<*noo otmgia se si Huntextauc U, V di

UNtt medeainM ooatxnte A, meMtre invece il secondo diventa

1 WU.W V,'<<r~
(50)) </x" ==

Ü 1. h,)̀ )

-4-di'

~V-j-A U+t;\ U V

e qui ta «estante A è esaenKi<t)e. Dunqne:

~K! M<p<!f/!cteS <<t~{cMCt~e <'<tppfMfH<<t&<<e~eo<<e<t<:<tMteH<<f!o~t'«

w* <tMfe )t)tpe!e<e d< Z<t<MtMt«e<<)<t<~t<f.
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ux.

Quadrtche ln corrtspondenza omograflca geodettca.

Uo faempiu na8Mi notevoie di coppiM di superncia n)ppr<'seutHtt<

(;e<)ttetit:)tU)entMt' nntt nu))' attnt Mi htt ncHe qmtdrtcho (anperMciM di

Hocondo grade) m rfhMiotte coOe omogntCe dfUo apaxio.
Uomiderituxu nnttqnainuque ontogratta S dette spaiiio (diverattdn

nna aitniHtttdine). EaistH nno ed ot) fioto siatemtt di qnadrtobe omo-

t'octtti che ()a))n otuogratht H vifue tfaatbrntato in at) atlfo aixtetna di

qutMh'iche otuot'uottti. E iufutti 8i 8tt ohé un Hiatema utnofccttte dt quo
dritih'' m'n è )t)t)'o che «K<t MA<<'fadi quadriche inooritte it) ana nte-

de)!H))tt svitupptd'ite (isotropa) di qottrta ctasae oirooscHtb) ttt Mirco)"

asHotuto C<. Om t'omogntiht H port.! 0~ in uoa ooniftt A, e IR t<ua

itiVft'Stt a"' porti (.'? oeUtt conica B; aUo'a ht achiera di quadrich~

inacritt~ netttt svih)ppabi)e hotropa <)etermin)tta du (B, C~,) è tra-

sformata da))'MO{{''aHM a tteH'attra schiera di quadriohe determittitta

da (U- A). Per o{:)'i pnnto P deiïo spazio pasHano, cône si sa, tre

')uadt-icht' de))M aohiera che ivi ai intersecano ad angolo retto, e le,
tre nurmati ne) pn'tto P t'orn)H))o il triedro trirettattgoto delle direzio-

n) pciocijMti, riHpott.o a') nna qnadt'ica qoatonque de)!a Mhiera. In

partico)aro per chMonna de))'' tre qoadriohe usceoti da P, noa detie

tre dirfzioni prittoiptdi ô fjXHtht d<d)a ttot'txatf, f )<' ottre due segno-
no due tantôt) œttingate Hd o)'tu{{«u'))i, vote H din' te dircxifon

delle tince! di Ot)rvot)tr)).

Xe !)<*g)teil h'oreo))) (caso (Mrtto<t)t)re df) ce)«hre t-foremit di Da-

pin) Nel «.ttfM/t <f(~<oM'fo~o~e delle <j'<M«<ftc/<eOMM/~c<tMle ~Nft~W-
che di </M 4<M~e )te~<e« ~«Mo fM«<<Mme~e~t<! ft)t<yo/o retto) ~;M~
le loro <tw<;e<Mox~a~MM.

Uio pronMso, preudaai mut <))Md)'i(itt qutduxquc Q de)):) prit))))
schier:) e )a qnadrioa Q' ofo'rtiittOttdpnto m'))' Mttm BehifM per t'onx)-

gratin K. L)t rftppreapntHxiooe di Q Hopra Q' <-n))aervn i aiat«<ui c<

niHgttti (poieht ë ttt)'otnof;man); m<t di pitt 6 t'acito vederf cbe co~-

MfM ~McAele ~Mea yco<fe/tc/<e.Per qoeato hoNttt rifiettcm che, se A,
A' sono duo pnttti qtm)tU(')HHoorrtspondcoti dt Q, Q', tdta nnnn)))~

in A a)))< Q oorriopoxde, per l' otnogratht, la n"r)))H)e in A' a))n Q',

qnind! ad ogui ptano norm~te in A )t Q con'iapnttda m) pmoo nor-

ma.)<' in A' )t Q'. R aHom M prt'ndiaxtn nt)a qn)t)t)))f)ne thx'o gMdc
tioa y di Q, sic<!0)n<~i) pouto oso't)ttt.<))'<' in o~! pnnt)) di </ 6 nor-
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nM~aQ,htHnMa~M!~tnt8tftn)(!(t)tfttt)!)tOtno(;rt')~ain)u)ati))ea
<ti Q', ohé «vrà HimitmftttM i) pmoo osonhttore in o~nt pnntu not.

'ntttM H (~~ e aura peroio tma !ht<'H geutteticH.

D'!dtro))dete(met)pr)))t!ip!t(ido)~ <'Kppt-GMem-n!:Mt)t'diQt«~)-H
notto, per <jmn)t<) ai è dette, le Un''<' <)i om-Vtttm-H, f M' Mu~to.

'))atnu~)t)))<)tct)et'o)Mograt)aHttonM):tnt)at)itunitn()i))t<, bMHta M().
pticure il t'iauttttto f!a) Dini ft~bitito xopra per ubtenen' t'Httn) ix)

portantH tem'emtt: Le Mttee di c<«'p<!<Mt'<!~c//« ~M~)'M ~'MM<w «M

«t<<etmo[Motet-Mo di eM<M~ed ~e~f~c ~o~<cAe. ~otM <n-ftttitnostt'M.

t'OMo, ogni quatirion K'ar)t)e tt centro (' in ctfetto t'Hppt'ettoutnhik'

omogrMHoatnonte p g<'o'tetioa)t)«)tt& soj~ra mt'attt'K quath'iea (not) si

mile), tiosioehè ogni qmtdrif't) te centro è a)))t xuperttoie di Liouvitte,
<M))t)eK!& ai cm enunoiato tt! H3. Mu èfaciteinte)t<]fmcb<)mch(<

i patttbotoiftt godons de)ht 'nedeHhnit proprieM, cio ohé f)i pn& <:on

fermare <tir6tt.)m)eMte. C(Mt tMianque <opra oyttt ~tMtdWco<' e~M<~MtM

~t~~Mt~a/e delle ~o<~<oAe va ~<~f<t)'e pet' ~Ma~r~tu'e.
La~ deto'mittaziooe dette Hoee geodetiche a)t)!'6))isHO)de ri tre ttssi

è ntata otteonta la pritna vottu <(a JMobi.

§.

Le copple d) quadriche a centre ln rappresentaztone geodetica.

Andiatt)f ora n noeroare oN'ettivatnfnte, pcr «g))i qttadricafgt'oe-

rate) n centro Q, una seconda qaitdricn Q" tt'aafortoittM oM)o~nta<:a di

Q e itt rappresenttMMMie geodetiott Mpra Q. nisogott per qneato cer-

cure un'0)nogra<ia 8 che tritsfonni il aistetna ooofocate (Q) dctprtni

OHto da Q in un' attro sistetna confoc~e.

Scrivinmo )' equnzione dot aiatcmft (iOttfoMtte (Q) sotto ta coosttettt

fornxt

<5')
T*

-t- t~ 4- ='.
~-j-j- /r-f')p r~

t

<'0)t

"'>~><

X6Ha8ch)<'rttdif)t)f<dri<!h~(Q)8ih!))tt)''f)tMttn)quH<h'ich('!))))iti

')ttt('dnt<'i)'o<~oaaHohtto (<'or)')spf)nd<'nt<' H~c=w)~ tt'f of~tictx'

focaH.
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t, th't pixn't ?==:«(t')HtMw t'c~ttt') !:==–(''
M'–e 0 <t~–c'

j_
-t- t, net pittnn w== <t (tpct'bota) '<== A'

«' &' <<- c

uf

–i- -t-l~.0 tto) pian" .<'=*« (HUi~c itmna~ioKt'itt
~c'

?-«'.

L'outogt-atitt (rcate) cermtttt deve, ))6r qotmt~ a! « vitito sopDt,

caugiare ttt teriMt cottictt io)(U)tgi)).(t'i!t net cirech) Msaohtto, e ('er ciô

intttHto il piano a: ae) phnx) ttH'iotiatEo. tmitcando dauque coo

.c, )e c~oniioate <)H)pnntft nve I*otnogrttHtt S tnMporta it pnnto

(.f, le t'orHt~ta dt'tt' otouKMttaMtnttttto

C V W

,r~==.
x .C

'tov'i )J, V, W dovnnn'o <M<u'<'titti ))<))ino)ttii titx'm'i intfri if) ;t'.)/ x

che )' <*qn!tzi')t)H

.r' +
== t)

')6)t'a!tf))nto e<)nivM)ga <t q~t')):) 'i'-na t.e)'ztt Moict) focate

(f,~ f') -«' ~) (<r ~'t f"~ <) 0

Tt'asconttt'h) un t'ittt~)' '<Ht!tt)te d''mt')H'tht, 'tovt'etno <hm'ju<*

ttV<'t-f~

L-' V W = (“/ /) (~ ~) (“ ,) (~ f) s%

onde segne <:hc U, V, \V ))")t oMitM't'auttu ht .< f )XtUot))0 )W[')'<~<t

MCMOt/t MMf<M~M~MHe OftO~Mft/e, Mt'~rn U, V. W, Oi~è MHx. t/,

{r =. ~(~– ~) («~ c'), V -=. W

Dnnqn~ t' muu~nttta ceMMta S <tnto, )' ott'oo <t) tnnvitncot) <?

omototie, dni)« fot'm(t)H:

(<f ~–C'') -r.! '.7– Il
(82) !E==~)/=-~<r– <r–<

QtX'st!) pnogitt <'N'~ttivntt)Rt)ff il siffcma <:onf"catt' (5)) ne))'n)tro
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?

(«' <)(<~ c') -(< -p) («' -) (f -i

«'-jp f- ~t'j"!i «'-? ?

ohf 6 aMcum c')))fo'Mt)< at<xt ooiMctdt' cf~) Bi~tt'toa (6H) atesso ~o'ihÈ

))M(!tO

;3)
~(t'

~.)) p~=:

«*

)'f<)U!txi<WMdf'!))iate)))asitK:t'ivf

~< MÏ <*

(51*) .(- _==i.

«' ~'T-f' f~ ~T~ r

Si Vt'ttf (:))<'Ht qu))tt)'<'Vtt)or)nit)jj{n)tn'i')i p <iunif<po<n!enti attc!

<tuat):r"(i<)))i';ht't'<'<!it)i

p- -.<f',
y

comMpo'xhttM~ )'(')' tu '53) i fjutHH-o vatoti stefti pM'nnUttti per

~,))n'cisa))n'))tp

== –<< –(. x

()))()« )' ornuKratia a Hoambia il oir~oto assotuto co))' eUisHe fo':a)e i)M-

mat:i"M ') te 't"c coniche <bc!t)i t'GHti fra toro; )H ë caHgM btserx'

<)t'}rH<')tinMidi in quetta degH ipft't'otot'ti it <hte ft))t!t', e qHeiïa du~ti

iperbotoidi ri~ti (n~ t<"a f't) i" "<! tnedMsnoa.

8« «M t)t'<'t)dMtnt't)))e!)i8~oi<h'<te))aH<t))ift'!t p.

a'"

1

«'" c"

<:ort'is)tot)d(!Mt'' M p
==

U, ve'tiaxx~ <')«' fss« e can~ixtft <)M))' otoogrMtin

9n<'n])K'rt)<))oxt('adm't't!d<'

=1,1

~)~) (f,t–h<!)(.' ~)f

Minchè te d'M q)))")r)<;))p ai c<M't'is))«))(inn<tpet' MStoni Ct)))iuptti c per

tinf't' g<'od<'t)<ih< tu pMrtiootm'c af )' t'Uissnide (Itvcota di riv«)uxion<'

<~)tMji)<t(o,per<'ss6r«M*>&'==c~it'pt'bo)<'Mc xi t'id'toc ttUH sua

vn)ta rotox'to.
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Ct))Midt'riiU)(Min ttue mitta «chifnt cont'tx'Mte (5t) no qnatunqu"

i(tp)'bo)oi()t'ad))))afa)da:

M' s*

A' C'
= t(A'H):

6~'6ct)))t{)'tto't''))'<)'))u){)Mti)t(M),ooiboht'è)<'st<<at)Otta)t')ttt)~

(~ ~rA'A~C~
a: ?

netseoonttoijtCt'botoidea'tunitfa.tdH

J~ ~i

(A!-H')(A~-C') (A~+~)C" (A'-i-C')B'"

I

A~-

1/L'l

aA'

e le dne quadriche si eorriapondot)0 nuovaMente per aiatemi conin'

gati e per Hnee geqdetichp.

Si 08servi ohé in ~xorxie questi due iperbotoidi aono diatinti p

non simiii; tntt ae si anppotte

J_
t~ A" (~'

t'iperbotoidc, ch« nttora di<:esi orfo~otM~ coiocide eo! traaformato e

t'omografia (M) <'he in mnta attora in sÈ tnedeaimo, ne permnta le

geodetiohe fra )oro.

Ritonteremo[)i{ttardianqae8te propnct&'dette qnadriche che

ttoquiHteranm) un nttovo aigninoato ne!)n t~'oria della deformazione.
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Supedideapplicabilie teoremigénérât}sulla deformazione

.Supt'rttciettetsibiti. tm'Minhittttt <)oUtcnrv~tu~t j)or tteetione. Uritori <)'));<-

pticabttitA RaM <te)te«))pe''t)cie:t e<tfv«tttr)twttmte. Sup~ftieit' '')«*<t)n-

tMettonottefurmMioni cuutiotte iu oi*. Ktit'ftidie teorotHttdi jiottf. L'e<~)tt

!!iu))e<!a))'<tpj))ie<tbijit&. Toofemi ~ne«t)t relativi ttttM deftttntMZioMO. Le

Mmtotx'he virtHaii '«tUxsttpartteie eurvtttunt nf!{"t" n )e <!qtHtx!f)tti.di U)n-

))0)tx. Le )mtntot)<;heumoe linoe di j))ef{ameotu.

)20.

Superficie appftcabttf.

(Jom" t'eUn ):eo)nct)'iH ptona f ocHa sferiot Mistn<)!)tt)o te ))('<t)n'ictA

df))~ ttgnM tracniat~ su) pittoo o HuOft Hfot'a, pt'cxoitxtcudc <)it)h' )M'<'

retnKiotti Wt) ~!tre hgnM no))o «tfaitio, co~ )M)<tfxrHi ut<" ttt.u~if) itua

logo lier qt)a)s)M'i HUjw'rHcx'. H que)!n propriotA cite Monc~t'oottft x")-

mnto )f t'ehtziooi t)i grandaxxtt j)n.si!!io)tHd<'))a<tgnre<!eHcr!tt:f't<tt)ht

(tt)p6!'t)oia, it) quanto esistouo sopm <ti easn, ooatituiaonno ht Kfotm'.

tria della ~Mpe~c~e. Sotto atteste ptUtb~ ')) viattt, sHperSoitt assai <)if

ferenti per ia fonn)) possono <tv<'ro la atefoM gaonetriM. Co~ è chifro

<;h« i taore)t)i della geomett'ift pi'ma non oeasuno di oMare Vtttidi (a)-

)nen« p«r re~ioni coxvenietttemente riatrette) se il p)MU), su cni le

ligure Htnw ~esorittc, s'iounaRina avvolto aopn) m) eitindro, no coon~

o nn'attra qna)t!t)t)Mf svitnppabite.

Per ben coucepire ta tMtnm dette proprietà oba coatitH)''<'on<' ta

goomotria di nna ttUt~rSoie. <tonvit;ne itomaginare la HxperHeic t'oute

formata da M)) veto n)Hnit)un<M)t<!sottile, p<'rf4)ttame))t<* ~'eMtMp

tH~tteM<KM~.Quelle proprietà che non ai atterMto Hettft'<)o conmnquf

)<<anpM'Ocie a.p(Mtrte))KO"o alla gaornotria, te ~ttre Rwm ixftpttti

alla forma o poaixionf ~ttna)~ <iet)a snperHcx' oe))" ap~zio.

Dnc anpwHcie 8, 8' fra i on pnnti P, P' pfMa~ Htahititui unit

tate cort'iapotxteuza che gli otettttmt) lineari corriapondMnti riHt))tino

e~nati, hanno la ntedeaima geonetria, perché attora anche gli archi
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nnit.i,t;)iiH)j;'d'tfi~dcHet~tt)f'")pr~SMo)t<) ftjruidiitiMOtTi-
))j)U))dot)t)!<opt'!t.8'.

it) ttt) 0!tHtt tu d'te sututt'tit'ie S, tt' dioon~i MOM<e<<'te/«!«d tUttihe

~<<c«&~t, en) qnatu u)tim'< ~ooithoto si saule aigniMcHre ohé, det-

teudo t'tum sup<:rUoie (0 ntm smt reK'"nH ooovMtm'utentettte titoitittM)

tti )~& darte lit ouuHgm'HKiutte <te)!')t)tm (di u))tt r«t{i«))e), diatetttteu

dovti', sooiM rottum n6 (tupticatum. fer ttttrc, ttMhtchè t<t)e tfiMga-

nx'uto p0t.6n )'igu)ndt)tH) cutou rettHxzfthik', occoD'e ditnottt.tfH'f eai.

BtpttXtt di mm serto c<~M<ttt<Ktdi Ot))tt)K'Miotn cbe liorti ))t aupefttoto

doUa forttm iniitinto 8 ttHa t)nM~ S'. Rd ix etî't'tt't oiô è aetnprM poH.

sibite, oumM ha di't'cst~to E. Aect ('), per <hte ttH~erMeio iaome.

tn'ttte 8, S' il om'VMt'u'Mttt'gativ! «tcntt'e qmtod't lu curvaturtu; po-

sitivtt pm) anche dftt'Michc 8 six ttpj'ticitbite Notbmto an)htMm)M<Wca

diS'.

Qximdo dt due snperticiM S, H' f)httn) dati i t'ispettivi <<.t'.

f~' == HfN<' F <<M~e -+ Uffe'

( == H'~t"-t-3F' <~M't!p'+</dc".

rif~t'itt !t cnordmatp f'm'vitittee q))!dm)'t')e(M, !)),(< f'), p('rricM)(Mt'«re

t)e)Mn<(')~)C!tbi)i,<Vfr['& thtoquc t'Xint'itou'H ses! puô sttdxtirt)

uxa ta)'' corri!<)""td'i! fr" t'unti (",c) d<'H!t pt'imtt f que))) <?',?')

d''))!t seconda che ne ris'ttri l' f): d<');)i ch'ttx'nt) HocM)').

Per )'t)j)t)))o!)t)i)itA d~HMdm' HOjn'rt)~ è qmxdi ))'p8!<n)io eanf'

iiciexte ch<<sittoo <Mtt'«~<t<< tf du'' tOt'ox' d')t'r)'t):{iah

H <!«' -)- 3 F <~<ftf -{- <;

H'i-~F'jM'<h''+G'<!p".

Dtt))'' (tonsiderttztoci pn'eedt'nti ri8H)ht cha ht K't't''i!t sopro ta

itnj'et'Coia <*giA jw't'ft'ttHtm'ntt) dfftttita da))' espr<'M.tifH)e de) sno <!<

08amd)t)ht!))t)pt-))n!)f<n'maf<))tdn)))f))t'd<'

(1) <!jt'=)'M'-)-~Fd)«<e-~G~.

In attff p:n'<))o tu intiuitH conttgm'.tzioni, cht' t)t)H ~npert!<!i« 8 i.uo

aaamnere p<'r nossiont', hanxo tutte )t 'out)'' ))< (tt-ino) f«)'m:t foodt)-

ment)t)M;oi!tM')tnadi()ue!')te)')'<n)tnp<)i)ndividu!)ti)qna))doaqumt)t

prima formn si naaotti )<taMmoda t'ct'xta fondxn'pxtuh' (soddisfam'ute

)t))e<'q)t!)xi'n)id)GttnsscC')di)Xi!i).

('~ 80)~ <taforntMi««e<).))emtpertifieOe~si).)))<-<)!neBt6t)dit)i)i Atti'<)<:))'

e~temia di Toritto, 1908.



~<JP~Kt-'J:<:iH At'i'LK'AMtU

Q')iH)'t')H)tt))')ii():t~<'u)tt''h'i!t'H')t)))8)!t)<'rt((:it<<)ntt'(h'(init:t<ttt)

BU')d~ounv!t'tn* pt'«!it)'tctM())t'<)f)ti t'or'ott
Mpt't:itt)<<diMU)«')ti'')''

cht*)«reu)txxi.

AtMHtifMt)t<'t)teabbht)t)<)U))aw<j~Met<«tt dt)H <)itt)f)ttti')ni,gftx'-

rf)t<t't)t)h'VMriitbi)t«,t',i uni f'h''n<ti(p'U)ti)Hitn))tt«t<u)'niti <)'(«){'"

ooj)))))tRpM'ht)e(«.H vfth't-ijfft-)' )'ft-:t i j~mti ()e))x'tt'tt!t

tn«)~'p)it)it&f))'fi<))<))iH(M, P)d)Vf))o)'ideHt' V)t)'i!tbi)iha)))"go<'o)ti
uua eomopOttdfttZtt <)a )'itf't!'t''t'"s) com<'biu)tiv<n,L!'f"r)nt))a())
<~ )tt )<'tfge e!Mt))f))hn'e c<~me 8) mismit )Mdixtitnxa <~ fm ')tf puxti

tnttmttuoeote vi<'it)i n<), (w-t-~«, f-f) <' i)tt<ux)" )mt<{« u))

qntt)un()u<')tt't!t)t)i(;m'vt<Hiht))jt )u))Kt'<)t<)e))'itt(:u. Qntmt"it))a

a)etr)e)t<!K~w,eHMariMtt)tM'!ettnita<)tt))f(fMtt)<)h)(U)~.45(pt)g.U7) i

.t ..</M~« <<« ,.</<?<'
()*) (-.<<).Ff. ) (,

'/<M \~A M f/f~' <<<f

ch«MSt)fgnM)M)<'jj:g<'SHCo))do <!n)i m tuim)t!tl'!H)goi<)<<(fr:<Of!:)

f"r)n:t tod))i'in')t'nte)tti)i)t<'m'i~Sxsj)ic<'Mt)'ta) punCoitf.ouithx'

)nH)tito)t)('Ht'' vicini (K-j-<t«, p-j-~), 'K-(-$M, !t').

!))ti))(')'ti)o)))<'tttu<!o<)'iH'<'aSHr!td)tt"'):t.

~== ~t!(} (~(~.

t) fiunt'" ttt \'at'htM)it& c.ttp M0))t<nk')'(')'f)))0{)")' K, sara M<'m)n'c

t<t)e<'))ci))<'Mo)t*fn))xi<)n)H,F,Gxi)H!nttt'n~tn)f'th))t)'t'('()tt[i))ttt'

insiom* nUa toro <!<'ri\'ittc parxin)), ))))ut'))u )h)« :<) s<<'M)))<)«<n''))n<

mettre tu t'nMxioui K,(~, EG –F* ttfhho))') n'sh))'<' n~t c.nopc sctt)-

pr<*tMMitivf. L't«)gf))o M d~tte tittt'c ot)<))'<ti))!tt'<M,t:,<)t'H))it" sccottdo

(t") ')a))<' fo-motR

C.,SM== ~,M=

;KC

(coi V!))ot'i poHitivi <)Mim(!io))!i), nel t'ntnpo in <'ottsi<h'ri)zi"n<' vitrifta

qui))')) con <'un))t!nitA fra <' f K, St'ttza )n:ti n!<s))m<'t' i vatt'ti Gst.te-

mi (').

(') V<')endo,potremo aoch)' interpretMe «, r comt t'<K<ntimtteearteitifme p. f.

«rto){')t))t)iM))Ktun j'iao" (<)ft«ni*s)tt) rt'tj'i" ')"cst<!]))«))<'mbbtaotuf'ottttuut

<'tp~)'«eM<a!ft)Mf<te))<tmo)te)))i<'it)tK<)))«')in!ft)xiut)i,j))-rht fui mettiftt )f or<))tt!)-

rie <)et)nixi')t)i<ti hmgheMe e ()i ant:")i "ont) snotittiitt-')))qMJjf chc ri.sn)t<mm)Nl)''

fn)-M)o)e't),(t*



~t <u'tT<~f')t.n.:t 1

't21.

Etementi invartabiti per ftesstone.

~t)t'<t"di~t'di<:ttt)tr<)Vtm<)H))')t<um'<tt:tttt''di)n))t))t)()ttM

!t)tt')i<)!tz't)))t'it'<)m'Mttid)ihV)n'i!tt)tiditt't'rt't)xi)))i,« jtHt't'oetri (!)?«

n-t!y.in)iintt'<'d"tti ))<')C!t('t.Ut~))!)t!U)'vnHu')tt<)t)()e')«)):( st~x'r-
Ooif (')t'))x )t)<)tti))t)('Hà)è)tni)t\'iU-ia))tKdia'fK'tMi!t)M<)<')))tf«))Htt(!)}

i)sn<)V))h))-Hino~ft)p))xto dipcndf mm'ntttottt' dai MM'fUt'~ntidi

<j))es~tf<))'nt!tfrt)t))H)6qn)ttdi)('stfMnttt'th'))<)o <'on'!)!)<t)t)e)))<itnn-

pt'tfttth'f'h'' r<))ix!'i<it<tutto<it)p!u'tt')qt)(')~ Uiqn) riHntta

il tcun'otit i'cnditnu'ntate .<c<)))''rto 'ta Ganfti exr)'<t<«)'o ~<«<e <<t

'M« ««pe~Cte in f~tM pK~~O MOMMM~t« j~et' <jfWM<««<t<~eMtO!M della <K'

/M)'/?Ctt'<<<M«.

<<:uti)ot'tt)t)«'i)))-f<)ncst<'t)sn)tnto sotto )')t)ttn fofnttt~QKffK~

~MC<)<~<-t~tC«<!«MM<tp~Mc«6t' fMe /«~Mt<0MCM'«a~<tM)eK~Mt pMKftCO!

rt'~f<K~CH<<t~i«f/0 CM~'M~Mm.

Ë <)n<'tttit ta p)'«tM-i'ft&che <tAaHa <')))'V))tM!-adi Gonas i'hnpot'-
tanxa (n't~wo'tcntnte t)h))<' npptiooxio))) gt'otm'tt'ichc (Cf. 74 {M~r.

196).

Uûf)!<)t)(')-)!)ntOM'!tunp!u'i<.m'itr't(!ift'orc!tzi<)t<a<t<'))n funna t'on<]))-

tnentutc (1~, f!<)t)tf0ft)t<' una c )))t) !nnxit)t)i {n'hitt'm'ip t. H VMtorc

nhe qncaLo pnrontctt'o difr''renx)H)e n!!sn)n<<in <));«) punto ttettu M-

pfrftci'' htdipcn'tt'ttte <ht!)e coor'thxttt' cht' H) )tth)prMno per catco-

)Mrtn, <*runiutM to stfaao MmMtt~xf M<pc<~e<eo~ ~e~«. Egnt~itmd~

Mcoab'fttt, ~i haxtto s)))):t aujx't~oio attrcttMnt) sistetni (U tinec,
o it ptuametto dia'ercttzittte rappreseota «!)' PHprfHsiooM inerente Il

qneate tinfc. cha non vfn'iM defortnand" ta snperHcic.

Ad osftnpio che cosa rMpprefcnta it paratHetro <UB'eMMzit)teprono

~tionnfnoxione'xt 9

8e'ai aaaumon" n Hnee ooordinttte ant)n8nperH<t!eIe tinec ~==cost.
etetoro traiettorie ortogonali 't'==cost. il MasnnfH la forma

(§.49)

rlx° `~ d~'
~==~+~

~?'

h) pitrticohtro t'M)e)M))to d'arco de))e traiettorie ortogftnaH

~==co8t. è quind!



Mh);~)H~Tt tX\A)ti.\tt(L) PËj: FLHH.SfuN)-: .'i2~

L.t''f«)m'~u)-)Hf't(«))'«)tt

'f.<

<tH))<)Ktrnch)<~A~(;titd<'t-iv!(tttdi?)t<')MttMut)()r)n:t)''it)h) tin''<t

t==''(~t't)<'rt'U<)<'<<V)df))t<'tntttitrHi.H))U')'S)))'<'SMi<)!t(-inVit
tint'itc.

At)(iW!to<)t)sid<'rt:ttno)n<'urvHt)])'t)t!('odt-ti''< dcth' )in('t'<,=

o.Mt~,<'h<'Ht)))p)M)n<)''ft!.)ert'dttta<ht)))!t)-)<)))('h<)<)itf''t'f-tii!itt!<i(~M))

L).
r~- ~~f

Xf' s''g)x' u))t' /<t <!K~<tfM)'«</M<<t<<c«(~ )tMf <<MM~«e<;tft<ft.<~<'a
KMa M~e~'ctc coMMt'tX!~< ~Kf ~«M~o <o j<~e<wca~re <yM«M<<ola ~«~ct--
./<CMM ~c/bt-MYtye)'~M<ttCMf. Mentn' ttdunqu)' ):< <-m\')t oatt~-ta <)i for

)))!), i)){:or)t)(',qn:utdo tttsnpct-ticicsi tip.tt<cf'.jU){;i!U)o<tt)it).))t<'

ttth'C(n-v')tH)-t'ttt'))HtiUt-va,it)V<'f!<')it('tn-)tt))-!)K'd''ti<t)-<-sr:ti))!t)
t:er!tt)t.

tt) p)U't)(K)))U'o)« ~eotteUche, cioè )« )i))HHa cm'vitttu'a K'<<'t'M

')u))!), rcshtno ~eodetiche (tft'<tr))):ttt<)(th) ~npHrficip, oie <-))' <)e) )'f«t"
)U«t))o t)vi<!e))t« pot' h) tot-o jx'ottrietà Cin-atteriatien di mtnitnixxtW

)'a.t-<*o.Ediqnincg'nMttmn'iOitetttt', rieo)-)-t't)d« xth' df~finixiotx-iu-

tnnse(!ade)ht<!nn-nturag<'<M!etica(S.108),h<-<)t)<'st!tètUtf!)t-t<)..).to

i))vat'i))b))<')wf)<'ssio)t('.

Xox )a8<:i(irp.t)t«<!i osKpt-vare <-he dH tjtx~te uttitoH t'oxxidt-rttxioni

rian)t!tu))it))rftV))pif) intuitif don'i))V))rif)))i))t&pt.r))<i«m- .)<-)))<
cm-vtttnrn ()t CfmsM, ricort-exdo !<))<'fot-tooh' (f/), (~ 107 (j, ~9;)
pet- ht tnism'tt detht <:in!onfHrMnM <' dctt'tH'fH <ti tu) ('.it-oto ~f'odc

ti<M'd))-)~gi<))'i))(h)it<'sit))o, M) ct'xtt-o in nnpnttto O.h'Xxsu.

po'Mcte.Sieooh~qucsti «)ot)G))ti soxo )))!t)))feHt))))tent<' iovatiitt'iti

pert)<iHsiont',)fffH-tnoi)'MitMtfd)t))o!)trHnnch'' imchc tu ~n~~M

K. n<') }mnt~ rcatH iuvtn-inta.



?? c-At't'ro~vn. (?

§.'38.

~i$otu2)one de) primo probtema de))' appttcabihtà

nel caso generale.

)))«in)ut'())n.-<('tn;)H<'('p)'<')')t'tt))t<ihf t!) pfafntH ))f))ittforia

dt))t'.t)')'ticttbititttCi)Mt*gm')ttc:

~<~ f<Mf<M~t')'~t!tf8, S', ~tMt<M<tet!f<; ~<!e j<o<«ta~~c<t&t<t' <'«M<!

<?«' «<h'<t c, t~Hfotf <t~<!rw«<tt!«, /yo<*«)'e le /'f)'mo<e <<e«*«~p<<c<t-

&t<M.

A)))t)it)t;iUnK))[t' il pr~htoua e<)uiva!e t) ricottOHcct'e se te dnf tbr-

)t)<<fj))!ni):ttic)tf, che Mf 'tth'uc i nMjwttivi (~

R</«'–3F~tt<f+G~'

H' (/ a F' c'

tKOtttt)i)sf')t')))!)h)ii )' mm '))' )))tnt tt trovttt'f )e furtxotc pet' )« tm.

M<urt)))M)')n'<.<J'"t'e si \'c()< è qttcitto tm oitao pttrticotttre fto) prchte
t)M ~e«)-r!))<i <h<' t'iguiu'ht )'('()nivt))''t)}i)t 'U dm) <htt.t' furme difffMn-

itiatiittnn nn'no'f) tjU:))t)t)(}U<'<)i vat'Mbi)) (Cf. C)t)t.H,c 1\

t.M),<!h<tA!)bt)ii)mt)v!8t<))'i8")v<'r.<"t'f'rs<)H ('fUt:oti di derivit.

xi<)))<'t''))t<)m'in)mio))t'.]\Lt<)t)i,nc) <M)sobinorio. poaouuno facit

tf~nr<' <'s<~)tir<' qttcttti f'M)<'oHt)frv<'m)"ci <)e) )M))'«)net)-i~'d iovot'ittttti)

')i0'et'en!!)aii.

Snp))0))iamo cho !<' due forox' siam) t'qufvtttenti, e ie fot'tnotp che

sti'))))is<:o)t') ht re)ai!i«t<H <ti :tp)))it!a))iHta th'))~ due saperficie nitu«)

42i .?(M.)==-(.)
T')

( .<)=~(M').

dovf )''t')))x")tn'HM,fttftiniHtrM<'f))m)tttd)«~~H<)6.<<tmH)sup-

))u))t! H"ite e cuotitlut' co))t' dM'ivHt~ Mno )dt' ontinc ohé occorrerà

cooxiderxre. Su)'j'<)))ian)" itxdtt'f che )'' dna t't')nKio))i (2) sitmo ittdi-

pet)d<)ti. e p<*r<:io aiatto<)iversi daxet'oidoedctprmiBttoti JaeohiMHi

â tr. y) r~sv~v) s
~L'('). i), urdinc si tcnremi sunc fHnxioni itnnticitc, ba-

~f.).) <:(?')

(') Se uno de) ')«e Jaehbxmi )). t:. il .printu <«B)fe(idattticaoteMte tmtto. fta-

ttbbn nn<tf))n)!i<M)f<t) mt at)«r)t te equMi'mt ~2) dMobbotoxn xiatema txfoo)-

~<t<iM<<-t))t<HM)on"n t'fMo -()')a <t<MafnMzionedi coXf ')' <)i invac') ))K xi-

otetnit tM<<<'<<')'m«t<!<o'j['M)td"()ttmuU)t«tt<"iiidne Jacobi~o))!)) tn'eitaeittfieme

~=:F(~ ~'==t'(<y' o a))e (2) ai M<MieHM't)m) eonveuiente t)iaten)a di ~)ori

ini!!ift)i.



MMOM XMKK M:h t'JUMO J'HOh~H~A )'H)J/At't'H(.AHtf.t)' :M7

nt<t ttOot'tt che ('cr d)te ooppie inixhtti («“.)',), («'t' n))~nt)" )t'(3)
M le (S!)xtcssc potratttu) risotvofxt aia rit!pot,t~ :)<) t<.o nia tin;K'tt'< od

M',f' ?<!tU'ittH(() p.O. M', </ <!<ttm'fU!)!!i«Hi ('( df-t<'rn)i<tf<xi'tt)f'Ht))V<)

di M. e in on oerto iutm'no di «“, <:«i vxt't)-t iuti'itttt M' r'

XeX'ipotMi ohf< lo (2) (Uuuo )'' t'cttt!!)0))i di !))'))th'ahi)iri't. itt.-<it")tt*

aUct~ttttgtfanxt' (2), dovmnno vetitiMt'ai )<*trf HCjfm'nii «rtf~otc )))t'u-
dondo j~tHtnett'i dift'crt'tMitd) ptitui

(.3) ~?=~.Y. v(?,~=t'(. 1 A,~=~

gli noct'oti H destnt indicando <:he t retativi ptuitxtett'i di~n'nxi.tti

Hono ooatruitii per JMseconda fortna.

Cas) ad'mque, qnatt oondixioni <ïa~~<M<t MMMMrtf. nbbi)))no (jup.
sste che le (3) «ian') oonHegneniie deiïe (2), <'jo <'h<' ni ix-cf'rta t-o))

cntooti d' etitnithtxiooe ('). Ma om vediiUHO snhit« ottc <)m')'t'' t'«t«)i-

xiooi sooo a) tempo stesso suMex'Mti, poichè secondo i risnttati df)

49, avremo

h! <?«.+ F + G =: M.~

) ~-T~(-

~M' + 3 F' <?.' <~G'<~ =
~y-~f.

c<) i xeooodi tne'nbri sono idontioi, n t'itHsa d''))<* (~), (;<).

Dnnquo ~MoA~ ~«~KMt tM<t<~eM~)t<<(2) ~<<!M"MM")'<«?)'e

~pMc<t&<~<&/)'<t le ~«e <M~e<)'oM xeMOMt'w e <)<?cf<)<<' r/t< /f (~)

~'<t~<t«0 JtCt'OCCMCCMMe~MCKMle (3).
·

Per ri~ttvere il probtonM, tntt~ Mtft ttdnoqn'* :) )n'"<')))!t)'«idtt<' f'

)<U!tf)))itiOtne te (2), ''he debtMon t)eoMS)tnntnente v<')'iti<u's) tx')) i)n).

tMi dett'oppHottbiHtA.

Orx MC/K~MMO<?<t~t'!Mt<t</ <MMOet<' /<[ CMt'P~~MMK fM/ff ~t')'M<t

<!<pe<C<e, 0 ~MeHe K' ~H<! MMM~a, <~ 'MMHCM~i~f. <' !)))f')-MKtUtï

K==ï~(M,t') nn'Gft'cttivit funzinm' di K,t', MfdMitnaoh'ote K'==K'

(«')') ))))'p<t)!ttivn t'unxitme di M',< Ma, )'p) h'ort'unt di Gaoss

(~. !22), ae due Ropet'Heio aoof) ttpp)iM)hi)i in pooti c<))'ri<')'o))de)tt!

(x, e), («', <) si dev<* oeoesaariatnentf avcre

K (M. f) =- K' (M'. <).

~) Hatt<tp. < trnrre x', dnt)'' (2) it) fnnxif'ne di 0. <'[' Mstitnix- Me))p~<)
che <tebbenoïidnMi ad identité.



;s u.u'tTo~u vu. t~

ftjm-Ktit <)){~)" "ftttt t<'t'")!t(~r)fitne«m. l'er

t)rt'')t''rtt«)ttt<t~<'t'tttht.b)tfttMH <'){""K'<af('o)))tt)invnt'ittt)tttdif-

))'))'t)K)!()<-dt')titpnt)'at"t't)'!t!t)('«rrtfp'nt<h'ntt')t)Vin'it«)tediH'xtfttM

<tt-))it St'cottda. O't «gtti ptut'on'tn' dm't't'~hM!')" di un htvat'tantt' dif

t(')'t'ttxi!t)'n)))m)V<'i"ti!ttt«iditt't'n''txht)<t't'08)p.f.tidia<)))"

&tK ~.K t'o))'' inVfuhotH diH't'Mnxiidi dp) :{" de) 4"<t[-<!im' ris~t't

tiv.Ut)<~)H'.Ci<t))«nt",)'H!)K==K'at:K' "nf'va )-<')!<)<)))<'

(t)t't:<'iiHMria)A,K==~'K' e t'm-t)ti:tUtOc<)i<)il HiHtoon

(4)

.K(.<.c) :K'(<c')

~)
t K («,)= A.'K~M'<<'),

pf) q<)t()'<po~ono )'rf)M'nMt'M, io ordixe a qntUtto ai è detto neHit

nota pt'ec('d''ut<itref'Hsit)ff;HMtt):

:)) Le M~Mtoot (4) MKO coM</«~<«'. (Jio m'cude qnando p. e.

A K è attit fm~ione di K, ma A' K' uon ë ta Hteaitu fuMi~x~ tH

K'. t)' ta) <'ttso le due superHcie tton sono app))CMb!ti e la questions

j')isuh)tt).

h) Le fef«.!tOMt(4) MK<teoM~«t<MMe ~<j(<<M<e(indipt'odeoti). lu

qn~oto <-})8obaater& f8iU)'it))"'<?, con)f aupnt ni ë visto, se da))n (4)

at'!j:

v (K. K) = (K', K'). (~ K)= (~ K')

ne) cttao ofgtttivo le <)nf supertit-ie ttot) acoo tt))p)ioabi)i, (tpptio'tbiti

invecse nf) ooso a<y''r)))!ttivu e tb rt')Mxio))i d'apptic'tbHitA StU'anoo

))ppunto)e(4).
'<

Le relationi (4) f<M~f«t)o <')«t<t M~<*<t«!'<tperché ~~K è Hua

fnnKtoof di K, e A/K' la ateHStt fnnxione di K'. In tut caao lit

Mtxht delle (4) )tu))a «fîg;im)f!e n))tt primn, « convx't~tdtnrtU'icot'reM

ad un M)tro invHt'iimte diB'erenziate p. f. a) ~,K, co) cht~soatituire-

mo a) sistemu (4) t* )')tro

.(A*)

t
K

(M. c)
== K' (?', f')

~K (,<)= A.'K'(«')
t

e ripctexdo per qnMto sistfn)!' quonto si è detto dd itiaten)H(4)per.

vo-n'~o, <'o))S(di enteoti di e)i)t)inMzi<))c,ttd('ci<tprcde)t'Mpp)icitbitità

d<i))e dnf sup<'rti<:if cd M'ovitt'e h* f<)~)o~e r~tntivc, a MtettocheKOK

si ~rMfHM !M<of«)MtM(eil effw cAe A, K«« «'M ~'Mt~tOMo~t K e A/K'

<<t'Mft/'MM2MM<'<!tK'.



HSAMt: ML CA8U StXCOLAKH (A) ~'t

Dunquehttitttt't: A'cc<««t« Il <;«w </t CM<«t «&&«(«M!e<M«;

(A)

h.K-~(K), ~'K'==i'K'},

<'«<~«tt<toa<eo<<<<'<'<twtM<M<«KtpM' decMett' de~' «pp~cf~~t~t ~<;«t d(«;

&t<pe~!e<fë ~'oMM'e <c~bfMO/e <<'n~<)'c«M<<~ T «~<t««&t<t~< A«

/K«~0 tM «M «C<M!Of/N,.0<M«M MMMe~ ~)'M!e<0 c!< Mfdt (/t't«'<M tK

/!Mt(o).),

§. t~S.

Esame de) caso s!nso)are (A).

Ci rKitttt !t tt'attiu't~ fx'iht )IiHCussiun« gGnetitte, il t'ns<) )<)cui aus-

siatono htsiMnM )o (A;, ne) qttid oaso fttcittoMotH <)ituost)-iitU))t che

le (<MeM<pef/tC!e Mao in'M~'e a~<<ef<K<<<' «Ma <««' <f~'<t <? M~f<MH<-

jtMce tKj~«<« dt Mtodt, po'c/~ <«MO(tMM«e app<<M<<'<<<~««(t <<eM« xi(.

pct~cM c<t fo<<[~OMe.H'i attom, t'e)) s'iutcude cho n'~) è possibih' ia

qHMfooaso truvare due re)Hxiot)i (2) in')ipMm)et)ti )'e)- )'!)ppti<tbH)t.&,

perché ne)to formote <t'ap)))i<!)(bH't& t't*stt< tm pitt'iuuett'u m'bitnun).

DimoNtreretuo il teoret))it emmciith' provam)') <:))(' mot mtperticie

8, por cui M) v~rit)('hit)o )<<conttiitiot))

(5) ~K-/(K),A,K-F(K).

e apptioabito sopnt una 8t)))8t'Hcic <!i rutnziotx' )it (!))) tortua (()c)))t
curvtt met'idittnu) dipendf )miM<u"«nte <t!tt)e f'mxiu))i/(E), F(K).

Conaideria)no Hu!)a auperfioia 8 <Hit ottVitturt) K MOMco~Mi/e

le tineo K==,coat. che diconsi ie «Kee ~t o~K~ cM)'c<f<Kt'«.Lit jn-i-

)i)tt dette (5) es K-(K) diot' (~. 106) chK ()t)fste tincf so~o ~'odt'-

tio~tuente pitt'aHete, f siccotMo per )« sceonda (5)

~K)

..K==/(K)"~

si vede ohe~ cttt'e a oi~ le tioee <H G~na) cnrvatm'a ttppm'tm'cutx'

''oHe (geodetiohe) tmiettorie m'togonx)), cht' diremo le ~==onm. ad

onsistetna. i8oterm<)(§.60): t)i pif), pet X'orctnM di Lie (g. nt), ni avrA

oon quadrntare dtdto fbrmote
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F~-E'"

.F(K).~
üta

~MC-F'

K i t·

,1,(IVl

j ,~K
BK

t_. tt–jt–

~==~()~
~<

t'f

oMtt()nnn)ta

A,=i~(K)~K.

Ma ttUont se trasforntin'uo il i)) coontinate (K, ~) abbiamo

,K" _~K* f~

"~K" ~(K)'7(K)'

eaeatpo'c

9,

.(K)'

rian)tM

~<i-<"(x)~

()ove ta fortna deHa fnnzione r (u) (te)ta nota « dit~ode aottauto

dana fornM' dette fnnzioni (K), F (K), <M)ne M ertt asserito.

Si osserve! chf, i)) qneato naa" &v<' t'Mppiicahitit&deXe due su-

peraMe 8, 8' ha htogo in ouft sote c<Mt«Mi<(fdi modi, per trovn-

re le fbrm~te effettive fti <'p)))icttbi)itA of))) hasttmo pi& cn)co)i in tër-

n)ini Httiti, ma occorrono due qniMtrntnrc.

124.

.easo delle superf)c:8 a curvatura costante.

NHt)~ riaotnxif'nû dat~ ttei dise ttttitni (Mtmgmti pet primo t~robte-

ma <t'npp)icabi)ttà, restitva <'so)))M il oaso oht' <)M)tdelle due anper.

aciettvessacurvatHrit (Mutante. Inqnf'Htocosocoodizionc inanité.

atnmeote necefHaritt per rMpp)iottbi)it& è (?<*) teoretna di GaHas) che

r ftttra aupet'tioie abbia ))t steatMt cnrv~tnm costaote. Ma qni !n coa-

dizionc è n~io ateaso t~np" anfacicote. anaaistendo )) teorema:



CASO ttELLE Sfi'KKFtCtE A CUHVATt;MA tiOfiTA.XTR Mt

T~MfMpef/?CM' colla M~M~M« <-Kr!'f<t)«Y'<;M<«tt(t'W«f<M~C <<-

M<< <*Mt«t«K~' <tt(fa, ed «)Mt tx Ktt« <)'~<<tMt/wt(<t<<<m&<<

Qttetto Hon è «he un casM pftt'ticotxre ')<*))«proposi/ionf Mht))))it:t

tt) 39, ove si vide <:tm <tu<' f'trttx' dittex'uxiMti ')'))«))tttio))e it) «

variahiH co)iM 8t<'BHacurvatmit Hi<')n:tU))i)U)Mcofitmtte (<' eu) tuedf

n (ie 11
aituoindioa tt'inat'xi:~ sun« t)'tMfor!t)!tbiH t'tmitttt't)')ttt)'ft in

tnodi.

Mu qu), jtet' il caso hi))!t)i') t)f))f sn)'<'t)i'< <'i convicm' stid)i)ir<'

per vin pitt direttit e f;e<))nctt'k!t) il t<)'tt).), imiimtcmtovi )<)t''h'' il

oaso doHtt curvxtnrtt t)u))n già t'iwhtto i() 74, ove ai dimoatru ':t)f

le sn~erCoin a cxrvaturR tmUit tton" sotumto le svituppahi)) (upphoit

bi)i au) pin))o).
MoHa nnpet'ttcin 8, snpfMMtft H ')))-<ttmn ooHhtnte K, )nftx)m)))u

UMHqna)a))qn<' tinea geodûttcn y e a Hnee cooxtinntt' t'cost. as-

ann'ia'no te gfOth'Ht'h'' ortogonnii tdttt y. a tiuM* «==c<'st." le )'~o

tmiettorio ort<~0t)a)i tm )f qaati )a s'a la «=.<t; il ptn'!un<'<r" u

SHr&PtH't'o dcHe dette c'i'<i ot'tof{"Mt)i !'<)" contt'tfta jMt)-hr<*

dfdttt atenf!t (t<0), il pHmtxctt'o f Hara t'~rf'n 'ij </('t(t<tat<'i)j'ar-

tirp 'ht un an') pxntc ti! f)ss'fo,< L't'tt'tm'nto )!m'!U<' fn'n) it)

forma geodeticn

~)t'(,~r\

c sicootuf t'ctoocnto d'arco '!('!)!< «'=.0 È )"'r ipotMi ~t. aatA

(~ (~M)..=. =1.

Ma di più, ta curvatura ~pod~tica dp)te ~nee K:=coat.~essendo

1 1 Î T
–=~p )H «'« ps!<t<))df) p'odptic!) nvt'c<))f)

P~'
jf

U ~M

P IA 1d t) PdiaHlllitl ~UOtIPtiC71 fd\'t'H111n

(~)

=..

.f;K/
?)

Tutto ci~ vale aocwa per <m)t aupprticie qnatxttquc. H)a ora te

Mi<tt))ocnnto ohc per noatm superficif S ))<<'nrvatm'a K (!atn~ dit

(Y) K=-
~<! ~r

<' nxft <*o~<tM<<'c <]i8ti))~nint))o B~-ondo chp qucstn t'ofttMnte è )m))ft,

po8ttivn o negativa.
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f/)S<*t\('<ist))t!t')aH!t('()intt'Kttnn)t)

t~(r--MTt''j ~('') ¡

ÍJ
=='t

f'"It

con~()'),-t(<!)fmtiiitmith')f!ts~:tf.~ht dath' ('«)t'))xi<)tti(~~))i-

au)t)tih)t))ediit[:()tn'utt'

'}<(<?) 1, (e)
*='

0, du cui ~"C t..

Duaque <<<=-f<«*-{-~c*, <-)«*<) )'(')f)t)t'))t« HnearM de) piano (ht

(Mor'tit'ttt~ c<n't<t?8iH))HM't<'gM)M)i).

<~ Sia ora K~>0, ))t)t)i!<n)<)

'-K.-

co)) K '-«stitote rpitte (pn~JUva): Dxtht ('f) mh~ritttdo a~bitttt'o «ra

~G=-,«-.)cosj~(<.).s..nj-~

==–(<')s<-))–)-4- -Mf)''<'s)-–)
R \K./ R \K/

ea<'auaMdet)c(«)(j:)

.===U, ?(~= 1,

indi

~"==~('–COf~ <<)-

\Hj

~ttt qoesto è )'e)e)))pnto JineM'f <)e))!tafern di mg~io R, onde vc-

diamo ctte: T«Me le ~ttpe~Mc co«« CKfp(!fKM( cMtaMte pM<<tc«
R

sono <tpp~o<ttt!t <ttH<t.t/e<'f(<!t f«~M R (</«<<<' )MKt<t«M'<t<<t <? ?"

wto<!t).

o) Sia intine K <( 0, e ~ooituno

K==- 1
(Rrea)e).

K'

D&t)a('()integr)m<tosiha
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i~<t="T~<-<~)t<
y~

1 ) w r r) jf
<H/

)j'(<') m'tthf
'R'

r~(r,~h (").M).("~

''d)tth'('x)(~)nnuv))t))M)tt'

'K'-)=". -t.

"ode

(6) ffff'M'
<MS))'(-")~

Qncsta for)))!) <)<') f ('otounf il tuttf te HHpfrtteie il (-m-vatm-it

f'(t8titt)te negutiva )'Sftnh))itfri(ihti di m~it) R. DntHjue:
K

lutte le st<pet'/?e<epM)«~J'/e<cAf <<t iv<)o R ~M~ a~)c«<'M< <*MK«

«ttM'a~tfa. E <'h<*Mnotx'qui t'Hpptx'abititA n)<)))H )u<'g<t in oe' )nodi

'tiv''r8inttr~<u'nsnt)itoprcoi'<!ttc.

§.12S.

Le appticabitXà tn se d) una superficie

a curvatura costante.

1 risn)t:tti Hopt'a «ttcttnti.posHotx' np)')i<'tu'si, anxichë t)(!)te')h'er-

tie supertioM coUM stesstt cnrvttttna coatinite, due t't'giooi <!i nna

tnedpaftno Hnjterfieia a cttrv«tnt'!t <!fMt!H)t<8if'<MO,0'<i<tt' jttuttiqua-

tunqne, prefti t'iapettivtttxenM tx')te due reci~ui, e Hssituno ioottre

t)Hadirex)<))teqn)U'tnqttR<usoR))tHdn 0, Mlunap'n'Oitrbttt'iO'i!)~ t'

uaoeotedttO'. DitnostritUtx) attorn cha: la )'e~t0t<e of)'eoa<<n<(e<!f?0 «'

pub <pKc<tfe, per MmpHce ~e~toae, aHtt )'<~wtte ctfeo«te!t<e a(< 0', tt) ·

jjfMMMtche /« ~t'~tcae « Mt'OM~t trilla ~t)'MtOM<t'.

Per te sttperHcie it ~trvtttnnt t)n)h~ il c«atante posittVtt la pro-

prict& è évidente )Mtch~ per il pmno o per ta afont, at) cui le dette

superttcio sono <tpp)icahi)i, vate tntUtifestmnetttc )a proprietà otnn-

oiata fmzi ta iodioata (tessiouc ai ridneo qui xd )U)puro u)ov))))e))tf.

Per dintoatra.n* il tHoronm nïteho per le sHperticie paendoaferiohe

riferiMno la r~gioxe cin'oHtaotc ad 0 ad n)) aistema coordinato fx.

come qne!)o della t")')n<'))t (6), ove h) geodetioa M==0 aia qnpUn g

che eaof~ da 0 ne!)a direzione t od il pnnto 0 (M,o) Hia ('origine.
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Sunthnoum operiattw per la re~iono ttit'Cttstunttt 0', x~umMmto tfu~to !II
puutu c~tu" (tci~ioM o ht gf')t)t!tio)t «'==0 xiu quetta nH)ht 'Ht'uxiMtw S

<ttVt'H)MV

~6') d< == <~t'~ + ..<~h-' ((6) ds' = Ilu +
ht~

Il,>

Om qxeoti 'tue ete'uexti i!nean si i'tfUtiMoaoo potftt'to tte)Mp!i. o

cctoeutM

«' M e'*c. e

coa. a) punto 0~(0,0) oorrittponde MeH'!tppticab)Ht& O'~(0,0) e

ath geodetiot M=*0nettu direzione t lit gtiodtttio.) K'<0 ne))a dire. 9
xionf t', come appuoto 6 iM8erit,u tte))'~))Ut)ci:tto.

L't )'t''<)M.sizio<t')duuutnttit t)ttegH'tot)t'~t)itt~)n')H'r)tuci!tttt 8<*prH

u))it.M)t[)Ht'tt<m*a cot'vattmt costitote pno t.riMportiU'8), pet' via di sotn.

ptiff tifSMiottt:, tjKtpnt Uft'ttttttt t'o~iotx; qmdtm'iue 'tfUt) HupeWtoie scoxft

ob~ gli angoti e le gt'ttMdexxc tinfari e 8npft'Hci<t)i ftubiactux) )t)tera-

ziouH VHt'nnn; h) n)~' p!nt))e: la i;fo)))<'tritt 8u!)e .snpert)cie u <'m'VH-

tttrit oosttu)~ 6 identica it) tntte )« rp~ioni. V<t)f (in)t(tue pur la loro

géométrie in tfotf )')))< con))' ppr il piano <' pur lu sfera. il ~'MC~o
fM~<')'(t~oM<t<M« delle figure, cd in qocHto rixit'do il toixtameuto

dette !H)it)t)gie fra te {{eotnftt-x' <)('))« tre i<p<'f;ict)i M)tpt')-M'')c,<!«)))<'
,l

veftr<')))o in t~uto pin 'ht vicioo. H teo'ex)~ di Goxaa ditxoatm poi
tt))H)M<tittt!))net)tc chc per nes:<m)tt :t)h'n sttpertteie (uoo )t onrvtHum

NMtattt'') pub vah't'e )o stcasc pt-int'ipit) i)) tntta ))) xtttt estensiotte.

At)X) b~t<t snpport'H <'hMsi p<MS:t,po' fteasiooM t)o))f axe port), tra-

Hpmtin'<* 'm pnttt') )ubitt'.n-i') 0 in on itttt'o arbitrario JU' per contitu-

'!erne cho ht ou'v~tum è lit atesan in tutti pnoti <' fjuindi ai pno
!tn<ih<*rotan' titx't-ittoentt- ntt~rno ad ogni pnnto. A<)otht))do la ter.

tnmoiogia (ti Lie p<'r gruppi contittHi, si pnh <'t)nm'i)tt't' (px'sto t'i-

snitato Gosi 8e KM<t)tMpe~ct<! axtMe~e K<t~)'«ppn ~'aK<f«)'o di ~ypM.
cat</tt<t <M la «(~f~ote é a cMfp<t<)(~ CM<OK<e,e~ ~'tt~pa Aot(re

pW<MMe<ft. «

Oiscende da 'joest'' omtsith'ntxiooi che 'tue H))}x't-ti<'i<'t'oiht nx'df

Hioxt curvatura oostimtt' HtXto !tppticnbi)i )' uo!) Mnif )t)trt) <MMM<!<W-

j<~ f~Mt/A f<t WtO~f.

D~tf p~rb tt* <tnt' itnpM'ttcie (i ttoe ~'), per trf)V)m' f)U(Mtt' }))<?))-
<!)tbi)itAooforre pt-i))))) i))t<'Kr!H'<'<'<'9K«~~Medelle ~o~~e. 8c)H <:Ht-

vatnm è on]))), fMtppitxnu già <'h<; il pwhtt'ntit .'<) t'isotvt' pt'r qmuh'a-

ture qum)do K ili) p)'obtf)))!t si ridncc, coun' Min'A pih ttn'di cli.
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)nottr<tt<~ ~«tf~~Xtcw </t ttM'~<(<t.<oMe<<t~6<'<!M~M~e<M ~f~Ho ordine

tipo J~<M~.

~.i36.

Le tre forme tipiche dëf

per una superficie psèudosfertca.

Kitm'ttitmx) oM a)ht f')t')UM(<!)tteU'e)M)ueu).o Huetn'e, obe abbiamo

viato outtvenire H tutt'* )« itHperftum ttHMudosfft'iohe (ti raggio R. Ac-

OiUtt-oa queattt forut)) df) )om th', (iho dit'utno (te) tipo tpef&cKco~ vi

htt tuo~o di (iOttttidenu'ttt) attm dUM«guahnente itupm'Hmti, che di-

remo dei tipo ellittico e p«)'<t&oMco.

Qne))ft <!e) tipo M))iMi<:t))xmt )n t'ot'tutt ~eodctictt polare (~107),

ool polo 0 itt nu pHttto orditttu'io d'<t)x Ht)pe)'fi<:i< Avretno

-= ~r t- <. ~f'

COtt

(?)
(~) /t. -=.r'~) C" /<u

=1,
If U Cil(If (f-I)

essendo, corne in '<~ a) pHn~ritf') jneccdfttt~

t '(} == (r) t-osh 4- t f) S<')))t,0 =
Ut

+ (r)
Ut,'

'st-nh (-
+~(.')<s),

1
~« tt h{ r H

)na qnesttt votto le condiziottt (7) <)Mnmno

?(,.)==(( ~(e)-=-H.

lier oio

~=~r H's~h' «
Qnesta fot'tna df) <h', chc ('«ttviox' ttuovmnent'' ad oKtti auper-

tioie pscndosferioa di M~gio M, tHoeHi t<ppnnto do) ~yo ellittico.

Dtt )))ti)a« )))'<'))dttt)))<)s)))))t snp<ti' )Mendo8ffri<;M M'M thx~t L

che sitt <t CMnxf~ff~ oco~tM <M~;)<~ == J)i h))) )i))pp n~ t'sisto-
H
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00 ?' S))t)it fnt()t't'ttciM (') MM) dà lori) il Mfon* 'H oncMt. (J«tne ttt

t~-t, !)?«))))!)'<)<;a tinof f)<)«t-di)))Huo=<x'nt. )« (;t'(w)etiuh<' orto.

KW)a))!))))tIj,<'<tH)t<'MM=<:ost.)H)or<'h'<tit<tt<<riemtoj!;ottM)i frit

t<'ft"~ti!!t 1, ftia lit M=-~0,t-i )MrH<nftn M, fMitux'HHftat! <)')<'Ht-ea-

M<tt)"d().N('n!tt'<ni))tti{<'<"t<'tK't'')<~

== ~f' <~~t-

av)(')))o,t cou )eji;g)('roo)))nbiM)))<'otf) ))<'))('nntHXtoni:

~C=~(o)(. -K<-)<-
n

c~G J t
'~=Y')~

e KfM'~nuovtuneatc

(~U).l:

inottre

o~G\ t .t') -r ~–) ==–,(:«)< :=:

'~G fM u R ~c'(, n !<

Dnnqnp?(t')–-t(E)==), ?(r)–'K)')==), e peroi~ ?(f)==l.

'~(t;)==0,on(!f
t"

~=:<<M°-r-f'\f<<

Qneatft è ta fortna det delle snperacie pseadoafenohe che ai

dir& <te! tipo paf~oHco. Ë da notarai otte non sottanto tft « == 0 htt

'a ourvatnra geodetica =–, ma anche OR") a)trtt!ine)tM==coat/

cioè:

TM~e ? HMee~ecd~tcaMeK~y~aMe~ ad <MKW-M)te<oMaoo~fe~<M«

oWctcH.i..

Coa~ per il <<a'dette superftcie psendosferiche di ra~io R abbia-

mo otteuhtn IA appuenti tre forme tipicbe diatinte

(') Scdvendo cho )? oar~taM geodetica eft'Mf;')" <tha t' eqnaztone
P" R

1 1
di~Meaztate de) secondo ordine -c=. della qa~e gli orfeioti oono le tinee

P~ R
intégrât).
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M

~) (~~==<<tt'tipt)pit)-!)bf')ic«)

H. f~'==~K'
t:'st'))tt'<<<(t'p"<itt"'o)'H'

<;) <~=~< <<h
i")~

(tipui{"h")it'u)
h~

127.

L~superftctepseudosferichedi rotazione.

(Ju)b tre forme ('r~ H-ovith' A), B), C) pe) ttset)tl"sfm-)(i') 8)

('o))ej:tUH))epi&t!Mnp'<' superficie pi)t%at!u«f<Tit:h< ~«<~

<<tfO<<t!tKMte.

8c pfr nna totc xxpfrOcte <'

== (~~ + )-' <<r. )-== 'M),

8)h)t
M -< u

,.==(;< -C'<- p R.

coo U. C' t'oatanti arbitrarie. Se a)M dette due ef<a~"ti non t. nutta,

si possot)~ suppot'M effna!i in vatore nsxoiutf (tMtt~i'ux)" i"

M-)-coat."(, e cnngian<) poi t? in ce, (t- coshutte), si ht))')'" le tm

forme dei t'itpettivi tipi A) B) C)

A')') ~o!

~) ===~K*-) X~"('"t'' 'i't'/ 0. costaut~)

~== <f«' C'M))'
'(

che reatiMeremo con tre ttupecHoie di rotazione aopra le qutti ? M<t

r ttrco di tnendisno e fi ta tongitndine. Indicando «on f il rnggio e

j:==~(~) t'eqnaMone della curva meridiMna., ~vremo riapettiva.

mentf "ei tre OMi

..=t(/t-~<<«
A)'==~ r

B').==~uh(-==()/t-~c.h~~)<<«1. It r' H,' H. jtt
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U').-==/Mh("~==<tA-~ It' st.).\)t'' tt' \H/

)~t'Het)'f'!)))'v(ttnwit)itUtotn<tttt'))).f'wtf fqHaitUttti )m) prune

<:it.'<Jpt't'fn))xi'))UM'diN!tt')(',M({)i!))t)tdnc per t'unzittot ettittiobf,

cun)fSH).;ttf. <

A')Mi<'c't)t)e))tOK"'0))!tt)–.6i)M<'))<(<K')t'i))tgt)ht<j)tPh)<:)in!mio.
<<rt

t)M dt'Utt t!U));uto aH)t ourvtt )tt(<)'i')i:n))t su))' asxf tti rotttxiotte, è du

puraiuetpriutOMtiio

M

e == K st'n <p.

ht'ti

(8) <- ==)t ~t ?. ==
K J

¥
== i{} tx p .M <p(8) ¡,=Itill'II",

i !tt·11
-(I~=H,IIIKtj('rlm>l1',

'-«'tt? ¥

Questc son') te t'<))t!Miun!p<t)'ttmetm'hf della <r<t«)'M'eo curvu <)e))e

tiH)};fnti costanti, itvei)t~ )'tt8!«' O. )'e)' attiotuto, e<) ttppmtt~ MOHtante

==R il tnttto <!) tau~PUtc t'ra il ))M))to <t) contatto <*('xaintoto.

Tittt) jtt'opt'ieM xi t'ixcoott'a ttubitu d)t))e t'qttttzioni ptH'tHuetriohe (8)~

nm rmnha anc))e dul i'~tt') <:he ht t-m'vfttnt'tt g<'f)deti<Mtdei ptr))))e!i 6

1
coata)) te ==

M

Lu cor)'i8pnn<)e))te axperHcif ~enerota dttttit rotazione de))a trat-

trice attornc a))' aaiatot.o diocH) ht pMM<<o<er<tett è h) pitt Hpmp)i<:e

forma <H suparftoie paeud<'MfH)-iohf(').

(') ~))tf«t!t u )e dne ))e)t"e"ti tt){))re <o))<) tt'tte d)t) cat)Uo);o dei )n')dei)i<'u).)tniti

d)t)..Hfin'tD<).r))Mtw)t.



MUPHMMOKt'KHt't<Ot-tPHit(CHË :U ttOTAKttMK Xt't

H~Sh'eonK'o))!
f/M

==!tcut~.
tt

cuxhf
h{/

j.pt'tavt'tfuuHCorva

teatetMtM~gttttMMp~rrf <1 i, « xe (woxmm A=~ H ?<')'< it «tanaiw~

va)«t'op<!)'f!'Mhf
\t{.' ~Mô Mftt<x.)t0t<'nii)

)'M~tri")'d<')pMnt!!<')o

~iaee fra i tittuti ~=0, f=~R<iMot, e <!«)')'if}pMn')entf)t)6<)te Mi ha

y==-a o T==~ Tutti i <u<'ri'!)Mniiocontrano pfr u 0 t'afae di ro-
2

t)M!«'t)e Hotto l' Mtt{{otoa, od il pootu è nu punto ecMtM della au-

perHoie.

Le eqnHMOH) t~ratoetritihé d<'))tt corva n~t'id)a)ttt H) oMM~ouo,

ne) motto più setttptice, per fanzi~ni fttittx'he di Jacob! <)) (H) para

métro t, co) )t'0t)u)<) t==<;<jxo( (&'=:af!)w). PoMto infatti

./w\
A'
est ~.mt xcrt8''t)h(

ij
=*

A'
<;«T=='ta<~<

si ha per le equ~ziof)) pHratnet)'i''Jtc <to)n«))<))<te

(9) <- = R t-Mt, ==Mf'' &' «~ T.==.' Z (T)K i

eBsotdo

~~r~

ht Z di Jactibi, e H. K le note CtMtiUtti deHit teorift tielle fu))!:io<))

eUitticbe.

Il tnu.to della cnrvit <!a t==UttT=~K è ntppi'Men~to neHit

figura 2* quando t tuuoeo~ di 4K la carva ai riproduoe periudi



:!4t) C.U'tTOLCVt).

t:;n<)t~)tt'. Lit tujtct'ttcm di (-«hMHthn <utU!ttttdi itttiuitM )'<ttti t'on~mmt-

)ip&ttt'!tKiMxiutte(ditttnpk'x~~RH)h)ttt;'<t'K)<no;i ptn'~tteU )nn«-

'<)nn'tir~t;){t"H<!Os~Mt)))u (Mtmttt'tidi n'Kt'fw (<!HMjfi<))ttt)('t)t' h)

MUpo'ti(!iM,)M)<jt)Gai Vitturi <))'m))))i)))it))~Kota'rittpu)n<")~ ott-

.(<)<)id«))H'!tu't')t)))etid)n)m

C')tn'}"t'M(" <MM)MbhM~w

s· i,
M<j't M

t~c~u)'==A<:0!tU. SB)))) ==:itt'U?,
t<'f/K ){ M

t' il ntMMituo vatore ohé attsmoe M ))H) tmtto t'OHtf <!ena <jt)t'v:< cor*

n~tomteasenh
tt

==
(<p=:~

«ode il n'KKi" 'tt't t'Hr)tt)e!«vxrttt

iM il )nit)un't ).(?==<)) H il ottt~ittm
~){'j-~(?-.= -~).

R

Qni introduohuno )e fonzioti eXittichf uo) tnodnto A r.

j,/)f-)-).'

ettoniimx'

.<M\ ~tT
Cf)8))

-)=:
·

\!t'

le M)ttaxi<)t)ipittwnftnehe <teHa otn'v~ si scrivoxo

(10) ,T, 1 ~)'t·
A- L..

(lrt r a
/< 1`

Ltt forma deUa ourva <t)t tcaO o T~2K 6 rappt'eoentatH ooUK

tiguftt 3*~ quMido i: antuentit di 2 K ht tinrva ai t'iproduce periodi.

contente. 1 pK~Heti tnaaBimi corrispoudMiti ai vatori di !mH)tip!i

pttri di K aoMo cnapi<ta)i que!)i mioitni oon'ispoodotto a t mnttip!c

<tia()art <!i K e sono tince geodetiche.



.Ttt

).

lésion! dt sttperftcte pseudosfertche appttcab))!

sul tre tipi dl rotazio~e.

Lf tre fortxo di )<))p<'['ti()iep~odoaft'rictw 'h'i n'f tipi A')H')<

ni difttinguono per qnfttt" obf not tipu A~) i )Mtt'a))<')i hi'mto ')t'v'(t-

tartt gco~cti'M =-
-lt1

(aono <))-icic)t), xe) tip'< B') hMnno ((iiitxctux))

curvittm'tt Kfo')etioft oostHUtH

-L~th(~j{ t{ H.

ttet titM <~) ht on'vatttM geotiftioa 'tft ))!H'n))<'U6

L
f ~<H \R; H

Per. oio, benchè qnestû M))p<'t'<toieHM))()appiicitbiti i'noit ttu))'attn<.

non è t'<tH8thi)« <UNte))<t8r<*i pMt'<tt)pii di n)t tipo uni pttra))<')i <ti n)t

«!tro tipo.

? ixtft'Msaxte patuniuttt'e eotnt' convie)"' dfHtuitttn) Hopxmoa su-

perttoie paendoHferioK quahtnqne S di fng{;io K, uMtt n'~ion~ <;))''

poaaft poi, per aesaionf, cangiarai in noo dei trc tipi di rotH!)'o.

1" Tipo p(tf<t&oHM.Sutta S si tmoci a<t arhitrix tu) tnicicio, HnUtt

qattte Hnett L ai tag)icr& nu tn-co AB d) btnghoMu =~ 2 t: R, f' uogii
«atr~mi A, B si œodnrratxn) (du n<m mmiesuuit ()M'te) te due geo<t<'
tiche indeOxite AA', BB' norntHti a)))t AB. Lt) regionc di 8 <'on)pt-
fa fra aroo AB e le duo geodetiche AA', BB~ titg)i)tta <))<))!<St)p<')--

ttoie, s) pott'A tiettM'M in Roisit <!a cn))font)ftr<- )'<n<)« AB « «in~jtxli

raggio B f )p <!ne geo<)et!<)!)<'AA', BB' H) rionit-Mttnf) i)) ut))) t)t)tt)-i<i''

tneridiatM <))t< pseudoafent di cai il detto cin-oto attrà diventato il

par«))«t<) tHOMtitxo(oMpidatf).
2° T<pe ~~tM'. Su))~ 8 ai segni n)) ])n))to P (ordinm'ift) c")tH*

poh) di un mutetna geodcticn potar)', f'he darA a) <<<'ta fortnH h)

l?6'pnK. 337

~<~ !-R<sf).h~ )~t-'H

<' qneaht si oonfronti c«Ua B')
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<d'«'
/t.h'(")~

P<'t')dt'')tif<e)M-tet)!Mtttp«n't'

/.<-

R '==:)'!)t'))9==r,

onde ai ve'tn ehtt oh'ntM tu iot~itodioH )', t'otopie u)i intero g)ro du

~==:0 a ~3<r, t')tt)uth p df))!t geodcHoK ct'eacf iiotttmto d<t

f==t)i<P'°2)tSet)T!<~)t.

Per cio è nottanh) un aet~re ()i fttnpi~zKtt ~ngobre 3 Kaen at'

toroo a P, che vu n ncojMh'e untt f<t)tta t)e!tt< su))er8oie rotonda. Ma

vi bit di pin ta {MFte di S at di t& <te) oh'foto gewtetX'o f<) raf{gio

M*)<'ttt'<)t<h(
'<ftta/ J.

oo)) htt <:ot')ispo(x)ent~ t)'t)))) !'mt''<rf}t)i'<(H robt!!)«M< e ht purte di S

ohf ai ooofot'tnn <*questa t)t)ds è qxittd) fimittttK dttt Hetton) tttoobtu-

«o <tt<))e<h)p t!<'od''ti<:))Ro'-u, N-.2tt')6M< « da) (tircoto geodetico

<tirKg<f'" ~at'rtKht(
\.S)'))~)

Mi oMervrà eh' quanto magginrc è

t'tmtfifzxM Hogoiar'* <tt') setf'rt'. )Mt)t« !{) )'ic<:«)f) <!<'ve pasere il ra~.

gi') )' df) cirt'f'to ~c<)t)''ti<;<).

:{° Vf~o tpo'MtCM. ~cHc xnp6t'fioie di t'ohtzionf tH qoeato tipo it

pHrattoift mittifno ë tuot ~f<M)<'tione. q<ta)nnqno xnperficie pseudoaf&-
ri<:tt 8 p"n'à it))())icamsi in guisa ')K conformat'e una xun {!tiea

ttrhin'ttt'ia Mqnf) piM~Hoto tninimo.

tttt rcutcnc di 8 <'he si diotextterA etfHttivtMnente aopnt m)M fa)da

ttftttt Mnpet'ficiMrotomiu è rMûchius~ do mot ah'iacia )in)itata <ht due

t!<)')ctic!t~ ))tn't))!t)i nf~ti eso'etni A, B <))tto n) co A B de))a fgu<tte
in h!ttf{h<tZitn)))):) p<'t'ifft')Mdu) parfttteto toinimo f <):) due Hnee geo-
<t<'t)cat))e))te pt<mf)t')c a fd <'q)ndiab)t)ti da exN&, le qna)i, dopo ht

defMrtoaziutx'. div'ttttttx) paraOe)) ntatMimi (onspidttti), mentre te

<!n<!dette tffodetichf xoftoa)) si riuniMiouo (n un tneridiano. htn-

{îhezza G )a tHr~hexim dpUMstrtacitt dipendono !M~o da) Mggio cho ai

vnot dm'<' at p<n'Mn<*)'totininKt.

Ë m)tui<~i)t« che qoeat~ oircfstttxze wtriftpottdottu M qne))" piA

aentptici ohé ai pt'aaetttMMoper )e anperfioie )t ottfVMtura oaUtt (ttvitup-

pabi))) qn)md" si v(to)n t'ottfortnartftto'~if'aciiindri di rot<M:i<)))f(').

(') <~Hi duo tipi p!tm))o)ic«<'<tiperbotico oi ntM)MO)M<in ')Me)!udei eitindri, o

ittipeeOitttcod&iconi.



129.

SuperOoe con un gruppo continuo di appttcabttttà tn se.

Eticotd).

Si H già oHtiorvttt", 125, ottHUtUtttupm'ncie «ou pno utomcf-

tere un gt'uppo eoutiuno tr<nmitiv« d' ttpptxtobititA in se, se non tx't

oaso che la curvatorit sm costttxtc, cd :tUo)')t il K''t!pp« poxsk'df tre

paramatri (ë triptamente infinité).

Ona auperitcie n curvatura vtu'ittbite K M. B («, f) pub iuntoettere

al ntaHHitno nn gruppo ootitinno ad «tt jMf<MMC<rodi ~essiont iu se,

eonM è ({~ett'iotmeute iutnitivo t!&U' osset'vfu'e -o)it' in uott tatc

fteMiotte continan ciasemm Hnea (HegHa) cnrvat.atft K=='Mt.<tcv<'

seot'ret'e io se tnodosima, e ht f)«aNiot)Mè perfeittunente '~termioata

qmttu~'èHsaoto per uua di quest<' iinee t'ampieMa dei)o ttoot'ri-

toento.

? chiaro <:))(*quxtttnqtte Hnp<'rf)ci« apj'fx'ftt'i)'' mtpnt )tt)t< Sttttfr-

floie <U rntftxione a)nn)Htta una Hessioue continua h) Kè tnedcsimtt.

poit'ttè fit auperH'iie di rotazioxe scorr'' itt Kè stfSMtt p'')' tot!tKi«))f<

attorno a~U'assû. Ma Bossisto anohH il ttioMttxt i~verso <~Mt <Mpcr/?-

oie S C/M(HMMeMC«tM ~<M<OMeCO<t(tMMH<M MC~MttM~~)pf«'/<&<

Mpro «Ha superficie di ~<<t~oMe.

Quasto abhinuto tfi& <Un)oatrnto ai 123, ))t'o\'t)n()o chf ofttt' ior

toote d'appHeabitità <!) due superficie S, 8' pntri)))o pinwnett'i ort'i-

tratii ao)o qaando Hono appHcabiH sulla staaatt snpto'ficiM <H ntta-

zione, f) il teoremu v&t<~imohe )aMnife8ta<npt)t<' pet' le superficie M

onr~ton) <'osttmte, )e qottti sono tntte <tpp)i''obili t'xntt sttit'nttm e

aoprtt Hopcrfioie di rotazione.

Un attro tnodo semptice <)i stabilire il teoretna, ))«t t'tMo <)i t<n-

perficie )t cnrvtttur~ vttrinbHe, riautta datie osaervttxx'ui Hcgucnti.

Nella ~<M)"))(' c«nt.it)))M snpp<'Ht.!t o~xi tioea L di e~nft) cnn'atnn)

K==co8t. strionitt h) se ntcdesitnn, e potendo oiasoun Hno pnnto

trasportttmi h) qnatunqne a)tro (di nn iohttix' t1)nto) )t) iitx'n L <' a

car~ttt)'~ ~otioK coftbtotc.

Iuoltre, tm-ntre la L acorre h) a~ stesM, attrett.a))to nc(!Md<'')) ogni

a)tM )it)Mt t:o"d('ti<!)UMet)teparat)e)n ana L, e )wr<!)&le tinca K == c<Mt.

aon« a otrvattn'ft XHodftica CfMtttnh' e geodetiMHneotc pxrxth'h'. Ota

saosiate il t<'orR)na:

Se <M<t<Kpe!W a ~OMtC<<e«M )!)f<t<'M«di HMCf L ~f6<<f/)<'«M«'M~
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y«M/~f < (t CM)'<'<<<~Myeodf<te<t <?«<««<< Mj<«<' <~tpMe<tM<eWjM'<fMM<t

.tM~f~tOt; <<f«<(M<~o~ < e«t y<«'<tM<;M«M<ode <~<cf<tt<tfede~e «MM h.

~tftxtMsi ixfntti :) HittteM):)<'o<ndmat<' qtx'tto f~tmato dati<' ttuee

L )tt==coat.) f dMttM~'M)fti<-h<' «t-t<~«t))))i (<'=pf'st.);t'c)<'n)~M-

tu iixfjn't* ))r~)«tt<m ta f")'tt)it K')''t'<

~'=(/)~(,(/

Mo poichc. per ip~tesi, le M==eoxt. sono onrvatnra g<*oJet!<!<t

t h'K H
== eostaMtP, SitrA

PM

==,(.)
<«

'i int<'gran<)f)

<t=~UV.

con U fuoiiioof ')) «, e V <)i c. Ma OftngiHMdo il pttnooetro c tn

V <<f, ~i pno roxtet'e V c= 1 <' si ha <'OMht ttn'tna tipica

~~t/<r-T-U'<y'

de! <<s*~) axa supprf)':ip di rotMxiouf.

n te<))'f)Ha cost Muo~a)n''nte ditMustntto c~Bsente nu' humedtttttt

upptieaxione ad )u~in)pt'rttmte otaaap di superfloie ohé dicons! eHcmdt.

Hono queste )e superficie genemte da m'a Mnrva piana o <t doppia

onrvatum, dotata «ttorno ad un asac « parattelamente a qnesto dt

)U) doppio movimento rotstovio f tra8!atorio, il rupporto deHe cni

veto'iit~ aia costunte. varii pnnti dottu curva generatt'ioe desonvono

)t)t)<itt:t))te ejifihe ''ircotxri, :tVOtti per Hsae HOtnune t'aasp deU'eii'

coittc e txtto de) Mtedesin)" )Mwa«. Ë évidente ct)Mi! <noto eticoidnte,

co) quatc )<(superticie è stata generata, tiRptict~to ~l'intera auper'

ticie, )t) t'Mstriscitx'e aopm se txedesiM)!), onde abbiame, corne oorot-

tut'i" df) tc~MMit {; e)ep)Ute nsuitato dovuto n Bour Op!t<

.<Mptf~te eKfM«f<t~ «ppHMM/e MpM MN<t<«pe~c<e «M)'o<<M!<OM<,te

f/tcAe si <M<<M<<oM<'<Ht p<tfa~<<. 8i (MM'rvi ohé la aapertteia (U rotf~

id"t)<' è t-i''op)'rta inHuite vo)tc dtttt'etx-oide, ogui e)t0t avvotgendo

it)fi"itf vottc i) rispettivo pnra)t<')<

? )n))nifMto che le sopertieie di rotaitiom', cornu pure i dtindri,

sono ''a'<i )'!)rti<'n)))!-idette <-na<ndie<'ornftpoodoMri8pettiva)nentead

nt) ))))<-«t!)ovi)tt<'nto rotatorio, ovvfro traatstorio.



8t;PMKHt.'tK ttt KM'AXtttXK At't'I.KAfULt ~4~

VtCCVfMtt Ae ««« <!<tt'K' «MMtfMf MK MC)'MH<'tt<0<;M<t<ttt««<K?,

<~<a~<<<co«&(~ «ot'efo (« )c<<MtoM<'o fw oHad~. H itthttti [<* tiuen

t!hMM<"n'tH)«i)))<è,dunn)~ tm tatc HtttV)H)fntoi)'tm)p!)t'it)t«'t)'t),

Muo neceBsat'itunottc t'tx'hc, o ctn'nti, o n'tn', <'<)tt movittK'uto eti

eoi<t)t)e, '< n<t<tto)')o « tm~h~~t-ix (').

UO.

Superftcte d! rotaztone app))cab!)t.

Se <hte oupertiMie di t'ot)tiiio))<*8, S, sooo t)pp)icntn)i, f )~ !')ro

cm'Mtura Mon è 00'ttHute, i puntttt'ti 'ti S debbonu ttit)tet)derf)i aui

parattoti <))8, e quiodi mfridiittti sui meridiani le oontttderaitioni

seguenti vntgouo dei resto anche pt'r nnpe)')it:iM a <:a)'vaturH custtmtf

t)e qni ai Hgghtoge )n oxMdixionf! ch'* i )MU'i~))e)iS) <:t)t'nRpo')(hu)o uc)-

)' app)ioabi!ità.

86 t' etemento XnfaM ')i S <' <htto tta

(/~ t~ ~K' t~

qaeUo di S, ~a

~=:

potremo fare aeMZ'M)tro «,–«. eontnndo 'chi )nen<ti)U)i dx due

paratte!) oorriapondeMti.

Par ittentiftcare i due otftnettti iittt'ori, conv~rrà pon'e '=~t(<:)

)<determiuHre qu<'at<t funzionc <iH))a co))dii!i")te

(") i") e
` r

(') Cornesi ficooooceM una oupertinie <)etiaittt (tttUe8Hafïne formediS'ereuziftti

Ë<)x'+~F<<'«)f+G<<r'dr(
è an eliooirle (o an oaau liaaite)' r)cr·orrne basta per

j fD<tt<t-ZD'<<t«!f~-D"<<f' &
)tt) eticoide (o no cafto)m)ite) Ocf'nrme bMMper

~neatoohé le dne forme <nun)ettano<)t<t!ï"PP" ':<'at)Mt)«t'outUBe<))tnMtfonntMioni

in e~.8e <t eaoMe tt <:aoodeth) pr<'porXK)na!it&dette <)))efort~e (ffem n pitttt"),
'')&~viene totttnto qnando la prima a ridneibUc al t)po

<!«' t-' <)<*()-=!{-(t) )

e attom M)eheh aeeon<tftdeve tMaformttrxi h) s& )mn)enM))')or <)iuna ''ustanto

atbittttitt cio!))), D'~ D" <teb))onoCBsêrefun/ioni della M)aM.
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ottdena<ttta

== At c ==:
(A

cootttttte arbitmritt)

·

ac adunque r–)'(«) e ~qu~<4<mede) meridifum <<i H toMO~nH.

nate (tel tueridiano di S, xaratmo date da

t- ==/t (H) = < t -(M) <tM

Ne segae <~M <Mpe*<~ dt fe<a«<'K~ pM~<<M'M<tr<<tK oe' oM<ift,

<'Mt~tf<HKfMt <K <'0<<M'MM~.

Se si oonsittera p)& <tK victao il )no<!o d' MppHtimsi <teUe dae au-

perHKie, «i pub aupp~fre p. e. A -< 1, t' ipotcai cuotruritt eqmvttteudt)

MttmbiM-e S oon S,. In tsal otM i)t fot'tno)n p « & t, (thuostm obe,

qu~mto lit touf; cotnpiut.o uo ittter" giro creM<'ndo <)a 0

a 2~, toogitmtine v ha t'~g~iunt~ aott~ntu il vtdore 3~'n<;3! e

d'a)tr& parte il meri'tinn" tti S, rinxme oertMtxattte n'~te fittohè tttte

rimane qutiOo di 8 (eHsetuh' sempre ~*?" (<()-<!). Si vede qniudt

ohé, appttcfmdo 8~ soprn 8, quMt'uttimH not) oe reNttt intpramente

copert!~ «)!' viene a mattOtrue nna t'cg)one (fuso) comprestt fra (tttH

taen'tit)!)! i cui pian! forohUto nu tmgoto <!)nn)))iMxn egnate it 2 r. (1 –&).

Per <)isten<!t)re 8, soprtt S convient' quittai togtiat'e lu supertioio

S htogo n" tneri'iiim" Mt aprirttt deforma)n)u(tt in j;<'taa ohe gliorli

det ta~tio divetttin') sopra 8 due moriftittn) distinti. In queato t')Mt

sttggio da !t S la ourvuCHM det )n<'r)'ti)tt)<) antoeot~ in ogni

pnnto (').

Att't~tra ipftcs) j! t oon'isp0t)<!« evidMntameote )a deformazio.

ne inversa '!i S in 8~ netttt q'mte ë da togti~rai da S un fMo, ri-

st&bitendo p«i )<t continnità d<')ia anperttoie (loi Kinnire per déforma

zionp in nu ao)o i due meridiam det fn~o totto. 0~ perb ta nuova

ourva )n<'ridit'nM rintane reate aottxnto per
(/K

<~1, o aen
9<<' A'clrc k

(') Per il metidiano f'tpfM) cttn'xtnra e <ht< da
R

t
·mf

==~
~"=. t

e qoeatft ftimiemxce Heai oM~ia in eoM/<). I.



HUPERF!Om DI ROTAZIUXE AFPhKJABÏH ::4T

eio~Mettx xuutt tungo )«'<<'9. !'«")tnpem~==ar<i))eu/(:100 IUII(!o 1,. titistlt- 1. iloil HU¡Un"l1fJ.o= 111'0

(Ir~'

tale !!o«)t N)tt'&in gcMemte tituitttta dtt due paraXeti, cht' 'htpo la de-

foDnftXKMte<Hv«nt)Hw pttfttHfti di f~rf~~ Hftpt'tt 8,

<~C<M))epri)uoexen)pi<)t'«))t<ittt'r!i)m<))ft)Mfort)tntedit'ota!ttttne

<!6i!ttKf6r)tdiM~iMc=l."vsipt)o))u)t't'

)'==M)MM,

untte)et:<tM'(tH))tt<h't)t)<')')t))it)))')<-f"r)ttttHt!ut)odt(tHttt())eft)nt)o)e

f .==/f CUSM == t MMU*« de

e potntOht* eapri'nfMt par fttt)xi')t)) <')tittir))f 'ti m) jMt'tunetro Por

ciôBe~<(!put)ia)t)0

«os « *-ct) (' ~'),

e<t avretoo

~==~ ~=( ".). Z(-).r 1
z=t

z (.:1

Quando pni <>1 oauciimx' A' iu <* p"nM)t)oQitati4lo lji)i k> 1 iiaiigi~sitio k iii
k

e

co8«===(in(t,<');

coH) avremo

/<r =:
9'= f -–)

X(-)
A' K&/

Ne) pritxo caso (~~> 1) ht SHperAcif ha )a ftn'mH di an fono, i

oui mermiaui incontrano l' nase i)) un puuto (oonico per ttt H'jporti-

eie) sotto t'angoto w–antMn~. Ne) HeeondooasoaihMnnaiMnH limi-

t<tta a due par&t)oti tninimi rli regrenao. Le tre figure aegueuti rap-

preaauhtno appunto le aupcrticie di rotazione a Mttrvntarn watfmte

positiva eorrispondentt ai tro caai A'<1, /f== t,A> 1. SaUa intor-

media (sfera) <' segnut~ la xon~ <'h~ si apptic& auUa superficie dctttt

<tg.<



:{4K UAt'tTO!.U Vil. t~

Le tre forme dette oarve meridiane staono in nna hotevote reift'

itione con <))te)te dette attpedtcie paeudoaferiche di rotazione eaami-

nate n) 127. Se ad nns dt qu<<sto curve meridiane si <tà nn moto

<:ot)tinuo di r.nMJaxione lungo t'ttaae, il sistfma ae* di onrve Mon

grxent) ottenute )tit' per trajettorie ortogouati le ourve toeridiaue dette

dette superttcie pHeudostariche di rotaxione (').

La p8en')oaHant gode della aingobtre proprietA che tatte !<*

sne deformate di rotazioae coincidono co)ta psendoNfera ateaaa, corne

(') Vedi BKMRAM)'=' /)t<tf)too<!<t<c<tt)<~M'o~fi~Mdelle~«jx~ote di t'iwtMiette.

Annali di tnatemeMe<t.S<rie J, tomo VI (1884) Opère Tomo t p, 199.
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tiMtt)htd!)n'<)t!~t\')))'<'hf):tCtu'vxtu)!tt,f<d<'t'Cttd<'i p!n'"n«tifUtw

<!<)fttitntctt~Ho)<)t«
R

X<d <M" dt! r''?)triut!itnf)tto (A<(1) it )')tm!-

te)o)))at<~h<t't(<t)n'jïrei<tto)d)v<'ntttHt<p)t)')tHt')<) otin'Tt'crfMta ff)~

scopt'rttt ta'xotttt <'OH)))t'fM!tft'it qufstt) )))t)!t))e)ut'que)[o t))Msni)t)o.

S!(tt)tt<)ft()r)Mnx)o))t<Jnv<'t')i)tUtipiH'ant<)') minore')ivf't)txt)))t'))"')irK-

{;t'f!!Ko:)))!)pfr«tfHttttin'K <))m'<fa tt'!)!<t'))'t))H!tm' 'Mi~orre prittt~ttt'

{{nx.t'e 't)tUnpKe))<)n!<f<')')t)ni!"))t)''u)h)tn<M!) t't'a(tm'ar.<')MU'tt))'')"<'dn il

puntMeto attuah' di )'<'f:<eHHu.

La <!efot'n)i)!!ioMc')e)te n)rtf (tue ctossi di HH))6t'tioifpMm)<Mt'')ich<'

dit'<)t)tX)om'0(ttKtu'M'itsuperti<'ie <tf) to~'t~aitno t)p),<'8ofo varix,

)te)t'na«de))fSUj)Cttt''i<' de) tipo fttittico, t'mt!))" 't'xportarant

vertico (pnotft ('«uioft), ?he) tipo ipfrhottcf) il ra{!{:'« det par~Heto

tnh)n)tn.

~.131

Esemp) di eticotdi app)icab))t sopra superftcte dl rotaztone.

(J<)))fei'n)itHt)"om ittf<)r<'tn!t<UHon)~.129) tic~routdodiretM

nteote n <!<*di nn« qtmhutque snjK't'ticic eHcoifhttf, ctx' tCHterAdett.

nita <hmdo r ))a«M,i) pantOtetro tM df) omt') t'))t:oi<!H)f t'd il pt'e

NteWd'<aMo,(iioè la Mpxione fatht n('H'c)i<'f)i<!<<<)a n)) )')<«)« perfusM',

wziooe che net moto eticoidate gt'ofnt xppuoto tu snpffOt'ie.

Proxiituno per asse delle )')tHSf <)<'))'~iomdf, p indx'aodo <!on

ptttdishutXttdinnpunto mobite mt) pr"ti)o 'ncridiano dan'naop,

aerivituno t* equazione de) pt'o«)o ttx'ndi&t)~.

<=-).

Dettotftndo pxi con f )'attgo)« di cui ha rotato, (topo Ut) tetnpo

t)na)unq)te. il profiio tneridi<mo f cou ru il rapporto oost»nte de!!a

vetooità di trMatazioue a queHa di rotaxionc (para)t)«tro de) tnoto), le

eqnazioni paratnetriohe ()e))' etieftide a«M))no

(11).
==

.t <s <- *=' p s<')) t' e =~ (p) -t- M v.

Diquidedncimnf)

(12) =, [1 ?" (p)] -t- 2 tMv' <f.)</p -<- (p* '<

<*caagiaado le )!aee coordiMttte <' oot pofre
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Cs= <M< (A MMttU))~
.'P'+M'

ne jriatt!terà

(18j lt8x= 1 n· ?.~y,(PIdf~:,.),./t' (P'r. tti') tlt'~(13) = h + (P~+ ') ~<~
p-j-Mt'

I

Pa)'agunftUtto quest<' otetneuto thtMtra cott qae)to di una auperttctt

di rotazione, posto sotto ht forma

~~[1-}- (<-)]~+<"<< t

<bve ?=~;r)

ë i' fqnaziuto deUit em'Vtt toeritUMOtt, li posaituoo identit<<:&re ponen

()o frit <4'(''); p)V(p) te re)azioni

~=:(p'+M')

,(~V==~
'p/ p'+M*

Dn qn<'Ht<' formée nautbt nuovamente il teoretoadi Bonr; <ti pit

ai vede <:t)6. jtreifa ad m-bitrio )m' otiooide «d «tta Hnperfioie <H rota

xwne, ai possottu trovare o<w M<<-~«a<<<t<K<'ete <?' superHoie di ro

ttMicue. o te aapetÛMe ~tn-oidati tu on) nono ttpptioahi)!. Ne'

pritMf) «ttHo, e)}n)it)!md't p, si h)t inf~tti ~(f), nf) seconde, eHminan<t(

f, ai otHcne y' (p).

a) EMcoMe <'<~<t «~ <tfM MttKMa e M~Mtde.

Comt' p)'inm esetnpio pr~nditUMn <'eMcoM~ t'<~<t<<tad <tM<t wttatMf

(Ut. ~7) <' t<upf)'tt«ic deUtt oormati principtdi det)' eUctt oircotafc

ohe ha per pn'H)c n)Ht'idint)o m'a fetta ttpp'~giaht nortnatmeute tt)

t'Mse, ondf avronu ooXe (t~) y'(p)=°0.

Ne risntta

'+~(~.)'t.

e prcodondo Je == 1 Ni ha

x == ()-)== Mt<

j

S)'t)
<'<)M)t~M/

')a cni per cqnaziooe detta ourva ntoridiana



NUCOiUt APi'UCAHtU ttt~t'RA SUt'BKFÏCIK LI KOTAMONK M6t

(15) f==<M')«W(15) r = lit
\"</

Qu<Mt<tè uxn (!<t(~Ka~t<tCMHWMe,avente i' «MOdi rotHxiooe per

dtrettt'ice, e !a aupet'ttoie <U rotazimx' cotrMpcmdoMtf diwsi C(t<eHatde.
8) oxaetvat-A cht' le ~ener~trici tie))' eticuide si <)it(t:emioMO8u)))n <

<Her«K<Mt~e )'ttMe p*=0 tUv<'))ta ))c(fc<po(<tf–<ttdetc)Henoide.

b) ~et'to!o«!e foteNdc ad <tM<t/aM<t e C(f<M(e<d'e«M««~<t<e.
t) pt'otHo tneridhmo dett' etfeoide Nitt ~acot-ft uxa retta Mppf'ggiata

Mt)'MMe, ma obtiquatncoM Hotto m) <t))go)o <t< h) anHequ~xione

sar&

S =s p oot, M

o pMtfttdu ))<'))') (!4) ~'(c)=:<'ota, rixatta.

(1C) J+.=h~
11 +.f,(r)~ ,I

ï 1 1
(r-k'm'jplt'ai r. -d_ r~k! lria~

=
t- '~(~M')

)'*
~-t ~f t

sf))' a

"f'M')

Se pren'iiatno unn prima vo)~

A*= cttt 9

tre viene

'1 )'
(r) == (~ =._ .yi!

M' CO)'<t

e il tMendi&oo d<'t)a anperH'iif <it )'<'t)M'fnn' è P ipet-hota

2'

m'cot*<t a m*

onde la superficie atess!) è )'tperbc)oi<!<' rotondo ad ona iotda. Pa-
cntHenta ai oas«fva ohé fasse p='0 <!e))'etx;oidc xi distead~ su!
otrco!o di gn!<t e !<*gotx'rMtrxii de))'«)ieoidp suite ~cneratri.') di nn
siatetna det!' iperbotoid~.

Ma pronditttno ora nna secundft votta oeUû (]6)

sen a



.? 2 CAt'M'Ot.ovn.– I:!t

t'VOt'tt

~'i'-)-.
1/1

1/. 11/"~r
sor* 7-

d)t<)))iit)tt*){t!t<nt"

(ITi<'
m·nve

t'osttt
1t..'«'))< '~t

Queattt ('m-V)t )Merit)itH)tt fn-ovieue dtdk) catenaria connu)~ (15)

«(h(m~Mt(<otuttc le ordinttte f riHpctto uHtt 'tirfttri<i« net rapporte

liseuse M dira )'Ht'oiu)itO)).tGuat')a!tHtH)f{"tft('); aOit superficie

di rotitziotiM c'n'rispttu'tentM <)at'f)))u il noon' di ca<eH<Mdea~KM~a~o.

Qnoattt f dnttqtx* nn<* delle deftHOMte <)i rotnxionc de))* iperbotoide.

c) ea~MoMc Mccorct<[<oed eKccMe <c~ot't<MK'<t.

losione al eatenoide cotnxof ed a qnftto MUnoguto, si coMaideri

anchp il c<t<et«K~e«cco!*ot<t(~,ttvettte par ourva tnfrhtiantt ht oatexaria

Hoco'cinttt

(17*) := <tsen cosh ( ) (<f, costttnti)(17*) )' = a lien 7.
\f(/

(fl, 7. eORtlmti)

per HSi<ei:) dit'fttrice (<). Qui si hit

~f<-)=

«' St't)' 7.

< ae tnediittttc le fonnote (14), cerchitttHo uutt .tttperticie e)icoid~!e

<tpp)io)tbit< tt-ovituuo <t))e per pt'ot))o tneridifmo si pnh pr«ndt'rc ta

onrvttio~ttrittnit'tt

z r~ (p) ==o Ma <. )og p

)M)anme)tdo per pammetro m d<}) moto eticoidate

<?==<! sen x.

QoeotH si dira e«eot<<e~<tf«NtM<t, ed tthbiamo qa!ndi i) teorema:

Il M<eMoMe<tCMfM«~ MppHoaM<e Mpr<! KM'eMcoMe ~<tW<!m«Kt e

tMecefM o~Mt ~Kco~ ~<tW<M«o<t <tppMMM<e o<tt«MMe otcc«)'e(a<o.

(') Si eenafdefi nn citindre ht eMioexioneretta sio «M oaten<trhtc<t<nnM t)<t<t
xMioMob)iqn<tdt) ctttndTo d& la etttenMie attangata.

(*)La Mtentttia accoroiattt &)a projeiiianeorto~oMte della eomnna aopM an

pitmopar la direttrice.



~{

SX

~32.

Ellcoldl pseudosferiche de On).

C!oMidenM)nudttutti)tto)f)Mtf)v<))i8ttt)<')-th!it'eiiou)t))tti(i)h'i<i)'t-

tengooo Mnwndo pff quati otieoidi xvvit'nc ohf < ~o/~t mot-MMttt
<<<!<!?MaM di MfM<<(f<t.

Ppr cib )tt)e fnrtnotf) (U)..i)~ d&ttou tf ..qtt.tzioni tMt-tUtx'trio)~ di
OMtt qtttthmqne elicoitie, Mtfgit)(tj{"t' te cspMSMioni <i''i <-<'Het)idi di-
rezione della tx'rnmte

X==?~
n

v– "?<p'(;))H<'nf
1

'~[
'Ma.

~p'+~'+p' ~M'+7~(,)' "+~ /'(?)'

1 t"-o)))i tnH<-id)Ht)isHMnoo liuee di «urvtttHw se )"t-<t jnani tel-

gliano ootto ou tM)go)o Ottxt!tttt« )'e))f!<)ido. Om i c<MCt)idi d)<-<'xi«
ne det))t nonnate t() piatto di tu) j)rn(t)o aono tntMnt'mtbm~otf

«en H, –cose, M
e par ''iô

tiOH 0 = X f~)) p Y «os r ==

~)-w'+f'~(o/

t) proMto tneridiMUo delle xxpet-ttcio e)i<:oidn!) oe)-<Mtt<-è dmtqne
dftonninato dalle <'q)t)mione di~ranzit~e

[p' ~'M'~p'?"fp)]o.o==~
oasia

~f ~1P" (?)]==?'<y'0.

OfM pjf/t-t-) rappt'eHfttttt il s~gmento di htngentf a) pro(!)o
meridiano, oomprcao fra il punto di oontattu <' l' itax)', ondf si vede
che it.pmfi)o 6 iu qu~h' caxo )t)).t n'tttt)-)0f ttVfHtc p«r xHf(f t'iKutt-

toto, e per tunghe~a <!<Mh<t)tt)<)o))a ttm~ntc < =r wt~ o.
M<t una «foondtt <totev«)« proprif~ <)) quMte «tx'oi'ti riHtttt~ c<'r.

oando le Hxpot-fxiie ili ru~iii.xx' x)t oui fMttto ttppHenhiti. La fm-mf'ttt
(13) ci dà pf) )o)f) do'

m*
""=

t~-W.t~+~f/t),
<M)M-'3'p,M~

enepot))fH))o



Mt CAt'n'OLOV)) -);M

~–Mtst'fthj

,t<<'t)t<t

L )!==

Mt

Mt t'uSO

)is)))taa

~=~r+.),)
</<

'){/

t'.h').tt'tK!ti))Mt'bt)ti<t')''(t<f('ttt'H''snpt~)i<'))'p~nd"Mh')i''hf <H

t':ttfs'"R.st''t')i''<)it)iM)t)')ttntt~t)t'.st){)t')))'')'')).'<('t)t(')Ht<'ri(!)t'' di

['!)KjLfi«K– :t'Mt't'un'n'((-<)t)tj!i<)('r!(t(~-))')n!))))tv<))h) <)}))])ini.
cusi Z

D)t<~tit))[<'))['t't;t't)ftif4)))titp' )))to)u)-t)St)))X)'))t<' t{'t''i'M<«

~-o~fe f'"«c <f!K~e?t('<'(M(~«/<==' f «<'~t'o M<tM<«'')'«t'M~t!/<w«/f;~ di

~f«'«/'«'« f«'<'t~'«t'tf Mt <7<t'MM;~fMCt'f; r ~tMf/M/'CftM (/< ft~O

It'f*-)-Mt' <' /t ~'<t~<'«.'t Me)'t'f/<MMt'<M/«~ /t<tM-< Ctf/'t'MM '/< M/t

<ft«/e/'<f<.

i'!t'iK;i)'')n)'')n'(i<*t'')'tni)).n')'' )itt<(ii<'m')t)n')n) !<t'<'t))tt)'tsi-

srt')<):t, ))'')'i)cheh!tMa()«tt.i<tt't'!tr'))'-)<'<)('))<'tt'itttt'ici )))t')'i<timn'

tXKti't"" !") imtf")" n'tt" tottf )t' .sfet)' <)! m~jo =:' t <'t)i <')'))tri f)ut-

)'))!<f(-.Qucnt<'M)'cn' s~i'tx' ))))in<)i ")'h~.tt)!t)tt)''nt<- i't-))t-tti)in)ut)~

Huée, <')«'son" pot'<Ô)'')int'<'<)i <-)))'ttH)t<h') s<'t;o))<I" ~ixtetnit.

Inotfrf si ossMt't')'!Ï <'))(' ht r!ttt{(t't)t).' ft't tma di ()n<"<totinfe ')i cur-

vnt)u'!t ~e) sMt'ttth)') si.st<'m.) stM it) )))<phnu <Utt not'mtth; i)))a super-

<i<:iff(i<)))!tt)ttt')))!t)<tt))i.t))u<t<')prt'Mh),('')))n'jU)')~tH')n)))]nf')'a!t-

j~f))« <;«Mt!<)'t''–0.

<i!)a<'mMd)t)U('t<t)')n)t'<'6<)<M)n)))t).).u''tt«)'i!))so{!m)a)'*df) fa-

~:io 't! piani )'<')' t* nsitc <'<!è <)ni)))ti n))!) <Msw~owtc<t ')<'))a ofern t<u

cni « t.rac'iiitta (Cf. r<)Hsc)L'v'tZ)om' :d §. 65, )):({:. t4t) D))nqnn:

Le e<<M<~tp)f<'M~<'X/0't'<'At'</f< ~Ut) /t<t)tM« ~M!' ~MM ~t OK~!)<t<K)'<ï

<!<<<ef<t<~ <M/eM« <.t~)'e~fu<~e~~(~'«Mtc/te <<<'</<'~/o'e ~t ro~o < «M

M<tMM~ tracr«!<e.

Da uttinx' <)f o.ss~t'v:tr<' ohc qt«'))t.t' siugotari cticoidi de) Dini

aouo aottxuh) untt c)<)Mti<<<t) <')i<'[)i(!i )'n<'n<toafp)'i'!t)('. H' ~nerati 8)

otten~n'~ ')?)<!) <!f)t'ris)M)nd<'nh*cqtu~iottt' ditt'frenxix)~

~m' )
1

;(l-?")-r H''

ctx' Mi ott.i''))f) f~))ttR)i<n)'!<) ta cntvatun) !'))<*t't)8ht)t)'* L'iotc'
nt

~t'axxme ni compic po' fnttzixni MH)tti<!ht',c))«dt'~en)'r)moiucircf))ari

net caso de))e o)icoidi <!e) Dini (V. i<50).
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Il $econdo problema dp))' appticabitità fa retaOva

prima equazton~.

V<'))ti)t))t<)'tt':t!tHn!)'!ttt!(iti'))u'<t<').'<)'t'f)t~t't('()ii)!tt)))~tt.:)ut)'jno-
hteutt) <)<<))'!t)'p)i''itt)iiit!t:')"tf'')ntt<')<<)tp<')ti''i<' itpptici'biiixojxa

)mtts))))t'r<t'!it''t.t(!),<)d!<u<'ht*«)Uot')ttt).( )'itt')ftt)))<t:):«~f)<)(f(

/<tfm« f(<~e<'ff(.!<«~</)tftf/< f/<~tt<t/~~M<<<t-<f

Kt/x' -2F<~(~)-<<

~'OMtft! fM«t' ~)<<<C«; < <t«tM<<« <M/«'' prima /Mt<f /'H<)t/f<-

Nt<~t<t/<'~«OtC ~t'fM<u~ < <

St')'!)f))(''))t''stt)t)H)i<'i)<' )"u))t)'t)t)) no)).si s.)jt()ia t:soh'r'<Mt/<

~«W«'Mt<'<!)tfitt))<)(')tit'.tsi))!))1)t-')))t)i(<f) 't))i )-) <n;(')~)''r)'tt)') i~S''

Kttit"), !<!)()))!<«))")')')'<')'))'t)):t~'tU)'t-<))UtKi<))t(':tt)('ri\)-))!)txi:(ii ~t't

t«'t-<)))d""r')it!in))n.!t)'u!~)<')H'))t<'<~)'<t('))~ tot)t)!)'tiA'Nh''t't-.

da ('ttiit))roi))<'t))!ts)t'<s«e'<t'))i!iit))tt''nt'fi)"')!')' )-it't'<')))i)ft'<i<'

t'ati')''))'!))t!ttisi).!))tt'<'Mi)'h'))X!)<)t'~)ii))t('~)'}tH:)h-)'tt)t'tt<)))<)')ishthiH)')-

itttp"t'r!)))ti)'isn)h)<if"t)!)!Hnt't)<!dij)t')')tth'')t'i.td''))!ttt''f'<')'tNt)Z)<'ttt'(').

X<Ht))tt)i)t'))<'}; t't"~ j.8~,)'i))t)i('it)!)<'t)))))zit)))t'd(')m'<'o)tt)t)

<'t-'n)~t-)')'!))))))iuit)'i)ha t- sfftto )'' 'h)« t'<))-)))o'ih~-tM(-'X)f))<- l'

(X<V),t't)ea))bi!U))'))))tti<!Mtt'<'<')t)<')))'in)a('M('<'()ttd!)<'qu:)y.io)t)'<t<')ta

ttp(')h')thi)i<A.f)<)))))iM)))""r.tes.!)t)it):n' ))))')'ht vici)H)<jUt'sh'cfjH.~it)-
ni t'svi)))p)MU'(')t'<'<'))K)'{j'))t'))x"t;<ch)'')''i<f'f')'<-n)i}f<-)t'-): fo)'.

nitiditH'!ma))!t).

})))tU)t«Mi)t))n<)t))inoi!)r<'<))ti)'<~i:t<'rv!)t'<'('h''u)) j~'ituott)<)'tu<it

tt'a<t.n't'))jH'')h)()t))af')))'t!tt)t''t!t)))<'K) hi)<)))))'i}i'U!tr'):tn')n)t'<nt)}!io-

)<ii))<-()jj;t)it<'in''i('')t<ttif!it'n[ii).L)',I~)<')):( tpf'tmt)!) t«ï')n:t fotxb)

)neMt!))f.L'tnaK)')))i')('))<mt))t!tn!).'i<))tf)!tn'H'nt'f<j)t!)!!if)))(-'t)<hn).'<<

int')ni))if)))it) t'rxU.D')", <')''<)))'' <'qni)Kif)t)i <)< f.'<~h<x/i, t-)x'

s<nt"ct)))iMmni tHn't'n't)XM)i ~)'t )))-im)<")'di)))'. ~<) ogo) t''m:t (!).D'.U")

dis<)htxi'u)idi<juest<)8istt'))t!)it!<'t'ct)xi:t)t'tit)r(-)M)M)tdMt) un !<));)<'Wicit-
<'o)<))th) </< C<)s))).«.}<ti'it<<.t'')ntoè'jm'H"')) nna '«))x'rti<'i)'(ii

r<tt)t!t)uttt'KO)t<')!)f<'r))):tt)t)tt')ah':

t'<))))!))it.fo))))t-<-))''nnHHU)H'nn-!<~)ft)<ii))i)'<tim".tt-h<)ihH'-)Hj~t!nt!<-r.
peft)eMi<'))o'<"H<fi'"))"'t''tintH"<td'<)t'))u"t)'~))a/.i<)t)''df!M'<'ut).!)<<trd!tt')t''

c))i!)Mi<))ti<it(j.;<))Mr')t''n)<n')s)nn)t)')H').i;t))H"'t<)){iu)M'r'i'nt!t)t)-v~).ri''n)-

ta.tn<))t<t))i))tuta))t)!tm\)K<)<t)'"ttr).



''APtTOM Vtf. t~

.==,/M' ~~r~-=~(~.

6 ohtaro chf si pub noddiHforf) a) ttctt" sistot))) xssmnfndo D, D', D"

htMiHOtn tti « !M))t«ttt« e )<t <'<m'it<)MHt<)<'))M"upfrtttiie ooo «ono attra

<'hp)<'MtK!o)f)i((Jf. 120t)ot))).

Ma, eotta (!fmutMio<te della t)fi)t)<) « MO<!(Mn!ttpqoaxionedeX'oppti.
o&bitit&, oni v~Miam« iH tM~tt<niM?aosUtuiM M)ai8tf)M)t ~H'crenzittte
'tettt) tre incogHite D, 1)'. !)" Ht)' noiett t'qunzio))<)det setiOtdo ord)n6
'n una ao)a fonzionf inoo(;t)itM, cotne ont &))di)H))oA tn'eoiaarp.

Commoianx) d~ht ptitutt fquxieiooe (XÏH') pag. 219, ebe in ai)nbe)i

invtn')tMtt.)v).xt8t')iv«

(ï) ~~==K(l-).

e avihtppttudo coO'adottare le ttutt~ioni <!) Monge per Je der!vttte

pn<ne e tfcoad'' di ?x

/) '?!']-

*-}'
,l

=~K<t.(Et'-8FM+Gp')1,

cqu~ione tincaff rapporto M

r/–<<jt,f,

oioè della forma <)i ~mp~'e.

Una aemptice ed intéressante osaorvazioM, dovnca a Darboux, fa
oubito rioonoaoere qtm)e è U signittcato detta eqnttziooe (1). Ditno

atriamo ohe: M una w~KMte della (I), la /t)~M a~t'otM~ qM<t-
<<f<t<M<t

H <<)~ -t- F <<w</p M<~ ==

=

E-~)')~.Jp- <~+G-(~.\f'jIl ~<~fêr 1 1 au

la CH~<~tt)'<t MM~a e t~COe~M M acoade, Z ao<<M!(Medella (ï).
Ne) modo più aejxptioe provinmo queato rifereudoci ad un parti-

cotare siatcnM ooordinato pet qn~te 8) ttbbbt

y==)t, )''==<).

<Mtmeè )<'ottft p<') o~mttft-c iovtx-itottivo df))n nnHtrtt pqnazione. Ma

!t)t<tnt)a(t*)divf))ht



MSOUNDtJt PROBLKMA CMt~AWLiCAm~tTA ~7

'U~
~')- ')' 1

ettOtttituettduMixitttbut) <ti(Jh)'i(ttn<t'ti)()ruv!th'ti vit'uf

(~ .~<!(K-K.
C« t.K f-

Ot'« si ha iu m)or'ti)ttttc ort~'n.tti (Ut'. )"n)totit (K) 4!< t'a):. tHX

,~K~ /fG~! ~HëU <rK~, .j' I·: 't

~9)4M'U'K==E- <)e~- ~) t-<t ~c« ''r~j !t'.C ~r ),

oude ta (i8), Xtottiptioab) pet M, Mi80t'iv<'

H(K-l)"f'
HI~(J-i- 1ar '(l'l)I~l<(J; (~'H)'I<?«n« \0< f)'<"f UK''

.,C(K-U ~Y .K<(~ ~).
«M~Matl ~< 'r ~f"

t)Wt'rnt«j'ttpntne))do i tpnxhti o)t«xidi8trnt{K"t"

(K-D
')l, r"~

.(. h<.r''
~')

f't!f'~X/) fMf:t< î~rt ~t-'·)
xll;-

'€ .«''1
11.

M:* quMaht, pet- tM (19) st.ofM, espritMe ap[(tn)tt' ''t'e t)t tot)!))) ')if-

ferenzMe

(H-.j)~r-j-(7<'<r.

ha ta curvtttMttt t)u))<t, oiô <)))<'dtto'Mtra )« pntj'toiin~tn) t'uun'H!

Cib pretttfttao, aupponiamo d) t'.otxtsoeMuuttHotoximte («,<') tt<-t

)a (I). e va<!nuno se eftish')& nnM superticif ~e<t<coorrispundoutt' t'"t

t'HSseguato (~, pet' ht q)Utt ootKt <x'.<'<nn' c bast)' che si powiO)"

tt8aoctarea))<tZ')ueKth-efnt)K'"ni t'mt)i.r(«,<'),~(«,(')t"t' ")"'

siabbin

)':</«'-) 2t''f<x'<< C<<<=<<.< '('

La fornxt (tittMt-t'nzii'h' a !<ini'<tt't)t'~xonto it cut'V)'tt)t''t uutta. t'in"

sua pet qncsto che <'aaa sia ittottt'e ()t'tit)itMp<~)ti\'a. )))tin~tt')'<') su"

di80viM))t)a"te Ni dovrà ave)f

<')<~t)tM<<MM))t<'))U)<t)tft<0))'')"')')Bim)i<]t<tttt(t).



;!M CÂt'rt'()t.<'vn. '?. t:{4

(-~ h--(")~~ ("rjJF-
11

'.fM' f<- f'Kt't;

os.-4i.t).< soht/tottc <)"ta mottn* smt'ti~t'tH't' idb t)is))){'m~t

~0*) ~<1.

M.t ):))<'t'"n'ti/.)')t)'- ''inxjht'sxtHcientp.cotoeM) vmtt' <)< tuodo

jtift.st-n)(<h'upp')(-n<tu,('<)UK'&)t't:it'F-~0,t'hèMHunt,t'aH6)ttto

tnqn.tnt)tà

H <. (~ (.. (-~ = E ) C
(-Vt U

= C Ë
< ` V~' 'f'f') I[ ~M/

-(")1-~(")'\n<t~ \OP'

tMait.iva,)no')C)'t'HM.u')ittt)t<))t'')watUv<')H)eh('.

"-(")~ ')v~M' '.c').

Mt)t)))<«)ft)')f)M')mt()')t't')n'H)!t <! nu:[ )«'ht!HM)<*dcHH(t),per)~

quitte ta dis~KU!~)" (~U*) sitt inottn' 80'tdiMfMtta, )p attrt' due

coot'Htotf.</si ott<'rrM))n" )'<-<'<)U))dnttttrp(<m in Mn<t),ef<a-
ttumo dft<'r)uih: it o~nu ))) )U)it wt<t!tnxi<)t)p ort"gnnM)e.

Ah))iamo<hmq))fi)ti.'<t))tMtoti))!)t<

~(< o~Mt Mht.:ttM<'e («, (~ef~ /)WM«f f<jfK<~«M«(1) ~<'H'<tpp<«!oM-

M< e/<e t'eft'~c&t Mo/c ~t'«'y<M~t«HM A~s< <!<n'<-t)t~Md<MMMed

MM )(<~<t.M~f)-/)<'«-Cf)<fHMe~H~fn A'«~<~( ~M« M~M~ttC, <M-

j)e<CM xi a<!M MM ~M«f/t'M~o'e.

1~.

Seconda dttnostraztone e seconda ~quaztone de))' appttcabttità.

D~))'m<)wrttt)ttMria)))t!ttf<om (ioo.st~uito è opportxtX) daro una

nuova <)it)t0fttmzi<tt)<<chf procéda tnu <Hn'ttam~ntp, <!<)!)<*formot)* fon-

'<Mtn<*))ta)i<)cU~ tjforiM <)<'))<*M)))M~rHci<*

X~ == D?!, t,, = t)'Z ~,=

':)x' ))()nsiH)no )nx:))e so'ivcrc, :t <'m<tmd<'Ut) f«rMto))t (~. 83)

~t-X',



MKt'()K)tAn)~n.TtfAX)t~):K)tf:<tHtXt:t)mj.t't'hH't!T<

Mttt<'tM<"nttit.<M'{f)tK))(<'

(31) ))~= ))'==. u":=

;1–A~

·

~1–~ j't–A,~

Qt)Mt<'('<)t')t)())t',t)«{i)))nitMt~ttXh)t)<d~t).t(!)<'ht')'<<)<).) ~~<"1,

a))80t{"ft"")Mu'ti~t()t,')t'))t)Vt))")'! )'<))! jx't 0,D',))"t' dctt'n~iniU)"

qu)ndi<!u))n))<'ttt<))(')tt'' ht <t))ti~m'it!)H'')<).) <'ortisp()))<))tt' sn~)<'r-

ttci''8'H.tss<t"

He<)M(tht)«.-<t)'i.tU)"t)it'cttittt))'tttt'<!)ttii\Mh.ti(~t)(n:tJ~JJ',I)"
M<)(tit))'iH)<titt <'tfett« tanto K))ft oqmtxionf di (J)H)88 cutm- !<))<'<;q)m.
zioxi (H Ooda~zi, il risuthtto thode d<') ptu'ttg)')t)u prMcodfnte )t« vcrm

ttUOVHH)6))t08htbi)it<).

Ma per t' ~uaitiotx' di Mnaa))

DD"–D"_ IC
RG .F'

Mioe évidente, j(f)it')t~f)))pt)))to <!<t qoesta considett'ziont' «hhiim)"

'mttu,t))§. !<3,)'(.q))i(X)<)))(-(t)<)t.tt't)))p)i<t)'))iM.
r''t' v<'t'iti<!tH'et)«ic))~i\)h))'i (Si) n<"t'tiKttU)t) n))('))t' M))(- b(;ttn

xi<H)idi UxdaMi bttat<'ra «'tu' <-(mto dt')!<' idftttita s''K"c"ti '')"' vn)

?'))<) p<'rqtMtt)nqnefut)!:in)K"t'())«,)'(Cf. '.4.0I''<)tn:u)t'())~.(K*)): ·

r'K(~H'+' ·f
t ~f

n

<~ c< ~'1' '-?' <)'
(-)

¡, (JI( ¡'II G'l' 'l' l 1) 'l'

~=K(F"<t~ -L~ J-<« )l' ')' ~)
`'

~p~

~~i"'== iJ,).
'). mf'M HC–F' t-:G–F<!

[)<t< ~t' f<.). f.).
(; -.F

¡,'l'
H -–).

IfAj't' ftM M
'1' J.

H' cM
Il'

c'-4~ KG–F''
`t~E

KG–1-" 1,~

btc

"1-:

D)t)tf(3))f<'n))ia)ttf)))))om)).p.))td)<Mt'p))i!a

1

~L-
f't< ;'l.t"' f' (tt–4"~

"f<M'



:!t!tt t'At't'roho vn. –M4

<mtt<t<t)(:(t" sttst.ttummu t Vtduri thtti dttttf (3~), 33); e hxtottthmottto

'h')))' (?1) ntcsitf' e <<eM<t~MfMtOHf)(f) Ctti HodttttttM<, )'t)HH!)e

< u

b'n",f't- /M '1' ')' '~t

djn'è!t)t))tt))t))).ttn-it)ttttiqt)itiiio)x' ()i<)t)<)<~iii. h) oxxt" Htmtogoai

p)'<'Va).tMt'<!U)tt))t.

St tM~erver~ ohé ht vcriHca )u<n)tt«Mt<:ottMHt'V)til HuovutHt'eamtke

Sf A~~>t; Muttimtf ohf m qu~sto <:M« t), ty,U" risnttttuo p<M'<t-

MC<~<;MMNt«~(K«rtt.

Si vt'dnt più ttu'di, )M)ta tcorttt det tuatemt Mhttci, (Vo). H 3tt7)

t'be axtih'! <)nt<st.o~hMiom .i' <)et)' equazioue de)P ttppticttbitità ~r

)e t)<)idi ~,<!> t compete Mt) sigtnttcttt« gfontctrxio rettte.

H ;)t'<Mt'<tin)HMtoohé ttbbiamo ~rn tenato per ditnoattart) emoead

OKoi xt)hnitu<)<*2 <te))aprhn~equ~ioM(t)(~t)'ttppH(Mbi)it&(oon~~l)

oon'ispum).) on'eN'HMiv)) anper&oie 8 t'OMtew) <)t)t<' puô e~ttttt-

Xttwte tt~t'tiou'eti !t)ttt MOuntt~ (XtV) 82 (pag. 220)

(H) .)=- K(~-A.j)), ·

a cui Nu'tdisfft i) 8emiqua<)ntt<)
~==2 (x'-t- <)

dettadiattUtzn <U

un puuto tiHtMtdeiïo sp)tzto (origine) t!n un pont(t mobite auUn xu.

perHcit'. Q'n pfr~, aiocomc per Ja t'ormoitt (47) 82 (pMg. ~!t8)

\=r:~f.lt?.

(!t)Vt<esMert'

A,p<8f-,

<)U)U)dosi tnttti tti xua def'o)'tt)Mta )«)t)e 8. DKt)f fortuotc (49) ibid,

()))((;. 220) t-ii)ntt)t <)' attru parte

(24~ 0=-
–~M

.D'= 'l'I –'1~.='

~'3~p ~P

i'«r<))otc <')m M))-riHpot))t<H)oa))c (21).

Hd t')'!t, snppoxttt che sm. p una Motuzione (ponittvH) <!e))<tSfocuda

Mt))t)t}!H))n'(I!) <)f))'app)i(!Hbi)ità, <:h<'ttoddioti hmtt.t'ttitU~diacgnaKtiKn-

xa A~p< s; provRn~ ''<))))<)~opt'M, racftxt~ xau <!<'))<'identité (23).

(M), oh'' i vidori i'('M)i (34) di D, D'!)" a<Ktdi«f)m«in))ietn''ttn&eqMit
xmnû <ti (!ttn~ M nUe dm' eqnftxiot)) di UodMXxi.



SECONDA DtMOST&AXIONE KO EQUA~tONK nK)J/At'Ptj(;At<. ;4<H

Si puo dei t'eat«, anuh'' pm' (}amht xouoxdtt t'qmmiotn' (h<)t' Mppti-

<tnbi)it& trovare m< Mtttoiticatu «mdogM a t~mdht «tnbi))t<' )<<'<)t<pt'itUM

oun'MHOt't'VMKiom'di D.n-tmnx. (~. 133). Se si p<t)n' K–/ Mp p «i ri-

fM'isco lu ~pcrMn M !K) nu ttint.ctx.t pu)a)t- cul p~tu n'') pmtto tt~o.

xi hn pet ds'

<~ ~= ~R' ) if ,/o*,r

(tove<<9* ë il quudfMto dfn'ftetneot.o Hot-Hr~daHa t)t)<rttdirt)f!t{'"=-* 1.

in eNfUc: la oeeoK<!ae~n~t~te (It) <!<!«'appMcaMM ~MM e~e

/'efM<t <K~e~M2M<e~Madra<tt'M

jt
(K <<<r-t J'* <<«f/f -( < Jt?' ~H')

/«t la Mt~MtMfMCO<<<!Mte==-{-

§, 136.

hdeformabiXtà di una superficie con una Hnea rigida

(non asintotica).

Serveodooi dotht pritntt equ!t::ion<' (1) deH')t))piicnhi)itit, Hd .tpp)i
<wx!« i teorettti gooeruti '<) uniHità edx'aitttotX)) <)o))ew)<tzio<)i deUc

equaxioni a (tfrivate jMtrxtitti, j~sahuMo «ro M fur M~nostx'ra tttcuni ri.

8)dtiati fon<)muef)t,n)t retntivi K))n defonnHxione dotif HU))~rjt)(ii~.A\

vertimno per tt)tro che, liello Rtn~ ~ttoxtte deH'atmtisi, f!)i!n'<tft)))ttti
teoremi geMorH)) etMt'udo tt~icuritti sotmttto ne) oatnjxt mtttHtx'x. <;fn)

vert-A dxppriMM auppurt'e <:))« le fn«i<iot)i E. F, G rli x, f simm tot)-

Moui anutitiche rcguhtri di «, v, oc) ':)t)))))o di vat-iahititit <'hf si <t).

aident (').

La pt'itoit qnesti<mt! c)h'. v'tB;)i.tm« tmotvcn' c Ist st'~tx'ntt' ««'
<ttM<t!tpe~<;M 8.<?«?</<! ~Ms<e)~<M/e, ~~r~ M«M<ette/<~ W.

~tdft una sua Cttf'M r? Di)nostt't'roH)« <;)){<an lu om-v)) r ))<)<)i- unit

tinei* tH)i))tt)t.)<;HpM' ht aup<'r)tcie, ))t d~H'tnaxiotx' è im)M)Mi))i). tt it)

attre p)tr«)e, qtMndo la snparHciM ti dct.tt!, t.))tt,f )« nm' t-tn-v t-H))-

KW" di fortUH, le HHint.othihe al più fHt'tns<

(') Qneateeondiiiiuni piii re«tt)ttive delle ordiuatie fch<' n«ti ))r'MHp)x'U){~)~'
t' )mtUticit&)x: M):mterr<mno«ottttnto per i teoremi di <)nMt«« t)Mi.h).. tt..j{))fntii

patagraC.



i;<;2 C.U'it'OL(t VU. ]~5

SupjMt)):tm"ttt<!<~tnu'[o ntm t~!ttttttt[t;M~i't)WM)t)if<:ter')i(!<tt)

ct)U)ittuit~)UiU)h'))mnt')t)j{"t!t)tt<!)U'V!tr. <'xi!t8~))m<)(<H<'<x)t)()t:'t-

t'fMi"t)' !'ssu))to dit S. Pott''<t«« .tn()))m'r<' uhM M, xhux~ttrumhtHtaUtt

8t-))t'[(ttt()Htta.hiMt!Shn~<tri<))<m'~ t'r.< )"r« vicixe in ugni

~Ut)t~ tjUitttU) si vtt'ttu. Mit it))f)(-!t.<(' ti uttsot'va chM r hn tttemMt

ou'Vium'a ~tic'tt't't'~t <'<)"S, ))');t))'):))«)tt))f!'o!'))t S,

htttMAtfHaienur)«!t)i'tH))!tS.

Ufitpn~diMnt''t't'rsCtn)tHo)(a~)(tntS.t''s)!ttMnat;')W'!h'!t)u

<M't"M)<'(Mt")~i<<M!«''t)'!t)'t'<,C"tHt')i'«'at'==U,))t<))'V(),r.

ttxiioMtt'to c'tO'MptxMizim~' (<M)['it)()ioe t t" <))))U)tit& t~ttttiv<' M)t)t8,,

~vretfx) ('videntootetth'.

~==. .=y. ~=~

f.~ ~r t)~ r//

fK 'CM <?)t CM' f" CMf~i< ~~flH f îllt t'tt (1/' ` Û9!'

)'t*)f==0. 0..

f:C. ~.t' <\y, C<J,M

f~- f!)' f')' ft' f't' ~r

X, == X Y, Y X, == Z

Mf* (.?.) )). f..tONo <hu' ~«tnxiotti 'ttiHa eqwtziono (!) dett'itppti-

cabititA t'h<' ooincittono }{ià )'t'r p *= 0 nei toro va)<')'i e in quetto

deitf dfrivnn' prit))'

8e or!( pfovitmxf oht' c<'('MCtof'w co)t ~Me<K delle <<er{M<<eMocxd~

i tCM'cmi };t'nem)i (') <'i as.sxturct'xxoo dH))a coittext~nz~ delle due

sohtzioni ffr tutti i va)«t'i di M, c, c ttt at.eawt'potfMdoai ripotere

per le <ojtpie (~),(y,,y), )'* t))H'!<npt'rHt!ie S~S ooiMi<!cf)U))tc.

tntonto <)n))''<'<t))di!!i<')tii<'ixiMt)

f'~
-= =; )'<'rt"= 0

~KIf f'M f)'9.' ~f t·

derivando rapport' Md M xc~nf

f'z f'*?c

t' (it; c x ('<'tt)-.0.
f'M' ~M ~W/'t' ~<

D)t!tp formft)c foxtiitmcntitti (!) ~.66 (pag. 167) deduciMM

(') V.' )). «. f:")')~AT ~Ma«oM<taux ~)-M< j)a)-<M'M.'<« ~t'tttXf <M-<h-<

paK.~3.



ÏNnKFOttMAMtt.t'fÂ J~HLLA SH'Mt{!tMH<'ON t'KA UKKA KI(:t)M M~

t)Z U.X U'K n/X f.t-t-< 0

qttintHi

t~=: t)'~)~)M't t'~O.

!)'!<))))) t'iH'tet'qu)tX)0'x'')ifJ!'uss

nu"–n' -.u,n,

pottcttdov)tt:==0,ci'tàpeit'')')'ti
!.i

D(M"–f~")==" Il p..t'<0

eqtuu<U,ae

(t~),. o-u.

avt'oxmanohe

D".=.D/).<'r<0.

Ma «!)< h' terzit deXeoitttteequaxioni (ttt'i'K. I7<Jdi)))tM.t.)!'che

:nn'))f

= f'.?. '.("-)'r~O, 5
c< c~

MquHht)t<)')f<MU))M-ttci').S~<)tK'MO(tntHi(''t.'<st'tVt(t(),n('(tMsa'

t'tant6ntf<'ointii<tott0.

itOSt!) 0<)MtCMotnsoil ';)tH"

(D).0.

che si proseuta sottaoto qnttmtc ht tiuett o = 0 e t~iutotio~. Conctu-

<Ha)noquin'ti:

~<' «M<t«<~e~<Ct6S ~eMtM~<-cfF fMM<e)td<<'<fea< MaM<<'et« t'~tJa

MtM OMff<t r, la ~t~et~ote MOMptt~ ~/bt-tH<tM<, <f MettO c/te ~t ~MM r

M<Mt«tt MM<t~tM <tMM<0<<caOft8 (').

Chf! iavecc uttot-no sui m)a )in''n HMintution, )))))))t~nt)t!t tif~ido,

posatt ()ptt«)'ai )« MUpft'aci'' "fu~ dittmstMto pio <')t.ft' (V, 140).

f) Se fofm Z'='<))')))){<'r )))t!'tt))'K)<)!('riatum"- <t)te a)t)-" e~tmioni aM)e);)!))

pM~tM~U~

C~ No)) &fn'« di htf)){noHoervon-che i) t'-oretutt<-oatBt)t''it'to & imtuodifttt

evittema Mf) oxs«<))))o<ttMpetficiet)vi)M)))))t))i)e,p<tich<)oe "nft tinea r (ohé non

<i!tut))t gonoratriee) reatjt riK"<«.i )'))! t:t)t~"t' t" r reat<tn<~Kt) <teMi ') la

tvi)ttppt))it<i))OÏ)MU)t)«.



3«4 (jAft'rubovn. <)~<i

\1SC

Deforfnaztor~ di una superficie.

assegnata la deformata di una curwa r.

U"p« it risuttitto Mo)))!)(t)itb)))t".Hipte8C))ttt))tttnn~6)ad'm)tUntM:

~«'Mo ~e/WM~ft M/M tf~/fe~ 8' M ~MMMC/MMM S)«t CHt-M C

«<««?« t«t« /'f~w<t ~fM~<&<<(<al'?

U~ft-viatt).' in pt-tttto htOK" <:he, Mo))tth'for)t)!Mi(mo<!or(:}t~ 6tMM.
ntbitH. ht cm'vatm'a itssutotit di r t)ovrf))b<' iu og)tipmttonn(<H)'i(re, o

tutt<' it) pitt ef;t)!tt{)i'n'~ tu <'))rv)tt)H:) gt'tn~tiot di 0 ue) pantu c'trri-

.Sp0)tt)f))tt'.

Mnppm)i)t)t)<' tittf oomtixiMH; soddiafattt). anzi Mctmtituu" il t'atio

ohf ht Mn'VMttu'M!M~h:t)t <)i r ~u!tj{!i h' "gui puoto la <:nrv)ttur<t

Kfuth'ticM. t-,)x' itttot-a r <)«v)&ea-M'Masiototion sa))it supMt'ttcin defor-

)Ui)b), <*<)t q<Ht« nu ca-to ctn' tratteremo t'ra br<*ve in modo otto)

pteto (V. §. 140~.

Ne))' ip~tf'Mi «hf fsist)) ht <)efor)t)!tzio))(j rit'))ie8tH, sia 8 la ttuper-
ticx' def«rtt))tt'), ~t)))t <)t):t)o jn'att'teretno un MisteuM ooontin~to orto.

Hon!))f (tt, t'), <:ot))f.ft) pxrogmh' prfccdeftte, suppoteudo c)~ ht cnrvft

r ttiit ttt e =- 0. Pet' )n)tK~t'e ohMn'Ziii), titMereuw che il ~<r<t<Mf<f<'«

«M <' ft~u ~< I' t.wt<<t<~<~ «M p«H<e ~Mc. ou')« ttvrexx'

K = 1 per e ==0

Co))M)-v!nnto per h) cut-V)) r ht aotite uotazioni <t«t C~p. p«t.rn.
mu M'tivfrf <!<nne<tt g. HO (p)~. 29&) te formotf

x

Htc:r
< f~

) ')'
CM
Í;

t.'M f'M
¡'Z

r;on :t. =
t

xPn a 1', r:uan
1 (~

~x een o'

~'U ;=:TM<MO XfttO.Y,=''t.n~

–«<'))'!Y,~==ttt)S'!

.~G~

-M-MoX

/.==-H('t)0 _<)SaX,;i'=Sfm _m.K3Y,7=.t«'))0 11 ~4-<:Of!?X

~(:
t'f c~.

HM~utuo (f)'a 0 H NK) av'ndu il Mi~niHmtto ivi shtbiHto.
Ora ttbbitxno



TEO&BMT tHMERAbt SUhhA PKFOKMA~tONK

v
(~r r t. (1

CM' j)

ed anche

~n,M ,)t,~

~K' 't~S'~

«ttoui

<" ~-< D X == L .s -3- L 0 X (.p.- < =r-

h'<)M')2'9f j,/(j.<

Ma ai ha

~t't< < ~f
i

f~~
<~

!==(~
r la .r. a~ ~t'i9'

` c~.

e da))M precodente rifutm qnhxti

~M J) = )'<'r !-==<).

p. f P

D)U)a prima di qaMte, eMomto )t<*te iu f'n~6 deU'arnf) « lu

<.ur~tora geodethia J- e t'ass~ut.t .)<.))!. f==n si hHooo dn<-

P. P

VHtori poNaibiti o, 2 K o p''r tntetxtiamo pMHo per o uno "d ttr

bitrio d) qnMt) dne vatot' oi))a<:u))« dei <)na)i <)dnrr& ad ooacnr-

riapnndeote dffoftnattt 8 ('). Notituno cba, ht virth ~ptte f~rmotc

pK'cedettt) per i vatori inizittti (p''r e==0) ili

~.YV?
~f f)c

M hanno le formotf

~=t~(<-<«!$4-H")'OA)
~B <

<~ ,r==~ t>

X ==== Sft) 0 $ <'ox A <*<'€.

(') Che per têt MK.d't)' problema t'ropcxn. )'hi~ d))<'.))var«<-«n~Kiottinon f'.n.

tMd.ttoe «! t~Mma .toi )S5. h. dae Bnpsrti.-i.8. t-h.n~ .ttonf:Mm. Mn.

bona) nppt.Mbi!! ""t anU' attr., )<* ~vt r. "e' defon.«t)! eantinnft .).).

)'nn& Kapetaote nf)!'attM. tiprtuxte ).Mt~da .titan )ac(..)<tt:rHK,t,<.inii!)~. nia

eanKta di forma ae){UBtati ixtefjMed:.



:<(? CAftTO~ V)t. ~H

Ui qui so~tto tubmto cht', pet- )f trc MofnxiiOti dotht fqua.

iiiutM (t) df)t'ttj)p)ic!t)ntitA, ounoscft-Ktn" i vat"ri ittixmti (p«r ?–0)

dette fMnxi<)))if dette )o)'o (hoivatt' p)it)tu. ))«tt ohé detta saluent!

<te)tVttt<*SM'o)t)e

ti~.c t'r 6~ < (~ x

c'«*'t)x6'' <;«''tt<t'<c«' ~<ptt

Ma attom, ()ttUa M)Ui(xitt))e(t) it ou st)')<)iafano, xi aVt'ot)M<\per <t<

M~if «M« di MM, ))t)t;))Mqn)'))i fjcitu uttM' th't'ivatc setMth'~

r't' <T'~ û'f

M'

poict)~ aJtt'inx'nti (tov~hhfnt nnnnttarsi i v'ttori ittixittti de))' ~!<pr''s-

S)()))f

t''T ~l)f'.< ~)~<

f:M' 1 ~f ) .~<C

<' ((~Uf dw :U)a)')gtte. ~tt ()))fMti \'tt)ori ittixiHti, tem'tuto couto dft)e

f25), (25*), si Ctttœ)!))f<)snt'ito i)(

sfn o, m'x 9 m'n o
(.st'n 9$–cotOA) (.SHt)Tf, cos~), (son 04;–eus or),

? P

p ))'tt) ~OHSon'ttmtuHtm<tH)))'it)te )muu))Mt'ai, essend" eschtsa chc aia

iteru i) fit(ttn'e fHtft'm)
'WII1

(a)t)'i)))c))ri ).t r d<'Vt'fbhe nttsch't; tMit'-

toUon). ),

Mtt(<pnni<t)t)t' ttunqu~, j«'r Oasin'f )e idff, che sitt

(37) se)~ T/ )"'t' == 0

fd )t))o)')t ')) fjuetht ao)u:!)f)nt' ~==~(x, f) d'*)ht (!) che aoddiafu ntte

condi~x'oi i)i!x)M)i

(?) =~)M). :-=Y. =- (t(<)-<<))9' )"'t' )'t)
f«f f';e

vorranno cox) t)()rfhtt!unf))t.« HsHHti i vatori inixiati tutche dfHM tn'

darivate seconde, o in ordin~ !U citât! tMx'ftMt d' fsistf))~. tale ao.

tn:ti"ne <, eHistera eftMttivatneote f M)trà ttox~n~nto detet-nttnatH.

U')t)Hn )Mt'ta M' <!at<:u)itnn"if Vidorc di A~ per e=0, trovitttUt'



TKOitKMt'it:XJ.:t:.U.t St:t,LA t'Ht-'OttMAXiOXH .~7

~~)== t A~.t't

t

( /t' f S.-t)T/)'=:1.
.a.'-1

K't'
"r-1

t.! f?t'
~i.cun·5r 'JIt.

=s)–(scm~–<'osT/)~ )))' t"=~.

DidtH<)isut{n.)Kt)!)n!a(37) .) \'<'<h' <d~<l )))')'<=–<),cjt u

CHHStt')fna't)ttH)))itM.<)'ttfnt!tdiMU{;tt!~)i.utf:<tt!i))!attt.t':)t'*))ttth!m)

))0:t ()))<*<tittn't)8wmip<')'K,f. n.

Unnqm',p''rqmtt)t<'t)i<ivis)')!t)~.1.~3, a ~neMttHotttxiottt;~

<tM))ttfqttiti!it))tt'(t)d'itp))H(Mt)!H[!t o'))'ris))o))th'r& m):) KHtXjr<)ci<<M,
<()) <tHt" <<< e'etttMt-Msohnnt~'ht vc)'iti('n)'<t!h'')tt<;)))'val',<ti<'tjn)t-
zio))t< «'=- tt sntht pt't'ttdf \'<'t'.tt))t'))tc ht f')rt)):t it.ssf'~u.tL.t r.

)37.

Vertftche relative alla $uperf)cie d~formata.

Per oth'm'rf la VfriH') o)tt ixdioat.) btt.stfrM provtu'f c))'' ):) ):tu'<

t,(«e'~<)i S, ))!),!)')'').{<)!))<<)'<'« <t; ht.S)e.S!)t)f'Ssi«))f

t')itHt('t<!<!ttorf)h'))<' ')t't)ac[)t'V!ti'.InUmtoti!t))f(.'8)j'in)t!t

«bt'Hihit

(39) ~===~!M), 'j=='j-, /~=~< !«-n- j~-r r 0 0

)'qniM'tipet'k'(2ti)

(30) ~t == T~. =='0.

Ot'a Bo "cH)t e()))tMi""<'

-n x,
<~ 'Uf" 'f c

])ouitnn<)C–tt,i)pt'<t'<),t)e)ht)n'it))i)'i<'t)a.ih. fI~

sostttnend~ )«') Hfcoxd') i vtttori iniitiati (~5), c«H' 't.'<s<'rva)'e lu t''rxa

deUe(29)eta(3()),t)tt('ni!tnx)

=––(t'<)!< ~'t!T~! )),(–SCUO~ -<WT/). v

?



:<(? OAPÏT<tî<0VU. ]37

ci'M*p«r t't pt'htta (telle (3&*)

(' t (–H'!C+'M'!V)-=-0
f'

Mu il ttfeoodu tatture, per la (~7) è dtverttu du )K'fo, e per cih

Mcno0
t) ==: ~er p'c'O.

fi

Stccome D, (per v–0) rMppreaeMttt ta oatvatar& normate della

(.0, tnoutrf -=
s o`~

è qHetttt Reodettca, « qaadntto della fies.

8i<me di f\ !«tr&
P.

-L==D~
P; P*

da eni iot~nto (pen:hè )e dae OMatoni sono amb~dne po.

p, ?

aitive).

Resta ft ditooatmre ehe tmohe )e due torsioni
T

ai cgatt-
T, T

~Hano, e per qnfstf) denviomo ropporto ad « lit teMtt deUe (29), ii

ohé dA (per le Tortnote di Fwnet)

(:3l z'- = dy~ (~·"»o -l- ~u av) "i_ Y~ (- Aen a~ -i- cmeoy) da(3t)
~« av

=
t)«ait <!<t

-(- H x«tt 't -L.
~G e<'t<c~L~ pcr f == 0.+

m lF ~r,
I)er

D' attra parte, f!<cen<to f* 0 ne)ta formola generate

~+j~+D,Z..
~e '.1( <)M

+ D'

ed oaaervundo la (29), (SO) non <!he i vatori iniMati (pM <0) d!

~dat.da
h< '3'



VKMftOHR RK~ATtVK ALLA St~'BKFK'tR PRFOHMATA Wt

~t

1 f'K ~<: ~(.tt-OM~ )~(t
) <<:

'l'M~" "?..

-p

? ''2'Zt}f« rt<

t''a, .~GmM~ i,.lIt'/I" 'II ,t. r(rfl7, I\UIIOY',
fM~f

r
t ~Mt(

f {MHHK<t<' <:ot)tt (31), tf viOttf

}/(; <f«(–xe))0~<<UMT{)–* T
(–Mt'))')~ t-<:UMT~c=-D'(–t«'t)T; <'<t!<T~)

Scppritneodo il f~ttorf (Non nu))" ?'*<' )p (27 )

–St'))'J~~<tMT/,

e divideodo p<*r ?, reatt)

) )~

T
~/(,'

Ma, per qttanto Hi è t)i))t(Mtratoa) 110 (ptt)!. i!98), il secottdc oteot-

brcr)tppre8«n<.«, in ~rfut'tc~tx' «pg))«, ))) t~rfione <)p))a oo'Vtt <-

T,

<)uin<tiht<<a«t.t<'

'='

T, T

AbbiatMo oott) dixxMtt'ftto il tet)teu)a:

pMM&<~ (M( due mo<<t<<t~efeMM)<<e/i)nt<afe«M<!M<pM'/<c<eH t«

~tM~ c&f MM<t<)(? e<tfM 0 «Mttata «aa /b)Ht<! p<-M(a&t<<<<tr, pit~tf
la pWma CMfpo~Mfe <<tr <!«t <? OjffMtpMMto wa~tafe ~e«« ct<~e«<«t<;

~eo<<e<<cadi (3 Met pM~t cc~TM~MM<teM<e(').
Conx' «~rottario <)i qaest" te~)'<))na oaaervitmto )'<t)tro: Ntj~M~de-

fetW<tf<' <MMt~K~ mo<« M)M«<~<M'/tOt<8 in ~Mt'M C/M«?« ~f'«' eMt'Mt

M<e~)Mt(«<!tMM« MM<M <'Mf''<t<Mf<t<««? )t«pM'j<e)e<te/ofM(t<«.

t') Attehf qui <! «Ottervet~fCf. nota t35) ehe i) taoretat « qntMi<)'i)t))))pdiat(t

eviOeoMnet «Mo tH ttnpertiete <vitnppahi)i. ln ttt) ea))" inftttti, Hosnttt r. «fifteno
dae xvitttppaM)).a, oootenenti r e tt)i <-hela enr~tntu ~"datieft di r e){'ntf;)h

qoetta <))C !)n S. M t))<trtt, di<tt«t)')en<)')S e 8~ «oprx tx) pixn", le traxtorm~tt

pt~ne t)i C, r (avenf)« ad e<{a)tt«sreo e){')<' Semieae) eono curve cnn~rnenti. Par
e)~ ai p))j~a;)pticaM S on 8j in K" che C ai (Uetendt~an r.
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H ittvet'o btMt~rtt aoagtiere ht dct'ur'oata r di C iu toodo <:he hut-

go 'H OfMttHttsstatano le proporzi~oi i

<~ <<x <<y <<x,

uiuë

~<X
(<Y

<<«'<<K(/,1<<?

il «hf, ttveudo rigUtH'do aXe (~<!), (ttt sttm)))icen)et)tM

<~ )

~M 'f'

8i )u'ehd)t <hutqnf par ~=-?(tf) onit fnoxionc ifrbiu'aria '!i tt e si

dett'ï'tuixi )'"i ta oorva r t))tH« fqtMxif'n! iuhitmMihp

1 t )

p,<)M'}
l

T ~t(

Dnfut't)))Htd« ht 8 in ~xim <)a far <MHmnere a))a C ta fot'nm r,

quexta attrà tinea <U cttrvatMM de))a. <!efo)-))))tm.fn parti('u)ttr<' a'* a s

si ')& UM vfttore <;f)atnntf qoutnoq'm fra U M (gli estremi esotusi)

ht H'asfornntt~ r ~i 0 Harà nna tittuu di om'vatm'a j)i)tntt.

138.

Equazion) di Darboux per le asintottche vtrtuat).

!)!)) tfore)t)i gpoemti auXit <tef~t't))ttxi<'ttc, xtftbititi iH ptn'KK'~tt

preceftenti, twi xhhiaoxt <)uvnto esctnderf pfr qne))<~ Hnft)e al ~5

il CMSoohn ht om'v<t r, notntenntt) ri~ifitt, sia tntit tinea iMintotica,

da (jneUo ~enf'nUo )~ pttMgMfo supHriorf qne))c in oui la NeHaiotH'

di r ~gna{!)i in ngt)) )))U)t" ht ou'vaturH geodetica <)i U. Ci prop"-

niamo di esatninHre «nt qoesti Oi~i eooMiottMti per dinwHtraro chf

~)tora le deforn)az!otn tiohiettM posaono ootnptM'ai iu intiniti modi,

dipendenti 'ht nt)tt fnnziooe <u'bitnn'i)t di nna vari~bite. E aiccotnf

queati caai poaaono presentami aottaoto pp)' snperHci~ c<M)aaintott-

Mhe r<'ati, Mpp')rrem« ora ohé la st)p)'rH<:)e S m Wtnsidentxioxo (a)-

meno ue))a regione di on! s) n'attt~ nhhia cnrvattn'a negativa. !)i

pit) avvertiattto eapticittuoente ohf, m'He ncpreht* w~nenti, ahhandu-

nituno le ipotexi ptft )'<Mt.ritt)V('de))a Mt<tM<)Ct<f)pert'itorna)'ea))p ''nt)



HQUAXtUNiM JMtttMM'X t'Mtt ).H AStNWftt-HH ~7)

MMt<' otx' sittnu thtitc p c«t<tt)H)t', ihMtMHtt'<)))<'d<'<)v:)t. piuxittti ohé

aeeot'n' tioottidfnm'. t<' fnH}!)~)Hchu wtt'xmu tf'i ''tttcuti. Qnest<' ipote-

(HfMtnu ittfattttu)tt<!te))ti,)'ti) tntUttunt <))'' t'ttMttxi"u)Mdt't'h'at«

pttrKHtH <'hf mount('t<w)t)u (np(Mt'tt'Ht')tti !t) tijM) ~eW~tW;, ') xtxhiiit'e

in tott" )')KM''« i teureun fottdtuttt'ntitti.

Hopm )tt)M xupfrMtiie M, it mn'Vttun'M K tx'Kittiv.)

K

<'on)ti<)-t)m"), it~ietne :t))e MKintotit'h'' attntt)), {:)'i"<i'"tisist«ttti (<t,~)

tti «<tM~M~ ft~<«t<t, t~a)t{t)ft<tdo co)) ta) t)0t)t); qnit)))H<)t)e 't~ppio Mi.

ttt~'n)t(a.)'<'))"Mti'')))«iHttihi)i, pt')')mtt'!t)ttv<'tm!"t<' dMtbt'UMxi~nf

di S, di diVt'Mt~t'e te ott'MUive Mtint~)i<:hH sn)):t MOjtf'rtiHJodt't'ot'Mat)).

Me it <<<''toUtt fn)))ertt''io ri(\'t-)tu !t)h' ti))<~ (<x,~ ')))'' <<)<)it):ttt' è

d!tt"')a

(:!2)
</<' I'

<

si Hit da) 88 (pMtf. i!3K) c)w t~ o'oxiizioni «ecejt~tte M<~tc<~<

nttttx'))~ )p (ot, p) siaoo asiutotic)"~ vh'ttudi sot)0 df)h' daXf dm- cquo-

zi"))i

o)«t!p )li:, f.).)~~ ,1~
ia3)

0 tllXP_° rl::r "IIJ!¡
;1`31

<
~==~2' -'n~

1'~ i9
isi)))hf<))<)i Chriatoft'et~ t-ifet-endosi o)~ fh)'))))) ditt'cx't).

fl', '2',

ittH))' (8~).

P<n-t<'))d« <)a quefito risuthtt'i noi atutiatno a trovfn'c )M')-te Miu-0

tf)ti<:))« virt))M)))U) "intenta di eqnaxi'tniadMrivine patYtittt cMrattt!-

)'istich«, 'tovon' a D)H'bM)x. Mifatto atudogtx' a qncito di SM'vanr f'n-

t))fttf) at 01 ))<'r to rôti <)i Tch<'by<!)!<'<

LaMUpMrnci(<SMiap)'i)))arifGt'itaa<<nt)fjU!ttn))f)t)t'iNtf')))a''u)vi-

))t)t'<'(M~<'),«d))h))it)8i

dx'-=X'(<t' ~F~+<

)tit!t)at'd))t)<)o «,<*<'o)))'' t'nnxiotti di w, s'')-ivh)tt)«,<'<)tn<' id '!).

le dm' GqmMio))) di <!)))-)<'<')?')
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1
f.'X ~U;<«

~~f~M~~ rM<')'.
~Jjft'ff- r tr ~)f n

~<t')'<~ 'f~f'.t'
l 1

')' 'n,r? 'n'
(34,

jr f~t' ,H;t7«f'M ()i}~<)M('<' <««'t )~J,'t'f't
r

t~ r
)t~;

t"

/)t~<<3~)'~<)~< '<'<f'l' 't

(~ra !tbbiHtt)« per ipot~tti, M t')tt)«n <)f)tf (83~

ttS}; </t')"t:rM ~)"K.

)1' ~< /~)

·"rt t.[<)t)}fp(!M rtujj;~f't'tj
12,

2
b

êlllIl! P ci
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ohf sctto apj'nnto le it)')i<'at« ~M«~<t(Mt<<<Po~M< pcr H8))'t"tichc

virtnx)). Qnfftt' aono ('t)attnite i)) ««M!" perf<-ttM)tente K<)<t)o<:of'ome

le pquHXX~i (S) <)' SprvHnt §. 6t (pMt:. 167) pm Itl determinMziouf

<te))e reti ')) 'r<;h<'hy<'))pt'Mupt'tt ona <))tt))ftoperHoif, e te atfssf t'.on-

nittM'Mziottiana)i)ic))'' MV~)tt'M) 6). 68 V)))t!0))<')))tmtff8tH"'e))t<'ne)
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t-)'X)U\tU<)tA)<ti<)tXt'KK<.K.~tXTH)'tf'UK t: :{7:~

cuu tletxrnei.nurtlr
` itt,tv) tLicerxu cla ~rru; per 010 !II 11111111Il t'UIHIUwM <<<~ffMM«H<f

'(~~ nÎ
(<tMM«</<t~<-)~; )~toi6n)*fnmut)<'t!unx'

dnM))inu)t)ii,t)H)t'suMt<)Htt)r!t))tx')t'<)'t)tiitont(8!<),()<' f'mxtt~rtMMtt"

)f(?.)()<iHMt'tiMeftt-<i)<tt)ti<'hfvi)''t))t)).

ttit"rtm<td"td('ut)t't'o))tt)t')i)tt't~ttaxt<~)i(t~t)i D'nhtmxt'ic(~

diS«)'V!tt)t,))i"«m'<it!h)'Mtt'<'tt)))cid«t)<)tt))u))(t'') ottots nottanto

f)UtH)tto(.()tm)tcmtt)H)tf,o))<tM )it,)r«vitHtw)))u<)V!mn'ot.t' il t'~t~tat~

(~ 90): ~M«f «XpCt~Otf ~MMt<0<t/~t'«)Af <K ~t«'j)<fM<(<tt<(«)t ~t~tMf

di HftKtotMy~ wM)MM <w~«tetoMMcolle t'eti di 7'ct~t'

139.

Appticaztone ai probleml di deformazione.

Pe)' tf «qutMifmi <!)) di Uarbunx, che at'tMrtont; conx' (jnet)''

(8) 'ti SffVttut, M)tt))(t iporbutitiu («on t'<tratt,N'i8t.4etw t-<'Mti<'ttiMtihtt),
.si ~MiomuoraripoK' te ttunsidM'ttzifmi <)et %62,d)t))p()uati.s«~t)''i) il

tew'tott f<t)xta)m-nt<~G ))<'t-ht d~t'«t')t)~i«))<' t~H<i Kujterttt'it' n <tttVt(

UH't't')t))0<)tC:

A) /~<t(o «<<<t<'<<t<t-<«)!ep<'« K<t« <«~<'r~e<eM, « c«)'t'«(«<'e <fM<e.
(lue Ctt~'M'C, r eAe <MC!'0''«tM.~<K M pM«/0 0 della )(t<~<C« .WMW
<M <<)('<'«t'<t,est~e MM« KH« <0<<t<!e~t'Mto~<OM<:<<( <t<t~«M<; t'Af
~)t~<- ««tCH«- C f r linee <tMMt~<o/<edella <tMpef/:c«!<t~b)-m<~<t.

h~nx da osservarsi ohé, vatftxio i teoremi (ii caisto~a Moh) in

<')Hnpi t)umHieHtemf!<)t<<picooH, noi possifttno «Miourtn-c P naiatt'ox!)

d6))ad<'t'ot-nmtn!<n)ot)M-non !-<< tttt~nm ail 0 sum<!iMtr<'mfnt<'

)i'))it<)ta,n)!)fi)t)t)t.

!)!t<[)text« tMH't'xtit t'o))t!Mn)"t)tfd"K.K. LpvihMdt'dtttt.ft, nf)ht
t~ht a-it) <')t!)t:t M)(. 1~0, otx' dm' snp<')-<!t-i<-S. S' a'-)tt-iH)))-f f.).).o-

'<t<'<)!OM<:<'W<'Aes<mu8p))))))-f)))tp))<t<thi)i(').1.

t)t(')))'<')))!)it)))d)t)))<'nht)«cos)<tin)()!))t'at<' pt)))<"h) <i<)c))X!) '-))<'

)'intt't!))<' H<<'n't''dp) p)-<))))f'))))tt)f))))d<'t'w)))))xitttx. dit"-))'))'<)!< .))).-

)) <)))<-e<tut')tdtm.tt)tttt)f .M))td:)t«Mtr!tin..t«-t-«t)))ixt.-tw))')t~tv)ne Mht-seO.U'
««uu.h. ponti ..rdiMMii.niMpottdoj.ttd) S. M'K< (;. r h)<«c.tt).. i~io'.nif.h..
!mHM).tti s ).<-f (t, Mn t. te )ine<t<tiKcon-M~.wkuHtttte dH.-t~itUttUt-ht.HttuKti
)'t.r u' .)) S,, si pno jMH~r.-.m .t.ttnuita dttth .-t.pj.itt (C, r) ""n <).).iM.(' )'t
App)i.)t.)<. il (o..rHM))tfotK~mmnOth'ad ')<))*'iuppia variai))- t)i <.tr\t.hf ~i.Httw

~t.h)''o..nH~Mf~ioni~tf.)m.~htHtt)))-rti<S)<i.).-t<.ttt)a<ht.)titt.t.))i.s'.
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fooxi'oti iu-bitt'))- di mt:) vanMhitf <))fwn))M, tMp)tt'e8euhtte)S~f""etr'

':itntfttt<h)H'it))')t:r)u'K'tA'tt'[)t'')<)<'('mv«(-j)t'r0.

!t('pM)itt')t')«)'tt )t(p!tt't)<-)t):tm')itt'<tVttt'c) ne) omo aMtttiticoe o

H)tUt)tcif)GK,)'<:t'))t)i!i'tt))ttnntitit'h<'()iM,<?t'8iat)OHt)<!t)OHh)ttiti<:hH

~'h)oc))rv<'U,t', )"«<')')(.).« <w)tut<i)mtotiot)e vh'tt)a)i.h) ta)<')ttt<t

dinwttt t'ium" ~t ~'ot'~M~a <K~~ </(«t~ CMt'e C, Wto <<<W!<<<t<e

«MtfottcAet'~WtftX; è ttHft .tt~)f'<<t'<e<tM«<t<<o«.

Rit)r''nd<'tntu))t't't-i<))t'h(ttitxiunidf'(%.62, ttttppouttt)~ chn t«

t)tuxi<j't))iviind)c.ttt'<:oa

~(O,?~)

U.~).?.~

:i)tmu fmtxiooi u)).t)itich~ (~onx'rff 'tfi rittpettivi (Mo'tmx'tt-i<, o n)e-

dt'~imatm-tttt' K. t' G siimo t)Utz!f)))i ototnorfe 'ti «, e t)e)t' iotot'on <!i

(w~,cj, <'sf)('))do«“, e, i vtttut'i imxit~i ~i t~ f per <t = 0, p ==0 (in 0).

1 Mot'McittMti'tt'iio e<)H)t}!it)Ht(0) xafanuc qnhxti UK*ttM))))!<n)pt)t6ner)e

<!onv<'<t!euti ')) tx'tRnxe <!<*)bi)"))))ti M–K., w– AHorn noipotre-

tnu sud'iitiffUt', ditpprio'H fo) ttttttttx'xtc <)))e (D), e(t Mtte<M)n<!izi(minu.

/iitiip)'ioritte,Ct)))Hvi)a)'pii)'8e)'ie(t)p<'teni!et)ia,~ rs

(35) « = == 2
Mt.<t ~M

ci <it)fm<!)pNt) Nm, < HarHnno tutti <)<'tcrmi))t)ti <)a)k'(ï))e(ta))«

<:nt)(tizi't))i inixiati, h' f))))t)i )'<'rn)ctt")t0<)i ca)o<t))tff. in <!==-:0, ~==0,

i Vittot-i di totte le derivHtn ')i M, f. Tntto si ridxoo !) provnre <'he

K!' Mvihtppi (36), cox! otteonti, ctt'etti\'itn)pnte convpt-ft"

')))<'Mt«)'Hst)t)tp)))i'')))'<'))pt'ucotitoento stMK~ nf)ato<)))<}o))r<!Mt(')

))ett!)MO'ti)n)a8o)neqn)tz!<'ne<ie)t)))()ipt'rh«)n!«

.==F(.y,</).

Eitiate <))U)<tn<'iu queRto <:atKtM)'~ afttniti"))f )t))t)Mti<!a~ct p)'ob)p-

nttt, ''hé (iomcitto qnindi cott'nniot esistcntc.

(') f:f))totinn))xxx tMr!v<<t))<trtie))fwdu deuxR'tH':ontre ToMf 1 )'. ~4.
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)t().

Le ttnee aslntotlche coma ttnae dt piegamento.

J)a)to()rtmt!tf~t)da)nf'))ttt)~A)''«p)-!ti)tabi)itop"ttMi)))))<t<))t)()t''t'u'-

t'c cotne oorollario ht pt'«puMi!n<'))<*w~ ootttt tjOitio n'stn ''«t))

pietftttt )<t ricfroft df) §. 1~3 ne) f'aso !t)t)~<t):t)'t'ivi ''sohtMo

B) A«OfH« <(~ )<M<(«MM «)t)W~~f'« C. M<(M<t'«M<«)'<jyMt<,Hi ~«M«<t-

c<M'a/!<'«ere tM inflniti Me<« ~~M<~M<! da <M«/'«M.<o/teff)'&t~)'Mj la

«!<pM7Me8 /M!M<<- e<!<MM~)t<<<M<<

Dit «n pttnto 0 di 0 8i fucoitt nscirp, anHtt nupf)'<!<iieS, Utta t:tn-

va in'hitt'iu'itt r, nfx) tnngottte n C. EHiste per A) t)t)a ed )))))< isola

tit'fot'ttmzione <)i S ne))a qntttp (~ « w!<!t~t<'HefM<!t~<Mt t' <tiv<')'tn

su)):t <)<'fort)tHtttS' ht f)eo<md!<itKintotx')) pfr 0. Ma è fn<-i)<*v<'<~re

c))<' h) tatf <thf<n'toazionc ht ont'va C rimane riKida, poit'hf' iovt't-o <!(

Mua jn'i'na ctu'vatuM in o~ni paoto, p{{))MK!M'"t" c'Vf(tn)')t c*'f'

t)ptictt,)'«f!t)))))\'tn'i!thnf,t))a)(tMtf"<s()!)<!(:!(n<'de)))ttorsi()))t',)tt:!tt)M!)

<!<*)t<'«rf)n« <ti Bettrxmi-Enofpc)' < 77).).

LaHh))K<))a)'<' p~prx'tà, Mj'p)H'tt't)ent<' fsctnHinunc))))* idh' tint*

Msint<tti<'h<t'M)t<&t))]tu))c)t<'f)t'ett))tB),(<<)U(<)t!t c))<'hHfMttothn'tor"

il xntm' di /Me<!<K p<~<!M!fM<«.? ohiarc <'))'' in qu<'st<' <~f<))-)t)!)/it)H).

vin<'f)))U~a)tarigi'HtAt)ian!t)in('a asintntx')). on':))()'!) t'nrvt) itthi-

tnu'ia C' tritccintM KnHn auporticio xoo pu') pif) !)ss)))!t)')' <jt)!t)))))f)t)f

furm)) <'o)))f xe))o det'«rmtMi«))i <'<'t))p)ct)ttt)t'nt« Hbo'H )H7). )<)))n)'

~)<')))C))tichedt'Hn)st'<)t)f)))tf<)r))))t<tiC' )')")tt')'))))n<)\'it)co)!)ti<h<t't'))t-

xion). No)) Ki conoaeooo in gencmip ta)) t't')t~i"t)i; sxh't) n('t coStt

t~tjp <!ff<u')!)!(xioni de))o Hupfrtioif )'i);at« ooo Kcnf'mt)'i(t) rigide di

cai tratttt il Cnpito)') npg<x't)t(!(V. §. M8).
ï) h'nrft)))!) A.) ci pertn''ttf anotx' di t'ipx'txtcn' )n t'iccroM <]<'i

.136,13T:s<posMihix)<x'ff)m))tt'c)))8))pGt'Hf'if8it)f?))iS)tc)x'

nxt) an!' «nrvtt C assuoM xoa fnrton prestabiiih) r, qxaodf) ai vctift-

chi il caao ivi <*M)nHochf h) ct)rvttt,)n'!t aasntoht di r <)t!~H ln ~<'o.

detica. di C. ttt tn) caso itttxoto, ae la defon))!)xi't)t« <*8iMtn.ta )' ri.

sutt~rA asiut~ticH nu))n snpet'tiMie dcfortnota, c m))) pott'A nffatto darsi

!)d arbitti", )))))Mnxi MHtt stu' picnatxentft deto'tnioaht cnn 0, poi''ht'
)a sun prit)))) cnrvntunt ed insiotne ht «ccoodtt Hanonto d<~<'))ni))at<'

i))fn))zi<)n<'de))'<tro<).t)c)<'))Mo t'he )tt r))h))in ttpptXttn qnpsti)

fomot, nn!) quahtnqno dc))« inHxitcdffot'omxi~))) <;))<*n'ndnon (! ))))<)

aaintotica avr& )' <'H<!ttov'tuto.
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ttt th)« uxtM'tVoromtt cho it tMH~uttu'c t)<Mt:it)txmtpiuto <tttHf )Mtu-

tMhich~, cotnf Huée (!) pifgMHtfttto nfi probtemi t!i deforMmziooe, 6 j
"t<Mt)!ti)t)!Mente)eg<ttM )t) fttttc ch<* le tmee MaintoUchu ~Mo Je OtHttt-

rctiatiche t)tt)t'<'(t))tti:io!tM <)iH~rettxit))e <i<<tacooxdo orttixc 'tftt'ttppti-
'thititA (').

t') Pet fit t'otutft') tKHdi qMMMe<tUMtiift<e,t'ett«tni<«M(titleKUXi~e(Mtw
CMttttofieMche

o~
dt6Y c't' ,«< dr·y= Il

~<
</?'

c<
<<«<<

ff
d'" == M

u«itM!i<h)appanto con quetttt dette MiNtottcbe

U <<M"-r D' ~M<<o-t- U" (~

e )o stMttovate par la tteeooda eq~Mioue (I!) IKt deU' apptiMbintà.
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Deformazionedellesuperficierigate

TeoMmi di Bottttet ot))t<tdefomiMioue dette ti){ttto. H)em<'u<otintsre f )hiM <)t

xtringitMexto. Pxrahotoidf delle Ht/r«))))ie )orM)«)<t(U Ct)M)<o. Teoretutt

di P. Serret wutte axiototiotte curvihaee. Deformaxionedelle rixate oeeondo

Mindtag. MetfMiodi Beitt-amie appUc<tz!onf. R!g<Hettpp))<!)tbi)itopra on.

perBeie di rot~iiiotte. TeoreM) <tiJ~'terre e Bicche. Teorama di Onetf),

per le finpertieiettpptft'~hitf sune rignto.

t41.

Tooremi dl Bonnet e di Bettrami

per le deformaztoni delle rtgate

Ai teot'ettti K< 'M <)<'t'"r't)H!!io))e,u)ti))))un<')<t<' atttbititi. Mi

cotipga )a qoestifte nc~nfntf traMxttt o risoixta <!tt) B<'nn<*t,

Pub aiM Hupertioie 8 <!<'f'))'M))trsixxmtt'nf))')" asinh'tiohf (o quin-

'ti rigide) le )int'~ Mmnh~ti<!hpdi «tt nistf<na?

f~ tioee («, r) tiittoo )<' Mttiototichc «<<<MMdi 8, o'"if nvn')))u

tl~~ i c' t"tf~ )t~; t <"Kp

'T~~ r< '2'

Suppuato uhf ht S sia dcfot'tMMhite xmntox'txtu ttsintot.ichf )<<K,

oaisterà nu siatenm (o:, ;<) di Hsittrotitihf! virtnn)) it) cni le )int'o a

p. e. c<Mm!i<te)')tn)tu<Mt))<<M, <' ))p))<' <'qna!H(H)i(D) di Dorhoux potre.

)M«Ctre H«))x'a)h'<' M~-t. Ma !)))<n':)ta p)'i)))it di' (jnestf divt'ttht

<)
) 'fx

Ora tton pnô citsc.t'~ ==<). po'oht' f aart'httt' attot'H t'mtziom-l'

di «, e nontnfoo puf) itvo'si .`
i

==0,)))t)'it))0)tia)'<'))t'te <'==<
f T.
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roMt~rcbbcro aaintnticho, o ht HHpertioio ttoo «angierebtx) di <brm~.

t~ttuquc lit !Kmtt:t i)Mtam t<orta oha si'abhia

h'"

<-h« eio~ h' ))!<('<'M==: œst. xnuto <mohMinftifmc ~«detiche (§. 104)

t' pf't' <'i&<i))M' t'ettf. <

Ma ue) came) che tjopato ttVt'mtgH, eiue )~ totpfrfh'x' 8 8)ft t')K<tt«,

tu )tMfot')f)!tX)0))c poô VMtaxK'nh~ ea'Htt)MM) i)t iotittitt tuodi, porche

tu pritu't eqmtzicne <ti D~'honx è xttot'M ideMti<Muue<tt«aodd~f~ttit

pre)tt)6M<to <t==x (<' w==/(-x)), e bxattt ~rexdere per o=:c(<t,~nna

ftotHziotx' 'teHit Bccun<!it che o~ttong" offetttvtUttente p. Ahbiamo oos~

H tpf'rema (li BftttOt't:

tMp<M«t&<<e~e/'t~'MftfC 'MM <tMpef~(!te 8 Mt ~«M oAe<eKxee<!<~M-

/0«e/M <!t MM<tM<fWMxi COttMfMM~<MtM<of<0/t~,a tHMOcite la 8 MOM<Kt

KMff f~a~ d! cui ~«'Me fM<M<o<<cAe<(<aKO ~Ke<'<t<fto<)'e«<MwM.

Queato natUtttto puo tux'he nubito tttftbHit'ai t'ioorrftu!~ telle equa

zioni ili C'"tnzxi. Sitt 8 ht fur))):t Htiziate dt't)tt 8t)pet'ti<!)e, riferittt itUe

aun uaintotit'hf («, w), in')i

!)=. U"r=o () !)'==±~
p

e aiit S~ )a dffwmaht !<)toui IN M fono muiora MsUttotichf, ~vrom<'

per <-ië D/t), e <htn'('<)u~iHt)f <t) <~usf D/=~D'. Mn attom

<iit!tM tf<Mwt)) <'f)U!txio)Ht (li (Joda~t (I V) 07 (pf)g. 175) 8) La

< D,==«, e i)ico<))t)p t'ipotfst D,~<) rt'nderebhe 8, «teotie~ <t!!a

8, «on reatM (-])<*t'nttrn ` 1~0,
onde i) teorentit di Bonnet. Nût

fit8t) pui di Hua )«)p<')'H<!)frigittit ht defonnMiotte a ~'nemtrioi rigi-

de è pt)M)hi)c iu ixHniti 'u«di, porohè resta sotn (ta Hoddiafare alla

pt'inaft eqxHzionp di (JodtMM

D.,
(if t

ht qnatc. detta D mut sohtziono part.icottu-c, h& mantfMhuMMte per

aotnzinno Rf~ra~

!),(«).
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''<Mt <p(«) ftOtMUt))~tttbn~tntt di '<. R xi<!«ut)t« it t)cj{t)« di U' ditferett-

zht (~. 77) le ri~ott dMfr<')'s<' d:) qm'n'\sxuf)trur!<t<, ttnmifen«t che,

uetbtdefunnazioof <!)tt<tittu.t,i)ttHtïttod)i)~)'ni}tt))& )H!))tt'r))to,t't)tt)
!<e i coftMtiieoti df))~ t)eco<t'))t f'tf'tt:) fmutiUtn'otidc (Mr))tttti)n!n'inata

JH8M!)t)

D,!)'.U

que)!) )j)ef )it ftMOttd~ K, sanmtt')

f)-. M), !<<)(').

D~ q))t"<tHu!Met'V)'i<i<'t)i)ti)))<f)s))))tt<)tt'a n'<* )'i))))'ort!U)tt't~'m')t))t

<!) H<'tt)'tUt)i:

? p«" tM «MOf<<tM MMM< Mt" ~Ht'M<«'e MtMt'f~Ot~, MaMffMftt-

do f~M<' /<!~Mf~<t!'«' t')t ~MMO<'AfKM'<~'MCMMt'ht~'afM L /WM''M~t

.~tMa Wy«~ R ~<w<~t ~)!fM<o~c<!M~~< </e/orM<t~t R,.
8ia infatN t-=:(ft) t'~qntHiiooe df))K UneH L ('')'o u'n) 6 una

t:et)e)'ittrh:t' « -~f'ost. j: xMoone equazione tHfft'n'nxiittt' <)<'))<'itoin-

t<)tic))t'ott)'vHinec!<n)~f' è

)),(«)~M-j-2iy~=0,

~tr& m'CMSitrio c snnit'it'ot'' <'))'' fjtw'.stt) ni)) t<f")')ist!)tt)t <)!))'(«),

i)c!)<'<)A)'fr )<)fn)t!t)()tt<<~()<)i)v!))«t'tttti<'<)t'<)et('r)))in)tt"

?('<)-=-("~

1JM qm'stu tpot't'xtit <)<He)t)!uni, ''oott'ontato <:u) tt'orct))n t;<')Xind<'

A) 139 (paK. ~73), si puù ttttt'M queuta oouftt'tfuHttiia nohtVttte: &

MMM<Mptt'M<' /?M<<~<~<*<!~tMteM~<M<e rt~<t< &<<! M!HM<e)<M'eW~t-

MHa ~c<Mt*M<t'tcee tutte le <tKt'e )'M<«MO«eceMfM'xMMeM~W~«h!.

8itt)')f)ttt)'R)t)tat't);))t)t,8')nxM)tH <)t'f<n'tt)!)tn 8n))!t <))))t)<'UttM

~eneran'io~ </ di R c t'imasta rottititu~t, Mia d't~tra parte <(nnit

~Utthmqtn' !Mi)ttotit'.t tti S 'ieX'idtnt m'rio UHcentc dM un pontf'O di

< e aix « ht )ineM corriittmndcntt' '«tpm K. P<') tforpnut A) <siat<'

unM sot:) ttofornxtttt di M a))))HqU!tic ~,« di\'t-nt!n)OMSintf)ti<'))(ieqne-

sta <te<<M')H!)htè ttonqne la xn.ttm S. t)' idtnt piu'tc, p<') t<'ot'cn)it di

He)trtU))i,j)(tHHi)<))'" <tfft)rtn)))'« R, maM<eMCN~f)f<~ef««e<e~e)te)'a~'<of.

in Hua t'i~bt Rj ))<~rmodo o)M 'x div<'))ti ttsintotio~'htoqne Recoin.

<'idpoo))8,o.d.d.

(1) ))alla n toi l,aRR"1\1111R, I,er \lUaR~ie CI\IIIÏlIIIII<Ii fiRate .l\lu'I\l1li di\ \\11(') Ut)tt K fi p)tM(t~)(KRj))e)-fuift «trie cot)tiM'm<Uri{(Me'ttpen')M)ti<titn))

)'at)tm<!trn(vttr)M))))e ))'-))'int6rv)t))f)~).t).e<)ivM)<tr)intent)<U)

U!t?ft<) u: ').



0 (,U't't'o'.t'VHt. \i~

~.t~.

Secondo teorema di Bonnetsulle rt~ate appticabt)!

C'p~put(iiH))<))H)prt<sMt'tMCi(pi[o)«,)«s[u'<tud) queottt parU'

c~))U)dMt'om)!n:it)tti dc)k' u~tt~itttenctitttx'i )!({!<)(', stmtiuuhHtn

oontpiocotttttfxxihcnxftttptici.

Pft' qmmto si (' dixmstrah' supn). ta rit{"tit& ~tttrioe

aasiount que)))t <)i tutte le attro, e t~ rtcercit pno quindi nguar'tttrsi

t:o)Uf il prit))') e )))ft ~tnptictt f!<e)))pit*<tf) prohtetna tli <)etertniM)tre

tutte le ttemitmi di unit snpM'ticM «<')) mm linen tMintotxM rigida

~.140).

Uttnosh'ituno i)) prinut hm~o. o"tt B~ux'), che co))o studio (H que

Mte defurMXtzioni tMtit rim~nt~ il proMettot geoenUo 't! <f<K'a~ <M<~

<e rigate <t~Kc<t&)<<«~)t« MM<tt'«/H<ft~M. Snss)ft<' infatti il se~nentf

teorema

? <<«<'«M~e<c«' t'~«~ R, K, ~<oM<!pt<)<~<(t(<~«Mto a~p<<o«MM,le

~en<;)'«<rtM ~<'«' KMftM f<t~«<<oM«MecMM«'<aMfM<e<«Me~ete~Wct

<' <tK)'a, a OMMeche le ~«e r~<t~e ~«Ko «ppHc<t<'<Hw«Ma<<«fM~ttM~Wco

Q, Ne<<jH'<t<<MC ~)M «MC~ </<t~t che le ~eMe~<t<)'tC<di tt CO)')-MpMMt<tMC

~<e ~~)era~'<ct di t«t ftM(ew(«f/t Q e ~Ke~< <<<K, <t~ ~eMra~'tCt oM.

j"~o.

[) tforoxm si di'u'Mtt'a aetttpticouento o<Mt. 8up[)0))ia)t)o a) con-

tt~'io ohé, neit'apptioabiUtA delle due )'igaH' B, B,, le generatrici

M= ftcat. 'h R xon (M)rri8p')))')<ut<tttUe getteratfi<!i p == oost. di B,,
6 preudiatm) tt tixee coordi)))tt<%t)opM R, M, ~ppanto queato doppio

~mt'')ttit (<t,e). L<' due sntMrttcif K, K, avnu)))<t M <:«t)ntnc ht pritoit

t'u)')t)!tfond)ttt)('o)i))('?<')' )<t))<*r)Mpftt)vxK<<('o<)d<'

ft'/M'U'~M~t'+J~'f~

)\M*. ~)),'</M~i)"~< t

stccome le M==<:t)st.80t)0))H)))t<tt)<'hf H<tpm M, <')e<cost.Mop)a

H.MV)'<!)))<)

t)"~<). )),),

f')a))'"qnM)onf'diGtma8t'i8)))to'&

t),~±D'



SK<'<)S)M< 1'K<t)tKMA ftJ («tKNK'f Mt't.L)-; )ti<!AT): ~t

8'uat'8t)t)))n'nm<ch''su)tt)tt<td')ixf))ttf,)'M'')()tt<!tHttt')ft)6(t),)c

''q))iMt<n))t)i<J"dH!ti<,).tonf))<t<t(MH)tt)<'))t',)M'r t'um't't't*' titten'cuonti-

)Htt<*M, f tfeodetichf. ai )tt<

'=.
1

ttf)ixn)t)H)<)h't))tt'c~t))txi<)t))

i
(
J Jt; 11'Jo; =-U

0

K<P-' 'l'~).:<! j.'

( 2~ ==.

).;(; ).:(:–p

~u.

Ma tUturtt (Mddiafucciauto ttttoot'a a))'' eqthtxxoti <<iUauss e di Uo-

<!azzi, tMMttandon D' il VMto'epreocdentf e fiK'endo aimuttaneamente

== )) ))" ==t).

Kaiate dnuque Hna tet-M dei~Dtmt~ (jj, au))a quate tanto le geode-
Hche « quanto le w aouo asiototictn'. iodi rette, « ta Q è quindi
'!n<t qna<)fic}t, ne!!e MondMtotti ttppnnto ') t~oretox (').

Net teorema di Bonnet dimoMtrm') <i puo mtpttorrc iu pMt'tico))tr<'
<:he ut)n dcU<*du<' tigtUc R,B ?«< <'x. h R, siit n)))t qottdrx~ Q, <'

athtnt CHHt)f <'o)!g)<x'))t<' <tf')tH()ntt')ric!< Q. ('); ~f s~n< 'e Mtw n-

<?at<t H f ttppHooM/e wpfo MMH</t««<f<c<tQ. ? j/eMM'a<)'tC<<~(R eo'W-

apoM~x" H<'ceMftWaweK<<«Mf ~MMn~rtCf <<<«''~to f<<h'~~ew«

.~Q.

<i.t43.

Eteme~o theare dl una rigata.

S<tpr))n)tasM)))')-tiMi<')'i~HtMq)tahH)[jm'.(-t)'' nxtioh~rcntOt'on.R.

imtnagitnatoo tmociatx ott!) <'n)'V!)iH'bitntria r, ohé rigntu-derfnx) ''cme

~tfe«WM, <*ai'so~tfcttcrp)))" H)))t wt)!) cntxtixio))'' d'itXMtntrttrf tnt.tf tf

(') Ne) uM<'exutMtotti <)M<'ri){tHt'K. K, hvitupj'ahUi \s)<' 'ftncurtt ht <)et)tt)!ione
dot taotn <na<to)t(H)<o.ttvendosi par )a t<'ni«rij{<ttaQ ittsietne)t =: D' =: t)" <~
<)neatu t Hnpi<t0".Tftfe cafo rientrx it) "«otfUtMiu qoeUn et'<'«!ti<M)<t)c))e{:t<tt<)
'x'ttaoMmu.

(') Utti Ct-ttfriigoMMratid' <tp)tUctbi)itut)x))<t tortott dol d<' ))er nm <[')«drit')t
s) <)e<tn''et'aohnente MhH'htc qae<)rn'henft) )'v))))p)«~«)i~M<)Us<)u<'n)ftispp)i<'a)'i)i,
"f t)<K)<~noiftfntietM'.
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~e)toratfit!t (tthtwno m'ttx Mf{!o"<' di tt «he eotfM ht «onaidct'ttzit'ne).

Per ttt~ittiff (M t'if{<tttt R b~h~ d~ro !a dtfMttriof F, e tu ogui pnut"

di que8t)( ta dh'exioMM detht {{""c~~ice che vi posait.

tndichmMt~ oo" c t' )H'<:M<!«<))<difettrioe t', <'<))ttMtodu ut) suo

puntu HsfMt,cou q, <' le coontittute, t'ottiiiotti ')i v, <ti )«) pm'to )MO-

bile ttu r, oou <M i MMO)))<ti <tHt)Ki<nt<t))tHeueratrioeehepx88M

pe) pttnto q, t'} (ti r, e o)M Hitt'amt~ M)t)deaim<ttnenta fHUKiont <

e ('). Le equtMiiotti ptn'MMetriohe della riguttt K fUM'tmuo

(t) X' -}- '< y°*~ 4- MM <e' )' -)- MM

(love K indice il vtttt~re !t!~ebrtoo <tet tratto <)i ({oteratuoe, ooutttto H

partira 'ht) ('mtto it)izm)<' (p, f) noprn r.

Per m~co)!tre il at«* detta rigaMt, iodichmmo cou ttpiHi le derivate

tttppttt'to « v 'ti ?,9,t'; ~,M,tt n poniiOHO

-j- w" + !t" == ~t"

(2) ? ~)M' ~==~

t -t- Mq' -i M == (M).~6

8Mr!'nn" M, N,9fMnziooi Iii f, dette qnati !ttpti)na,e8ctuao))<Ma)~

ovviM ()t u))t' ugatu H. ci))n<!ricit, Httr&divet'xa da xero, e uttiota 6

t'apprf8f))t<t )' ao~oto <i' iocHouxiotte deHM gt'tterittrico saUtt direttt'ioc.

A qnpstM <!o)-)nu)e(2) ftCMorre ttg~iun~et'e le ideutitè

<' ..(- ,t' == i

(.3) )p" +. =! i

f 0<Mt'-j-))M'==«.

!)erivnndo le (1) abbiMmo

== <
oa =? M

dit CM <')<

(4)(4)

i ô:r-
f l' tt; nr~. q ut tt âz- r' -(- lt tto~ =s -j-( M,~.y ==:ç < -j ?'? c~ == M<M

CC Op ~f

e qniudi

(5) f<K' -}- 2 CM </)( << + X M-j- )~

(') Xot'txioni <))B)!LrnA.\)t:~"Ho~<<N<t<f<t<f<-«t~)' )'fy«t< Anna)! <)))Mt<t-

«)atie<tt. VII ())<?;; Opère Vol."



HMMENTO MNKAMM M UXA tU(JA't'A ~M

O'Mt priuot t)o«et'vttzione <ttt tm'ai è Mb« P Mp~xiotto <Ht)'et'eu!<ta)e

<t<tHt!tntjettorie urtoguMaU doUf g6tt<tmtri«) f=tiont. 6

(<«-}- cooe~e~-o, 1

c queste ttttifttMt'ie urt.')g<)))a)i xi ttttxu'~ cu))M quttth'aturu

tt -}- t:os 0 <<e ottst." t '}.

Oftt oHHM'vitm)och~, ttVt*t)doNipat' ht (~)

H–), F~&. H'°M'«'NM 1,

iudi `_
){( =: M' 2 « ) s<'n8

i vatori dei Hitnbotil, t, <ti Cttt'iatuttt't 1 Mo):«iVllorl ual
IIllIIuO l, ~i; ,;1~;

sli1 Il'I8tl/ l' aur:u

'~=u. '"<=
S}' ~t M'«* ~Mr~ !j

Se ctdwtiatno ta om'VMnutt K 't''))a ri~Ut 'tu))a t'urmo!n(V) .11

(pag. 102), tt'uvmnx)

(6)
M*Ht'tt*8 N*

[M' M*+ M

<)ove è dit ositervarai che ))<quautità td xmnGt'ittore

M*Hen* e N*

è eaaenzmhaente poMtiva o nnUtt, <'n)H<' )'isM)t)) dM ohé

<

(7) M'~t)'0–N'= <M<t

r w' M'

La. cnrvatm'a K é dnnqno par ht (6) fMOMprenegittiva, comtp <'vi

dente a priori por <<MHHt'nt'enti to aHintotiche, ed è nnOn tottant.'

qaaodo

M* sen'6–

ai aoxnOa, caM c&e ocK~'aMe~Mt ~«Mf/Me xeMKppaM~.

!') Qnetto h )<))eaof' parttoohre dei rituttati a) < 106. {
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L't'~ <«) nittgoht ~«oeratticf t'ooMt.(t)«o ~io~utitre) ('), t)ic

outoe

\t* ttt'tt' H
M~<XM .==~(M )

)~
~H QN

M'/ M'

il vitiore )taa"t))to d<<t)tt cttrvxtunt )<ttff{h)))t:<'il f"" v')t)<H'm<M«mcnet

))ant<t M == ch'' ont ditt'tt))' il BM«<«<'<;t)h«<e<t<')t~Ke))e)rat!riM
))'

« )t))<)ttmnH))dfMtdtt qttOMto ptttttt) K va deon'scendo (aittnnetrioament~

<ta))' tma e dtt)t'<t)tr~ pMr<e) io va)or«tt8xo)))to t<<))d<<))doa zen'.

A)t:t nozione 'H ('xnto centnttû pfr ))))M~coeratritif orriviamo in

attro otodo <M)eo)xxdo, ooOe ~tnnote ()eU" Keotnett'ia ttoatitio~ il me'

M~tto 9 deUtt getxTMtrico (f) e <)e))tt inHottamexte vioiun, corriapon'

dente a (c <<f), nonchè )' OHoiasa t7 SttttK pritna generatrtce de)

p(c<t<' <)ctht toro mi<)))«? dixtaux!) (*).

<') Par )a q'm)<c)u&M*Mn*t}– N' oon .0 ttnnuUi.

(*) Riporttamoqui, per contododet [ettore, t« formote tti j;eottt<ttitt Me)!HM

oh~*i&jtp)toau<'ne)teettt.

S"
.r-~p-}-/M.~=r:~ MM. ==)'-)( )tI6

.t-== p ( M~ == <)t M, ~=: <-M MIl

Mno le tqnazifni pantMett-tehenomm!) ')' thte rwHe f), pet loro mnmentn 9 "i

ha i<tfoMM«)a

).

(<t) ~=='
1

M M

M M

ed & 9 ~>0 per una coppia dextroMa, 6 <( 0 per nna coppia oiaitttotM d! reite

(ne))<to'ttttft ipoteai ')<)!)'ortetttoziotwxinfBtroM~<)e)triedre conrdin~to).

Pnatopoi

!wM M ~M

A=' ,H=. ,U=-
/MM 9i M< Z /M

))tfornt<<t

P <' f

(&) C==

A~-B~ <r;!

t~i

n

A H <!

dit H vatore deU' McioMMal piade deU*tntMimadiwtanz".



MjEMHNTO fJ!rNAHK Ut DKA KtOATA ?5

X5

Poneodo neHn tbrtHOtK («), dott~ tt<~

=-= -}- <<f ~= < << .<'===!' f' ~r

==/-(- f/C Mf= W< W' < ~= M M'</t',

at ott!ene

~'9'

t-t == (<f'!j M

M7M'tt'

oude riaatttt: la t'<~<t<a ~«<Mf<a o «MM~fM «ecoMt/o cAe t~ N'e~f.

MM<tH~

tM M
=

s ;/M<M'nV~N~ ==:)-!)

w' M'

<)po~tw o M~<!t<co. E d))n')t)trn fODuota (t) ftbbiamo (tttpt'rin)tt

a 9'

Y d' w «/ f~ <t M' < a·
)MM

jj rMt'M'~

ai
<" l

M' M' M' M'

e tnmoumndo neHa aeootxta Unea i termio) ittttnitûMitni, ai trova sn*

hito per le (2)~ (3~:

(8) L-= .?-
M~

ohé è )t.ppm)to )' tMoiasa de) ptttto ceutn~e. Dnnqne il p«M<ooe)t<f<t

le sopra MM<6~KM'<t<<'<C<t< pMdk della <M<t tMtM<MM<<«<<tK~<!ottt~a

<t«)ceM{ra.

14~.

L!naa di stt-tngimento e teoremi dl Bonnet.

Il !uogo dei punti oentratt de!)<* generatno) 6 utttt )nx'M tnotto

importante per !o sCadio della rigtttx, che prcnde il non)e di /"«'<! <<<

<<ftM~ttHeM<o;la faa eqoMiouo è per la (8)

M'«+N==0.
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HttM s~mptf tUHC~ « dPter)t))))Ht!t, Htttvo il caao

M-0,N-M I)

delle HNparnoie cittndriohe. e apgoa il tnogo fie! punti ove ctaaennft

génératrice e pi& ravvicinatH atia sttccfaaiva. Ne) caao de!)e avilup.

pttbitili

M'wn'6-N'=<)

la tiuett di atringitnento coincida coHo spigoto di regreaso. In gène-

rate t~ linea di stringimento coineide ooH~ direttrioe « = 0 ne) aoto

c<M)oche si abb!a N = 0.

Se ctttooHamo la ourvatnra geodetioa de))tt direttrice dalla for-
P.

mota (6) §. 99 (pag. 270)

l~t

I f~
!'A~~]<P. ~~R G < ~G )'

troviamo

)
N; <M

Pu S<'))~J dt'

oo'ie vedit~mo ohé a<t dette trx quantità:

1 ~<'
N,

'd.

due ai annnttnno, si ftnnu))a anche la terza.

Interpretando queato riau)tat<' gpfxnetrionnente, ne risutta i) teo'

rema di Bonnet:

fSe ad una K««t tracoiata <OpMt«M<trigata <!t~p<ï~<M~OMdue delle

<fe M~«ett<t proprietà 1° di e<Mfe linea geodegica, 2* di eMere linea

<M<<nM~tMt(to, 3° di <<t< le ~MfaMct M«o angolo <!0<t<ttt<~ad

«M appartiene <tHoA<la terza.

Le a'tperncie rigate dobtte <ti tale proprietà sono rigate apeoiati

e si ottengono corne tnogo <t! Il lia rott't appog~iat~ ad nnx oorva

(tinen di stringimento) nor)nt~n)e)tte alla normale principale ed inc!!

nata di nn angolo Matante aut)a oarva.

In partieo)ar& aoto per le rigate tuogo delle binormali di una

cnrvit aooftde cite )a linea di atringitnento è traiettoria ortogonale

delle geoeratrici.

Un'attra denniieiono della linea di stringimentonsnttadaO'OMer

vare chc, osautnendo per direttrioe nna traiettoria ortogonale de)!«



UKKA M HTMtK<itMHXTO ).: TROMHM) J3f MUXNH't :MT

ff~nenttrioi, si hx
0==~

F =M e )a cm-vamm ~odftica
dcttf

ti.

M«e « COSt. MttXfUdHdatM t)H

) M'«+N

M'}-2.Nw,~

a! ttnnuH~ pfecisum~ttû tuugo ht tit~n di att'iMt:in~nto. Dunqae: <<t

MM~<t<f~<<Wa~ett<0 pM~ aKC~ ~/tMt~t Mme t< ~~0 dei j!)K!t<<<<<««

<Mpe~cM f<~<a, nei ~M<t<<M)<M« <<tMMMtt«f<t ~<;c<<e<<c«df~o <<'««'<-

~<wt~ ot~o~oMO~Md~<~ ~eneroMm.

Ë n<a))tf<'sto che qu:m<)o tu riKata Hi afttf, t'estando t'i~ide le tff

!terMtrn'i, in )ittM di t;tru)j{i)t)pnto resta M)npr« tinea tti atrit)t{"Bt"'to:
Ct<~ M due rigate MKO «~Me~tM <o)'o <<««; (<( ~<'M~<MteM<cxi eof

~M~OM~ONO.

Conte fonott tipica di oua qtttttunqoe ri~ata H) pub t'iguant<u't<

qucHtt )te))a qu~te, Moott'to il teoreom di Bf)tr)ttt)i (~. 14t), )H iinex

di mrit<gin)ft)to 6 rexa atintutiw. îu qt~ata f~rtnit ftftiototica rdp)tK

tittMt t!t striugitnexto, t)t g«tn'nttrioe déni ~mwt'H net .phtno usouta

torM ()i r a )<t anit iootioaziooe 9 sopra r <)<'pe (~xerf ttde ohé ne ri.

sutti N'=*0. Ma, xette sotite notazioni per r, abb!a)t)«

~'="i[<!<)s9-HP))0 fJ

<))& attt'p ttuc tHtMtoghe ed avendoai

<' '=' ( Maet) 0 -)- oos 8) 6' cos 9 J- ~<'t. f,'I
f' \f. 17

p'-<
riaattft

K.=.M~=–M.'t.')~j-~
l

e, a~M'otoe escht'Htuoo il caao dctjc avitnppabiti act) 8 oon <* uuHo,
e dnvrà <'ft8t*re

8-=-~
p

Dnnqne, per co<«M'e «a<t W~<t<adi c<« ««« <<«Me)«'f<t r <M «M<'«

<t<tM<o<tcadi <<t'tM~MtCK<o,« co)«!«c<! po' o~M) pMM~e<<<r Mej~j~atte

MCM<<!twe,MMOtretta <McKM<t~<tM~M r di «M <!M~O~6 (<t~<*C~e «a

~c-< p p
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!~K si ct'nfrouhtuo queste formate eux t)tt«)te dot t6, t'active

ittttt (tctermitttMMoe 'teHe geodetiche di nu:t HvUup(Mtbi)e, m paô t!xre

ttt riautbttu ht oeguento fwom gcouettica ~<Ma NCt!t<ppoM<e<teHc

fan~eM<t <<<r <<(t'acet NMa~«a~H~Mc yeo~<e<t e pM' o~tt p)Mt~ P

<<t t' « <<ft la ))<tf«<M<!«</« t«~Mt<e <<t Me!pMM<ocor«<poM<<t!m(eP'

~«H<t <t<ejM<t~MM<<f<c~ lu f<~<t<aco<~/M~<a(<t <«f<) la pt& ~<M'<t<e

cAe <(~~ta r per KtMa «<m<<'<<e<<<!<<<ftw~<MeMto.
lu One si oaMrvi che i)( questn Otao, ttvemtcfti

BenS
<'==– <<<;<

T

riMOtta

2
Il! 0

(9) M'==~, fj'<

iodi dttUit (6)

1

K p on

c'+'ïT

)45.

Parabo)o!dedelle normat)e formota d! ehas)e$.

DnUe fortMotc (4) <'a(<:oUiuuo cosoui di difeziooe X, Y, Z det!<~

normale aUK rigatK ooUe ('or)no)f

Mt M M <

(10) x-' ~'J~Z T_~ /+~
a

~M'M* ~-2N«-{-KC))'e ~M'M' -)-2 N« -Mftt'"

m

1j p' -{- r « -{- «/ x

j) 'M*M*-t- a NM+ M'n' 9

Lungo una génératrice ecsooat." te Hormati formano naaMpcr
ttoie coHe e~nazioui parametriche
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ii; p f u

w M

,1/ tl + mIt

M

X=-~ ,~M
;(-<M'«<M't<

,y~+""<~
<«'<t~' /'«

~=;)-<tM <!

!p'-}-<'« '(-«/<' II

')ove « ootto i due paratufitri. SieooMM i aecondi mt'))(b)-i sono fut)

iiioui bi)i))ei)ri di t, u, fjuMtM oopet'HeiMè un pat-nbotoide ipet'ho)io<(.

manifeattunento eqoittttero, 'ti oui )x getteratrice <t==:coHt. è unn f;«)x'-

MtFtOa prhxiitMte. Per trovare ruttDt geoeratricH priMtiptdc, nxti- i)

vertice, ai oo~i~eri ehe {{e'nttrioi dal aecotuto Hiatoma <'<Mt.

innmo coMni tti direzione proporxionMti ntte <)erivMte di .< y, )'np-

porto a't «~ 'iioè aile eapreasioni

· t t

M M.

nt + '< le t

ue

t + t t<–<

M'i ,M+~ !«'<'

i.M–~
<'?'9)l' R'

lt' t' t' 9n'

L~ttm ~neratrice principale «–cott. mr& qnit'~i qu<'))tt ch~

<!orriH)Wtt<ieal valore di w pe) qu~te fti ha

M a' M ?

S fil lit

nt

)1!'i! l'' -I-

»

l7J'
'=0,

M'!t'! pM'K.~+M'" tg

OMtia

< m M) ) X'

< w M

<'?' '<' L p' + <' '<' +

Hseffuetxto ht tnottipiioazione <te))a matrice, ootte (2) (3), risntta

M'«+X-.0,M==-

che dà t' ascissa de) pnnto centnt!e. Vediamo dnnque <!t)e Le MO)'-

MMtMaft una <xpef/!eM rigata <<Mt~ouna ~etteratftce eo<'<<<<«MOKo«M

paraboloide tpertcHco e~Mt<o<~e~col e<Wtee M~ ~MM<ocentrale della <

neratrice.

D) qni rim~tM cha il modo M)tne varta attoruo ad nna );e"a!'a.tt'i<'f

<1en~ rtgata i) piano tangente a))o spoatarai de) panto di <'ot<tatto è
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to fitestw <MtHM(wt tKtr.tb«)tti<!Mdette hOtXMtt ('), M dipcnde xottfmto

dal pmtto tjctttrato e dtd ptu'atnetro t di questo pambotoido.
Cib 6 p<Mto i)( evidfMm daHx tormota tt~aente.
Cerohiitto~ t' an~~ ch'} ht oomhdt) gcm'rictt (X, Y, Z) n!)tt ri'

gattt f)t cou <)ue)ht net pm)to cenHate (X,, Y,, Z~. Patht fwmoia

cooH=XX.+YY,-)-~Z..

e ditHe (10) trovittttio

~M'ae))t–N'
<:tMM= (')

M~'M'M'-J-NK 'n'M u

t') Se ai fa [otace d' on nn~oto retto itttamu alla j{eaetttt)'ice (pj it pambototdt
deûe nornta)), aeOit ntMvu poftttione viene a toccMe tango t<)tt<tt)t génératrice la

)-i~t<t.

(*' ht geaeMte corchittMut'augoht fra i due ptant t<m)teatiin dne panti qoa.

tuatjoe P~, P~dat)<t~eaer~ttice. te cui ttitei~e ai)mo«t, «~.Preoditmo per eempUettA
!t 'tfrettriee )a tinoit di wtrtMgimettto,onde avremo N–'0e d)t))e (10)

M< <t < /M MI IN

y'

( I7?

lil~lff,tÎTllt'tl~.l~-+-Id'lfi j Xf 1

1

i = ± 1 ~L~i~' ~?'+"'M, 7

jt ~)' «/,
M..t.'

'r «,'
-j- s<'n* e

che t:<t)<;o)))ttnuin

_n.. M*'<, «,-f- Wt)'6e.
<:oa-t

M'<n'f; it.M'«/+s.'t)'9

Xf <)<)n<;iatnn

Heut z M'SfX'afH, «,)'1'
¡¡eU'

(A)'M,' ttf))''))*(M'M,' !-f<CU'0)*

e tnet-nxx'pet la ft) te curvatttro Kj, K,, ne! puât! ?,, P, oono date

M*f<et)'"e
T~ .r.

M'Htin*" B

(M'M/-)-se))'9)'' 'M,'+H~

p<Moix)))oiteth ère la preeedente cot)

t~ –f t
i

t\,K,–
1 K,

tf, )

pfo<fe«a~fMo<<«<ewrB~XMdella WjfatoiM<!t<epxM« d<Ma ~<-Me)<t<Wc<~)t<<e
)<t<!<Mff<t~a<<MM<<e<f<tpp<M'<</)-< il teoe <!e«'ett~eb dM <<«<~a<t( <<!o~<))<(< <« <t<-

"<am<'<fet<<«<p)tx«.
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dove r<niioaU e(t M atexao soti~ du Hft~uttK'tsiposittvi. Ui qui xi trac

M'KJ-~
KO)H

= .)_ M-t- ~tt

iudi

M'« N
tt~H~==~

~M'H.'x'a–K*'

doveQèoraditptfUtterMft'a–"<- 't'~u<'t)du
2 3

NN =01
't,M+.

M'
r

t indiohet'A, suH)t geoeratcioe (c~, )'a)!<iissft de! punto nnanrat~tt pat-

tire dttt paoto ceotntte, f potMtt'to )t))':Mn

(11~ A.

avremu ta fm'tnota di Otaaks

(~) ~A-tga,

ched&taIeg'gediftistt'ibnxiottM (it'ijtiimitaugputiatt'tntoi)))~ Ke-

))f)'~tri<:< La coatantejt (HceNi il pa)'aM<<M <if(d)o<r<&M~M«e<k'i piani

tangonti e coinoide appnMto oo) panutietro 'te) parabu)<)i')f <)<'))<'))«r-

tna)i, ta oui eqttaisionû normate rim~tia 8u))ito da)))t (13) ))ft)a fonna

-2Ji; DaUa (0). easeudo-: pt-opot-zionate M tgS, è poato itt

cvidexza il teofema di Chastes:

~< ~??0 (<tM~t<e <fMcWpe«M./<!f<x<'j9ff)~<M <t~« p«K~~«t/« ~e-

<!Cft<(<t</a<pttM~o <iMcoM<<tMo.

Bisntttt anehe datta (18) oh'' il piaoo tangente <)<*)pnxto rffscf

nnrmate net punto ?' d~to da

~.t– ~<;<'ta

c par oiô ?~=-–& Le coppie T,t' deacrivono nn'iovohtKione (e)Ht-

tioa) il cui punto oeutntte a il centro, sioohè il p)U)to <-entn<)e è

anobe )) pxoto cve il pi<n)« ta))ge<)t« OM)ptmto aX'iottnito dcHa ge-
Mt'atrtoe rieace nonuatc ttUtt xaperticip.

Si os8<tt'ver& ohc, i)) mUc qoMt.p foruxtk', oo))!p)nwo)H) soto cto-

tuenti it)V)tri)thi)i a) f)ette)'t<i d<'))a ri);"ta, aicchè in particohu-p il ()a-

rabotoide delle nonnttti resta t)aao a) t'tctterai deUa 8nperH<:i< !)cpo
c!& & fttdte t'ixutverf ht qneationH segnente qu<t)i sono le ri-
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gâte il' cui piuaboMde '!eH& MOHMttH& to ateaao par tutte le gênera

triei t FteHiiXKo lu SM(M)tno)esi da t'Mudere Haintotiot ta ttHtt Huea di

MH'iM)!t" :tpp!))tx)"o ta fot'M)ot~ (H), uetta q<M)<t9M& da ~re

N =-' 0, e rinu)terà tM'r )tt (9)

A–T.

Dm)t)U6 La <«~M'/fc<eW~<t<eemt paraboloide <~M<'MOf~aM tttMna.

bile MMo ~MeMeche A(Kmola linea <« ~Wtt~tmea~e ft<tM<o(«)<ted a <M*'

M<Mt<cMtott<e, e <wt<ele <<M'e<<e/~t'««t<ef<~a<e.

§. 146.

Asintotlchecurw!ttnee. Teorema d! P. Serret.

Dalle formote (1~ ca)co)mmo ora i coeNoienti D, D', D" della fte.

oonda fortatt fondamentate della rigaht B, seoondo le formole

U=.8X~. D'=8X~ 1 ~=8X~
ëtt' ~<~C ff'

·

Abbiamo quindi per le (4)

D==<), D'-8~X. D"8(~-)-rx)X,

oasiaa

<' M' M'

(t3) D==0, iy=–– < M M

j/M'K'-j-~Nx+~t.'e p

f)"

p"r«, <+?"«, f"+~'w

D" == p M M

t/M'<t'-T-8N<t+He))'(ij
+ f« q' + M' M, + M' M

Lit prima di queste D–O esprime la drcostanza ovidente che!e

generatrioi (c) sono le Hsintotiehe di nn aiatema; )a seconda, pooendo

mentf a))a (7), torntt a dare per la onrvatara

K~- _.0-

KG-F*

ttt fortnota (6). Ma, nella detertninazione précisa de! segni nelle no.
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Mire foruxtte, anche il segno di i)' ha <u< sigftiHcitt') chf octiot'm

utXMrv'H' Hxxu è opposât a ')')e)i" <)«) [dt'tertxit'tn'tf <t< M

j~~K'
'1

Mquitxti (~. )43): W~tte <t~Mt~~<; D' tpMt«c«, Me~tMwpM'W.

gate <!f~~)-«. Mi <JMet'vi cite il erit<'n« (~tti ~tomoiatM ;?) MttModo))<t

rigattt eootbintt (M)) que))u 8t<tbi)itt) H) 77 cotte ibnuote (48), (48*),
gincchè pet- le rette e = eost/" se H' > 0 MM)o le (43*) tihe biaogoa

itpptioare e aHe rette v~nemio attribuit~ non torsioue negKtiva, la

rigata è aixitttroraa j ai OMutrxrto Ne jY < )) d~trorsM.

SaUtt rigata, ottre le aahttotiohe rettititte~, ahbiM)))~ nu Hoooudo

aiatemu <U «aintotiche che aouo ourvUiuee, satvo !)e) caso delle qu<t-
driche ove le n«ove MamtotJche «')t)o le geum'Htrio dei seooodo ai-

atema. In generatH l' fqnMxiunM differeuxiate delle asiototiche carvt-

linee è datt <t~

2 U' ~M+ ))" ~<- == 0

cioè

du

</r I)'

A oansa <!ei valori (13) dt D', D", queata ha )afott))H

h.= JI+ '(
~r

=<Xtt'+~K+'f,
tir

cou K, p, Yt')t)tz:on< dcHM aota o esax, è dunque uu' pqnxzione del

thMt di Riccati. Una printtt oon'Mgnenzn da OMervM'si è che: M MM<t

delle «<<M<0< OMfB~MM e )!0<<t,le eMf< <t</taMMOCOU9M«<!)'<«'<
Ottt t'ttttftt pt'opnetà, bett oom e caratteriNtica delle fqaazioni df)

til)o di Ricotti, che il &~<t~oW<' di qn~ttro qott)')))quH Moioxiotti p<t)'-
tieo))tri («,w,Mj,Mj è una. coabmte, <)Nset'V)H)d«<:he qupstobirappfH'tf
ooincide conqno))o dei quattro puot) o"rri8poHde))ti P,.P~,P~,P
aopnt antt qntttunque genemtnce (e), ci dà II notevote t~t~n))) di

Pfmt Sorret Il birnpporto dei ~xaM~ punti ove una ~eMefa~fc<' f<tt )a-

bile ~ef<e<Xt 9<(<t«fo aMM<o<<cAe~M fM MCOK<to<M«eM« eoo~Kte.

Ii teorema si pnë mtmifeatftmente founci~rc ~tto qnef)t' a)tm

fornttt Le <MtM<oMo/<eCMre<H!)ee M~)t<[K««tMe ~Mef«<<'«'< della f~f!~

~K<e~<<t<e F~e«<ee. Ne aegtM «he se dne K<trici ftono ae.

gâte nei rispettivi panti
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p., p.. p,

p/. p/. p/

d<t))e tMJatotiohe OMrvittxep. le rette (corde) coxginugeuti tt) Ot'pjtie dl

pu))ticoni8potx)Mtti

pp' >~ pp' > pp'
~t't' 1 *t't' ~'t

gCMerano mm quadriot. Ciù vate oomnxque (n'osaixttt prenda~a~ g

<<dit)H~itettbbut)))<<ntt'<)rM)Utt('):7<et<t~M<i<!M<'a~M<c<)C~<f e<()'.

o!<tnee <ot-o ptttt(( <<'tMeoKtfe cott KMa Me<<e«t<M~<'faMa' /<tr-
M«MOM?M quadrica Q (iperbn)o!d&).

QMfabt qnad)'ictt Q ~cott la riif)~ ? h)n{;o ht geueratrtoe anzi

tut)j:o tm !e stesse direition asintotiohe e ~er cnnsfgneMiat anche

le xt<Mac direziotti de)!e linee <H ctn'VtttMM (e<une hiaettrici delle pré*

ea(tenti). MM di pih è faoi)e vedere che ht ngatM R e ht qmMh'i<!HQ
hanm) ht 0!;t)i pnnto di j~ t:t' ateaat t'a~i pri)'0)p&)i di eufvntnM.

Dit«t.t: il rat'porto di ffu~ti dne n~gi è il me'tesitoo jtef R owoe

per Q~ te dirMioni t9it)t"tiohe extendo coomni ed Mttohe it toro pro-

'iotto, 0 ht (iurvMtttt'n t<*ttt)e « la tuedeaima, f)ueata egtta}{ti)t0()o, presa

con Mgoo contrario, il qn~drato deUa torMone da «ttrihairM H~
T

t)e"ax)t<to cotue xno piano oacutatora il piano tangente co)t)tU)e tt B

e Q. Per queute propnatA si dira la qmtdrxM Q ipf~M! e<CM-

latore della n~e<a K <«M~ola ~nefa<f~ce QnMto snot dirai anche

1' iperbo)oide d.i tre generatrici aMCMMtpe g',

~t47.

Deformazione della rigata secondo Il metodo d! Mlndlng.

Vehituno ont tttt' oggetto proprio det présente U~pitoto, )d)a de

ter'nit)azi«nf di tutte le 8Up<'rCoie rigate o<)H xasegnato <h', ohé aa

sumeremo aot.to ta fortott generate (5) 143, ove

6,M,N

sarttnno fonzioni <~e di f. JI prohtetna conatste net deterotinare le

Mt fnMioui iMO<~)tite

~) Ë ftMite tUntoetrarodirettameute la steaaa enaa ocrifeodo le eqaMioni delle

tMj:enti)tUeMintot)chet!arvi)inee)ttngOjjf.
·
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j~,f; <,m,Kta

deHa vm'utbt)'* < tt* guisit <t« x«'t<ti)tf)trtt a))e CMt~«e e<)Httxi")ti fbndtt-

toontaH

f ,M< )1

(A)

le -i-- ues --f_~ta 1

f~M"-)-~e=M'

.=:)

(M)~
-< if

'<t-'«'< «'<==: X.

)jMprimomctododit)'at[!ttMt)ttr'th!t'ttt!t()t)<'t'"to<HMi))dit)t:)s!

ha d<t) fi~ttardaro df)))ptm):) co)))f xoti in t'))nzi"MH (H i ooseni di

<Hrezione ~M~M <te)))t gfHfMtt-iM' ViU'inhHp,<' <!td<'o)M)'))ap,f per

qaadr~tu''<' rxNtVftu't') p' 't~Oe (H). Ont per wtd'tisfiH'e oon tM,M

)e(A),poni)t)t)()

14) <='sfomt'oft <(), w( == Hen m mn 1't M=== o~ M

e pretutiittno per M, 'j) due t.di foninoui di da aoddixfitt'f) (uxitte la

eecooda dette (A), cho divenbt

M" H.'U' M== M*.

Reotan'to ttuxqxe M fonzi"))** arhitrto'in di t' ({Utrehè <; M'),
baater& catcotxrp oon nna qutuit'xtum dtt

(M)
~<r.

iK'HOt

L' arbitrarietà ohé runane neUft sotuziooe oot))* preaenza <!et)a fan-

zione arbitrarin ru (e) s' interpretit ~otricamente oaservaodo che

resta arbitrafia anttaafent mutarut la curvadeacritt~da) pt)nto(~,tM,K)
earva che ai dit-à <*~Ma~t'Ke ~ftoa <M<<'~<e)'a~<ct, osaia resta arhi.

trano it ~Mo <«fe«ofe de])a rigata (').

Per riaotvere oc't tu (B) rittpetto sa p',< ai t'aiMrvi che, pcato

iM M! M f «t

'M~ ft'<' ~'M'

(') Si p't& ancht dire ehe i) metodu di Mindint[eonajateneH'Meegnftfela forma

della «Mione p)Mt att' inanito della rigata.
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uerif)u)t~)43)

L j! == j~tCt)~– X' (.-=~:1)

« quimH t'tsotveutto 'M'tt il xintM'ttx HtmaM ft'Dttutt) 'ta qut'sttt a )tx))o

dueu)H)nti(B),)'i9M)ta

i < -:<tt/M'!st-).'8-'N'
</ == < cos 4-

M'

Mt'N-t-!&tM~))'9'~M'
</ == M cox 9 (î ==: 1).

t('N+!e; M~f.)~
M M':<)«''-T-

M'

Le 'tue t'igotf! corriapotxteoti ai <toe wgni <)t sono easexzifthnente

diNerentt, onde abbiamo

AM~Mt<<t ~MK<t <)f<<«MtO<Mt'e«<~e, MM<OMOdue <f«'M'MW~<!<C

eo< <<<ttod'<t*.

Bisogtm perô beue osaervttre che <Ii queate dne rigate nua è de-

atronM, )' attnt ainiatroraft ('), e uon ai puo qo!ndi Settere faon con

contit)))it& (mttnteofndo rigMa le genemtrici), si da fHfte aoqaistHrf

la fbrmtt ~e)t'a)trtt.

In pnrttoottM'e se si pone nette fonnote preoedeuti M== indi

i=~!<<N

<'0<tt', N( == Mt) 'j< ?===<)11

<' == M 8<'n- na' == M t:f)t<-j' ?'==.0U

tM==«
11 &==<)U c===M

si avrttnno dne rigate <t ~!«ao ~Mtore con'aasegnato etemcnto

tinearc.

(') SMondo il ctiterio ttabitite al t4S 6 dettremt <)oe))ache cortitponde )t<!

<<}-) einiotroMa )' attta.
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Metodo di Beltrami.

Col metodo di Mi"di))g s) d~tet-minano oft~Mivttttu'Mte, cou qun

drature, tutte le rigate <;on assegottto otoneoto lineare. Pero qunodo,
netta ttppticaKioui, si votpMe datertuiuar'' ia fuuiiiouc arbhraria <u(f)
in gaisa da aoddisfare a date <:ot)dizioni ~ftt'tobt*. s' ittooutrereb-

bero il più dette volte gravi diCicott~. Hm-à nHont prefaribitc appU.
<Mfe il tnetodo <)! Bettrinni cho paasiMum <nt eaporre. Qnpatn toetodo

oonsiate net t'iceroiu'e prima qun)i forme pno axamnere per tle))Htoue

'lette rigate ia ourva a<'e!ttt aopra <ti Msa. cotae direttice. Pô)' ciMOU-

tm 'H queste forme resta poi dotertnixata compteta'ucttte )a t-it:ata,
ritoanendo tnvariitbni l' ttttgoto S e ta ourvatm-a geodetioa dftht di-

rettrice. Gi& da) matodo precedentc, c))« taaoia nua aota fnnzione

.u-hitraria, è chiaro ':))e te ioOHite conngnrazioni detta direttrioe tiono

tegate ad noa condixinnc, che Hi t-ratta appunto di rieeroare. Cosi

per la nexttione delle ngatf si viene n nsotvere, co) toetodo ()i Be)

trann, lit questicne Hottevata itl 140 a proposito deU<' dMfor)))axif)ni

di nua saperticie uon uo' asitttotioa rigida.

Conaidenatno uoa quatuoqnc di queste fM'tne possibit! per tu di.

rettrico r~ rit~nexdo le cooxue~ notaKioni de) Uap. I. Judican<to en))

& t'tmgoto d' ixotittazione de) pitmn Mcntatore di i~ sui piano tat)-

Mfnte alla anperncie, potromo porre

(!5*) ===< ''os t -}-(6 <'<)s A<«'no) ~o t,

cotte a.)tre d'«' a.ttatoghc j'pr w,M e .(Hrivaxdo rispftto oU'arco 1' di

r 'jo))e t'nrtnotp di Pn'nft, avt'fttX)

COS0 t <t<'S') St't) T!St't) i
t-Xt'))f))'

00/1"
-)~ 'iCt)!<'?~')tM)-,UOI-!

Q

¡
l il l, -j--

Pr i'"III\I!IIOI ?' T

L

i(ste~ui
a ('"X~SC))~;

t
i.,

T v

4- ) (M<'))'j wn
~)

T tT

dove per abbraviayc, )t* dcrivatf rapporte H t* d! «os o so) 0, Mont

net) 9 ai indit'ano con apici Sicoome poi

~=9 ~/==' /-Y.

!)ostitaando qncsti valori nettn cquaxioni di ''ondixione (A) « tH..
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qneate si ndttcono atte due seguenti

<'os''
Nw-~

p ==– sen~e

tM)tt*9)8-

(11111.,
)-)-~f!tts0))cn") -}-

(!OM
,)-

9

¡"Ulla

111'11 (f) -r

p
r

T
+

,)/
(elall ? ~)'

(XMOXt'ttt~ l'- 1 f-}-
) '(t<et)

? wtt 8)'
T

== M'

ohé possiamo acrivere

(l")
–-==–e't

(16)
P-

=
+,9')p 'seoe e

fitt t/ ~cose 6 a6))0!)f))8~
(17)

{(<)<?
~sen 8) +(17)

<
.<Ieu a) +

p T ¡

Il)'
c;usa sen 9,2

'=
11 ,v

+ '(~n~en 0)' M.-
f¡(SI'IIO

Hell'J
T 1

= ..1 t

la prima delle qattii eaprime sottanto la nota propriet& che la onrva.

tara goodetioa deHa direttrice non varia per aesatone (~. J44).

Ora te quantità di oni disponiamo sooo le tre funzioni o, i

p T
di c ed è chiaro che ae datta (16) si trae o esi 8ostitniaoenena(17)
reata aottanto nn'oqntMioxa de))a forma

(js) F ~(in-o.(18))
F t' _0,'p'T'

ohé vincottt ta prima e se<:onda onrvatara deiïa trasformata. Ë que.
ata~ ta oon<!iz;one necessaria e sutHuiente riottieata, e ad ogni forma
r della dh-ettrice aeddisthoeute corrispondera ana rigata oot dato

Il probtema attaale viene ooa) cottegMto a))'a)tro di determinare ana
curva daUe sue eqnaxioni intrinseche (Cap. I).

8t oaaervi che )a re!aziot<e tfaratteriatica (18) impHoa ia genemte
aoobe la derivata rispetto aX'aroo o <)e))a prima ourvatura; ma se
)a direttrice è ana tmea geodetica, attora avendoai

,K:=-–(''Mt.t)0,
2

la (17) diventa semptioemente
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(1.) ").==~
p

f lega sottttuto tiuMnnentf (ooo <!<)ft't!oiH))tit'mtKtoni di ?) te due cor.

vatnrfd!r.

~.149.

Deformazione che cangia la dlrettrice in asintotica.

Abhitttoo };iA duxoMtrHt", M! 141, che eaiate uxa deformMzioue

della ngatu p<*r )? <;u:t~ ht direttrK~ (uoa <:urva m'bitntna) si ':an'

tfitt iu Httett toimotitM. Par tt-ov~re ont le formole rotative ooHe (16)

o (t7), baata porvi o==0 te 0==~, otxie risntterA (ta))a (16}

M .== +.t )
p Kt'U0

+

e ht (17) Mi t'ittnot' t)

tf~) 1_ a=
T .'«.))'6

la quate risu)t)t !<))<:))<'subito <ta) tforema <t) Bettratui H)))«'))er sttUtt

torsioxe dette asiototich'* e.dat)a fo'toottt (6) pcr «==0. Qnimto at

Hegoo <)) M)&dipende d~) sfnso ainistrorao o <)e8t)'orMtehe n! vun)

dure )t))x ri);at)t, f se si tratitt di dpfot'ntaxioMf continua hixog)ter&

<taantnerto ooMuordtUtte eu) 8eos« inixinte. t) probtenM <' <M)8)ri'httto

tt detentnutu'e la tinrva tntSt'omtHt~ datte cqnttxioni ittt<ri))8pch<'(a), .~).

Se si apptiott qn''ato risuthtto a) caso ptM'tic«)tt)'e itt cai ta dir~t-

trioe ë noa geodetioa, quanta, divetttatxto Msintot.ica, si trasforma io

)iuea retta e lit fi~atn Ri avr& subito oon uxa qttadratnt'a. ]~et' s<'ri-

vere le setHptioi fortoot~ t'etaMve Il questo oaso assotniamo ta dh'ct-

tric<t tmafOrmata per nssf <te))f z, ai<:Ghè

=: U, == 0, r ==< « <s ')

e }W)tendo

t =. Sfi) 0 «OS1', tM=: S<M')KM))t,

avretMO come xetta tb)'t))o)a (!6) t47

<VA)'–6"
6

== <
<<

Mcn6
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Lit superttcio detbfmatft Mu'à data in queato caao datte fornMte

(XO) == « seu t coa =- « tien e seu '{<== n -}- « oose

1)) particotare 8f 0==: la saporCoie è il iuogo delle bitiofmati

della diretitt'iee e la traofortuattt H~r~ unst oouoide retta. Ftotteodo oo.

umuque unA tale tig~tru, ht formol (19) ebe diventtt

'==±M.
T

ditNMUra obe la direttrioe conserva aempre )a ateaHMtorxi~oe, tMeottti

la sua <teMtone oangia m'MtmnamentM. Dunque Se si ~t<cfe <<e/C!
MMtMMM<teMft~t «eM~a a~faMte <«t'<MHe basta flettere a<'M~«W<

MeM<eda rigata delle «te binormali (').
Aocont fiu i)t pttrtiuotttre, ao preodiafno M ooatatttc, tt!)ot'a ta oo

UMde tetta è )'M)i<!tMd6ri~ta d'area tnitxnm di pttraotetro M'(')

e Hi h)t quindi il teorema

Le <tMjte~/(OteW~<~ ap~«'«&<M wM' eHcetde Wya~ ad «t'ea <HMM<M<t

<<t~(.tfMMe~'o M SMto <M<i'ee M~ le t'~('<f <M<e &tK«nM<~f<tMeCM~e

(oM<«Me c<M<<tM<e=.
Mt

tu <!)«' ae )tpp)iehi)nno il tforeotn }{fnertt)e tt! caso iu oui ttt <ti-

MttricM sia n))H tmiettoria «rtotf"mt)R t)e))e generatrici ve

't)at))« cha qnando divott~ asintot}'), )~ ~enet'Mtrx:) .ooincidono colle

âne not-otMti t't'iuoipa)i « per <:tû: ~?M ft~a<a ~Ko ~<M'e <M~<(t<a
e&e ~«f~rMt <!tpeKKMole Mo~MKtK~MCtpaH <<t«M<taMeyKa~ ~'o

<f<tte«oW<!ortoyonale. ·

(1) Per deformare invece xoft enr~ <enz<tatterarne la tteMioM)«tata O~ttere la

<tvi)npp<tbi)edelle Me t~ngenti (mMtenetttto rigide le generatrici).

(*) Baattt porre nette (20) M== y == <,),<).
W

/p
.t-= Mt'ttft) </= !< Mfnf ], e == e

~== tt)M)'<'t}{



t«t

se

150.

Deformazion)diverse.

Prn))<'))i))mo<:)<titteft)rm)n'e)t)tijî)thti))gniH)t da rMt«t<')« pian))
ia tU)'ettt'i(Mj «-'<). Bt~tertt per oiô ttoddixfm-M tdte et))ttt!ti«t)i (K:),

(17) con == 0, ed <')it)iint<t)'to fra <)ueHt< ciô che si potru tare

ne t~ din'Uit')t!<< oot) è geud<'t)Ctt (ttitrintfoti Harebbe nuttu il (tecotuto

m~nthro <)ntta (16) ), si nvrà oo'eqnazioue ditfereninate de) 1" ordme

por 1 1. 1;<er ,on<!e8ivede:
P

Js ~OMtM« tM tC MO~t /«M'< Kti« ~H<tt M yM)M cte <Mt«MM'
CK<'f<(afM<f<!f~t (no)) ccodetiox) c<<MM<tptoxt.

ïu pnrtiooint'e at< tx onrva è traiett~'M mt('K<'U)')e dette gcno'a-

trici,('M<'ftd<)

o ~:`
i

"=.~'T
==u,

))t (t7) d!vent)t

-j'' =- ~t' X'.

ondo

'==/<<t-.

adx))a(16)

t X

p <MM'

sicchè eon attr~ qnttdrxttn-e si hn la deîbrntnta piana dptta cm'vn c

)a HMttertioie.

Ma se ta direttt'ice ~nutt )!))<;?geoftotica, non si pnb tare t'indi-

Ofttn ctimitMMtnxf, )' ai hn necessariomentM

-O, nvvero eo))<!='0.
P

Il primo caao corriaponde !) rettiHcare ia )inea geodetica, ci& ohé

si <h net modo de! (xtt'ngrafo précédente. Net seconda cxso, ~veudosi
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X =- '/)«.'))'), (-t)M =L-0 ))
T

:!t(tl)divcutit

~'=-<

?'

"Sitiit

~) =. t
p cusa 0

e det,M)uh'a cotnptetatueute ttt <br)h<i <t<'))a trtMtfMrmatitpittUtt. inque*
t)to c!t80 aduaqnc il prubtona a)t))ne!tte <tne sole sotuzion!.

t{icm-t;hitnu<~ ttn<:om se è puattibite ftett~re )a rignm in 8"'s~ che

la direLtrice M=~0 'tiventi <(NeM eM!«<Kt'<t sutttt t)t)t)er0oio (tofor.

matu. Biao~tm por t:ib oho at ttbbitt per M== 0

~.e f' f'X <y rZ

cf fif ci' t'c <)<; oc

wtMMtutoX, Y, Z i <:08Hoi di dirciiiotte ')<'))« t)o)-)))!<)e.

Mu qncati sono (htt), nette oomzioni precedt'uti, dit

X==~et)f–vf'o83, Y=*~a<'))3–~(.(s9, Z==r;s''))9 -<:t)s?, 1

ed Mv<'n()'M)(f attronde ·

~.c oy f~_

~f f~ ~f

)c prop')rziM<)i pretiedeut! daono

1
T

EUtninando aUorH con questa duHe (16), (t7) te due carvature

resta per s nn'pqnMiooa differeoxiide det 1° orditte, purchè
p <

uon aut 0
=

attrhnenti i) primo toetnbro <!e)ia (17) sarebbe ou))o.

DuoqM: .& ~o~M/e, ttt ~e<!et'a<e<K <c' <Mc<t(~<<e/bn)t<tfeMM<trigata
tM ~M cAe MtM «(<! MM<M<tt~~?'arM <<!WM~~MM CMnM(«M <M<t
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<b~'mf<<a pM)'eA<'la <;<te««CM«'« MMA<f<t«'~o'~< <<~<~t/c ~« ~c
aft'«h'<fe ('~

tuque8t'tttti)))oci)f<o))tM))t~)-nt-iutt«Vt-<'ht)f OMMfsviJoppabitc,
e idtom, lier qmthmqne dfffn-otttxi'ttt~ <tc))!tt'ij{!tht, !tt t!tn-tt si ntttttrf)'

r<}bbe)i<)Mt<)i<'(tt-v:tt)))H.

Am:he 6 da o8M<'r\'m-e<-tt~ no )M t;urva ))r<'))"atttf<w8em~) gctMtc.

tica,()iv<'))httt<tot)t)0)t')icm'V!ttnm, 8)t)-aKhr)))et'fb))t)in )U)tt<:))r\)t

piftua e ?) tn-t-ehbc ttnn M)n Mutuitiuuf <)c) t")t'tt)M <h)m ')!tt)a for.

moht(2t).

i)) âne, gcneratixiHtndo il pt-ob)<')na <)o) H9, tioHttttt'tiomo di ttc.
for)Htn'<' ht rigata in ~)iiM (;h<' l' <tK~<« ?<M ~<tM della

<<t;-t«ftCecol ~t«t«' <HK~<!K<<'~<ff~< CO~Mff ~H<)!tfe«~. AH'XH lit j)H.
ma <'<juxxio)t&(16) Ilà subito la j~rima corvHhu'tt che dev~ n~ntnM'M
htdin'tt.rice

'.=-
r.

C«80\!<t'N')

H )a aeoo)x!& diventtt Ht)' fquaxione fjHHdtatiHa in ohé t-i8<))uUt<)A
T

1 t<t-))~<-ot)) fM''st'n'8–K*=
(. = ) ).

Mt'n'C fi

Lft dh'ettricc defortUMht è nuovntxeote <)etern)i))ntn <t)t))eMuecqtxt-
ziotti tntt-ixsaohc, che per 0=0, o 9=: K si riducono nntnr~tneotea Il

q~cHe <!ft probtetn~ fothtnmentttte del 149.

~.J51.

Rigate (reatt) applicabili sopra superficie di rotaz!one.

DomttndMmo orn di riH«)v<'r<' il prob)<'tna:
~'ocafe tutte le W~e R reali, Mpp<tc<t&tHMpt'a «tpe~~cte di ~((.

j!t0te.

In tal Otso la rigata R ammetterA una daformMiooe c<Mt«M«ain
se duraute ta quale, x oxnaa det teorema di Bonnet n) 142, t'in.
tero ai8temft di genetfttrioi dovrà cangiarsi in se modeaimo e h) )i))M
di abringunauto dovrà Hoorret'e tn se tnedeaima; par cib oastt t~gtic-

(') S) eon&onti queeto riaattttto con qneUo t)e) $. 137 toMvo aile t~fortoaiiioni
tibMe; dove rimaneva neHa ~ot~ione atm fanzione arbitrarta.
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rà )<' ~')'c"ttt')Mi xottu MM~otc '< tXMtttt'tM K ~u'A quixdi (;. 144)
tittt'a ){e'tdeti<)!t. ittoUro h)t)(;o ')' t'ss~ x!H'i't o"st.utht ht <!tH'\fitt)tra K

dHHtt~tpet'<t<;ie.

AMitHtnet)doadiMtt)')CM)!t)i't'')tdiat('n)t:t" nvtMttXt ttnoque
N == 0, 8 oost. e 8ico<)tttf )"'t' ht ((!)

K-K r. 1I y_
.t.

t

Mttt'&ttOfho M mut otMtantf. pottmxto M=== Uom t'eteMcnto tioett.
M

t'a (a) pt'emterA ta form~

= ~K*-j- )'o-)<<)<'/<' ( } ~f*
\M"

e~n ') oqsti'nte, chf )tppni'tie)~ in <'(f«tto a'! ttnx HH))e)'(}c!e tU rota-

ziotx*. Per vetlore ft qttttte, si diatittffntt i) CMo 9c=~ (h~ gexerttte.
2

See<=.- il ds' apparcieno )t) Of)tettn«k r==Mcoa))–. OMxit)ait'ejicoi-
3 <H

de rigata tui area )nini)U)t. Se 9
-~=JS

a) deformi ta ri~ta (!a ren-

<tere piana 9ua thx~ (li Ht)'i)));<t« (~. 150). A citaatt della (19),
)a traaformatm piann è nn oit'coto dt raggio

p )? ooa0

e la r)g)tta divenbt tnanifëatameote )' iperbotoide rotoado ad antt ~)'-

da. Oonetadiamo qnindi

S~(oMo due <oJe c<aM<dt W~ate feaM <t~pKc<t6~ M~fa <wpey/Me

di )'ot<M<oMee aono le deformate deM' eMc<M<!erigata ad afea <!t<tt<ia<te

quelle efeM'tpef&o<otae )'o<OMooad una /<tM<ï.

At medesimo risnttato pûsaiamo arrivare par quest'Mttra via. ce)'.

oaudo direttamente qnati sono le anperHcie di rotazione che pusaeg-

gono mt Biatemu «) di geodetioho rettiHenbHi per defbrm<Miot)e della

superficie.

a) SMpponi&tUo dapprima che il dette aiatema di geodetiche simul-

t&neamoMte rettiticaMH sia qoetto dei nteridiaoi. Soritto il at* sotto

la forma normale

<!<='<~+*a~(f==f («)),),

abbiamo
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p~ t~=_ r

<H' f'
tl

<'tutti Ktia)trini)t) bo)i'tiUitri~ton'c)!i«))"))tthi.

N(<))ttdefftrt))!)xi()))«m)j)p<).t!t,ohf rott;itt''tti )))t'i)n)i)t))i,!)bbiit)tt"

))==() c A=*0, sx m'!)c equtMixtti ')i Hxn~ f Co'taxxi 8'<tt.o))t <\<t

)ntt(m*),(tV*)~.C7()t!<K. t7()))«ttti)UttoA==0,)-imtttit

<'

c~ 3~
"~T"" Y'

)aq)m)fH)t)H)!tit)t('K''<'tt<

f!t
==

f'
(m costttotf).

NeHftfuojtCttMpnmH

~"=:~

eintf);t'Hn<h))))tovxme))te

< M' f<!)'
f == a' == <?«

~r'

8e)t!!)t ttttemre )a generatità si pnô fitw ht coataote a == 1, tht cui

r == }/M* wt~. forma canttteri8t.ioa del cateooi'te.

ft a)8t6t))a di geodetiche rett.iOfitthi)) not) ooitx'ida ooi tnfrxHtt

ni e oonsti qnhtdi di geodeticbe oongruoxH per rntazione iotot'no

itit*asse ('). Ma ht ta! caso anche il sist-ema <n geodotiche ahmoe'

trico del primo riapctto ad an piano tNeridia))" è rettincabite, od esi-

ate (~. 149) ana deformazione ohe rettittca inaieme i dne fostetni. La

Hupernoie deCnrmata è danqne una quadrica, precisamcnte nn'iperbo-

toide rotoodo ad ana fM!da, o. d. d.

1S8.

Determtnazione completa dl tutte queste rtsate.

Teorem) dl Laguerre e Bioche.

Ija prima ctaaM di rigata appticabiti sni oatfttoide, o ant)' <!)icoi.

de rigatH ad area mininta, g)Mtttata caratterizzatu comptetamente

<') Queeto accade aecesMriatneate percM't<tdefonnMione continna de)tn ff~ata
ia «i)deve tcambiere le ~eneratrici.
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ai 149, <;cn)e quotht dette rigate <««~ delle MM)'tM<tMalla CM~ce~t

(«~tM<;CM<<tM<e

t~t secMO'ta c)t<t<8f <)) rtgah', appticabiti ttutt* iperboh'ide n'tondo

a't mta t'utda, si coHf~ a votttt, lu modo tMottMtx~tevote, <~t)ie

cmvH 'ti Bortrmxt (~. ~7, 38). Queoto ri<u)ht homeftiattunonte dt))))t

formottt (t9), la quMt<' H~t OMu di 6, ed M== ci <)A
M

<t)ft\
)

<M

9 -1

"('n 9

1~~)
?

-{-
T

ed eaprituf il teot-ema tti Lxgaerre
Le c«)-ce Mt cm « <f«~/onM<til c<co<o di ~<t <!eM'~f<'o<o!<!e ro.

tondo ad KM<t/'aM< per ~e~fOMe ofeMttrigata MM KM<t«~«t d( ~CMe-
t'a<Wct )'<y«~, ~Ko tutte ct<fpedtF~aM<!M<om«f~<m<t~!m<~M<t(S~).

Per tar ooncordat'e queate formole co)) qxeXe dei 27 per le

coppie <]i onrve aasoeiate de! Bertrand pongttsi

K
6 == 4- y = lit (!<)t<9

2

cox 9 ==: aex ? t tW) ') == <:tts

e la (2~) prenderà ces) )a fortuft (58*) 87 (paK. 64)

xfn o <'<'8o sen o

p "'V~'T''
·

O.tt i coseni di direzione ()e)!a génératrice della rigata sono dati

da))a (15*) 148, netta qurt!e perb si deve mcttpre a! posto <U a
3

o cangiarc ait)
3

-)- o; ces) ttbbiamo

j'=: –')[8e))o-}-\<!08<j, m =='– ~aen'J -)- ~cos~ H'Y8euo-{-vco8o

e q'teati combinano, secottdc le (87*) §. 27 (pag. 63), coi coaetti di

direzione ). della corva aasociata )\ di Bertrand, Di qoi ri.

M))~ l' etegante coatrnzione di Bioche, che fontiaoe <««e le defor-

)<!at« rigate de))'iperbo)oide rocondo ad ana tatda:

PrM<t «H<t ~Ma/MK~Meoopp<<t di t:«)'M «Mocto~ di ~e~'aMd r, ),
~tMMtf a CMMMMele KOfM<t<tp!'X)Ctp<t<t),« COM<<)«MMCpei punti di r

~af<e~ MMeAtMOnHN~di t\ tMf p«H<t COn-MpOt)d'eM<t,la rigata <?<!
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e«ett«~« MypMcHMe <K/<'t~M't~t~e f~M(<o ad- «M<f~'<tM«e tecoo M

F fM ~M'<f<[))<< ~< <f«~t'!Ma<« </et t't'fCf~ f<<~«.

NaturahneuK', Honobiaudo le <!ne curve t\ F,, ai 'ttti''nexuhit<t n)M

seconda deforn~tft rigata dt))' iperb'doid~ e )~ du« tt)t(M'rth:it' aotm

ft'a toro it) umt ptu'tx'ottu'e rehMtotjf (di superttcif o'uttptcttx'ohtn) )H

fai tMt'tereux) ne! proaithno ~[titoto (V.' §. IM) Anc))f 6 da ot'M')-

vami che queste due rigutc sott~ di eguft) He<Mo(') o )M'r''i<) dt'fbt-

tnabiU con eoNNMK<<Al' utm nell' attra.

Si o8a<'rver& cbe queste rigate apt~io&biti xojtft) superficie di r~-

tazione appat-tengono tutte atht otaa9e di queUe co)) panthotohh'
delle nonnati iovanabite (~. 146) c ta forma tlilica pfr la prima
c)a886 (th!d.) è quella de)!' e!ico!de rigatM ad Krftt tninintit, per ta~

coNda qnetta dt'H' etiootdc ri{.<~ < g<'t"'n'tric<' itXiidc.nt~ ('b)iqna-
inente !<))' assf. tu generaie an' (')if:oif)f qntt)unqa<' r'j:at!t <* d<'th)

pDma c~aae Be coittitnitu dtt))<' binor)nt)H rli un'eHca ctn'~ttt' dt')h'

seconda in 0~')) xttro eaao.

153.

)t teorema di Chteff).

ChiuderentO quessto breve studio anUa tit"iMio))~ d<*th' Ht)pc'rtick-

rigate, confOderando ora qae))c dct'ot'ntaxHMu K<'c<)i di qufstc sn

perHoi~ nette qurtli le Keoemtrx!! ceaaa))') di f'stere n'tti)it)t*e <' di

VM)tf<))oourve. 8i(t X nnn snpertioie appticabite sftpt'tt non )-iK)ttHR.

e indichiamo <t«n te tinee geodetiche d! S ohé con'ispxndono a))f

g6!)enttri<!i. Prendiamo poi supra X a)ta qun)anque tirx'a asitttotica a,
deU'uno o det('tt)tro sistennt, e deformiamo tn snparHcie ~S '"<tf

MndoriKidttt'aatntotica. a) da rettiiicarc unn deHcf:et)detH!h(-<y fi

(~. 140 teorema B). A))ora: pe) teore<na<!na)e a) tel, tmohe tnttp
le attre geodetiohR y si MttiHoa-no, « la defortoata è dunqtx' tn ri~a
K' ch(t si forma ttrando nei pnnti dt'H'asiototictt « )<' tun~t))) a))p

Heodtttiehe Si htt <!(ntqne ))8<'g'tt<'nten<'t<'vo)ct~oromi'd<t)f«))ci)«
MM ~tx'rtditA !t) Otiett! (~

(') Qnosto <i contt~ttt facitmento, cnUe formote dei 27, otttcottmdoi mntxcnti
')i <t«"<tpp)e di Renerntrioi inHnitt~ente vicino ne)tt dne ri~te, '-hn fti tmvmtn ''i
egtttt)M~no.

(') ?<<!<~o)-m(t<<<!<«'~erto<oMe)-o<<Mt<<oad nna /«M« (!)<.n..ti<'')i )t)Htct!~)ti.
Va)."~S" (t'mr.). Pc) caM pHftieotttt-c<)«ne.tefnnttMte<)e)cM<.tt..it)oi) («««'mit
"ra ){)it).nt.t (ht) tXa4 (V.i )tna ))t)a nota: ~~)f<.o!;<NHi~M)))'-<t!<'tt f<f<,M<.<f,A,,t, ~'i.
<-<tr<)Hetxliconti .)«! f,h)Mi fet.bftit' t89t).
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.Se )<<:<~t<)(~ di MM'<MM<e<«w~«<«t<~tM « Kw«M(F<t;/fcteï MpjpM-

cH~t~ Mp)'~ KM« W~<t tt si c~M~MCfKCle <<tM~)t<talla ~«e!<McAe<M

<<-<M/<'<M'«<'~eMe</e<Mt-<!<<-t<ft<MR, /a <-<~<<<tA, che Bi ~fMa <t~p<<-

<'<7&/<cM/x'a S, e H<;M<(<f~<M'w<M!<<'Me«<tM<o(tCM« t'~MMtCf)'~M<t.

8) oxwrvt po) che )n )':).tM K, s<n'A <tppticabitc pMf ttafortnnxione

<!Ot(ti))'M (a ~t~mtt-xii ngide) mtttx n~Hta B, <tvvnro ~Ha Htm tthn.

MtMtfiMt,a Khcott'ta <!hf (' nsuttotifa <t appartient) ttH' m'o <' an' attro

aistema, p<)it;t)cit) un ('Mo la R, t-iMoe detttrfrM), neH't)Krn ))))tiatn'<'M.

11 ttfobtt<t)t!t di dft'onutH' ht snperaoio S in uon t')t!Httt,)«sc)t))'<t«

t'igida mi' asunotioa <t, viene coot t'iaotnto dal tforetUH di UtiiefH aenza

ntcuto). iut~M''tzione.

A)ht dhnuatrMione geometrioa del teoremll, t'ondattt aui tforemi

generitti <)e)ht deForuiazioue, ne t)tce)H'Mo Hfguirc nn't necot<da Mttait-

tica diretta.

Pt-ettdMtttO ffietnentotioeare di X, che &t(U«t)<) tttesso de)))t ri-

ttnht K, ~tto lit fftrmt (S) 1A3 e aupponituno che la dircttrioe

M == 0 sia aopra E nu' asmtotiot ~ttuith' Mai ~bbitt dnnque

D" == 0 per M == 0,

indi per )' efjuaziotte di Gxuf<8e )) eansK '!<-) vittore (6)

M' wh'
K'

HCt)'<'Il

'teUit etuvatnrtt per M==0, ))vr''nt()

~t) C

CatooiMtt" it).))t!M i Miori dei nimbo)i di CbnstoaM

per M==0, trovianx)

~24) t~(24)
1 s..).' 0 H

Men'O

'1 l'r, m.ny 0 i i tu lIell'O

Ciô p<tst« Hoatrniamo )tt rigata B, iudteata uet teorema, e indi,

catt'to cot) t il tratto di t)tnK6"te aile geottetiche == ooNt." a partire

tht M==0, per !c cqu~toni pMMNetriche di B~ avremo

t:lx ( r~jJ1
y

`
r5x_.`t

-(S.+'~).+'(~.
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i pannnetri <'«~nd~ ~,<'M t'apposixiotte 'te))'indice itéra ittdicaxdo

ohé è Ottto !<=-=U. Ot:t, derivMttdo t'xppotto a t e v, abbiamo

/f.< f~' /c.r\ /tf'a:
-f– -==( -(–),M'p.
dt (~) üt· bv ° (~~)

UI!{',
\f«~'f)f \M<c)f/

C)t!<!<)))tt)d«

K==.S~S ~C==~Vr/ /<

coti' o~aervare «ht'

n/f~.t' ..r'jt'<t' ,t'X
8 ) -1,8

== (-'). f). S == M

(drt'~ crr î~r i ~rr ntrrr\f)t<' tfffr ~'f r'tfff

(M)

8~=.)=~s~-r==l,
Y

\e'C/CMft)~<' 2 'CM'" 'rr"' 4

abbiamo auMto

Ë==1, F == t-<~ G == f 8 ( -}- 2 K ( 1.
\OMer"'

Ma si ha

~) =. ~+')'+~X
( l7tt 8r~l4 ) 1 i~ (aet' p I~t ~n'

'i-1)'~ u X
~x h'«' ~2'

o (!aUe (23), (34), (35) riautta

~=M.,\~<

e quindi pel de!!a B,

~/== (~~ 2 coM8~~ ~o + (M< + 2 Nt +)

che coincide non (&), ov« H) faccin ora < = w.

CoUa costrnzione de) teorema di Chie<5 ai ottengono manifesta

tnente daHa anperHoie S due aerie di rigate appHeabiH anUa S (autta

B) circoftcrivpttdo te rigate B, tango le aingote aaintot!('t)f del primo,

ovvero del aeooudo aiatema. In ctaacona dette due serie le rigate

aono apptieahiti pet' deformazione continna (a generatrtci rigide)

"nna antt'a)tra, mcntre da nna rigat~ detia prima aerio non aipasaa

per deformazione continna ad nna rigata deUa secooda, aibbene aHa
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HMHsHmnetrioft. Ë tt"tt'v<<!o poi che te ri~ate di (tias<'nnn nerJMhuMno

per iuvih)p(M< ht 8np)'t-tioif primitiva fttt oni xono Mp())io<tbUi,e ta toc- S

c.n)') ht))Ko )M))fth)tttti''he di un xi~fnM.

Ne) cuau pm'ttcu)aro di unn anperticic S itppHcabite NOpra una qutt-
ttriot (~, <'Mftn)t) q))f«m ~o~<aM«;«<e rit{!<ttt, ht pt'opc~iotttt dl Ubieft)

~i puô !tpp))C)H'<'i<i qtttttU'o (tiveMO tnimierf, e() mxiont in <)ne 8H fit

2! <' tftnpticonteotM t-iguta. Cost pft' tf ~efM'tnutu rignt.« ttet)' iperbo

t~tfte rotootto, pm tpndx <)~uott ooppit) di curve asHooiate di Bertrttnd

aecoudo )~ coatmittoue <)! Bioche (~. t63), ae ne ottet-rtHUto intiaite

nttre iHtegntndo )'<'<)U!M:ionedi~renziate (<Iet tipo di Riocati) dette

aaintotiche ou)'vitin«p! Hutte cordspottdeotj (tefonnate rigute deU'iper*

bo)«id<
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Superficieevolutee teoremidi Weingaden

Ptttp)'iot&t{enetw)idelle evotote o delle evotventi. E~utota ut6<)itt. Le sxpe!-
tioie W a te loro dne Mdo <)«))'evoluta Teoremi di Ribaoeour e <U Lie.

t due teoretni di WMit)){'n'ten ~«rme pxrtieotttfi tto))'e)''u)eHt<')it)e<tr'*sforie"

mppreoeotttttvf)per uu<toMperMetoW. Mue chM) coioptMte<!twnperfieie W.

Sxperûcfe eompletneatMti Detbrtu~te (te))'iperbotoidMrutonduad uott fa!dft.

Compteotentaft,evotate ed evotventj delle t')perHei«n otrvMtunt eoftmntf.

!54.

Le due fatde de))' evoluta di una superftcte.

Rtprendtamo netta pt'imtt part<* <!ct prexfnh' Capitoto )o studio

delle propriété gettc'rftti dette supet'ttoie per ftppiiourc )K)i i risnttari

tttteouti ad nna ctasse parti<!<))ar)nHtttc itnpot'tattte <ti xnpet'ticif, le

cos) dette superficie W (di Won~n'tex).

Abbiatao vo<htto ohé soprtt ogni nnrnmte it) an pnoto M )«) una

snperticX} S ef)ist0t)o dn<' punti RpeciaH M,, ~f, che aom' i ocutri

prinoipuH di cnrvatnrK di 8, oioè i oentri di onrvt'tnr't ')<'))<' dm'

sezioMi nor<N~)i pfinoipttti ttscentt 'ta M.

Qn~odc il ptUtto M denorivf )H «npprHcx' 8, i dm' pu))))M~,

M, descrivono (in gGnumte) t))~ anpwttcif eotMpoxb) di dn« t'Mpt-tti-

ve <b)de S,, S,, ohf dieffi <'<o<«t<t di S, on'ntn' qu«sta dinexi

efo~et!<e.

Posajamo generarf) )f due fatde S~, 8, dc))'<'vohftx anche n''t

modo seguente. Conaideritttno unx tit)~ di t'nt'vxttn'tt C di S; )<'

normali «))? nuperttoia S )nnf:o C ~eoamtx) onx Kvih)ppnhi)< il <-)))

apigoto <)i regrefMo r (st)ppnsto dappt'itnft nno ridtn'Mi nd un )m))t") v

preoisamente il tnogo doi oentri di cnrvattu'ft do))t) 8~iot)i ))<n')))!))iIi

tangeoti a C. Faoeodo orst vM'i!tr<%)a !i)"'n di <')))-nt)t)')' <' ")') fuo

aistema, ))t ana evotntn r desoriverA h) rc)ntivtt fa)da S, (<' S,) df)

l' evototM.
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StabititUtt') om, ditppritMit c'Jm aetttptici c<'nni<!<)t!ttoni g<w)nett)<!t)<

!t)cttuoprop)'it}tAt'"thi)Mtte))t)t))dM))('ttVuhttt}<'i" prime )m~"dittt0

utri.oMttiitetn'eom:

a.) ~<t ~<~(~< <<(<fM# <<< <t<'<t<M/< /«<~o delle Korwa~

ft~M <M~er/<et<!<WM~/e <)'M</<~HMM<f( Ctt<'Bft<Mr<t<<<Mtt M~fMM «MMf

~Mt/~tcAe <<<<?<K~<Ct6 eM~X<«.

Per dimoatt'arto c~tnincitUM <)!t)t'o)Mf)-V)trMchf "K"' n'tn)))« at-

i'«v')tvt't)tc<it)tt)ff<'n[<'in<htfp)t))t) nt)'ev'J')nftt, )n'<'<')t)M't)''t)taa))))

prima ftthta 8, t~t pt'ioxt feotro M,, )t))'t se<'on'))) m') t«'o<m't« tit'mr"

M,. Co')aideritmt(t om m) etextfnto M M' 'ti tU)tt )it)«~ <~ cnrvxtxm

del JtMOM~osistoat. Le tumnati in M, M' M'mcootrttno ()t toenod'in

Sturt'oitni nt'ftine snperiort') oo) seo<'n<to oentro M, c tocoHtto ta

ptuna ftttdft 8, t)ei rispettivi prit«i oentri di curvtttum M,,M/ "'t

qn~tf) ttortna)). Il piano M M, M' (oioè il phnto pet' )a ttorotHtH f

per ta, tangeote t~ttt seMOtHtft)inea di ourvatura) oontifnf thontue

due direxioni diatinta M, M,, M, M', uacentt dn M~ e ivi tMOKt'Mti

wt S,, a'! è per cib il piano tat)gM)te in M, alla pritoa fa)dH. Ne

se~nR inhtntn La ao~Ma~ tK M, «H~ pf<MKt/Mdct S, <~K' ecc<«<<~ è

p<t)'<Ma alla <<!M<jfeM<eMe<p«)t<o eo<-fMpott~M<<' M <~H' ew~eMtf 8

~M<ï pWm<tt<Me«<ft c)(~<t<MM <fmt<Mea<e <«c<M<p«' <' <<<'« /a[M<t (').

Di qui HC{;Maubittt il t~orenM n) cottsidenm't') ohé se <J~ è unt'

)i))M di oxrvahtnt del pritoo fist~nm e r~ il t'e)ativM api~cin di re-

~rfnao pcr )<t avitapp~hi)~ de))e ttonnati, ht tnugeote a U, )') M f

pamUeta )t))(t uorxxtte pt'moipatf in M, 't«Ha cnrvu «vo)ut<t r,. e

quMttt n)ti))):t (icineide duoqna co))a nortonta di S,.

St)dti)i)uno )o atp89<' Moretnft a) in on secondo tuodo indipendente

oo) q't«)e dctertninifuno dappnnm qnati aono aoUtt ftttdtt S, !e trajet

torie ot'togonatt degti apigoti di re~reatto ra Sia (, MURdi questo

tmjfttot-ie orto~oott)) dette r,, e t la corriapond~))t<' tinoa di 8; !e

nortt)!))) H)ia S tango t genemno ana t-i~Ht~ '< quale le cnrve <,

sono trajettorio orro~onati df))e generatrici. Qaindi i) a~gtoento M M~

di ~enenttrifie oomproso fw t e è coat:n)te (~.27not)t o~. 10SA)),

cio<' htngo )a tinèa t di 8 è cOatttnte il ntggio di' prima onrvatnm

f,. Dunque a.hhmtno

b) /<e <~<;e~cfM ~'<o~oM<tHd~K jtpt~M <K ~feMO r, <t«M<tpt'MMt

/hM<! ~eM'ecoMft MKo~MeMeMtMee/(e cc~W<pow~o!M< Kttee f, == coat.

jtttH' eMo~eM<

(') Sotto a)tm fortM; te <<xe/<tM<<hM'<)'e<M<«MHo< fh'p<<«)'<<t)fHttMt<<!<<<!tM

~)f<t))<j'f<<tefp«<(<!<'</a«tpo~ote tfotMtth.
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..·
'Qaf si HuppottM t)))tt)t!t))))ft(t« otx' t)'))) si't '<))" c'Mttmtf ttttsuh)-

ttt<t,M''(<ttt)de)M<<p(')-o)!tt<up('rtt''ieSsttM-bbt'ut)tt'<ttpertto)('<'Mt))d<'

dtt'H{!gto<t(')oda)tM)t ttttetittiv'f~dt'S~ M ridtu'r<<h)w nd )nm

ourva (f')t' t~!<« onrvHux'o di S).

Utt quctt't tf"rnu)n t') cuttHidcmttdo <!))< pft' )f proptiftA dtdtt'

<)urvo~v'))nt<dn<'tr!')t'tt(M'iu ft)'tMK"tti ttn<!t!m)o tn'ohi f~XHtiHtt

t))tte)H<:)n'vt')it)))))))'<)()fM)!iott«A')a)~.106Ht'nm'm)(tV)un('n-

tati))''h'n"t)"Hn<'<'{irc"<t)c))t<<)iM,.OH)6i)teort')n)t))).

%.tSC.

Evotventi d) una data superficie.

UoUf' <:<)t)si')<')'Mxi"))i))r<'<!('denH ai )('):)< )t))tm')t!'n''ntt' ))) <)))''ttiottf:

PMbnnaHt)p)<))f)<;i''q'tM)m")t)M8,<!<n)'<tde)'!tt'!)i <t))t' n))!) fithhtdc)-

)'fVt<)t)t)( di ))))!<«ottn'xn'ntf <'v«)v't)t« 8t y

t))tn))t<' )" titu'f r~ iuvi)u)tp!)tf Kopra H, dttHe xortttttti <)i S ')nb-

bouo eaiMo'f ~Mo<)<'tich< Ma ittvorsit'netttf' promtiitttx) soprit S, t)u Mi-

fttet))t) oo* «!'&</<'<«'«'di tioen geodetiche r, (0)1~ ))<)«sittuo evutna)-

mente Hnee rette) e dixtoatritunn oh'' le 00* toru tMogenti i«)no HOh-

pre le oonott)) '<) nmt série w* <!i aopt'rticie cvotvcnti (pxmXete).

tJiftttti si cooside)') uott trMJMttnriK ortogn))'))e tixM doUe 1~ c av.

?o)&) aopnt ohtsoxott r, ntt Oto (MMsibite e'! itteMtfndibito) ai sv~ttf))

dalla onrvtt a partira 'ht) pttnto M. (t'incootr" ou)) < siochè i'fstn'

n)ità )ibem M de) tntt~M,M di Hto tosodescriverà un'evotventc <'

<Hr Il /«epo di <j'wM<<!<'po<MM<eC «MfA MM<t<t«pM'/?e<e8 N0t'tt«t<e<t <«<~<'

<e<'e«eM,M. Dtftttti M, M <; intaxto nonnatH athron'VKCdiM

nscente dtt M mu 'ti piu su apoRtiam" ont M, )nt)~n nt))) aecom):)

tr~jettoria ortogooate dettf r~, il tratto M, M resta ~ost'mte c«)n''

egnate H!)'ar<i0 dette f;eodetiche r, <MnMpreaofra c f,. DunqMf X!

desenve in qoesto CM<)uon, Meoooda oorvtt r Hopn) S, a on) M, M n

tmoottt normute; e )'cr cih M, M ë ta norma)'' di S, c. d. d.F)Hi<'t)-

do ortt varinre t. )a attperf!c!« desct'ivc uxa ao'it' di aupertiote <'«))c

steHae nonna)!, cd il trattn di normale fra dne HnpprHcie d<'))a Hpri''

6 eoxtaotc, cgoa)e a)t'arco delle ri oomprcso fm le due n'httivn

tcajat-torte ortogooM)! <

Uoootndifono: ~«~Mtt~Me superficie 8, MMMe~e <?/<?<<< Mpf~cX

ece!M)t« ~!tpeM<FeM«da MMO/«M~OMe <!fM<f<!t')<!),eAe WtûMeM~MMnel

('~V. aegaente.
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ttM~O .W~KCM~. ? h'ttCCt ~pt'ft tin ~Sa/MMf/tM<M~MM ?' <~{ ~e<M&

«cte t~ ~t'<~
~tM~Mt~t

WMM&i KM'tM«<tdi MMMM)'<<;'? 'H «M~W/ÎC~
<M/feM~ pftMt~e.

i)~rob)et)t~~ntt'iaoh)toaiptthtWHH<'i"ro tmch(t m~: e~M«

<;«M~ delle t<(M~e/<~t<tM«<t~e~/«?!e S, <i''oNM'e le cot~t'tf~Mze Mor*

N<~<(').

t&C.

5uperf!c)e d) oui una falda dell' ovotuta

si rlduce ad una curva.

Trattando nel §. t54 delle dm* Rtt'ta 8,, 8, (teH'evohtta tli una

Bttpoi'tick', S noi xbbittMtt- ~Ko)uxo i! oaso ohé te aviiMppMbi)) dette

mx'nmti )nngo )« tinee <ti curvat~m di un Miatenut Ht riducessero n

ootti, ue) qutd t'aso lu t'~t~tiva &))<)adell' éventa si reatringe &d ))!)?

curvit r. Vo{(t"o om cotttptetttt'e la t'icerca e ottt'tttterimarc queate

~H))'<r(iHi< risotvendo duuque il prohtetna: ~«tM Nuxo /<<Mpe~e
C)t<M<M'M«tMBi HjUFO~MMO«d MtMtdata <it«~« r ~eMo Spa~tO f (*) In-

(tichixnx' <'<);)M )')))'co deXur, j)er ht ')na)e ritMtiotno le oonauete

notazi~))) ('Jap. t). 1 «OMt'ni X,Y,Z tlelle ac' nortttaH di 8 'tsceoti

du uu pnnto M~(~ ~) di r sorauno i'm)xio)n d! Me di m) ae-

condo pin'atnetro o, e se dici)U))o M~(<y,~)i) piededettft ttormatf,

pon<'t)do t =~ MM, ttvretno

~.=~X,~y-<Y,~==~-r~.

Orft t dovr~ essere umtt tale funzione di M,c dn sod(!if)fhre le due

condizion!

â:r
air- 8

â:r
8X~-=~,MX~=, t

~M C~

(') lu t; il probtenm 'U trovora entrn on dato oomplexae qaatt<nqoe- di

rette le eou)!faenze nntMati eqa!v*)e a)i'integr)M)i<Mtedi aM'eqttaztcn~ a derivate

pftrziaH F (z, y, a, p, q) 0. Nel oaso atta<t)e (jHesttt & )' eqnttzMmeAt e'–l ehe

abbiamo visto eqnivatete alla tiaeMtt delle geodetiohe mOtt MperMe ($. 106).
(*) Anohe qai si t)'<ttt&della rieerea dette eongMenxe normali eatre un compteo*

M, il oomp)e<Mdelle rette appo~iate a r.
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mtNttt

== S X t[ == fut == u.CM «p

dove f è i'tttt~to d<')t« K<<'M't!'toe del couu t:u!))t tiH){{" Il r..Ma
lit cundixioof d' intt'grat'i)it& po- le <'quaK'«))t stit-itte ntMMiffH~-

~C<M&9 l"
d, III l, fï t,mettte .==u, en è qxindt')eMeM!trioeKHtUcieut.HO))fM)!tC<'u)!

ziolle
dp

ousitt Lenoe.»Ialitlî8 elleco?i.xtfwe <!i « Sf))t)mt", MMitt ~<'«t))<'tnoit))tMt)te: /.c Mw-m<tH(«Sc/MMM
COn-UttOin Mt<))!<H(0M <<tr f<<KO ybt'MKtt'e K)! C«KO di fO<<Mt«Mf
M«C~<0alla <~<fM/<' r, COM<~MtMf<t 0, Wt)-t<:&t<edel re<<0 tK
modo Mf6<tr<tWo<<(H~ r. Ê ohi<no poi ohé )<' <!Ot-riHt'fMtdMntitim-o t)i
out-yatum d) S ftMto circoH U, Mtcchë ta BUjternoie 8 hn un nisU})ntt
di UuM (U cm'vatuta c!)'co))tri.

Viceverax se non an))eraoie S ha un Histenttt di titxje di on-va
tttM otrootari, le uormaU <tt)a snpt't'Hcie hu)f{o ogni oireoto U fortun-
MOun cotto t-otondo il <!M)VM'titw deschve unn eut'vft r H oui 8i ri-
dnce ta retotiva fiddtt <U'evohtta, e ci troviatuo quiotti neoessin-itt.
'nentc np) cf(ROprucf~ent~. Notiamo ))oi che te Hfct'e d<'8critt<- oui
ocntyi xei puuti di r <-o))tetx'nti i (iirf'oH 0 toecuno 8 hn)~ qtn-8t i

circo)), p la S <' qxithi) l' invitnppo di Mna HMnptice inHoinY di Ht~r'
P<)Mitu))0 <h)))qu6 <'<)))<t))u1er.' Le M<pe~cte <MCtM t<M<!/«Ma (<e~'<'M.
~«a si !-MMcead M)t« cto-M r MKo tutte e so~ le ««pe)-cM con )<K
«~eMOt <<<Moee <<(cMrwtht~f et)'co~<W, t;<~ jyH <Ko~~t di MM« aott.

pMcC<H/??t!~ di </M-e <'0t CM<W~M~t<'Mtt< Mp)Y<r (3).
Ë natufate dopo cib )n dotnimda esistooo aupprHcie con tuttbedue

i ttiaretni cli linee di cm-vxttu-a circotari Ë uoceasat-h) pet' cib Huf.
ttoieutc ohe le duo fntdf dett' evohttit si riducuMo ad uM ~op():a <t:
curve r,t" hdi chp cii)scm)H di esHe ven~ proictinta da quHhtnque
punto dcH' a)tra seoondn nn cono di rotaziooe attorno n))M tx))Ke"ta
net (mnto. Quest<t proprietà appart-jene t'aotnaivtmtente, cotne ai sa

dt~geotnetrio.ndMtMooppitt di <-ouici)M fOo~H t'uoa dt'H'attm.
Don()no Te MttMte ~Mpc~Oe coi o!)M~~eM< fj!t !M<M di CK<-p~<(~
e~-cotoW MKo qttelle c&c /MMMOpe<' Ko-HtaK <'c~e H~o~xttf <t (txe

(') La xte~ coatt r)!.n)t~ <M& nota re)ati.nte fra !'htt6Km)e .n)).)eto e t'inte.
grale ~nemte (MeoodoL~Mn~) <te))<teq))Mio..e? deri~te t.<tr!:i)t)ide) t'ordh~
a eu) ai ri.t.M. il pr<.),ten. Poichi~<).t.)' inte~ c..n.).)et<tRihtt ~),:t<. ,))~

tf6re aventi 1 liontri «n r. basta )e~re o.,n M).(n.,e ..rb.trari<t i < ),
MMetri ])))r«tere ne))e eupet-heie invituppo l' int«){r<t)6f;e)ter)t)e.
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<WMC/« /w<ïM. La supertiote h) discoMM 6 ta oost dutta <~<*M<'<ft /~M-

~<M, ed o uua auperttcie tdgebric~ <)et 4" ont) ne se ht copain (r, r')

ooMMta di un' ettiMw e detta t~ua ipcrboht ftwttte, dft 3° ordioe htvece

ae (F, F') è nutt o~ppi~ (ti pt~tbote footdi. lo pMrtioohue Mat pritMO

uaao~ se t'eUitMf divfntM nh Mh'ooto, indt t'tt~t'buttt fouttte Hi t'iduce

a!ht retta oormttte Mot cen(:ro al piano del cirtioh), xi ha t~ cictide di

rotazione (toro).

167.

Ca)coto degtt e<ementt fondamen<a)t dett' evoluta.

Le proprietA etemeutari de))' evoluta, dimoBtrate geometrioaMtente

ttt 15~, pottsono MM('ottfermurai un) oatcoto <!eg)i eiMmenti dot)e

due ftttde deH'evohttx, oiù cho ni penuetterà di nt~btUre n)teriori

propriefA di fomhunetttide itnjMrhmza.

(Jome H! 69, riferiatuo ht atlperttoie~evot vente) S atte sue Unea

di carvatum K,e, indioando Mt) < i riHpottivi rttggi priuoipa)i

di cnrvatnra~ "nda avremo

j) == J~ D' = t) D" ==

L' equazione di Gnnas diventa

(1) -L =:
L~ < J

~~K\;( )

RG Ë c" ~'C
~f

e te due di Codszzi

(3, ~~==±~
~==±~3t' )-, ot< t-, f, f/M

ovvero

/jL_ ) == o

(3*)
< ~c r,

(2*)
1..

/1_ ±~ 4. jLY_L\ = o
rj ~~J

Mantemendo tf notazioni de) oitttto paragrafo 69, traacriviamo

inottre le equaziont fondatuentttH de) qundro aegoeute
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:!T

-.=~jt)<<X,,
°Ÿ~

A,– -x -A,,
f:M <M t~ ~M .~(j ff

~x.

(A)/
1

.X, t ~G <;X, 1 ~G ~C

f«'
7

e't' ï~H~" "<'
)~M~« ''f

~X.

~f <

8e -c, deouttUto le oMordinate d<d pri)Hu cent,)'(t M <)i cm'-

vntnrft,MVt'e)))o

(3) ie, t-, x, < .v f, y, ?, < x.

corne aqntMioni p~rittttou'iohe 'tffht pritnit f~tda 8, <te))a evoluta. Df-

t-ivando te (3) r~pporto wt M, t' cou rigu~rdo oHo (A), riftxtt.a

~==~X,X,
~< ( ~-J

~==~.x

3..)'
X,

ôt',
X"

e'p c~i-
<

coHe a)trc duo nnatoghe. Qn~te ditnoatnmo intanto 'thé i cosoti di

direx)ot)c de))H nonntt)e a S, sonoX,, Y~, Z,, cioè )a nortnatea S~ n

)MritHe!a a!tf< tangente :d)<t t'ehtMvft i)nH)tdio))r?atnrMM'=-cost/" <!e)-

i'evo) vente S, cône gi& ai è visto Ht 16t. Indioando con'appnsi.

xione do!)' indice 1 gti etementi rettttîvi atht S,, ootoottamo (ta))e (4)

'tttppt'ima i coeMoienti de) rotfttivo

R S~V.K.=S~G~8~

z

~M~
1

~K

il ohé d&

(5)
E~lJl -~+~.

F.==~ G.=~.Y
J ~M/ 0'<~ôv ~t'~

(.)
K,M, F*= -Y ~Y.)2
1 1 1
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C'~tM'gUeMt~)))et)tt<tMM8iit)ttOttM)Vt')'M

(o) ~-==~- nh–r</M'

o qne.st.t ditooxtra ohé 8u))~ H, tmee )t=<;<)!)t. StOto );eodeti<:h<!
e le toro tt't)jftt<me ortoRunttti xonu )<* == tMMt. 01~ che c~tt'et'ma

t{iA'teore)uitt)ob)~. 1&4.

Lit (8*) diutuHtt'n ~t ohe (s<<ht 8 no)) è una afent) t* G, F

«ianuuthtaottiUttoquando-O o t'(M), oioè soh) quaudo
ëtt

"="(?) la pt-hnit ftttdtt S~ ai t-ithtcf nd una cm'Vtt (§. t55).
Ma om ottetHtmjo r~t))tati nxovi SMproafguinmo ne! entooto dei

MoetUciontt D,,U/~D/' dotta aecothttt forum fu))da)M))tt)k' cli 8,.

~=-8 D/=-8~ U,"==-.S~
«!<<)« ~f~K

`

cf ot'

o))'to riau)ttt

D- D'-O U U"-

'V

edetunit){mdo,)neditmt<! )tt pt'hna dette (2*),
< (Sff.'

!<! < o' ~G cf.

(9) D,==– D.=0. u/

~G~~

0 1)

'<'<'

La tnedia d! qneato D/=0 eapritne che: <)<«« pfoaa (conte <M~«

wcoM<ï<t)/«M<t <<<<'MO<Mt<t MtMe~M~v) <Mt~'«poM<te<t«talle MtMe <?<

CMrpa<Mf<t<teH'ew<ceM<e,/b)'<M<!MoMttMN<<HMcoMt)(~a<o,proprietà qM<

at& geootetrteameMte evtdexte se si rittette ohé le hmgenti atte tinee

<t=:oottt." soprn S, htt'go uoa tiuea w~coat. ~enerttnoana svitap*

pabite il oui apigoto d! regreaso è ta oorri8))ondente tinpa o'–cost.~

aopraS,.
Dalle (9) e flatta (S*) uatootiamo ancora ht curvatura K~ deUa

pnma<~)dftS,

_D,D/D,"

'Ë,G,-F,'
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edavx')))'<

(!0) K, ~t'/
f',

rt*

So)'!vin'nf)(UtH)w))tt'~m"))n <!<n')'is)wt)dettt<' )M)):t(;)H'i't.m'aK,

<teH)tse<'o))'tn.fa)'bM,,o))eM)-à

(~) K,==-

ctfsr

1M.

Costruzione di pettrami pe) raggio dt curvatura geodettca.

Uot<8i<te)i)H))o supmatMt st);'ert)ojM H qutttm)qu<~ un 8ist<'t))a oo' di

thx'e geodatichM (~) M MM I. m'n tm«a n tun~enti oooin~'t'' o'))to {:eo-

d6tif!))<%jyn''i)'<'v")''i'Mt,n). Let)nigf)tti)n'){foLi())c~f;c-

nemm) ntXt svihtptMthite il ':«) spit;o)f 'H t'egreano in<tichimt)o con r.

80 t è nott qn~tnt)f)ua di fjHfst'' t!)t)~enti,M il suopnoto <ii oontath'

con S ail M' qu''))" '<!) Hont~ttc <)) detto xpi~otu <ti t'e);M'M«)r, sus-

Hist<' )' i)np")'t!U)tt'! t~<')'on:t <!) Hettt-attti 7~ ~«K<o M' t <<ceM<r~ di

f;M~<tf«t'<t~eo~ttco <? M <~t ~M<<<t<f<e«<x'«i[ of<oyct«t<e delle ~<~<<-

<-Aeg che e~M ~« M.

Pfr din'oatrarto pren'tiimx) ttojn'a 8 et iine'' <'or'tit)ate c~oost.

te geo))<'tiohf (g) « tt tincf te '= c<Mt. tor~ tn~ettorie ortognuaH, e

'tiamo )tt )ft fort')!) ~'odetictt

<<«' (: <?!

Pc) raKK'" p.< <v<)tt)m geodetica do!)M M–coat. avremc in

~t-<tH<!eM<te M~MO(~. 98, p< 267)

(') Natnrtttmente qai ai Mppotta J~ 0, chè ahftment) )n 8, ai rtdnrret'be
~P

adxntcnrva.
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) t '?
3<)f*

Se J-, y, .? sono to oo<n'diuntM d! M, <' y', 2' qnuïïo di M', ttb

b~mu

«M f~
:.<)- .=~ l' '=~+<

du f.t< OM

.tventtu ittdicato uott f il v.ttor)' «~e6)'tc« ttc) '<t*);nM'tttcMM', chc <to-

vt-ftno (t)u)')8triu'e ouittHidere 00) ~t. Lmtgu L tutte te HOttMe <jU<m-

tit&M.o))<)fm)i!nmidi)t)) )M).un«tt'o,p.e. ttett'ttr('o<<tiL,e<!ort-
Vitmto fttppot'to in! « te procèdent) abbituon

f~' fi.ff<)< f~'</t) ~t'C<.F /C't:~t<il ~~<
=:

n.r d î~aW
-)- rl

,( (.èit'

tl

-) j
f)<<f.< 'f)t)f/tf f~~M

-¡-
't<K*~ ~Mtip(~/

Il 1 per tRl' tf z' Uru tre l 1 1.1. adsurouùt)e imatoghe pfr -L~ Om qafftti tre Vitturi debbtmo tiBSMM
<<«

yropuriionali, l~r (a uo~tra iyott·t;i, ttlla trv qurtntitsl-
"s t7ry ï~x

propurisiunati, ()er tu noatt'a ip«t~ai,tdie trc quantità
f)<t «M CM

IIIH 1 1110l' tilt 1611111t 0l,101'1 IIUtta\IIH:'lIteyrr `~c- ay1 (~ Htnnrttutrdu si"nde )))o)tip)io!UtdoU <)t''Ht)ttt)t)))f))te
ffrf<e~c Ae

e wonnMtfd~ M)

(tovt'a «ttettcre )<) xero (a cimaa <ti F == 0). KMfgnettdo, ei utUeue

8 )'' ( s + H 0,
\ce' f~

J
p«*e<! '<"

+
~Kffc ft: <

0,

f8tOCOtH6

s~y~c.s~l 0)'««0)' ~fft(tg

o~o~ ~n= ûx u =- .= 0
fC 3«~ au CM~t 2 00

reata

<~ /r.G ==u.
2~~

Ma ~f- 0, perché la L non coiucideton un:tgeodeti0)m==!coat.
de

equmd!
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)_ 1 cG

~C ~<*

t!in6<'==p,<d.d.

Ui)M)!)t)'t)t<)i)tf<oM)))!tt)iH.<')tn)tt)i, ?<<'))<))!) nn)d))t))<)vn)!))nit))tt

f'attttt 8, <!<*))'<'v')t))ta di m'a nup'')'<i<:i'<8. S'~p)'a S~ )<' )in<'<'t<==t-ox).

t)<t)M~<)')<'ti<!)t')M~==f'<M).tt*)orM))))eMt)t)H~))ti<!M)in~!)tt',t<'

~==<!(tBt. )M t'n'o t!'aiMtt<tt'i« <n'to{;a)i. ApptioiUKto ht MtHtruxit'nt'

di Huttwoti vetthuxo nhe: il c<M~o ~t ct<~(f<Kfa ~ec<te<«'<t<<t«MH~sw

~==COBt. Mp)'0 S, ttt MM«MOpMK<0M, p)'eCM<MM<'0<<'tfwc«M~ MM-

<fo M,, aioè il pKN~ <'OM'<~OMd<tt<e<!tH<twt'OKafa /M« 8,.

Ne xognH ('))« il raggio di <tM'tM<«)'<t~Mde«e« <!f«e == coftt.

M~fa S, (<!~«e f~-==(MSt. Mp!'<t S,) ~t/O, Wt<MK M~MO,<<ft<~((~

y'efeHM < t', <!et t'a~t ~)'«tc<p<t<<di <'Mt't)M<M<'<tdella eM~'t'«<e.

1M.

Evolutamedia seconde ~tbaucour.

insiRtne MH'ordinitntt Mvohtttt ')i uoa sttpfrticie 8, ':Mnp«Httt<to))<'

dnf fahte 8,, S,, (M~pitttttUont di eooaidct'arM nx' ultra Hnporftcic s,

')ct<'r)ni))<ttft <'o))ft 8, ch~ VHnnf! itttrodottn 'ta Rihauconr col nottx' d)

<'eo<M<<tMe~M di S; Msa. è lit snpMticif! i))vih)))p!tt!t da) piimo n«)-

mn)e nel puoto medio M. fra i dne ccotr) di onrvatnt'M M,, M, )t))tt

nnt'tnata di 8 ()wrat)<')o al ano ptaxo tau~entc). Sicoone te coordi-

nuta d~) pnnt« m<*d!o M. sono ovide))te)nant«

Y M 'v r yXa = X r -.i- 1- i !Io y .1~Y3lz, =: l
r -.1~t– ~,t'/f)–

":<'

ae oo)) M indichiamo lit distanza atgebrioa dd piano mMUo <h)!t:),

origine

M=: S .C, X,.

avMnx'

(H) M~=w–(11) (1): W
82

MRoxdo W lit <)iat<mzndeU'ongina da) pinno titn~otc di S. Pô- )<-

t'onxnte di W~in~tr~n io coordinato tan{!<'t'ia)i (43) 95 (pitjf. 259)
ahbifttnn
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~·! ~~·1 a' r'.±~~w,' ~v. t
i) n

<)o\ i) p!uaiupt)t' dittfn'nxiatf~Wtt'intendo catcotato riopetto

a))'e)t'ttx'tttt) tinfttn' ttfcrico rappt'csentativf dftht &, ovvero di S~oto

che 6 )o sn'at!~ Mo'rispoodendoxi S e S p<'r pnn)))M)iamo <)) Hortnati.

La (11) 'iivfota per <'iô

(11*) (u=- A.W«

risotve co)t)p)etamente il proDona ~<<<<t~'e)'o<eMt<e tfOMt'e <'epo<M-

ta Me~tM. Ëssendo iuftttti nota W ht funzione di w, o, dalla ()1*) si

:tvrà <o c <:o)to t'onnote f!i Weingarte') §. 96 M determinorà )'evot-

veote mediM

Lt~ formoia steasa (11*) serve anche a trattare il probtona inver-

sa: Uitftt )U)a nupft'ncie 2 trovare ttna. superficie S di ou E nia

evotutit tuedia.

In qnpato oano, scetto un sistema coordinato (w, c) arbitrario, co.

nottoetemo M in funxionc di M, f, e l' incognita W non avrà ohe H

Hoddiafare a)ht ben nota equazione d' ana)iai

(~ A' =/-(“).

Questo risnttato vale evidfntfntt'nte (~. 95) anche nel caHOin cui

t'evo)nta ntfdia ai contragga in non cnrva r, ovvero nlteriormente

in an punto.

Qneat'nttimf) casf) corriapondent~ ad <o.e,0 è particoiarmentc no-

tevote; aHora )'cqua:!ione da integrarsi à l' ordinaria

~W°0

e le «npernoif corriNpondenti, intcgrati detta eqnaziom' a derivate par-
xi))ti de) SMoudo ordine

j~ '< t<,=. 't,

aoxo MU'atteriiMate dalla proprietà che il piede <te!ta. perpendicoiare

abbassata daiï' origine anpra ogni normale de)ta sapernoie cade net

pnoto medio fra i dxe centri di carvatura. Sono queste le ~Kpe~OM
di Appell ('). Goursat ha considcratf pi& in generalo (ibid) le snpet-'

ncic per le quali

(') Amorienn Jnaroa) T. X, t~88.
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f,-j-t',=<'W(A:MM<t.)

ta <:m riMt~H dipendc daiï* equazioue

A', W == (t 3) W.

P6r<)m'8ti'MH)j)(}rHciedi ûo!<~<si)t<tda.))M(H*)

2–&
M M.

2

<:ioè M è pruporztOtMtt' per ou fattore oostttotH n W, propriété Mtani-

festamente caratteristioa. Dunque <'<~o<«(<! M<~M di una sK~<c<e
<!<6'o«M<!< OMO~co alla p~m~M, e cM acMde M«<!M(eper ~Kef~e

<Mper~c~.

160.

Le supertcte W e le loro due falde de))' evoluta.

La otaase <)i auperttcie i oui raggi principa)) di cm'vtttora )'
sooo legati dt) Hno relazione

? (~. ') = 0

goftoof) <)) notevo!i proprietA, <ti ou le pt-h)ci)M)i fm-oxo aoojtette dn

Wfingarten coi teoremi 'ti oui fra bt'fve ci f)<'<'npf'n')t)o; (~MSfdicon-
M )mr ttbbreviare <)<pM'/?o~ W. AptMtt'ten~ono )t qnest)) <i)asfe tuttu

le superttoie etiooidati, le superticio n curvatuM tnoditt H coatKntp,

~ae)k tt ourvatura K coatante, in gênerai t.nttf ()t)t<))e)?)' le qua):
le dne onrvature H, K sono tegittc < nutt relazione

~(H.K)=-0.

Si ved<' subito che Je superficie W MMO le iOtpe~cte «tte~t'aM <!<

«M'~t«!Mo«e a de~tXt~ p<tf~~aM del te~o ot'~MM. E invaro se si pren-
cie p. e. )'equaxione detts HHperHoie aottf i'ot'din(nin forma carte-

sitma <'==.: (a;,y) e oit)oo!atc 11 e K utediunte le formotc (52) §. 83

(pag. 331) si Mprime che t~ anpprt)oie è nn<t W, baatn aorivere ohH

ô nnUo il Jxoobtauo

~!ï r'H1
üI~

ü1-L

0

e~

aI{ BK
-0,0,

c)K ~K
j e~ ~oy

il chu dà appnuto l' indioUa equaitione del tprxo ordino.
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Si uovtt Mt<aptuprietà on'attetiatica dette anperCoie W propf-

nftHtuai eut) Ribaucour ht queattone aegueute. SuHe duo hdde 8~, S,

<!<*))'<'v«h<~ di mttt qu)t)mtqno anper)i(i!e S rignardianx) CMtne puMti

<'«rri)tp«t)dttMtt to ooppitt M,, M, '!i centri di curvaUtt'tt tetativt (td

u!) tUMtesi)))'~ puuto M dfth) evu) vente Me dutUtnntitHMo: ~«aK~ ac-

e<f<<eche ~x~e due /«Me deM' eM~o <t eoff~oMdoMu le <«'tM<e~()Ae

~«tK «~ tOtMt~MMfte~t

Mt~ (9) si )tMper S, t

dr 8v h
U, U', D", = E~' 0:– (~/

~p ~c

e quindi per S,

D,:U'D'\=K~<):-G~ ~M ~«

e )tt coudizioue itMpoata ai traduoe uetie proporzioui

D,:D,D/'=D,:D'D"

asfiM tteHa retazioxe

d dn
=~0

ct< t)p

Duoque )* f, debbono essere tegati dtt nu<t re!azioue ed abbift-

tno il teoremM 'U Ribaucour

C'fM~t~tOKe))eceMar«t e s«~!c«!M<ea~scA~ MtM<<<«</'<~de <~eM'eco-

<M<<t«< eof~oM~tM MK<e<MtK(ottcAe cAe <a «tper/~cte ero<o<'«<c a

app<tr<en~t ~(t c<<MMW.

htveoe <H pttrtare della corrispoudenzft deïïe aaintotiche, si pub M

amiha p~rtare do))a corriapomtenza dei siatenti ooning&ti, oi<) ohé ha

il vantaggio di <tare forn)~ reato a)!'enono!ato anche qaaudo le ttai))-

totiohe aotX) inouagioarie.

A queato rigaardo è beoe oaservare che aicco'ne it Biaienta («, e)

corriftpondeote atte Huée <U eurvatnra det)a evotvente è già coniu-

ga~ 8)) ittnbedue te fatde, basta agK"gcre )a <:on<tiziot))icho ad «H

a«m ~iat.e'tta cuuittgato di S~ corriHponda un aiatema ooniugato di S,

pfrohè ta proprieta abbia tuogo pe)' <!<«<i aiatenn ooniagati (').

;') Uxsttt p. o. cho tt))e atitntotiehe di on ottttemtKti'~oorriapondfmoMintotiotx'
en S, porche oi&)tkbi~ )t)o){oanehe per )' attro ahtexm.

t! 'jxeBtx )<t rx~ioneperche te dneettxtf~iettioi hdncono &))aso)n a (f )') U

f (« N)
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Utttt qu<Mtti<n)eMHittogtt tt quettaxoptft ritt'thtta e ctm htt co'tdottc

aHx «Mpertttiio W, 6 la fegnextc ~t«tH<<o«CMtde '7te o«e «MH<o«cAf

della eeo~e~e 8 <m~<~o<M<~M«le <tOtM<c<tc/<eMpra «M(t dalle /'«<<<<'

ew~ta, p. e. <)? 8, y

Duvt'A ttHot-tt 8Ut!tist,<'r« ht proj'orzi'tnM

D If t\ U/'

ottftih

~~< ·
t, < et) ov

che eqntvate K

~'r''==o.
00

Dunque: la pfopWe<& )'<o/ttM<« /<« hto~o «'/o pet' quelle <Mpe~«'M

ew<WK<tle CM<M~M K oost. <ft egual OM)*p«<M)'<t«MM Kttee di e!u'-

<;<!<<tf<t.

E Be suppot)iM)))o cht' <!io ttbbia )n<'go tnnto per ta prima nhf )"<)'

la seconda fatda avremo il teoremu Solo per le superficie a oto'Mfx.

ra OM<aH<eKfOeMec/<e «Me M~M~ûMc~ <<fH'eeo~e)t<e cot'fxpoH~tto

a8intotiche Mp! «MtMwe ? /«Me c!eH'ew~<(~.

Bttotnattdo alle genct'ati snperttcio W, oftaervimno ancoft chf )''

fbrmote (10), (K)*), MHex'iH ora f, funxi'~e <t< t'~ divcntano

K =

(13)

Kt
<)~

(13)

K--

'('

che )no)tip)icate d&noo lit nntevote formota

(M)

Questa eaprime una pt'oprieta, Hegna.tata <ht Hntphen, che è CM-

rMtterisU'M per la aMperticie W.

Le formole (13) apptioate at eaao partiootare ohe )a t'phtitionp fnt

i raggi principati <)i ourvatHM de))<t anperttde sia

(15) < f, '=- R (costMxtt')
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d&ono il too~tna: Le <f«<!~Me d~'eeotttta di wt«t <Mpe~o{e i on

raggi jM'MCtp«H di cMt'tMttto'~ at&MMe <m<ï<<t~ët~tM<!B e<M(<tw<eMM«

Nt<pef/?o'epMx~oa/~WcAe <t<raggio B.

161.

Caso in oui suite due fatde si corrispondono le tinec d) curvatura

Atte steaNe notevoti superMoie della (it)Mse (16) 6 statu c'm~tto

Bibaucoar dMi!' esame della queatione aegneute PoaaoMO anHe due

&)de t!ett' evotuta '!i una auperBoie S comi)))ondert<t le )h)ee di cnr-

vatura î Per l' oanervaziotte già ftttta at jKH'Mgt'ttfopreoettente, sioco.

me sopra S,, S, si corrta~ndono due ooppie di aiatetnt eottingati, tti

oorriapondono tutti e la 8 mt'à oertamente nnit aupertioie \V. M~orn

<Umo8trittmo ohé easa è <t<')t)t ohMse speoiale (15). Per qnfatio scrivm

mo )' fqattxione differpoziate <)o))e ))M6 tii carvatnra <!i S,.

H, dit F, ~f F, ~< -{- (i, dr

;==0, t

U,<fM-L-D' >: !),'</«-Li),

'-=U e

ohf, oatcotata oolle fonncto (5), (9), diventM:

B~+.'KC(~(,Brel
au av

+! Ij;U (r l' )~-L

êt&
+

b e Ft,
dv+

Or '1 1
d,=O

~M CP \~M/l OC~P t ~M ~e

ScHtot'iando ora («,), (E,G), ~), fi avrà t'eqnaxione <tiae-

renziate delle )ine<<dt curvatHrtt sulla aectMida <~)da S,

E~r'H~J'+K'~f+~
9 âry t~rtdns- -U.

~C ~)f \~t! ,I ~MÔM ~p ()tf

Per la noatra ipoMt) le flue eqnaxioni differenxiati debbotto coin-

oidere, it ehc si trtMhtea oeïïR <!ne oontitxioni neoeastH'ie e anfHcienti:

c~)', ~< ~< <~

~M ~M <)e Cf

ed abhituno il teorema: ~<<tM<o pe<' <e ~«e/<(/<~e ~paex~ow/et'tc&e)del-

<*CM<M<<tdelle <«pef/!c<e della classe (15) <M'ca'feo&e le HHM Mo'pM-

~fa )~ C<M')'t<p«<M<OMO.

Ma nn' attra notevole propriété, oMervnta da file, Im luogo in que.

sto cMxo ne))n corriapondenza fra le Hnee a~ntotiche (a torsione co.
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atttute) <teHf due mi'te M cotTMpt'a<M!MM/f<t le «MttMttc~ /t« KM~o

~<f <tfcM ~«aM. E iufattt pet ds, <tet)a prima fatda (tbimuno datta ($~

E
=' < ~)'V

a sitnittMote pot dsf (!e))a accondu ftttdM

dx'i := dry' (r~ rrj~ tlv~:=: <<t'
-L.

(<~ ~)<
*'t'

·

Ma )n))go le aaintotiohe th'Ht! dm' fat'tM 8~.8, H! hit

~'=. 1
Y

e perciô

~==~f~.

indi ~==~, jM'rc))~ r,–t-,=<:oat. Kii'ntttt di ))iù daUa <)imo-

8traz!ot)e otetMtt che h) corriapondenza doUe «aintotiche per «fcA<

<~«aK satte dne fa)de de))' evotot)) di uoa superHoie W è <:)tt'atteri'

stion per )e auperticie < t\, == <-<"<t.

163.

Teorema di Lie per le tinee dl curvatura

dl una superftcte W.

Ua' nttra ttSservMioxe, dovntit a Lie, porti~ a) teorema. jSoptw

ogni ~Mpef~c~eW Httee di oKfpo~MMx! <foc<tMOcon ~Ma<!Mt<Mfe.La

dimoatnmione di Lie aarA daht pi& ottre (§. aeg. ) qai riportiamo

la dimostmisiooe anaHtictt di Weittgarten oho (a conc~cere un' impor-

tante propriété c~ratteristioa dette anperticie W.

SappitHno ohé t* e(jnazione dia'erenziate deiïe Uoeo di ourvatnrn

di una superficie 8 si ottieno egnagtiando a zéro il oovnriante irm-

zionHie qandMtico

= 1 I f:

H~M,-F~ (Ir F~M+H~ df:

~HG– t)<fx-}-)y~e t)'~<+))"

Di qneBta forma din'ere))!tin)e ')' catcotiftmo ta cnrvatnra
Hj,,

che
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)tVFàn)amfeat<m)e)ttonnv)t<<)r6i<tttit)emtMtt" 't~tte courdiHHte M,pl'

intuperatt*. RiferitUttOtti 'tnnqna itUc tiuoo di om'v'tttt~ <(, f, per )f

qt)a)it)h~

).'==. 0,~=~– t)'=u, )t"==–

H quittai

t=t/KG< ~M~

La curvtttnra
K~

ai ontoota daH)t fMrfuotM (Vt 41 (pag. 102),

noUtt qu<tte è <ht porre

1 .1 t\
=“==., «,,

=
h(.

j
i

cool

1~ = ) _Â'J' i'il

~MG~W
~b–<

t)Mt<f

Da)te formole (2*) 157 ~bb)H)no

d .J.

dy lot; y'l': 8 ar 1,,~·y a~ lo~ (3 n (1(1'ton ~t': rcf c" )"<; M « r /1

~« ~M L J_ _i.J
1

c« Pc ~f L J~J

< )'. <,

e inoltre

~J- ~(±~A(~

__L-
a r ~J < ) -<

~<~ C'H[_ '"1 1 J
"<

Sommnudo, ai etidono le dfrivKtH socontte deUe curvatnre prinoi-

pftti e rcam per
K,. ht notevo)e

for)))o)n

=-

(16)

K. i ~<

~G~LÏ' f~ 1 8 1
·

or A(J~, (JL\OF <?''
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I)i qui xe~'tf c)K*
K~

si xnnuU)) sottann' quand') souo

t'aui!io))i)'u)ntdt)))')t)tnt,ci'

Le <M~e)'/<c«'\V ~o<<MH«Je~« pt'~f<e<« Mt'a~eW~~ca ot<' pft MM

« «KM«~<tla cttt'f<t()tfft del eocat'tNKte tn'M.îMMa~ ~t«t<<)'attco< delle

atxe /w-Nte ~<«M<f«<<c~e~<)<«/ameH<<t<'<('). Ma nU'))'n, pM) teot'M)))M alla

thw tte) 41, ]a f'tt'xct tti ridnef tioa qua<hntur<' «Hn fomta nor*

tnate '!«) <<u)orfttHttKo)« <<«d<~ il <;he diumatm oppuoto lit proposi-

zione di Lie.

Nou si Monoxce mt tettmm.t )U)nt'<({" t" t" 'tftft'tuittHxioue <ta))e

aaintoUche di u"M s)tp<'rttcit) W, m~vo m'i duf cttsi )mrtioo)tn'i dMHe

superttoie d'at'ca xmtitHtt (H==0; f dfHM nt)))f)'t)t')t! tt omvx.tunt o')-

MttUtte. Nel pt'ixnt ''nKo è K'M secondu fornot foudmnfntMte

D~«'-)-m)'d«~ .i)"<~

«he ha ht eurvatnrn utttht, H nel 8<'c<)))d~ <:)tKo neqnistn <:urvtttM)'tt

na)))t qmmdo si tnû)tip)it:hi ))cr t', r,. Coat Le ~tMM <t<ftM<<o~'

'M<«e«Mpef/!ot< d' <t~a mtHt««t e fixMe ttK~et'cte « ourvatura c<«<<M<(e

i!t /t<mMOcon <j;!«t(~'f<e.

§.163.

0 primo teorema d) Wetn~arten.

Ar)'ivin)t)<)om!t))f!))ihi)n)t")tmtti pyopriotA dcttosupet'ticic W

ctuttenuto in duo toot'p'ni scoperti da Wt'innartt'u, chu suno fm i

piu ootevoti G fecondi di tntt<t )t) ~eoxtctri)) i))t)))itesi)"ate.

U pt'im<) teofpnxt si cnuocia

A) 0«MOMNf(~M« <!<«' <'M<M<~~t MH<t«t~<)0(<! \V ë <!p~<C<tM!e

w~t'<t KM<t<fKpef/!cte fï< t'o<a~t«Me, la cMt /«)'M« <<tpet«<e«MtOHMMt~e

(') Se oi terive )' <'qutt:!)')))<'de))tt ituportieie iMCftordiMttteexrte~itne .=<< (<)t)

(}.!i8),Bi)))t))e!e«vnritH)t6~'

1 (' ~') ~-<! y'< t P'< (1 '?")
'¡.= ..u-o.

1 ~j. cly

La Ma oarvatunt
K~

eoaMenesut« ~ppMentMomntele clorivatequarte dt <, ehe

in reattA si eti'toao, e() ej;M)t)(han<!oK~
)t xeto «i ha l' equMioue )t derivate par-

ziali del tetiM)ordine per le tMpet'HoteW 160).
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<htK<tf~fMMMM eAe ~<! t M~t prtttCtpaU dt <!Mfw<My<!f,, f, della <<?<

oe)((eW.

Lt dimoMtt'ftxione aegue humediHtamento daMe propr!età che ci

aono note d<tt 158. PrMnd&ai tttt en. prnntt fxhht S, tteU'evohtta

d! utt<t etuperiiote W; su qaeattt le ~=s<:ost. Mon geodetiMsmettte

pataUete e H toro ragg~ <H eut vat~ra ~eodetioa f, ë nna fan*

z!of)e dt <Upftntent6 Botttm~ <~Un retMHone cbf tega t' Dopo

oi<) it teorema «egue aubit~ <htH' ttttro <Umoatt'Mto <tt 129.

)Jn' ttitra dimostrtMdone deUo ateasu teorem~ si tmo dalla formottt

(6) 157

(~==0~-(-EJ
t

')\~M',

ove aono preM pMr vtM't~bi): iadipendenti r~K. Cutootimno per Où

!a ftertvata togantmictt, tttpporto ad di ~'K 1

~(~1~ 1-
o<

1 "<'

e aoatitnendo per 'L~ il Vttbt'e tratto )ht))~ prima dette (2*) si

~<'

trcvet'à subito

~~j~K(~

1

~)-,
d& om iotegrando

<

~(l-)=.(«).
·

~'<

Ora, oangiando il p~Dunetrot~si ()u6 tare ?(!<)–1 e si haquiu-

di il risaltato:

L*e<<weM<olineare della prima /aM<t S, <~ evoluta ~< MM <M-

jW/Me W è dato dalla /~nMO<<t

i-

(I) ~==<ï~+6-

QnestM. forma appartiene ad )))<« auperSoic di rotazioae che di*

pende aottattK* dalla relazione ohé tega ~,r,. MaNifeatamente pet'ta
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seconda fatdtt varra )n fm'tnoht aofttuga

.<
(!*) <~==(<<<<<

Ë da osao'vtu'iti chc )*? due tatdf dett'evotuta t)i una W nouu

hetts) apptieabiti ciaaomtft oopm uoa anper0cie (H rotaxione, tttft non

in getM't'ttie ~pra mttt tuedet<itM:(. Pero in tMtrtiooiHre, fe la Mhtxione

ft'tt!f,è<<at)Me<fte<t (come p. e.f,-i-t-j,===oott.f,==CMttt."),
aXorM le <)ne tat'te aant)t))« Mpptioabiti Pona HuH'uttra.

Da qoesto t<-ot'e)))a di Weingarta)) Megne nuovinoeuta il tforexot )t)

preeed<tte, ne) )mM)« tenuto <)a Lie ftteHao. Se (ma supertiox' è W,

M0))e due ~)))(i '!<*))'(ivohtttt ooi conottMtmxt le tiuee <<='oont. 0

~==!co8t. ohe ttppttt'tettgooo colle toru trtHettorieortogooati ad nu

siatettiit isoterttt't. Con (jUttdnttut'e si hantto dun<)t)Mfjncate tt'tm'tturit'

')t't«f!'ot)a)i(§.5i,idh'qu!(ti <wt'riftpo))d<)))'< ttppm)t«nu)tH<'vo)v<*))tf

W)''th'ee()iom'vn)m'it.

]64.

)) teorema reciproco d) Weingarten.

DotUtH)t)iatno on) a'' ioverHtttoHote quatunque snmjrficie 8, ))pp!i

oabile aopnt nott Mnpf)'t!cie di r«t.)H!iotx' puo ootfMderursi <;«)))? nnn

Mdtt dett' <*vo)Mtttdi U)M superticie W.

thbmto le gMtdftiohe invihtppate H«pnt S, daHe normati della

evotvente 8 dovnutno ct)H«t'Mle tt'Hsfut'tOttte dei f)i«t'i<ti<n)) de))a su-

perttoie di n'btzionf, o poichè queate ~f<td<*t)t!h« <~t'[""tP"['*

carvi)itt<'e, t'iso~na esetuderM il caao delle snperHoe apptitMbiti Mop)!)

uan Huperttoio lit rohtxione i« K"i~' << tntafot'inHte de! tneridiani

siauo ItMee rette. Qn<'sk) caso ci è bm) not" du) IBt, Ki presen'

tu per le defot'tnutM ngitte de) catenoidf, hf~o delle hinorma)) !)))''

cnrve di tottHuno coa~xt.e; ont ««no è t'uoico cas" d'fccexioot' a)

teorotun ioverao di Weiogin't~n cho si ettuncia

B) JM«M le f<~t<e <K~o delle &tMûfMaMaile curve di tcrwM~ c~'

~otM<e(<tppMc<t& <tf C4~CMOt<<e)ogni a~t'a <«pef/!<:<e app<<e<t&<!e~opta

MtMt<t(pef/!cM d< P-t)tazione p«ô coMM~fa)'~ cotMe «Ma /<!<<!odell' e''o'

luta <« una <tMpef/fc(eW.

La ditooatraziooa fi ottiene fttoi~ncnte dtti)t) co))Hiderazio)u Kemm'-

Mohe dei 1B8 ootne afgue.

Supponiamo ohe ta 8~ ivi conaiderata, sia defortuata di uoa aupm-

fiole di robtzione o le geodetioho r, (non rettitinee) aiauo le defur
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Mate dni maridifmi. Dimoattitun" <')«< mwqotdunqne dfttt' «votventi

out'nnt)) )~He <~ngo)tti delle F,, 6 utXt ttnp~t-Mfio W. Preodent~

.sn)i)t 8, !t Hn~f coot'dinat" c==oo8t. le t; c *ce

« M08t. le !or<' tt'aiett-m iu urt"gu)))tU, il <h,' jn'ondet'A ht fut'tux,

tifOMt

f~ ~(M)~

fn(Hcath)<) pou r,,)', i mggtprittuipa)) t)ic)u'V)~tU':t<)en'evo)vc))te,

si h~

..=~-<st.et
f(")

'~ude riautttt t~ppunto che r,, f, aono teK'tti du nutt re)tti!)ot)M <)ipen-

dente uuioa)MHutH dalla forma d~Utt fmtZtOtM <?(«)) <!)oè d)tt)M fot'tua

della anpefûcie d) t'ot«ziono.

1 due tforetNi di Wein~rte)) dhnostt'MU) ohé (sn)vo i) caHO(lelle

deforntttte rigate del OitteooHte), il prob)<'n)n d! determitotre txtte le

!tupe)'(ici<' ~pptiottbïïi sopnt sxpertioie di rotazione équivale pet'fetht-

)MM))te!<)Pa)H'o di trovurf tutte le HUpfrttoie W.

Non surà iuutile osservarc ''ho qnesti t<'oretni di WGiogiH'ten val.

gono unott~ 9& una. dette duc t'tttde Ht nduof nd un" ttttfa, net qua)

oaB« na.t)na)m<'))te ~ra)))))) d)t ttpptit'iU'Hi Ho)t«))toHtt'ahn~ Mda. DaUe

cot)niden)xioMt det ~.)86 si vede f!)ci)t))nnto ohe questesnperttcieW,

con )Ut~ fnhht t'ocutH ndottM a') unn !ineM, Hono 1" te HMperOoiedi

rotaxioue, 3° le auperticie oautdi ct)n ttaao cm'vitineo qutttuoque. Per

le prime mw t'Mtdtt de))' evotntu è ridottft a))' aase <ti nttaxiooe, e )tt

secoHdtt. ftttd~ <*un' tdtnt auperacic di t'otasuone, Hvente per tneridiano

t'evohtta pmnn dei meridiutH~ deXn evotvente. Per le aupet'Hcte ca-

oaU nn raggio di out'v~t)n')t è coattMtte una fatda de))' evotuht è

rttppresentMta dtt))'aase em-vitineo r e )'a)tttt da)))t sua avi)nppabite

potare, anHa quate )e Hnee invituppMe dalle nonnttti di r (della su.

perttcia Mmate) ao)t" le evolute di r cancorreuti iu uu pauto, aicohè

par (te~<r)))!txion<' dctta avitnppahitM polare poaaooo oHtgittMi nette

geuenttrici di uo cono di rotazione. Del reato la fbrmo!~ (!) di Wein'

garten, snpposto == <M8t. d&

~+(r.-c)'

che è ttppnnto etetnento Uaenfe dei piimo in coontit~te potari.
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28

166

Elemento lineare sfertco rappresentatlvo d) una superficie W.

1) probtenM detta detertninazione delle superficie W, che equiva)f

ootna si è viato tt qneHo dette det'urtttttte delle anperCoie di rot.ttXto.

ne, venne posto <ttt Weingftt'to)) «teaso aotto ouft uuova, forma nom

omdo: a~M sono < doppi <~<<!Mtof~ottaM <ttM<t~e~ C<tMMtM.

M~M <M~ «M~ CK~<<<WM<di MK<tS!tpM'o<e W 1

Se con dN' iadichiamo Petemanto tine<n'e sferico t'uppreaeotittivo,

riferito )t))e immagini (M,c) delle tinee di curvatum

d~ R' dK* -)- G' f~

avremo, secondo le (29) g. 93

t) )g ~'M'' 1 ~t-, <)tg ~(~' 1
.~s, -===

5t) )', 3~ c~x )', r, ~<(

ohé ue) otMo attuale, eaaendo t', fnnzlone di poasitHno aorivere

c')g~K'" <
d~ )K ~(T' ~)__

'°' fj–~ ~( '°'~M~

Integrando e dispoueodo dei pttnnnetri M,e, possiamo ))t'andere

<<r, ttr,

~<J/g'
= e

,U'
= e'

onde si vede che E', Q' sono /«M.tOtt< l' «M ~eM' altro. MH è utile

Mrîvere le formole précèdent) tiberato dai segni di qua<tMtnre. Per

oiô aappostc cbo non sia f, oosttmte ('), nemmeno jt/B' Mtr& una co-

stante e noi potremo porre

~=.L,
a

(') Se )')-'coot.t< ai eoaxiden invece ohe non oM&eeetante,Mtvo ne) MM

ovvio di nna BnperOoieafetica.
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<)ovf a siH'Auttit cet'tit htttx'one di ?. mentr<* C', r,, r, aarnoMo

pMrt*fU))Xiuttitti<

tj<tt)ritM(t<tet)c(n)<<~

r.==< < '=-=–'xa·'
y

ilx </<<

eJn seconda

<~

8et)ouia)no

'='}(«),

ne fiautterà

r,-e(~a'). ~==..

0 poMiMto ettttnoittrH i) riaattato aotto let forma segaonte:

(J) <ye dt «xa «<~t'c<e W << fa <<t!'<tpp<'ewM<<Mto<M<Wca di

<?<~MM,oce~<M<!<<oc<MtMn<eK~Mea(et paTatM~ft u, e, Pe!e)MK<o lineare

~ftco prenderà la forma

< <<f'
<TT\ (/< == -L

~~)'

dove K /'KM~tMM u, v, e i raggi pt-tMc~aH <!w~a<Mf<n'f,<<eH<t

Mpef/!c!e W <araMKOdati dalle formole

(IL*) )-e(~, ~=.6(w)-<tf)'(<t).

Il teore<ntt s* invert« anbito co)t' attro

C*) Se <' ~)HOt<e Htt«tfe (tî) appartiene oM<t~e~ )'<t~t0=l,

e<t«e una oo!'W<jpoMd<M<eM<pw/!c<e W(')oAe <'<tMM'Mett<<Ke<MH<K/er<tha

~«' tMOt~)M d~ <()Meott cMt'M/MM <~<m<t <fteo ~t, c) et)'N~~

pW<Mtp<tK <M<t~a<Nfodati dalle (îï*).

E infatti, in queate ipoteai, ttono aoddiafatte le due eqaazion: dt

Oodazzt. Si aggiunga ohé noti X,Y,Z in fmziOMô diM,~ ai avràta

Haperttoe W per quadmtare dalla formata

(~ PropTiamMteM etiatono ae' parallole ehe et otteagono aomentaado 9 (e)

dï ont ooot<M)tecio&f,, f, di ana medMtma coataotc.



KLHMHXTtt LtîfHARK SFURKJO t)t UXA W 4~5

cX f'X t

Ot< ~)'fl1! fl

edttHedunxaot~hp.

(Jus) il pt'obtexxt di d''tftn)i)))t)'H t« snpet'th:ic W, o to dctut'))tat<'

)tMt)o HnpMrttoif di rotaxtonf, h)t subits UMMOHOVHtmsfot'tUiMiotx', <'hf

iu t'idaoe aH' ttttw di trovart) i tiatetui afertoi ortogon)~i <:oj) H', (j'

)og)tti <!)t mta rfttMtoae. H quao'to pui sitt HsMttta Ira t'noxiono 8 ~), c

t)<Mteaatt Ira rp)ai!)MM«ohé )egtt osHhttttfot'tnit dottttsupot'Ocit'di

n~tMiou~ n probtextit viettH ricoxdotto )t)P)t)t)'o <!) iot~Hmrel'equn

zione <!«) aMOtuto ordiue per ot'='a(«,p), ohé ai otbieut) aot'iv«ud«

ettMM == 1 )~ t'm'vutum dotttt t'ortan diaerenzittte (U).
Oaaervianx) inMoe ohé )« tt'itftfuDMH~ioni oo)uptutHMo)u'tt portent')

9~ poasotto cotnpierHi nel tnedeaitoo tnodo sxHp (2*) 1C7, Host:i-

tuendo~ sl

~<7'

riapettivntnGtttf'

'1;
1 1

;M,C, -L,

onda avremo (;ii tdtri dm) taoretni

D) L'e~M~tte Mae~'e MMa~Mpe~cM W, t't/eH<') <tMe «te <<Me(

<!t <t«'e<<w «~ v, p<t« pow< sotto la /brM<t

(!I.) ~==~+.~L.
~(~

doM /MK.:tOMe<<<«, p e le <M<t'M<«fepWNCtp~Msoxo (<a<e<?«Ke/b)'-

Mo<e

(m*) .-L==. .l.==9(~).

D.*) <Se<' e!eMMtt<oHneare (III) <<t~ e/fo c<t<eoj'<tM<!oMela ettft'<t~o'<t

E «t aMta

K==8(~["~)-(M,

MM «ypaW~ ad WMt M<pM'ctC W di CM~<t~ <<tf<tNMO<e <«<ef ~t

<!«fMt<Mf<te coMe cM)'e<t<Mt'epWMCtpaK date <!< ("III*).

E difUttt io tali ipoteai sono soddiafAtte !'oquttzione di Hanas e

te equtMiioni di Codaxxt.
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laa.

Oass) complete di superftcte w.

[ uotevoi) r!an)tat! aopra ~posti, in particohn'f 4 teorenii (J) U*)

ht~tx) pertMeaso a Weingartcu <ti detfronoarM dxe f'taani eotMpteto di

sapet-Ncio appHt~btH 'b aggim~etH) )t queHa pt'imn not« 'tetteftppti-
cnhi)i su) piano (svituppaMH).

Fm i aiateMn afierici (u, ~), abc <)~t)fto ai ))< (bnnM OtDtttei't-

stica con = v (G'), Mbbinnto io primo htogo i atstem! it)ot<;rmi

(tntti uoti). Per ottener): <htHa (I!) t'iMttt porre p. H.

e

0'M=~, '<(<)=

':on nbp

'8" '2

Le corrispondenti superficie W sooo tutte le snperMoie <)<!«t'ett

mioima (e le loro ptn'attete).
Siuootttû la auperaoie <!) rotaxionc ad area mmima è il oatenoifte,

ambedtte le ftttde dell' evotuta. di tma snperHoie mmimn sono apptica-
bili oun'evotata '}et catenoi~e, cioë anHa auperOoio di rotazione oho

ha per meridiano Pevotntu dett~ cateoaria e per asse la dirottrice.

11 oorr~pondonte d<' si ha aubito p. e. dn))a formoitt (1*) 183 sotto

la forma

t~t*= ~M* fi (<)'

DunqNe «ïppMMo <WM~ c<w ~M~H'e fKffe superficie cota

~<e<(o ~o*.

Un secoudo caso juteressante si ha riaorrendo ai aistemi di ellissi

o iperbote geodetiohe ortogonatt aa))a afera ohé si HtMtno tutti deter-

minare (~. 108) e danno ai da'' aferieo la fornx~ caratteristiett

~M'Y
_l_

~e'x 1 1
=

j. ((;(,“
1 )xf)n* M cn<t*M M' G'

C&nfrootMndo coH~ (I) potremo fare

T[ aen M 0' (~t) = coa M.
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fhtcui

«' (~~f~. == ouf)' M(Au

eiotfgt'iHtd~

w-rsr..uw.auHw ·~~)=
tu~m'!)<UCt)M«)

Le (H*) d&ouo M~

OJ-j-Mf)t<MC()!t"t m–St*t)ot"()MMu

~==– ~=.

m)t co)) verra txegiio act'tvere, Mto)tipUoaudo per uu t'tttt.ore costaot~

& (aostitueudo ana tiaperSoie oMtotetiua)

~M-n~M -Z'u–8M)~m (1)

/~ft\ )' t
_L_

f -=-A: t

onde per la retaztone che tega i raggi priuciputt d! oorvatufH

(19)
'=~. '+'

Snppiatno dunqae trovare, con quadt'atm'e, la c)f<ase (!omp)eta di

anper<tcie W i oui raggi priucipttH di eurvatarn sono )pg)tti daïïa reta-

zione tfasoendeute (19), e oonsegueatetueute anche tutte te déformât~

detta saperHcie di rotazioue an oui sono apptioabiU te due fatde della

cvotnta, poichè ai VM)r&anbito che qneata snperNcie di rotazioue f

ht medesima per te dae fatde. Per dimoatrarto catootiamo daUe (18)

<t j
–tcos' o), A'8('))*M,
<tM <!«)

ed esseodo

f, == & son mc«s <t),

avremo

< <
== )<(~<iOMM

1
m

<J<t i at!11 dm-==h~MC))m,
f~–t'j t act)"'

per oni le formotc (t), (î*) df Weingarten oi daranuo
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,~O)
.t/~==~(Xf)('M~<t-<;<<M')

'~0)

< == f (<;t~~") ~M* tM't)~<"~~).

Queati aono ~tt etHtttfnH tineari delle duo M<)e dell' &vohtta m)~

ttit'ostMOtMnteeqmvatettti, oomo t'ifnttx sofm)bimtt)f< te con v e oan-

gitm'to (.)))("
:t

Per vettero quaic <*lu suporHoif di rotaiiioto eorriapomtonto 8ori-

viinno retonento tim'tu'o di <)nfsta

< = (1 + (f) ) -t- f~

e ptu'ttjï(tnm)n<) p. e, o«U)t aecondt~ delle (20) twnMhùo

==ASO)M (A COitt. ) tp ==

u per deternnnare '{'' (r) avremo

[1 (t-)] X* COM* N ==r A' <!(?' M,

in.ti IJl

1 (r) lit t.'rlti~n; k! ( 1-
py

t + ('-)
=

<s'
= (l

1 + <j¡"(t) = (!IISI!.)=

1- -)
·

La ourvtt meridianit deUtt BHperHuie tti ro~zione avrà quindi )~

equtMiimte

= (r)
J- j

jt.d* (~ ~)~~
A' ~f

dove, s« f)t vuole untt superficie rett)e, oonverrà sapporre )<*<~A' e

t' int~graxione M oompier~ per fnnzioni ortlinarie. M~ tUtUn ci vieta

<H pretotere oome sutterOoie tip!oa ht anperOcie Immaginaria oorri*

spo))<!e))te a == a qncato ci d&

< ir
Zi

J.
dr =

~J'1. 2k

<!)t0)ti

~=~3~
i

otto ntppreBeotft nt)H paraboia avente p~r asse Passe O~tUrott~xione
t.

t} il pannnetfo pKy«meM~ tMtaa~ttt~Wo Questo nltlme considera.

ziooi sono dovnte ? Darboax, il qnate t)M ooa~ ricnnosointo che:
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MCOM~Ne~MM eom~~ft t~e~/tCM Mp~<e<t&t~ ~<!(efMt<M<t<<tda ?<'<«.

~ar<eM, <i<tMeeM(x<<t delle (t9), ~t<e/~( delle <«)'M«t~<< dei ~<K'a~~M.
de .f~ott~ a parasnetro pK~wt~to fMMNa~Mat'w.

ittuerMttmM H*)un fatt)~ C«pitot~, <-)ton'Htt'tt'tt <t<)e 't<'H)t't)))t:!)<t))t

inttoitesitue (Vol. If), t'esposixiouM <!«))<' utteriot-i t-icfrMhc <t: Dar-

h)'))x (ohe truveraout' ivi posto piit oppottutto) per ht custt-nxio))e

{{eometnca eNettiva dftta dtit'orouttc <U <)n<'«tu [Mtntbo)oi()< «d ittttif.

me det pmttbctoidf t'ototxto <'fa/e.

~.l(t7.

Le superflcie comptementar!.

Le ricerche sopnt espoate esaurisoouo i oaai nei qntdi i teoremi

'H Weingttrten coodocono alla determiuazioue (!) otaa~i cM~Me di

~uperacio apptieaMH. Ma anche ia altri casi, aaum gmugere a risut-

tati eos) completi, coudnoouo a e'~naeguenze <U gntude ioterease per
ha geometritt.

QnesM cM8iaaranno esmutHati iu se~uito ttci):t.t~f))'ia<te)tet)-)Mfor-

oMziotti qui oo)nitteiiuno d)~ portte le basi coXa «oxione di superfi.
cie coM~eMe!t<<tW.

Si è visto, a) 15S, ohé seegtiondo aopnt mm superficie qnotnn-

qu'' 8 nn sifttetntt oo' arbitrario di tinee geodetiche <y(nonrettili-

neo) le loro M* tangenti sono le normati di una serie oo <)i Mnpern.
cie (evotventi) S, di cui !a S è nna fahht dell' evotubt qaesttt viene

':0)np)etata ad evoluta compléta da una seconda f<d(h) ohé Hi dn-A

appnnto la i)Myef/!o<cceM~<MMeM<at'e 8 rispetto a) te geodetiche
Per la coxtrazione <!i Bettrami de! oeatro di cnrvatura j;eodeti<!)t

(§. 1M) possiiuno ancuo dh'e:

La <Mp«'e:e S coMtj~eMeM<<M'c<<t S t'Mpe~o ad un ~M<eMMo!t~eo.
'~tc/te « <<M~ dei MK~t M CM<-VM<«m~eo<~<tû<t delle (f<tje«o-
rie <M(o~ottaMdelle

Sappos~ dappritna la S qxahtnque (perô non avituppahite) rife-
riamota at)o geodetiohe oone linoe c=.cost. ea))e torotrajettorin

ortog-onati K'~cost.sl elle t'ctetnento Haeare di 8 prenda'afonoa
Keodetica

'~1) <?~==fh~ H~c'.

Ponendo
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(3~1
t 1 ?

~)
'-=,~Gc~tt

).:u'~ il raggio di cm'vatnra geodetica dette w~oost.~ e indt-

oando con a:, y, <: le coordmate del centre M d! onrvatunt geottetio),

avremo

e~
(23)

~=~–p-==y–p-==?-('t)M fW CM

e queste aanmao le equazioMi parametriche della oomplementare S.

Andiamo ora a c<Moo!are gti etenteatt <ti qaeata superOcie 8, ehe

indicheremo coi sotiti stmboli aTettt <ta uu aopraasegno. Per qaettto

notiamo obe i valori dei simbott d! Uhristoffe) per la (21) aono

.~==0, ~==0,
~=-~

<it h' ~i' s~K

'=<) t~t==J-~ '~<–JL~
f~ h~ ZGe'M' )2f3HJc'

e quindi per le derivate seconde delle ~2 abbiamo dalle formole

fondamentali

~~=DX-==-L~+D'X
~I~

1
~~+i;

'~M~P ~G~M~ 'C~ ~~)(<)M 2G~C~C

Derivando ora le (~3) rapporte ad u, c oo!)' osservare ta (22), ot-

teMiamo

~L~L-pDx

(25.)
att

p

~-==: u'.x.`
~Pt)M

Qneste ci mostnmo intant ohé i ooaeni di direzione della nor-

tnatf in M alla sapr~eie S aono

(36) X == Y =- J-. Z ==,.±

(} ~/G ~'G
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e per e:ô il aegtncnto M M tocea in M ta auperBoie 8 corne in M ht

S, ci<) ohe è ben uoto.

Dalle (25) abbiamo pt'i ooeHioiKuti Ë F. U del da~ di S

(27)M~l–~Y.-t-p-D'. l~7i ~+p'my,G=~+p~
OM Ot' CM \ët'

(21) I 1

-.?.u
+ ¡:i' n' l" =

ïr c 1, arr J
pl DI)',

G= t·
+piD'l.

Ma ora oatooUamo auchf i eotieHeieuti D, D', D" della seconda

forma fondameutate di 8

D=-S~U'==-8~D"==-S~D=-8- aX 1). ÿ ax aX. rï" -8-
t~MS« CM~«

D =
~C<)e

y

mediMte le (24), (26) e (26), e truveremo

(28)
])

D' 1)1-2
Dl Dp# 1 aa bri

(28) D==p~.i)'==~.D"==.~5~L-

j)/G

1

~G ~'G 2 jf/G
~« ~c

Con queste formole possiamo anovameote riso!vere la qneattone

(§. 160): qoando è ohe antte due HuperOcie comptemeutari 8~ 8

ai corriapondono le tinee aaiutotiche (i atBtottti ooninga.ti)! Ë uecea.

satio e basta per qnoato che aaMiataao le proporxioni

D:D':D"=D:D':D",

il ohe dé per le (38) l' unioa coudizione

=o.
Stt ~C

ma il primo fattore uon pnô a.nnaUar8i, attrimenti la S sarobbe avi

tappabite e ~w, danque –0, oaatft
5ce

== ~(M),
"~r"

f

che è it CMC camtteriatioo <ti ana 8 appticabite aopra nnaMpertieie

<U rotMtoBe di oni le w'-coat." aiano le deformate dei meridiani.
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168.

Caso dt superficie appttcabK! sopra suparftcte dt rotazione.

Pr<MOgtU!unu la disontMiono di questo caao, ohé ci rioondnc« ai

teoremi <U Wetngarteu con qualuhe nuova oaoorvMxione. QttHndo la

S sitt <nmdefbrtnttt~ tH mm «npprtteie (ti rotazione inten~eremo M)).

z*attm ohe la oo)np)e(nentare 8 sift pres<t riapetto atte deformate (lei

merittian), oio ohé individus it siatetna ateam ae ta aaperttoie S uon

è a eorvatnmt coatttMte, meutte in qneat* nttimo caso taHoierà ancont

!aogo a<l inttnite peasibUità (V.' §. 170). Ciô posto, per i) riauttato

uttimament~ oonsegnito, ''anche la comptementare S aafà aHa 8Ma

votta apptio~bHe sopra una aaperMoie di ro~aziono anzi quost~ntthaa
restera sempre la stessa <tefortaando la 8, oome riaulta dai teoremi

di WetugarteM, e cotne ora constateretno direttamente,

Prendiamo l' etemeoto lineare di S sotto la forma normale

(29) ~'==~'+f'

e '!aUa (22), avremo

p =c l ==: === 0,
)-'

1`~
~M an

` °'

indi dane (27)

i~:
/9 y,

J> (~
<.<r~

D'~H = ('
)

-L D' F==: D D', (j ==.– D'
)-" )-" )-"

oioô

/y \e i

(LL-. ~<'
-(- (f D ~K + r D' <t<

Ma, a cansa della prima eqnazione di (Jodazzi (IV) 97 (pag. 175)
JIespressione

r D + r !)' d'f

è nn d)SiBreni!ia)t) esatto, e ponendo adunqne

!== ~Dt<M~-fD'<ff),
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riaH)t)t

(30)
~=~"Y~'+~' J ,<

ohé nppart)p)t« onoont od n))« ~opprticip di t'f'tnzxmc, ~tpcK~MXc <<

t<!H~ f!t«<f))'MM f!e~ff p<-<M)~')'Kt)af)))it't 'ta !-=s~(«). AHa fonnotit

(30), ponentto

(31) !t=J 1
r

)!ip')<)<tMreMohe))tformitcqttit't))entt'
`

(30*) ~t-R'R~).

fhe Mpesao rinacirA più utito t)e! ente")) f Hf')'i\'<'r<')t)()Hnt'hc )a (39)
sotto la forma

(39*) ~=R'f~-j-f<fp',

·.

'timmetriot 'Ie))M prpoedet)~' HcntnhiHn~n r con It.

Qnest) c~)oo)i ci hanno <Iitto in aost~nx~ nna nnov~ 'titnoatmzione

dei t~nMmi di Wein~HTt<%n,p)'"vnï)~o oh<' le <1<'fnrmf)te <~))c anpet'-
fiole di rotrzione a! preapntann ftfonprf a coppie di snperticio com-

ptom~ntw), per modo che il probtema dMitn d~formaxionf i) medc-

aimo per l'elemento tineare (29) n per n (30), achhenp qnMti otf.

rneoti tioeari non atano in generale eqnivaJanti. In qneat'nttimo caso

~e) reato lit nonoacenz't di nna defhrmata de!tMauperHoip di rotaxtono

ne procnra anhito, in tprmini finiti, nna aeoonda neUa anft compte-
mentare.

169.

Appttcazton) alle deformate dell' )perbo)o)de

rotonde ad una fa!da.

Corne prima app!icazione pren<Iia)no neaaoden'iperhotoideroton-
'to nd nna <Mda, (love l' iperbol!i ha par eqnazione

~=.~(t')= ]/r'–«\
<t

in~i

(«I + b') 04
,+.i.(~<~±~

~()')
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`

cAt'tTO~o tx. !(?

(~ ~+~+,

N<)ht (29*) 6 dnnque dit t'm-Mi

dttcm

e per ta cotnptotuentartt la (30*) d&

M:t se in queata ponhulio

trovittnto

((t'-4-~)~–a'
r

~<+~
~L ~J. ~.<_)_ + ~j~ ~=-1–

(~ <,<)
<t

che è tntmifesttttueute i<tfntica alla (32). Se di più oanervia<no cho

esaendo ~~><t* è anche <>a*, vediamo ohé Le coM~~tMeM~W delle

~bf<K<t<e <<< tper&o~oMe fo<<'M~ ad «Ma /<t<t~t «OMO<tppMc<t&tHMt~o

tpe~toMe ~MM.

Qneato at pu6 confet-mare geometricamente colle Hooaideraxioni

geometriche segaenti, <!<t))eqnati vengono inoltre resi intuitivi i te"-

remi di Lagnerre e di Btechc al 132.

Prendittmo una qun!anquo rigata R deformatttden'iperbotoider')'

totxto ad ona fahta Q, e nia 1~ la antterOcie comptemetitare, che vt'-

dremo subito eaaere nn<t seconfift rigata (appHe«bi)e aaH' ipecbotoidf

ateMo). Coxsidenamo tutti )Meg)nettti FFt che toocttoo in F la R,

seconde ia (tirezione della tMsfoDnat.a de))' iperbota tneridiana c in

F, ta oomptementttrH e si~ y ana génératrice di B autta qnate appti-

obiamo la corrispondente de))' ipcrbotoide Q pei puoti corriapondenti

od in guisa. che Q tocchi B tnngo ta 1 aegtnonti FF,, MaHpntt dai

ponti di Mtn'a o<M!~KM'<!la ~fo p<x~oMe ~<!<tN<t vattgono ora !t

terminare in F, a! aaae datt' iperhotoido; dunqne quando F percorK'

))''(r'–<t')

_(«''+<~)r'–H"

«'(~-«'')

<t'(~

<K'–(«'-(-&')

== dtt' + d~
ft'R'-(«'-)-&')

K~if~

«~

>
>
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t't geoertttm- (/, il pttxHt t'\ dMorivo m.n aeoottdt* rnMa < «ttc e in

(w'~iotte tteqtusmm dxtt'a~se d«))' ifWt-btdoide Q, cottootto in {:M
d!tt<Mt')n'<' Kho~

8e orft f!t<!<'i«)nnV)triat'<*jj) mfpt-tt K (' iperhotoidf Q <o~ xntftt

tigttttt t)pt))i<mh!)<'K, «odK httanto Vfd)!tt))'<:

La <M~e<Me eeM~et)tM<<<M-<;<<eK«~/<f<<[ R, (<<b<'m«<« <M' t~&M
<o~ ~wM<tMooM<<«~<t<<t R~ ~aen(<a. ~M'HMedeM'~e!-&oMd'e9«KM-

~t«~« ~(«M~tCKxi /H t'O~O~t-c M~f« R.

Muftntdipittcottsidft'imtx) t)n<* {fc"e)'tttrit:i con'isttoodotU~ p,
'ti H, R, x ht h))'« onninnt distituzM P P,. di t'ui ttittoo P, p i t'iHpt't-
tivittiedi.

Qua))']o R ai ~Rptica sopra Q tu diventa nna gexenttrxie di Q
Mta Ki <!oUo<;tt,come si è visto, nuit' asse per oib P ai coUoctt
!tntoh-<M))odi sot)) Ct't\ tn'tot'ntro). Dtoxjtx. lit )inc!t-f!<)<'t
pnut<) P aop)':t R oo)) è &tt)'o ch'' ta H-tMfortMutft<tet ch'coto di {:o!

(tinea di stringimento); n pt-t ta steasa ragione )K Y, luogo di P, so-

pra K, ë )a tinca di stringimeott) <H qnMttt accondft n~fttft. D'Httrft

j~fte la dctt~ minhott diatMtztt è onutiffatittoente nonnittf ad MUtbadue
le t'i~ate K, R, ad è dn))quf ist no)-tnat<; }t)incipate cotnaoe dette due

riaputtive geodetiche 'f, Si oonctnd~ (;))<' f)ueatpdu<!<'nrv«.av<'nf]«
ft oomnne )« M')r)Ma)i pri))Ct)M)i, ~no <-m-VMassociMte di Bertrntt'i.

C~ è dimostmto (Mt vitt ge")nMtt'i<!Mil t<'ore)))a di Lagnerrf, ed

nntt parte d«Ua propoaizione di Bxx'hc, ohé oompktituno ora oot

'oodo ae~uantf. LA Mnonna)) <)) Y, y,, hunoo t'iapettivtunente tediro.
xio))i di ()x'rchè ttppticiUtdo tt so~nt Q la Y toccKinPi)oir<!o)ft
'ti K<~ e g, si ftovmpponettn'a~'); qm'ste duedirexionifonnannut)

!U)goto costante eguttte a qoetto delle ~exeratrici di Q co))' xssc fd
& pnr coshtnte it'tmtto P P, di Mot-mate principate cotnune, <'gua)c
at roggio d~) Hircoto di goh). T~ttocib cnrt-iHponde eattttamento aile

ch-ooattMMe <)et)a costrozione di Binche (~. 153), ta qua!e tt'ovas!

dunqae xuovtunnnte st)thttit<t. Di più ~hi~no il riaaUato: Le (<tM

)'~<t« <tpp«ca&tM«tH'~e~ohMe t-o<oH(<ocAe,M /b~<tMOd<n<M<t<)op~
<« M«'ce <M<ocMe~t J~fa~ ecM<i!M<!eK<!o pMMMdk~' MM pny«<.
~!e «Me MttenK~t deM'~MM M)M)ccMtp~MtCMtoft.

170.

eomptementart delle superftcte a curvatura costante.

Una superacie a onrvatnra coatante posaiede inSniti siatemi di

t;eodotiuhe ohé poasono rignardarai corne deCormat~ de! mendiani di
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n«M axperttHie di rot~ziouM, e per uonsegueMm inttuite anpet'Ncie com-

ptemeuttu'i, apptiottbtM l' uu<t aop~ l' ttttru e aopra uua medMtMw

Bopet'ttoie <!i rot.M!io<te, ht oui ibrtMtt f)t tratt<t ora di ofHHu<naro. Di-

ttMugaiamo per oib i due MMi t~HM auporOoie ? oMFvatartt oostaute

positiva o negativa (').

jf." <MMO.J)e/WW<~e <<C~ <t/ef<t di t'~tC «.

Qui posaiMuo premtere per Mémento liueMe

d~ =, (~M~+ «eu'
~) <<)-'

t'-aott (")
1

'<t \<f

ovvero sotto la for)U& (29*)

= –~L.
-j- ~e'

1

o dobbiamo fare neUtt (30*)

R' '°'

l–~
'°'

R'

qniM'H si h!t per elemento liueare della complementare

Itie et,
(33) == <j'R' -j- RI

R*

Per trovare la saperScie di rotazione Na oai queste oomp!emeu'

tari sono apptio~biti ai pongtt

R–&~ (AtMet,)

e si determini la. corrispondente forma deiïa cufva mertdianit .<)) (?)
da

Ir, t a~
1+~(~

P

.==~,)=~ZEZ.z= <\1
j p

il?,

(*) U OMOdelle aoptr&c!e & cotv~tnta nnlla non ha tnteïtBM. Per la forma

<h*-M<ttt'+ <!t)*('1) la comptementare &tigettat*? 'tiet&n~ ia6nit&i per t' &I-

ttt < <!tt*+ «' ttf* (r = «) la eomptementMe si ridaee ad una ourva di oui la

BvitttppttMtedata ta evitappabite po)Me 104).
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iMt~rtM!t<MMohe WMptc per i~MSHOuiordiMarif, p' M. a~tto la ~r-

Mttparamett'ioa

« 1 t <
p=, (9 .<(tog~Lcoa~.

~t~'tt?
( 2

Si pMô otMervare ohé lelemento lineare (33) di queste cotMptM

MteotMn delle 'tefortoate della Hfera appartieue ad una gMadftM <)?'

maginaria a M)t<fo cAe tp<ifo<c<t~<t<' <t«o!M<c.Posto iufatti $=R~ la

(33) si sorive

d4l = dit IIP dR il (v,l ¡dt' =
~B j~

<w <!(~~ B)<

ed il aecou'to txexthro è il prodotto di due differeuziaH esatti. Ne

segue che ttt BttperHcie deNnitx !n ouordiMate $, C, dalle equtMitoui
p

~R. -<R, .{)-.<e~R+~R

lia t' etemento lineare (33), ed ethuioaudo R, w, ai vede ohé è tH

quadrioa immaginaritt a centra

(34) ~+2C'–2~C-=a'

che iperoMutu il circolo aMo~to ('). Duoque Nota MM<t<!e/wMat<t

della sfera t!! raggio a, colle «« linee ~eod'e(M~ MeMestte eoMp~MMK.

(an si A<MMMao* <Mp~o~ t'eoH <tp~to<<K <MH<tquadrica ~Mta~ttta

ria (34).

2.* c<M< Deformate della p<et«!o~%f<t di raggio <t.

Per un& 8nperMoiu paeudoafenoa di raggio a noi diatiuguiamo

le tre ibrme tipiohe pambotioa, ellittica ed tperbotica. de! < (<-126):

SM

A) ~~=~+e"<<c'

/«\

B) ~t=<<M'-}-i<enh'(-)d<"
\<t/

(') Laeontca tH' inanité della qnadtfica (34)

6'+2!2 ~C='0

t e it eireoto MMtuto

6'+~+!0 0

h'taao a comaneitMto pnntoovettt t-ett<tiMtfoptt ~+<):=0 toeett il eireoto.
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C) ~'=:<ittt. )-(!o«h*
~\d~,

fOMimno ordinatamente uei tre caai

't

f~f", f-=ttM))h(~,
t-~t!«t)h~,'«/ \a/

daoai

d*t
f)'

de,A') ~*=-(-<"fj;<"

t.\ ,<. ~d~
(lv~B) <f~=.- --j-t.

c') ~'=!t~
r'-t I

Nel!a (29*) dobbiamo porre in conoeguenza

R'==" R'==- j{<-

r'-)-l' <1'

aicchè la (30*) ci dà per il (~ ~e))a riapetttva compteme&tare

a) ~==~ jR'R~e,'a)
R'

d RI+ W dv~'

&) = <(M' -)- K*b)
H'

d + It' dits1

j- )~
o) == <fH. R'

yet primo caso a) )' ettonexto tioeare combina con A') ed appar*
tiene qmndi a<t unn aotiond~ snpertioie pseadoaferioa dette atesao

mggto. Ennnoia<no m parole qHMto tiaut~to d' naport~nza fonda.

mentale uetht toorot d~Ho traaformtMioni dette anperHoie paeadoafer!-
ohe (Cap. XV):

Pet' ogni <tMp~eM pMM<<o~Wc<t <t«'~ dei ce!t<W <n(n)a<«fa ~eo-
dtettca <« tin «MtewM ortCtcM paralloli /) una M«op<tM(pef/!e<«p«~o<
<t/)!ft<!<!M<0 ~eMO raggio.

In qneato oaao il merxtiano della corriapondente «aper6cie di ro-

tazione è ta trattrice colle asse per asintoto. ·
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29

Ne)caif<)~,pr'M'M<!t't«t~<!f)tne wpm, tt'ovitttuo pcritttx't-idiiUtt)

<!e))aHoperfioiedi rutaxi~ue

~i-1)~~

P

'ihe t'Mppt'esentitttu') piu'tonotmiiunoute fioHe t'jrmote

(3&) p~ St'Oy, J==<'<'t"{{tj.<)t<
1

;~+1 1

Pttrxg~txmtto coiïe equazioui p!))'tt)i)Mtrich<(8) ~.137 (pag..338) d~)in

trattrice or~inariM, vediatoo che le ontiMnt<' p suoo )Mcoroiitt« iMn<p)~))-
to oostftttK', e dirotuo peroio la curva (35) ta <f(!«<'toe«ce<'t'c«tt« (').

Ne} Ottao c) 8ur& tuveoe

~=~(t-~)~
P

e 96 auppomtttno ora A'<~1, potremo sostitait'vi te equaxioni ()!tra-

ntetricho

(36*) j) ==: -seut a hoKtjt -t- M'B~'

~t-~

ohé rappresentttao ora tattoifestifuaeote nua tttUtrioe <tMKM~<t<«.M~ si

osservi ohé net CHaottttattta ai pu6 ~t'e pih BeutpUconente /<:=-! <'d

a))ora la onrva meridtMua

/~P==
<t f –==

<ttuf: p'
P

è !a curva togaritmioa. (') Uonotudituno che

Le «(~ef~e~ ooMp~ttteM~W delle XMper/tCte~Mttdo<to&e, Mc<f~et-
)Hft <XM<A)~ B), C), MM <~Mc<t&tMM(~ wp~cM <<t fotax<OMe c/te

~) Ë la (trojezioMorto~onate aopra uo piano per t*Mintoto delta tritttriee

OftUBMit.

(') Si pa&ooMitter&Manehe la tetie di defonnate dl rottuiooe corr)ttj'«ndenti

at~l,eo))ttMV6merit!iMe

t! ])
p == ,=. "etih <t (cuth<~ log t):h ).t
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/<«MttM/?) tM<:f«i[(f(ttft0'<«t<«~t'H<<' /<( (t'M~Mee Mf'<f<H«)'<tt,t* OCC<M'Ct<t<<!

«~f<«)«t<!f<(~ffj!)t)'««M<'«)t<HM«.

'<MH'n)tittt")"<'ht t)'.ttt.rtm'ttHnt)){'tt:'6 i.oatit)t)bi)<' M~ttt oarva

tf~ttnttoit':).

h) tiu~ ttsaervrmMo oho .motx' qui per m~~t'ttciM tipic~, au oui

)«W))~)6)m'ntariM)t<)ap)))it'i)),Mip')(t))n')t't<!r6HU)tqn<uh'iO)tun'

n)Hgin!H'ia etn' iperoscutit )' ttas'ttutu. Nt't ''))!<')<t) auzi è ))t afëra tN'

HMKioitriit

~t-='):

fx'gti ~ttt'i ttue lu quiMh'ica int'tMKmitria (34) ove « a! ctmgi ix ta.

171.

Ewotute ed evo)vent) delle supedtcte

a curvatura costant~.

Le snperttcie it ''nrvatnr.) cc-ttanto C sono ease ftteMe sa-

twrttcie W e quin'ti, )~) teoretoa di Weiogtu'ten, le toro due CtMe

de!)' fvo)nt!<. aouo appti<:)thi)i a~pt'tt unit superMoie <)i rotaztouc, evo-

luta dftht loro throta di rM<!tziot)e.

Sf la s'tpérticie È a ourvatnrit coatante positiva

<==~

c conaideriHtno )). < ta jn'un~ fahta de))' evotnta S~ app)ic<tu<)o ht

formottt (f) 163 abt)i<ttn«

<1?~

~==A.e-°\/«'.

Dei dne raggi pri')Hipt<U <ti ourvatnM nue è tnaggiore di <t a)-

tro minore, poni~mo p. f. '><t, e tmegutndo tu précédente avremo

< = <<< (t-,< ~) dM'

Per la seconda fa)<!x invece 'ia)~ (I*) t'iauttf~:

~=~i<t'–<)<<

MMO det resLo si dednoe a))ohe ditHe formole dot 68 retative a))e

Mpct-Sciû oon)p)e)neBb)ri.
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i'ar tt)ttt<))'!t't!<!)~cm'vaf(tt)t'!<wt)))ttt'u<'K'tt'V!'

'==–

sie<:<~n')f'<'v)'ttit<ia))ntt'.tMt'h;('tt«tt<'itibrt)t!hM):t<:)ttt'n!tt'):tit\'o))tt'

pMt'<)ir<'ttt'i<)'!tsmh)t<)<)t'))tt)~in)t( cm'va, si<tMt)i<!<

t''<f)WKHf</'M~f< < ~W/M~t</<<«t't tX~tCte ~<;CK~<M/'<'f<('f<c <t~<-

<!<t<'t<e«M<C«(<'MO«<<

L)tnt<')Ma<M~w~m'tf!)))at<'t'ttto)tt(<)<ti WMin~ttttt'tt. tit quak-

<)&M)'a.

.t~< '<

u <<=-=~(~-)-«')<<«',

ch~ttpjMH'th'ttc i))<!tttf)t<)i(<<'<H[Mt.tt)n'tt-t)«.

Hi<M:«n)t'))Oti))Vt'<'M'u't'' ~<t!))n)t<)up xn)M')-<)cit'(<t()ttt'ij.;attt)!tt)

p))()!tbit<<ui''))tc)t<mh'))atr!ttesnc<'v')tVM)tti (t'is))t'tt<)a))«{;('')<]c-

ti<!))<tof<tr)ttatf<)t't))tfmiiiu)i ttMtottt'ttoitif) una tmjx'diciepm'udo

SfcriCit 8) V<'ttc<;<)(' /<( ~C<ft'M!/M<ÎMM<'~M<<"le )!«pe<<<'tf /XeM~/f-

<'<cAe MM y~'ot<eM« p«7<«<t<«t'' e~wtfo~Mfe « ~«~f </<~'«t'f~'f ~M~c

le fte/bfMofe aoM W</<~f<<<;<ca~K~Me.

Jj:tf)tfMha ''omt ptto dcdttrM MtMtiticamt'nte <ta!)e t'qu)M«)ttit))

DarboHX )M'r )<* asiototioba vittua)) su) cotenoxif ('). Pr~ttdt'ndo

t'<')Ht))<'nt"!ine)u'c<)(*)'')ttt'))<)i<i<'K()t.[ft)~ forma

~=:(!K~-{-(M' ~)<

nif!o')tt)t' qHi tutti i ititnboti diChristoffetsottu f)ut)i t)'at)n'-(';<. ~.M7).

,t~_
M

.M'L .)'"

«' M'M"
x

o')'M)tnt)MU'tt'K=
..J..

k<f(jH:)!!ioMi (J))' j"

(tr'-t-tt')"
ff

138 (t'ug. 372) p'<r te asiototiehc virtu)t)i ttiv~ntano

~M ~« fM()« <?<'n<'
f ==- -)..KIl

~f~ t<j-f<f)~fj'i f"xc'

<==«
Il

t~t f~

~)f)*)t)t"rx.)~)<m"?a!.
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Uit tMcomtit dtOt~htrtt obe f e h<. sottnntt di due i'OMziom«ott di <,
t'ttttmdi ~i )N!t noi qui. e~dudondo it casa dette defor~ttte h~t<
dobbimnu MUt')M)t't'<'<:hM Mt'sattUM<U qnMttte due fuMitiuoi ai t'fttnoit xd

umt cutthutto, ed )tHut-tt p~mmu ~one, teuxn ~ttontre ttt ~;eMend)t&

t) == < -j

Uoai t'tista so)o da nuddi~ittre )t)t' eqnaxiottf

~'«
ou=

X f(( fM
-j-/I.tt

ft~)(*+<t'

QueaU), ':ot onubituneuto di hmzione incognitu

tt *=<!t{; M

si ridnce a)))) forom

(~ M)
'==8<<t)(2M),

che è )' eqnaiiiuttu d~ nui dipendo ht ricerott deiïe aotMrHoie pseado.
at'enche (~. 90).

Da nttinto ricet'chiM.mp qu~te è lit reta~ione ohé loga i raggi priu.

aipxH ')i curvatuM r,, delle evolveuti delle MttperOuie M cut'Vttturtt

cos~ute rispetto iUte geodottohe dot'ormHte doi )neri<Htmi delta auper.
doie <)i )'ot<~io))e. Per questo bastn ricord~re uhe, no))a foomt tipictt
det

= (~c -j-

it ra~io <!i cnrvittura ~eodetiott dai p!tra)]e)i K==foat. & dnto <!n

-j-
ed easo egu~Ua attres) ht diS'oreuzn dei raggi priuoipttH di cur.

vatara delta evotvente. Cosi ~roviamo pet' le evolventi dette defor.

mate (tfHn sfera

'=<,tJ'+.~rI 1', = a
ft

ht ouatante o vttriaudo da nn~ evotvente a un' <dHn puraUeta. E per
le evotvcnti 'teUe auper)io:e paondosferichp, a seconda dei tre tipt
A), B), C), trovittmo
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Tipo A) f, r, s= <t

TipoB) f,–f~=Mt!ftt'L
«

Tip«f!) ~f,-=«t'<)th~
<'

Ne! pritno tipo, come <*geotuetrictUMeuto f'vi'ten~, !a rctaxiunf' <'

ta stesaa per totta !a série paratteta delle evotvetiti (cf. !<!<)).
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Sistemi~o~di raggio congruenzeretti!inee

L<<-<tn){r"<tXtretti)inee e )e due fornu-di Kuimner.– Mf~neMtuMpttt'HowtMftittri.
btttofM. t'unti timiti <. ri)j:tttepritteiptdi. CoMKf'exxeittotrujtadi Kitxmcunr.

)')uct)t e xYi)uj<))!tbH)detta cefigrxettXft CMmdM)ftMo))ic«inci<)entt Con-
){r"e"<- nor~nitii. Teorenu di Ba)tM)))io <)i M~h~.Uujtit). (;«n){~"e" OMt
¡IR~C"lIl\taillllllllgiu88/'orloll'Iell" rigute l)flnuifJllli. COlIgrl)ouzerie.rite aileaa~e);t)at~mmu~hte~t'erie~ <)e))'!ri~te pt-!t)cip)t)i. (.'«ngftteHxe rifMite at)e

!)viJHp)Mtbi)iad etemuntidaUe due ftthta foott)). Contfntehx'i WH)'MU<)<MfMi-
';h« (.'ousm<e di Guich)tr<). t-~mmte gaoMMtitt''t Satotiit.

!7~.

Le due forme di Kummer per le congruenze.

Lit tot~riit c)t<' ttn'tiiUttt) a svo)t:Mt-e net pt-otMtntt)Capitoh) ttpjxn'ticHt'
ttHa (.;e«tt)Mt.ri!(<)i)î)i)'enit)!))<'dH)to Hpttxin riKat" xtadift i sistoni dop-

pi!Ht)t-t)t<' inttttiti di n'ttH <)i.-<tribnirt' <'f<a (!0))tit)uit:t )tt't)f) .Sttaxio, per
)no<!o (!))<*pfr of;))i )))H)!o <)('!)')Mpuitio, f) <)) nn~ tioxveoicnteMntt ro-

t;i«" paMMitum rMtta nt) ttUtn~t'o tinit.o )ti rntt6 de) t))t)te)tM. TaH

aish'))ti w~ ')i t't'tt.H (r.t};!{i) 'licoofi fux'hc cM~t'Mf'MM)'e«t~(MeeoHatn-

p)icet)x'nt.t' t'<))t}(t'))Ht)x<' it xi~e'n:' <te)t'' not'tu.tti !td xnit HnpHt-ttoin

(nnngntt'n~ tx'ftXftti) tx' fttft~ <))) ju'itno ~amnpi').

Qo'Mta tco)'in, t)!tttt d<t qm~tiotti di ottic~ ~Mtnatt'ioM, )nt ao<))n*
Mtatn un' itnpnrtftttxa t'«n'):nnt't)ta)« in ~t'f'tnctria noi ))'' atithitiï'emo

qui i t'onthuneoti Mt.t<'ttontt<KiiitpHoiahnotttc a)ht chmsica tnonoritt 'ti

K)U)))n<'r ('), cottt) opportnnt' )t)oditio)MH't)i intt'odottcvi dal Sanuia (').
Pf)' dcthtirft )U))t)itictH)tentc un)) con~t'ue))!!)) tag)i)))nf) l'intero ti-

stetntt di n'ttt' <:«n nn't suporticie 8, c))t* rigxin'dRromf) corne anp~r-

(r) dtt~emeineTheorirder perodliniarn Strnlrtenayetesne(Crellr'e denrna) 13.u7).(') ~<t~<t))<<t)<Vt~ofifdella~e)'a<<M))i~fnS<r<)A<<'Mf(<tft<(Cre))<t<JmtftXt)H. 67).

!*) .VMNt'ne<~oo~t<"te<!<'M<tj~eomeffM<t</tM«e<i)))«tf!')tHf! <:tMj))'t«t)Mr'MOfttM(A"-
)).di 'ti n)Mtnt)Mt!<'aSérie UI* T. XV, )''n~<).
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(ici''dt)Mtrteo!M,Mam)Ki)td')<M))t<c pxnto it)tZt)t)"Mtt<:i!t8<!U[t[-i.;)«

itp't'ttM(nnûdaipunti)i))cni))Hi«)(fr)tM(').
Hiferiht It ttupRWitiit'Sod un sitttaKtHditioorditMtccta'vitit~c

(u, 'toaxh'ef))'~ !)fm))ti<M)neftt.ettt cfx~cnenxtt esproneo'to in t'tmxitxtt.

diK.e)<'<!oordi'tat«a:,f/dH)puntod)p)tt't~tt!:Hodio<M<'ni didi.

t'nxi'n)et)e)t'H~i'),<'))t'i)x!ioh~rt'tnf) <'on

/.M,M.

Ki.<tpft.t<)tt)))'~)ttxi<n));<t/ï,M.M<)i;<,t',MH))j).)n'<tu()(:)tt<t'sst'
aiittH)ftuiteeoMttinnH )ttsiHU)('aqueH<) )ut'~<t<'<ivitte))nrzi!tiic))')
oticort-orà conaiftemM. Il ))u)tto (<, M, Htt)t<t Kfcm umhu-ttt

<j-<H~-t-M'=l 1

sidirAitputtt" i~if)(!<to))-.(iïifio'(tt.f) ttc.fhtftonKtm-x~t.t.ttoi
H)tp))')rt')'t<)t)M)npM))«t!tHtr))it<) '!hH:)<«)/o' ~M-v<
Mt'«! f~ K. )-, t</t' e~e~t'MfMt-fft ~f<'<m<,c/M f'<~K/<t /;MfWM

f'w <M

'« t-M' ('.M

<?/ f'<M fM

.t <'°
OH t'f Ot'

oM di OM~!(feW«M(t2. SttppntHumo insomota che te(/u-<i~M«toi raKK'
detta oongrnenxtt t'ortnioo (ut)) doppht iuHniMt. f))~ rcst'), in qm'~)

(!a8o<;))OMc))tdi)ttno,irai:f;i!tioniinitt)oinun)t8emt))iM infinie .ti

supt't'HoM oitiadridhe, e le proprietA ~"e''a)i fIcUe cot~ruettxf Mtti
)iuo<' xi )n!M)ten):ot)o p!<rt,!<to)!H-izxamt(Miix un fttodo f~cihnottte oa.sot-
vabite. Quauto alla snpoHicie S di partenza, non ë eachtft.. nci (~t.
f'ott w'~t~nti oho Miridnmaaohe ad tuta tine~ r, cioè )a con~ruenxit
sia M.-<tMtt.~d~) cotnpte~o dotte rette uppoggiato a r.

0~t(<)-vi)nuo OM cha le ooordiuate 6,< di .ot puttto <tna)m)qt)..
P8t!)r!t~io(tf,c)f)!H'!UUtt)dat<!d!!tt)ffonM<))o

()) {===.r-)- ~==~ ~=~ Il

d<<indi~<'(MCMMd~pnnt..Psnn~i.ni~tt-arat) partir.).))
P't'~di p!t)'t.)M!tP.ss(.r,t/(.tn<.<.)ijtri.tn.8(.n..)).. (l)pt,sHt,

(')D~prht<ipi<,ht~erttei.di),~hMSrM~iu~.nt..MtmM.~n.w~

KM~M;wa~m~M~H~p~
~'He).)ft<Hr<t)[t{t.'«Mtoht p.ae ~MpM)-ti<-i.-')«-<«a.) ~nperfk!. /caf< ..ce.
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)f M,t' )egate dt< utM fMtaxMfte e'(M) verretno ad e~trarro dtdta

(!<tt)gn)euza mm rigata, di oui te (t) aaraNno te equazif'oi pm-ametri-
ohe. Dovt'etoo om Mtdcotare, colle fot'tnote de! Cap. VIH, i priMCtpati
titctnettti rctittivi a't nua ttt)f ri~ttt gfuern'ft <te))a cungroeuiCM e per

qm'sto cotnutointuo ()))))' ixtro'tnw con Kmtnm'r le seRoenti fonxioni

t'on(!!U)tfntitti

(2, E=S(~P=S~ ~G=8(~
~K <)0

u ~.c H <' c< ça:
(3) e=S- ,/==S–– ,t=8– ~==8–)

f« au
t

ait af ~p ~)(
p

<!? ~e

per )e quati si eaprhnono le due forme di&'oraoziaH quaftratiohe

(A) <~ == H dw' + F du dv + G <<~

(B) 8 di dx == e <!<(' (/ -)- /') dtt dv -}- << 1

<)!)«diremo le ~bi~M fondamentali di Kammer.

Di queste la prima ha nu siguiSonto intrioaeoo, rappresentando il

qna<trKto dj/* dell' elemento lineare deUa rappresentaziooe afert~; o

iosomtTM ds' mianra l' augoto inttniteaimo 'che fa col raggio («, c) il

ntggio i.ofinitamenteproasimo («-{-<!«, o+~). E dobbiamo tener

présente che: MeK<ttto~a. !po<e« la forma (A) ~M«<tyM<«oa, c~

eo~<!M<eMeM~E G F* > 0

Qaanto alla seconda fonna (B), Maa dipende, oltre ohe dalla con-

grueuza, dalla superficie di partenza scetta 8, e di più dei qaattro
coeaicienti e, detiniti dalle (3) contieue i medii soto netta som-

nta f +f. Nel segaito esaa verrA oppwtnnamente soatitaita da un'a!.

tra di signincato intrinseoo (Sannia).

178.

Momentoe parametro distributorede))erlgatedella congruenza.

8'' t'onaideriamonna qnatnnqnt'rigata

(4) /-(.<, .)==00

della congrnenza noeente dat raggio («, e), potremo «a!oo)arne colle

fnr)t)o)e de) t43 le quantité fondamentati. Per qneato indicandn
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«on <h t' e)<<me))tod' <u'oo, 8n))a supertitiie S <)i piU'~otMt d«))a tturva

(1) (che «ara la tinot Htesoa r, a<' ht 8 Mi riducu ad una httc tinea)
dovremo ~ïre manifeatatttOttte uel caso attuaff

<6) t'J dit

CM ar <<<! t)M f~ Of H

colle )t)tre formate anatoghe per gti tttu'i due aaa). Per cib nvn'ux)

H</«' -j- 2 F ~< <<t' (} <fe'

(0)

N == S </= <-d«'(/r~)~«<c-

con ohé si mtrodacono appnuh~ a destra, le due forme <li Kummer.

La formota <==– chc dà l'asoi~sa de! puuto centratesutrxtf-
M*

gio («, c) (~. 143) diventa qui

(!) <== ~~+(/'+/")~<~
<<~

H<<«'-j- 2 F <~Mdro+ G

~Me~tt/o-MO~ (1)~ <)!pp<M'a<aa ~«t~M~oe ~a«t(4)~~OM~r)M<
xa, oi <? ad'MMgMe<'a<o<Ma t del com<peM<!fen~ pMM(o cett<fa~ M<<)<
gio (u, e), ct<~ del p~e ~<a M~<MM <<M<<tMMt ~Me«o ~0~ dal

«MMMtw ~tt+dM, e-o!o).
Catcotiamo ora il momonto 8 dei due raggi aucoesaivi, dnto

(ibid.) da

p~' r.

8==~' < M M

r M<' </

Per questo, ricordaado cho ai htt

t < w M

M ~w an

~M t'M ~M = + ~KU~–F~

~< t~H ~ft
~P OC
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fMfivKMMOper )o (6}

~;Bche t)~<<P ~y<<M#i t)~ <<t' <~ <!t< <~

p' q' r' arc ns ar·rfx c7tadx~ an~rlx ata rlrr. av dxj~' < </< ~M f~ 'f)t' ~M '~Of~

< m M ==.

~H(t-p'

i~~t) B"<'<" .t~ de·

~M ~«'J~' '~<e'J<<7'~a~

m M

ai <)m f~n

x ~< <)M *~r

~< CM ~M
av ~t)

~s

Hiieguendo il prodotto <tei due (tetertniottti, oaaervttndo le (2), (3)
f )<*identità

S~~o. s~~
~M c'f*

si trova subito

/<

M) M t !</«+F

!<-j-G<~
)il n

t?M M
i~E: ( t F' e + ~r ~< -4- de

a qniodi setnpticamente

) H ~x + F <!e F ~)t + G /!o

(II) 8 ==
1. dte Ir dty L' rt» t?

rlvjt/n p' e <<«-4- f ~r </M-)- ~fr

Indicando coo P il p&ra.tnetro diatribntore k acoondo )a formola

di Chastes 145, <tei pinn! taugonti <t!)Mrigata tungo !a génératrice

(«, 0), ftbbiiHNO

P-
–r ( <MM

M*

<'m'~ nt'
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<tov6 ora il t~goo di P HiguiSctt ohé la t'ig:tt.tt <' t!t'Mh"<H))« MfnistMtSM

tiM:cud~ ohf t'~>0 o P<*0.

t) [MU'axx'ti'o dtatnbatot'c 6 <tm*q)K! <htt<' if) j~ntUth'/xx <' Mt~no

<)<t))atonnottt:

E <<M-)- F f/fr F f/K -4- G f/f

e<<« /"f/t< -~(~
~U) j. == –r~-i–

H i-~ fK (-'</)<<<<- G ~")

<' ht scriveremo ancho

(nï") p_

H~K' 2 F </M<~ C</)-'

f)vaot)<' poato

(?) § == -r~ 3 y = ;.J' f)
?" ==

~HG-.F'' ~H<T–Ï~ ~H<F'

LH f<n'n)a <ti<tt')'('tiX)'t)eIe

~C) ~w'' 3 ~'< ~<- 5"

f'ttR ft~nnt a) ))t)tHM'nton' dp))a (fn*) f' ')'«<))!) ''hc il 8~)mi:t int)"

dune (<?. c) f'.otnf s<'fo)ttht t'omit f'omttttnctux)~ ))<')))< mH)?rn<'r)!:t) h)

Menx' a))ft prit)M (A). E"s!t hn )n) Hi~oiHnat" intrhtSfx'f). )))()ip<')x)''nt'*

daUtt su)M't-Ocio di p~rtûMn, wnie t'isott!) <ttt))n Mn ~pfiuiitione f<tesss(').

A quest.0 fo)')no)<' foudftmMnttt)) (t), (II), (H!), coxvx'ne om «K

frmn~erft te a)tM ohé d&non: j" i ooseni <tt dirMione X, Y; Z~ ')e))a

nonn)t)<* ftOMriRota uel [Moto centrate, 3" i f'oseni'ii'tircxinneooa~,

'!f)8J!ooac ']<!)))) mmitnadistaoxtt ft'a i <In<' rit~i intinitftmattt.c VH'i-

ni (M,c), («-)-<<?, f-j-<!f). Qnesti n)ti)))) sot)o t)roporzion)t)i {n )ni)tf)ri

<te)ht matrice

oftt
~< ~c

~M)~< <)w
~f f)~ ~x <))t </)'

~< Jr' ~7~' `

w

(*)L') attfittn)"'){""'tt))' nMervarxch'! t: <)nt!)t))tnin < <, )/ <nt,
t ft), CMn< f)miti«n<-~t'uttittit di M.c. i <'<n)t-)''))t) '<< s MmntiU)" io

f -4-f K. '-< f. + f; i f<}

f t'oet'Scienti6. n")<''atohiano.
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i <!)<)ctftMMnti (tt*!ta pruna tinen narttMO'~«ppmtto i vatf~ri di X~,Y,,

X.CtM)abb)attt<)

6/~M t~ tMt~K ~f~M~r nft~M ~«<<f
~)X, =- ,'j' -"Z, i+.X.,

/?</<' ~ff/Jt' <)Mf// t't'~))-' fM~' cp(</

Ottserviamo chf (jnesti va.t<n-i (H X~, Yo, Z~ sono titres)) ooseni

<H tUrpitione t)eHtt tan~uto <dht curva «t'et-ica (4) itnma~Me della ri.

guta, ()ioë ~(t tangente ««« <MM«t~t~w/eWc<t della W~a<a p<n'a<M<t
alla MOfMa/d pKM<0<'eM~'M<f.

Corne coroUario abbiamo P«)' due d!~et'M Wj/ate KMW« dal raggio
<<ïM~o!ofra <e due M0t'm«/< nei f)~<t«tf< pMK<<c~~H <w<t~ «!<'?)(-

~<c <teMedue cw~e <t/<!t'tcA<'tMtM<~<M<.

Per acrivere ora i vatot-t d! nuffa, oost, oua c cot) verra porti sotto

tâtonna

008 « ==- )-. 1
CM t't'

co))e anatoghe per oo8&, coac~ dftpt'tninando «:,p,f ttaïïe coMdtzioni

8 < cos <t == 0 SX,, cos a == « S c<M'a == t.

La prima dà f '°° ~) e seconda

clu' tlt: clte dr

,(t,~+F~+~i.+G~=o, 0IX
dg' + I~ J.

lis,
J

dsi
=:

J

da oui in Hne per le formole ricbieate

(K~-F~~+(F~-<«.
('

hl ai-

F a'

dit

(' (F

-(y, ai

dieân~_âtt ( à~ aü(9) = ~1~L(9) ml8 a
= '=.=:==-=;=-

~Ë<} F* j~K<<«<+ 8FdttJp+ F<<p'

cotte aitre due anato~he per cos~, coac.

174.

Punti Omit!. Formola di Hamllton.

Oominoiamo ora 8n)t& formota (t) atuttio della diatribnzione de)

punti centrai) 8ul rngglo (M~t)) al variaM dfHa rigata per i) raggio.
Stcconte t è data da) qnoxiettte di dae forme diBfercMinaJi qnadrati.
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cbo, detic qua)) queHft )t) dmonmtMWH è dethnt.a pottitivft, putretxo0

itppiicure Ftumit~i MtMsn t! "tht )'t'))H)t )t) §. M (M'- )o tiUntio (M
tuudati di dihhtxiot))', poi <t) 73 p~- ht formol <t' Ëntero. Uost

adHM~uo f;attgi)t)MM)e ?)trhtbt)t M, c ix K" <)'* ''ithore ttimnUttncu.
omnte forma (n't«);o))ato )o due t'orttu' <ti Kututuet'. it) f;< oiuè
ohé rixntti

/==U, i.'=t),

!) ohé ))utr& &ra) it) u)) ooio xtodo xf !.< sccoxtht tbt'tna MO))è )))f-
porziottttte aUa ptuoit, it)Vt)('<<itt mfimti tnodi ))n tuogu mut t<()e

propm'xion~ntA

<t-~
<J. <jr=H: p: (,

2

La fot-motft (t) divfntà co~

e thu i- dror

= H~~+U~r +g clzt--+-G <Ir_

e i))di<!hia)t)0 oo)) <, i) vatore tti t Mnt-tiHpnndettte a <h'0, con

ttue))o oorrispondext.p a f<M==0, avrontft

f <
!I

1
f't

i
tr

indi

(10) ~R~+Qt,~

K~+(;<7~

Se supponituno p. e.

na riantta obc t ë Mmpt'e compreso fra due thuiti ttniti <

f,~t~

Iodichia)MO con L~ L, le posizioni Matremc deiduc. punti centraH

oorriapondenti ta (,; ot;n) nttro panto t:ent<ttte de! ntggio«,ogi!)-
cerà danqae entro il segmento ftnito fra i due punti L,, L,,ohe di.

cooai par oiô i dae p«K<t KNtttt dot m{;K'o. Le rigate <t == ooa."
o == oo6t. corrispondettti qneste pHrt-io(t)ari variabiH «, v dioottai )<'

rigato pn!tCtp<tH detb cungrm'nz~ e i ioro pmni tangenti ttc} rispecth'i
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puuti c'Mitrft!) i ~MtK<pn«ctp<tM. SifiootUMle Hut)c stbriottH «, f tnnm)

(!)t)i dette rigftte prhtciputi sono Mtoguutdt rtauttt* SMbito dat p)(m-

Kt'&t'opreu~dexte cbe 1 duepiani pW«otp<t« per o~tt <'«~)o MtM~t'<t
/0~ a<<~OK«<t.

Ë toattitesto poi o))H ttt (bt'ntoht (10)

<==H(~Y<. ;-(~~j.
l'

f)t truo acrivetc

(H) <on-<t9+~fen'0,

'tveudo indiottto oot) 9 )'a))go)o ohé la curvu sfcriett immaginp deUx

rigattt geoerica /~M, e)==Htornm oottttoarv~ c==ooat/ osftift )'ttt)-

~oto df} <hte phmi ttUtgbut-i He! tiopfttivi puuti ofnt.t'aH atht rigattt

/(«,~ <'d ttHit p==(MM. 8uttu ht forma (II) ô )tt~fMM~<M

~«Mtt~M.

175.

Gongruenze tsotrope di Rlbaucour.

Lit 'tiocuMioue précédente <:<~t!)erva il sno va)or« ttoche M ha

Inoxo lit ))t'oporxif)ni)])t!'t

,h~ ~=.: H: !(},
2

ma a))orft t h)) nu vntot't' iodipotxtentc 'hd ntpportf)
~Mat

~=~

ftiMm i <ïna pnnt) )imiti ooiocidon') in nt) ttnico ptmtn M) (jtttt)e (M-

dono tutti i pie<)i f)ei!e tnumne disMniM de! r~trgio (M,e) dftqnataitt-

si ra~gio i)tf!ttita.)))Hute vicioo. Queste aingotm'i congrueu~ fnroxo

fionsidamte la prima voita (h) Ri)))n)oottr e ')a )ni dette eoH~t'MM~e

MOtrcpe (a )!vi)upp(tbi)i isotrope). L)t HnperHoiû 8, luogo <)e))'t)t)icn

panto ceHtKtte su ogni ragK'o 'heasi aooho ht <M~c<e Mted<a della

f'oo~rHeuza e SMpm <!i casa cixtooo t))t<e le Jhf<'6 di tttringittx'nto

de))H rigftto de))(t oong'ruenm, le qna)i sono tutte rigate principati.
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SofUtt t<t emperttcie ~Me<ti)~8~ di utttt ooaffrueuxa ittott'optt ootue auper-
t!cie dipurtmm, xi itvrà identicamente t–0, cioè

'0, /0, </=<(,

<tHB)!<

.(12) </ )M+ t/C M-=: 0

Queuta t'ot'm<t))tditu«Mt<t'a0)10 Me H) mjtptexfuttt )M8U)Mt'Hcic toMdiit

M. sutta sfem t'mifnttu cot't'ispoudMi'e ad ogtti puoto <ti H. il pnuto

(<,m, M~dt'tttt sfem ove qucstit è !m:onttttt:a (tatta dircifioftt) de) m{:):io.

ogHi MteotenCo Httettt'f tH S~ è [wt-pendicotare a) oon'iapoudettte (tettH

sfera e si ha il toorHtmt di Ribtmcour 2/« j()<~e~!ete we«!t<tS. di MK«

Mtt<j~KeH.r<t<M<r<~ftcont~w~ per o!</otM<H<A e<emeK<: alla </erM.

tnveraameate risuttu ')itt)tt (12) che se ana aaperticie 8. corrtuponde

per ortogn))H)it& <)'f)e)no)t) td)M f~nt, ai fttrmtt una o"ngruHn!t)< is"

tt'opft, <<)(mi 8~ f' axpo'tici'' tnedi~, tinutdo p~t- o<f"i punto <U 8. il

raggi<' pitroU'')" nHtt n~rtotttt' ttet punto <:«t'fi8pondente !t))tt Nfer:).

Uf'Mttt'H, t<tttevo)e pr'~x-x't~ dfHe cungrueuxt- isotrope Hef;ttodttH)t

fonootH (Ht) o (Ut*) p'~ p!tnnnnn'ft diatributorM P. Susaistott~o in

qufato coso te propfo'xioni

~1~ j.' (,

))« segun))~ ancho )e !t)t.rc

)'):F:C.

couf invcraanx'oh' du ()))<")('* nttitne proput'xioni sc~uono le snpe

riori. Du"qae MeMecoM~t'KCM.s'eMotropf. e~ <? ~Me~e w~Hto, ~<t-

Mtmetfo (tts<n&tt<tw P Aft; per ~Mt )'<t~<f), MMme)<e~)Mtcoa~fe pe)

(tt<te le W~<t<ec/<e <o CMt<CM~MM'.Vate n dire che pet' dnR tali rit{Mtt<

avonti un t'MKS'" comnoe, i d)«' pMrabotoidi <tH))e ))f)Ft))a)) sono

<ionf;)'ue)tti pat' ntbtKiooK ttttot'n't a M aiocotm' tmohM i) poxto <)-

trak è i) txodeaimo acgnc i)nmcdi)tttunft)te <)a!)a t'm'motx dt Cht)«te8

il oorottano: jT<tMM<tooH~'xeK~a Mo~'opa ~Ke ~a~ aoo)<<«MfM~<o y

M eOMtMMe~t <ft~<tNttO<MM~O~t(M<0 <'<t~<0 M«0 <)K~O<0CM<N?tte.In pM!

tieo)ar« vaditUtm <)i qui ohé: ~ee«a <t<<«t'Attrw, eM~'o la eoM~fWMMt

t$o<<'op< M<M«M~e ?' rigate, Me c~e KMaMeoM~a le 0!<<rigate ~M-

j!;M<MM'<')'<o~cH~Nten<e~xe~e de~<t pfMM~ Mt'M ~M~ett'~f CMMKttt(').

(') Basta prtndere Il xistento di curve tfehchc hMtnaginide)!e rif;&te<h)Uapri-
ma aotie e deter<))it<Mna)e trttjettetie ortc~ona)) che NttMtmo)a itnnta~ini deUt'

){ate della aecoHdf),aerie.
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Qn<MK)projHtctà di twiNedete iuMuitt doppt siatemi ortogotmU di

rigitte è de! rexto MtfittMftsdcft da!)e coM~rHOttze ittotrope, poichè iu

tttt Maso il panunetro dittribut~t'o P <)eve esset'e indi~endente dal

rappm'to <
(tM

Le oon)j;~u~ i'~tropo t!o iuottro di un'Mttru impwtMUte

proprietà oasorvattt '!? Rib<moour, che aegue subito daUa fortuoht

(13). 8t)p!'n ogui mggio riportiKtn'* n pm'th'e <htt pouto MMtio, dat-

l' untt e (ttttt'ttttnt pm'te nu Me~'HMnto c<'«<<~<e< e consideriamo le

duo snperMoie 8,, 8, luogo degti aatrem) e di t'ispetUve equaztoui

ptn'ttutetriohe

(13)

t.r, = .c -)-1 <, == -H ~= + ~<rt

(~

f :C, = X y, ==<?, == X < M

A omsa dalla (1~), si ha

8~=8~,

oioè le due aopertioie souo apt))iottbi)i, corriapotidendosi i puuti stttto

stesso mggio. Vice versa ae le ~tne auperBoie (13) sono apptiotbiti,

con'ispottdendost i jnutti (a; y, ~), (. y, ~) a distitnxa oostaute

e se le ooM~iungeuti le coppie di pUNti corrispoNdettt! dAnno w~

<HrH:!)Otii,eaae formano una congruenza iaotropa.

17$.

Ascisse dei punt! ))m«t.

Ritorniamo ntte oongrnenxe gcueritti a<t ai riauttati otteuuti at

§. t7é coU'iutrodazioue di un partiootare sistetna. di vanabi)i,qae))6

che eguagHate a costanti dàuno le rigate priHoipati deiia oongrueMM.

Vogtianx) ora trovare in ooordinttte generati u, t) la formola ohe dà le

aaoinae /<, dei pnuti timiti.

L' equttzitme ditTereoMata delle rigate phnoipali si «ttiotto egaa-

gtiando a zéro il Jacoblano do))e due forme di Kummer, 8i aorive oioè

E ~M + F < F '<M+ C <f'

~)
~.+a~ ~±~+~ !=''

2 2
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M

oavitnppnta

(A)
~~i~" H e ~«' + (~ H <- U) ~< df + F ~t~ -.(,.

!crive()<to)a.(i)8otto))tfor)t)tt

t
(e

~M-i-~ Jt.)
dtt -i-

~M
-j- </<<<-)

<h-

""(HefM + F df) ~« 4- (F <<"+ t' <<c)<<

<ff
si vede ohé quaudo il vatore tti È tftttto <t!<t)«(23), Ht t<t)o tto!.

dK

vere

e~+-'L+~~ ~i~M-

~==_
2

t~K-t-F'df F~-r-Û~

onde oegue

(E<-{-e)~«-t-<-t-b~)~=0,

(F<+'<Mt)~M-J-(Gt-t-~<!t==().
dtt + (0 t +(/) clt'= 0,

EUminando il rapporta fra queste due, ne segue per !'<'qn)t
<<e

zione di aecendo grade

(B) (EG-F'X'-j-~E-(/'+/') F+eG]<-j-u,

<e CMtfa<!<c<< <, aono <~«M<c <MCtMedei ptfM~ Mm~t L,, L,.

Si oaservi in pardoo)are ta formola ohé dA <*<M<«t <M pM<~o

Me~o de! raggio («,<'), oioè de! panto medio f~'ai pantt Hmitt ~,<

abbiamo

(14) ~<.+~<+~
2 3(Etr-F')

Scrtvtamo ancora la îbrmota che d& il prodotto dette aaoiHse dei

punti timiM
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-cy)'
(lIS) t e

y9
l

( m\ <<= EU-F'

~.t77.

Legge dl warfaztone de) parametro dtstrtbutore.

Par UH)t c(<))graottza non isotropa il paratnetro dintributore P (U*

<!o

pende, ottre olte dalle ooordittnte M,c dei raggto, dat rapporte
des

de!)a speoiate rigata ohé ai ootMidora per il raggto. Siocome la for-

M)o)tt (Ht) o (HI*) d& P t)nov<tmet)te oonM qnoxiente di dae forme

<)i~er<!))Kitt)iquadratiuhe, di Hui quellit x) denominatore dettoittt (po.

aitiva), )o studio df)))t legge cli Vtn'iaziooe di P oo) rapports
<tM

si cotnpie coi aotiti ntexi!) dinoxi invooati (~. J74). H p~rtûNetro P

vurtent trft nn mittimo P, ed 'ttt tnaaaitoo P, oorrispottdenti ai due

valori (reidi) di elle sono le radici de) Jaoobiano delle duo forme
du

K<}-2F~«!f-)-G<

~<M'-}-~3'~M<<C-(-~df'

egattg)iato a zéro, cioë deHa eqaazioae

(U) (B F 3) (!«' + (K <t du ~c + (F C ~) <ït" 0.

Il doppio aiatema di rigato integrati della (U) si dira quello delle

rigate ~KtWtM~tCt e i parametri estremi P,, P, saranno quelll dt

queste rigate. J1 tMtratnetro geoerico P si 6Bprime)'aperP,,P,coUa

soHta fOrmota (Eu)ero.Ha)ni)[on)

(16) P = Pt ooa~ M-}- P, son' M,

dove Mer angolo che la OHrv<t aferioa immagine della r!gata gene-

rica forma con qneHa itnmaghte di una rigata diatrihntrioe, oaaia

t'angoto ohé i riapettivi piat'i centra)) (piani tangeoti nei ponti cen-

trali) &tn<)o fra <)i loro (~. 178~. Gootnetricamente la !egge di 'var:a.

zione de! paratnetro P cot)tenataneUtt(16)a) rappreaenter&mediante

una <MtM<KtM<û<~ft<!< che aarà un* eUiaae o un sidtetna d' iperbote
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ooftit~tp MMMHtdoche P,,P, h(tu«o e~mtt aa)jr))<)o a'~K"" cottfon'itt

eootu<)en<to pût' '~tt il <'tM')cho P, o P, Mi.uttmHittu ("t);({i fMH'ttbtttici).

Ne! pt'txtu ottao il aegtMt di P tMfA <j')8t<nttp, «ioè t.ntt<* )<' t'iK'ttt* )'p)

rx~g") (H)Httic«) )tVtanno HCMautiOttuoF'tiUth' <«<) MM<Mt)nto«t~tt (<' rt-

gtttt) )M't raj~gi~ (i)M)t'hu))<)f))a)n'<tt)tt<~)MH't<'<ie)<tr«)'m' « parto ftini-

utroMf, tn KcnM" )t')))'t o«t)tft'tu't)X!t ttvrcxx) dm' pm'ti, ont) ootnpoMta
<tt t'M{;)!~~ttittiei M)utiM di <)));gi iperbotit!), cuottnttttti ad mut )'i(t"t"

<U t'aggt tMtmhotiot.

Pur atxdim'e )K!t tnodo più ~tnptioe )t' t'Mh~io))) fx) )t' (i~~tM

))ri)toip)tH « q)te)ta distributri~i, owero fm i toru puua tMngfttti h<'i

rispettivi )H))tti ofutmti telle <)!Mtt)no riaptittivuMantM (mmi ))t'ih<'ip)t)ii

i primi (~. 174) e p<otMtd~W&K<oW i ttec~ndi, <tssutni)U))') )t Vtu'iubiH

M~ ())(e))e pnocipttH elle rfttdono F.-0.)-0 (~. 174) epreH-

<)m)no iuo)tre U superticie t)i pttrteoztt la superficie t))f))in (tnogo <tp)

puot! )t)e()H) della <'o)tKt''t<x.t, ta)ct)6 do\'t')«to avcrfti ne))~ ()4;

<=.0 riHnttffà inftiftnc

F = « ==(),f H e (; = «

LM ff)r)))o)<*(7) per da)tt«' quindi

= <
F

=r~ =r;= == _°. = fj = t

~KG ~)-:<r ~HC

<' )'pqnaxiono <ti(t'c)-p))!:in)e(0) ')e)te ri~ttc <)iah'ibutt'ici diventM

~'(E~«'–QdN')=tt.

«mia (t'jM(*mh) ~j=0 perché la c<tng)'H<*))Mtsi Rnppf'opttomia&tropn)

(17) K<<w'–G~-0,

<' qnoat<t puh «nche HO'ivMM)tXttto ta ff)rma

(t7*) o<<«'+~<t~=.().

S)))t)t sfera !nf)tnngh)« )' eqnaxtone (17) 0 ~noth) dcOc bif)«ttri''i

d<'Ut' tinee ooorftioate (ortogot)Mti) w, c, ot)(!« SH~ue

J P<«M{fM~M~XfOr!WHO~MCM0&e &tMC<MMi ~KC ~WMt pt't«C)'y<

Sotto ht fwnM (t7*) vedinnu) dA))M formol (I) §. 173) «be H cet.

''isp«ndenta vatorc <H t si )txnn))tt, ci'~ Il ~«M<o coHffft<<'per WK~

c pet- ~'a~M ttMper/tCtc~«)<f~)<<)'M!eeof<MMe<'o<p«~o wt<'dMt!e<fa.~w.

Lt* snpei'MOe priocipM)) invoce che tuumo i riftpc.tt.i~: punti <cntt':dt

nei pnoti Hmiti h'Utno tn st~so partunctro diatributorc
1
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(1.) p~
H U ~Éc

Utt)t)t fortuftttt (t«) t'totttttt dot t'eato )M MteatMt 00~ <*v«Hi diMun

Hd M i dn<* vnhn'i corrispondenti

K ~K

"t'' ""4

o Ht v)!<te ioottt'p che

~P.P.

Qncsbt wpresHione 2 dicesi aM''he !) paf«Me<f<' tMecMo(tc)<Mcou'

gru~om.

178.

Fuocht e svttuppabtt) deXa congrue"za.

(Jerchiamo ora Hû fm le rigate <te))a congrnenm vi Boxo delle

!<vi)))p))nbi)i. Per nna avihtppabUe )t)t))o il paMmetrodixtribntorMO e

vtOfverxtt, onde ve'U~fno: ~«toMO tH KM<tco)t~f«etM<t <<!<e<fe<'<e~<t!<

0~ tMMM~tMft! <(t jM~H~pa&W <?<?A<!HMOe~<Mt~O?M<~BfMM!«/<'

( !)) ~<' -j- I! <<M<<~-}- == 0,

e!oe per )e (7)

(D*) (!< F <-)~'+!H.~ -j- F (/ /)- Ge~K~ (F~ –G /)~-0.

t pnnti onotr~)) rettttivi ? qneate avihtppabiti dioonsi aoohe i

/'Koc/« <t6t raggio e Mtno i pnnti (reatt od immagmurii) ovc il raggio

tooc<t i c«rr)apoM'}ef)ti spi~oti di regresso dette dae svUuppabiti pet

raggio.

DicouHi pot p<<Mt~ocaM i due rispettivi pi~tt) tancent! dette svi-

tnppttbiti~ «ssi~ i pia))i oscutatori <)ei retativi spigo)! di regreaao.

DaUtt (16), egHHgtiando P a zéro, ai ve<te che le svi)nppabi)i corri-

f)pott<]o)to tti vfttor) di t~M dati dtt

(19)
~==±J/ '<

e qHmdi i fnoohi (le avituppabiti) sono reatt netta tûgione de! raggi
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ipet'boUtii, itntMMguttu-iiit) queUa <~i t-tt(!(;i fttittioi ('). SieoxnH' poi
pe< lu (18) i due vM~t'i ')i tg M Hon~ <'t!ti wgoo t'ontt'ttt-iu, si
VMt« Ohe: 7 piani &tM«<M'i!dei ~M<-pM~)t~M<< WMC </)«)? ~M< <<<;(
(<«<'pWM<pnMMp<t~ e Oo~ i dite ~«m <<M<<-)~<'«-<(~).

Alla sx'8'M 'Mj'tMHooe<tia'M<'t)xi)))t<(D*) p<'rvf))iat)«' tm'ih'' in (jm"
at'o)tt'o morio, <:)? c) forxiHce tt~tt' «teftHo tf)))))<) imoittsc (t~i d't<'
t'aooh). Supposto oho sta /'(t<,t!; = 0 t'f.quaxMttt' di mut nvih))')M)h))<~
indMtixtoo con p l' asoiSM) dp) pnnto F (tuoef) ovt' il t'ngt! (" '')
tooM t) eomspottdente «pigoto di regro~o, <' Hm-Mmxt

j-, =?")-?!, j/, == m i «

le ooordittnte <ti F. Ditferenzitmdo queste fot-Ototf, pHMendo M, <')~-
Kttte <ta))a aapposta eqaaziotte /'(K,w)~,0, i diH'erotKitdi <?.<
<tovMUMot'iMoire pfoporzioMti & <,wt,M, f pet- M6, in<t)Cinx)o Mm
nu fitttoro intinite~imo di pFoporzionaHtà, avt'mno

<<t-poN:=U, ~p~m ==).?, f/<=~tt.

Mottiptioa.m!o onUnatfunente qaeote tt'o cquitzioxi nna prittut volta
~< ~Ht

una secoit(la
c< ~M) ~M

solli malidojîi otteilpor a"' 'T'' r' seoo"M"per– ––eaotnmtmdoHiottO).o'<' c« ~e 9ev- ~<'

gono te <hM <'quazioni (')

< e <tx p(E F <?«) 0

( ~<+ j~e (F -r. G o;t))~.0.

Dn queste 6)imitm))<!op Ai ottione nnovamonte l' cqnazioBe <)ia<

(') ln p<M'Hcotarepor atm oo))gruen!!ftiaotMpa, emendo P, f, (tS)

¡

t){a)–±( e d'n)o<tm eh<: <euna MM~tMHMiM~~ o'<!tt~pa&i<isono ito~f.
n~f.M,.«~ a! etfMt. MM).,<«(e ttfMtto-M~.ï,a <tt<M eoHn sesne ~.t~n~D') <-).

~)ri~Ma)).E~'+aP~~+G~~O, npp.rtMw.t~ alla Hnee .!i).f:M~<)9))<tafeM (Kenemttie)).

(') ï~ oteMortaorta dtrethunente fonnMdo <)<t)ht(t8) t' eq.tttxif.t.e(Xt~renitinta
<~)'.ibist-ttfiK)delle )h)e«oferich. iot<~tt)i <te))aft8), ehf<.tata t)m))'j!n<m)i..roMm )) JftcohiatX)M.47)

H<ht+ f!t. F ~M+ H ~)'

f!M+ f! f ~M <" f?).

<'e..)nc)deqttixdi con <jM6t)adetto rljlato ~iatr)).ntriei.
(') Mo)tip!i<-M)doper <,M,t. e xonttMO~noi otHettt i) vatnrp di <=, s
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n;ttxht)K (t)) dette Mvi)npp)tbi)). Ovo M t'HMtint ioveoe il tappofto

~t ~Kih)tpcrp)'equttzi<tModia<<oundogrMdo..tha

~e. t'

;-M,

t.+/. Gp+~!
y

<UMW

(R) (K (: b") H (/' )- /") F e G}p + e = 0.

Le due rmUci p,, (<, di <)aeet<t eqnazione aono maBifeatameute !e

t~cittfe ttei fnoctu, o iticoutoe ea~ cointtide, nei 'tue primi ooeHicien-

ti, (:<j))<t(B) ohé te tMoisae de! punti tinnti, vettiamo che

P,+f,~=<'+~. r

<;ioè Il pKMto m<'f(t<'~'<'a i /~oeM coiMMde coM~xeMo/t'<t i pMMt!MM<«,

t'M~ col pKtttc wte~ de< )'<t~<o.

[nottru <tt coufrooto delle (B) e (t<!) rtsat~

<, t ==< t -)- _L-~

4(Hf.-F')'

qaindi

(t t )~ ( )'
~l ~v

Y

"<i~
1 1 Il 1

IH:t-F"

Se cou 2d Hi indicM ht diatanza dei pmtti )imtti, oon 2! qneHit

dfi due fHochi, quettta si aorive

fF) d'==_J~
4 (H! G–F)

Prendendo nnovamente a variabiti M~o te principuU e sutterScie

'H p)trtot):!a )a anporNeie <nedi)t riantta daHa (18) pet vtttorc comune

P det pKfttmetro deiïe riKate principaU

p=~

o

(t9) 2 P = ~4 d* 4~

~)'<t<K~fo Mte<«c <!<«Ma MM~fKett~a /« MK?tee ~K<t<~fM<adella

<t!~e)'cKM/r<t < ~)«td!f«~ delle <?~<tM~ dei pMM<<~M«t e atct /)<ocAt.
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i*oMeM(tftt)o)tafoti))o)tt(t!)<)iHa)ni)tou

~=-–<<, t,–<<

qUCBtttdiVCnht

t––Jcoa2c

e dtmostt'tt che, mextre e oesoe <ia 0 a f) potfto cottmfe per<'o)-re

n aegtneuto fra i punti Hmiti <ht L,, Mca'te uel punto m~ttu

quMtxto C
c=

In genende par vator! conpiemenittri di 9 l'asoiaMt t
4

MBautne vabri egnaH e di segoo contrario, cioë i 'lue pm)ti centrati

eorrinpoutteoti sono aitnmett'ici rispctto Kt punto medio. In partieo-

)tn'ept!)ttt)efnoc))i

Pi=-~ ~=3.

inttiotmdo cox e=: e~ ) con'!spo«(tenti Vit)ot'i <ti a, si ha

coB2e,=~, e,=.

M~t'augotoode) dae p)M)i fbcati è <tato dH0=8,–<),~= 2 <),,

ed abbituno quindi

formole

(21) ae..o==. 00~==~

<t

d~ttMccao l' «K~o o /M < due p<attt /bo<tK.

~.179.

SuperUctefoca)). Caso )n eut co!ncidono.

In rettMnone oon nna data cougrn&nza di raggi vt aono da consi-

derare oinque anperB~io intimtttneote legato con essa e sono

l." !a NM~e~ete tHe<<«t()nogo dei pnnti n!edii)

2." ttt dne'Mtper~e HoUM,)uogo dei pnnti limiti

3." le dne <M~ef/Me .~c«<t, tnogo dei fnoohi.
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Le prime tro sono Moopra t'ottti, le dno uttnue Hottanto per le

<ttt)t){t-m'nz«a svitMptMbUi tfttU (MeUtt t'cgiooo de! ragg! iperboHoi) (').

SHppooto dapprima te duo anperttcie ibmtti 8~ 8, diotiote, ta cou-

{{tuetMMè tOftnaht dttOe loro hmgHMti omn')))), ed ogni M~gio <!e))tt

cot)Krt"'u!!H tooMt lu tu'h)!H thtdft 8, ne) finuoo i< la tteaondft net xe.

oondo fuo<-o F,. ~MUtt pri'ua Mda 8, h) tioecr, invitup~tedahugci

delta <:ot)gruatt!!<t St'oo gli opitto!! 'ti regreaNo de! ~ritM atatetUtt di

svitapp~biti e dicouai te caustiohe di qn~ta falda focale; simitmeute

xu))a seconda ~tdM li, le caustiehe r, Hono gli apigoli di regMMO dei

secotxto Hiat~m~ di avitnppi'biti 1 piani /<'c<tM per o~< raggio

i due ~MMt tangenti in F,, F, «Me due <!MpM'ete/boaKS~ 8, od <tM~e

i p«~M o<CM<a<oWdelle Mt~~o «M~' a«fa talda locale.

Ë anohe du oaaervare ohe, in ogni oaao, teavituppabtii do))acox-

gruexKit t~gUtmo oiaaom~ delle auperttcie focati secoodo un oistetn~

couingato.

Ed ora preudiatMO )K oottsidentztotte il ~CMBodelle oongruenze a

MnperScio focftti coinoidenti (tt avitappabiti ooinoidenti) ossitt delle

coK~fMeMMa raggi tutti parabolici. In tal caso le linee caaatiohe det-

)' unioft HUperBcie focale ooincidono cou queMe a tangenti comagate,

<:ioè aono le asintotiehe di ou aiatemtt. E tioeome saMiate mauifeata.-

)))eMte la proprietà iHveraa si ha 2<e coM~fMetMe<t raggi ~<tfatoKe<

MMo 9tte/~ che <t formano cosdMceMtfo le ~M~ttt «Me <M<<t<o«cAedi «?

o~etHa di «M« ~wa~fw~xe <wpe~C!

In queste cougrnenze aopra ogni raggio i due fnoobi coinoidouo

net puuto medio, ed ora ~udituno n dimoatrare che Per la d<<<<nt~<t

2<! <<etpMH<<limiti «<MM<<' M0<eoo<e/ofM<~

(22) 2~==– (~

~-K

iudicando c<MtK la curvatura <teMa aMpe~c~e /bc<t!<

Prentlasi a superficie di p~rten~ la dett(t saperitoie focale, e a

!ineo uoordinate ~ooat/ le aaintotiohe in oonaiderazione, a linee

M~.coat. le trajettorie orto~onat!. Pei ab* detta saperNoie abhiasi

~E'f<M'+H'd'o',

(') Una setta oMpetftcte,considerata da Bibaaotmr, <)t' fttcttttjtpafo <)t«t<<deUa

coneraenza. elob l' tnYitnppo dei plaui normatt ai rag~t noi rispettivi panM medti.

(') S) po&anche Mrtvere, pel teorema di Bettram) Eaoeper: 2<c.iT!,MMB(t<t

T i) Mggiodi toMione doll' aeintotica.
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indt aiceome te f'–<:08t. aouo asintoUche

I)=U 0
j)"

===–K
E'

K.

PoNiamo

X~-i-~ Y ~-L~ X =.–L~-

~/E"~ ï/E' ~'< t/K~"

x ==-Lj~ Y==-L~ z==–L-~
g' t/(j~c' t/cT~' t/cP"~

e datte formate fbudamcut&ti (1) CB ttvremo

~=-JL'x ~x t-x
<)M </(jj7' <)t) ~T

o osent d4 direzione M,? det raggio eaaeudo appuuto X,, Y,, Z,,

per te qoantità fonda)ne)tttt)i di Kntntner (~. 172) t-roviamo

i <r\' t a~py i ~t/(F y i ~~cp\' u"
=-=~ ) ) F=== –r– == ) -t-

'G' < 7
>~

y/G' ~E' au
\)/jF <

EG~F~J~~f,

e iNottre «

<==o./=~.f==o.,=L/~i~
i~e~o,

Bc
~~o,

E' e~

"-(~(~)'

Ed ora la (B) 176, eMendo nutto il coofBciente medio, dà

~-4

eioè

JL~J~L~-K

(2dt)' M'G'
K

che ë appanto ta re)azione (23).
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~.180.

<3ongruenze normalf. Teorema d! Beltrami.

Teorema<t!Matus-Duptn.

Un aiatetMa dt raggt st d~ H<t materna o nua eo~MtMMMtwo~aofe

ae esao è coatituito (htUe norMMH<U tu)~ e quindi dt <?' aapMCoie

(pamHete). Se ht eongruoH~ 6 t)ono~)e, le <!u<' faMe foonti aono le

due falde <ten'evotttt& delle saperScie ortogotmti ai raggt(avotvent!)

e i due piani foo~ti eoinoidoM coi phtoi prinoipttH, e aouo ortogoBati

fra loro. Viceversa se i dno piani foonti souo ot'togouttti, le o!nt8tiche

aopra ciaMana falda fbottte sono )it)ee geodetiohe, perché il loro piano

oscutatore in ogui .punto è normale alla aapet'Nete, e qnindi (~. 166)

la oongrnenza è normale Z<t coM~~tûM weMwo'M e M<MeM~ ym' la

Kon)K!<~ deMa eow~rseM~a ote < ~OMt/beaM <~ao /')'< <o~ o~o~o.

Mali (été < ~toeM co!ttc«<<tMOcoi p«tt« <MM<<().

Tatto cib si eonferma anaMUoameote oome aegne. La oongruenztt

è normale se è posstMto seegtiere neUe fonnote (1) par t alla tale

fhnzione d! «, v che si abbia

~s+<a<~+M<<e~o,

il ohé dA

<!(== –(<<!a:-}- Mtd~ + M.<<?),

p.~ U

Y

OB6!)t W

(23) f!t~=–(U~<+V~),

avendo posto

(23*) U=S~, V==.8~.(j
3K 3t)

Oceorre adnnqae e basta che il aecondo membro della (28) sia un

ditferenzMe esatto, o!oè che a! abbia

1)
~c ~<

La CON~'M~!MN (MtMMgtM)MM'))t<it~'<tMof<te~ «M<M'<tWM<tM<09«<tN~

Aa ~=.

Questa condMone esprime appunto per la (F) che fuochi coin.

oidono coi panti Hmiti
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<!=.$G ~==.
2

e vioevûftttt dtt uttit qmttanqtt& di qneate aegue = Snppoata <)n<
sta oondiziono Hoddia&ttft, datht (33) nvretuo

(84) t U /()J ~« J- V ~c), (C cosomte)

e oo)) qu«ato vatore fU )« (~ <h)ttmu<t le HxperHcio ortogOtMtH «)

raggi dnHa oongruettza.
La oondtztone di ttortntUitA <)<'t))tt'f))jtt')u'))!t

p[I ~V

<?f ëK

ai pM() porrn «otto nn'ftttra forma c!)f d~ )m'}:o tt't ioterea~nti oon-

"pgaenze setrn)ttat<* '~1 Bettr~tni.

Bi~riamo la ~perfide H <~ pttt'tMtMa ad no siKtptxM 't')M)u)tqne di

coordînftte onrviHnee cd ithhitto pe) xon <~f

< =: R' ~K' -)- 3 F' ~t; 4- < a!~

Indioando oon et, p gti nngo)i <'he i) Mggio («, e) fonna <-ot)e ri.

Hpettive linee coordinate o ooHt. M = «ost. abbiamn

1 ~x CT
..o~=8-L~==J~

~E' ~/H'

.<~==s-±-~=-r,
;/G' ~c ~/(}'

o ta oonftiztone di normaUta ai acrive

(26) (~R~cos t) =- (j~ <:osS).o" <)«

mentre (24) diventa

(36) == 0 (j~oM 9 <fM+ ~'G' ..ns f~;)

Qneate formole oontengono Hottonto i ooefRoienti E',G' <leH' eh~-
mcnto tineare e gli ango): M e p, e peroih af* ttt HnporHctO si deformtt

por tteasione e gli an~oti e p reatano <iaai, ta oondiziona di norma.
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))? fMUt WtttpM ttOttdisftttta e il vatot'e (30) di t resta pt're [nva-

t'into. Ne ritttttta l' httpot'tttnte teorema di BcitrfUM!:

Se t <'<t~t <<t<tMfte<Mt~'Me)M'«Kofm<t<< t«tCMt<t<<«<pt(t<~ <««))? M

~«'/<e<CS, <()tt«~<Mf(KO ~MM<t<t ad MtMtf~<e <M~<?C<<'O~O~WtM

'/e/brM«)«~ CMMMH~MCpor ~MftMHe NM~ef/?d~ 8, <<t quale <<'a<po)*<t

MCO~tK<!<{t'«!6«MtCM~elegati M~t <!<MMCMM<<e<p<«MO<«M~M<6f<t~t <<eM~

il <KO~ dei MMfwMt <?<)'<!?<W~ <CM<~re«H(t ~<p<C<6 Ot'<~OM<eai

raggi.

Dalla oondixione di Mot'tttaHtà per uua coo~t'uecxM, poHta aotto la

f«r)un (35), ti <te<!uce tttoihneaM il teoretutt di Mutna-DopiM

<SeMtKtCO«~f)MM.<ttMfM<t<edi raggi ~OM~MMt~MM~CC«? ?«?<)'<'

~«t<t«t~<Mdi )~MMK< 0 di t'~<MtOM<, MW t'MMatte <fMtpM una CCM*

~eMa !<M'm«<e.

HMStadituoftt.rat'e il teoremtt par MHtt s'~ht rittH~ione o fifnMiotm

t)0pt'ft uua HHperMoie incidente S. Preudiuttx) aM 8 ft iinoec'='ooat.

qoeHe ohe aono oortUftti ai raggi della oongraouza, ? tioee <t==co8t.

le toro trajetttuio ortogatiali (invi)upp~te dalle projaziom ortogoiiali

dei mggi aui piani tungenti). Avremo

K K

"2- ~==~9

essendo t' angoto d~t raggio coHa normale alla 8. La oondizione di

nonuaHtà diveuta

-(~G'Het)f)=-0 0
c~M

e se è aoddMfttttu, oontinoa ad esserlo oangiaodo f in secondo la

tegge di ri&azione

8euY'M86Hf '( (ttcostttnte); i

per ?==–1 si ha il oaao della riflesaione,

~.181.

eongruenze con assegnata tmma~he $fer)ca delle r~ate prtnctpat!.

Bitorniamo aiïe oongruenze gênera)) per trattare dae probtemi

cbe possono oonsidemrai eomc grenertttizzaztone di qnel!o delle super-

Hcie con aasegnata immagine sferioa (telle linee di CHrvatara~ omia

delle oongraenze normati con assegnata immagine aferica delle avi-
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tnppttbi)}. Pet- mn< w))gt')t6MX<tnormale le avituppabiH dettu eoogrucn

Ztt (ioh)ct'iono <!û))e rigMte pfmeipttti, tt)f)t)tro Met caso di unu cou-

groeH~gettMmtetdMaittte'MidtrigMtMawdtttthiti.QuittVn'mo

tMtuHque 'ta n'attire due <tiverai probtet))!

t.° ûe<ct')Kt!(afe~e«)t~t'Me)tMcoKaMe~M(t<o t~Wt~tMe~tC~~eMe

rigate prinaipali.

2. Dote)-minore le eoM~Ke~tM eow <M~)M~M ttMMtM~ttte)t/<')'<e«

delle <et!«pF<t6tM.

THttti.MtMooe) preeeute (twagr~fo il prima [M'ob)f)t)t).

HMi8tetMttd))!t)ee(«,) cttesuUa. sfemBcnotemmtnKtnidoUet

auparBuie princip<t)i è un atatetua ortogonate, e sin

E<~+ U<?)''

il oorri9pon<tente etemeoto lineare aferico. Pi'endiamo ft NUpertieie di

pMtexzt !n anperOote meditt So, t)ttoh& le iacogmte dei nostro pro-

btemtt aono le coontinate d«t pHuto me(Uo au! raggio («, o),

taentrb HUppon~no note iu funzione <U M.t) le coordinate X, Y, Z

dat pnoto (M~e) Stttht sferit, oioè i ooaetti di dirc~ione <,M. Mdt't

raggio.

Per ipttfai abbimno

F-t), /-{-=<), 1 Ge+K~==.0.

e ;tt<Hc!tMdo <'(m 2 la dt8tanz<t dût pntiti limiti dalla (B) 17<!

rtanittt

e~=-<HG,

indi

(27) e-~Ë, </=–)-(,.

D)~e formole generati (A) 187 per nna anperCcie riferita nt!e

tinee di ourvatant, ttppticate al caao tMt'tio&ta~re deHn sfera (oot

porvi ~1) abbiamo:

M ~X, 1 ~'Ë ëX~
1 ~/K

== <*< X,, :=! X 7 h A, == Xj~M J/b~ 3M ~t' 1 CM ./(}
Xi

(28)
ax ôXI 1 al G ax, t 1.'o
~x.=-L~x., ~=-J-~x.x~o t <~ ~E~"
edat~ (27)
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j2~ !~X,H, S~-X,U.
t)M ÔCv

tntrodnoiaMto ont oltre r uua UHova futtxioM ioocgmtt~ <ppouando

(39") /~8~~==?~~ y~H~==-y~EU'!°
~C au ('<t t'O

il sigMittcato geo'Metrico di y risatttt anbito dtttht (B) 178 ohé d&

p'

dove p (rett)e o purtHueute immaghmrm) la aemMist~aza dei f(toohh

UoHt abb~mo da)!e (2$*)

(SO) S~X,===-~Ë, 8~X,==V~,(80)
OM PN

e du qaeate combiuate ootie (29), si vede cho poaaiMmo porre

-=== ~HX, y ~M X,-i- AX
~<t

X,

-~L == ~G X, <- ~'GX,+ B X

~c

MoHoanaloghe per y, z, eaoea'to A, B due couvenieuti coeacienti. Ma

aoriveudo couftizion (ri)ttegntbiUt& delle dne eqoMzioni precedenti

ai trova subito

B= ~<?~. 1/
ce

+
~p 1' E ~«

–L~1/
G

~===3~HG,
~M av

2 1!0

)a qua)e aMmtt per le due prime e badaudo ttl)a formola

/i/n/
~~E ~.J'

0 J
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ftà corne UMten eondtzto~e ft oui debbono ooddisfhre le dno fttnxiottt

t'6~(!iM,et&8eguente

(
ë~~ c~~U~- ar .HU ,_1.

<~
+ +

"<i~uab ax, ase ait av atc-are 2

Soddtafotta qoeata, )e fonnote

= if x '°K t y==t-J'<(~X,–VA.)–t-t– < -X.'T
H

G i

(~)

(81) < t~ '"f! M

t /<~
~?<vs=ï/(j x. f XJ + X

ëpa- X, r + Se
r

H ~tt)1
x

d&ono par qmtdmtttM lit HnperHcif tnediM t!e))a oongrueuza, c)tH n

autta oos) dete)'t))inat)t.

Si v<Mt<*ohé n prob)6t)t!t propoato animette ana grande ftrbi~.m-

riet& di BohMioni, potendos) pren'tere Kd nrbttrio nfm delle due fnn-

ztonir,<)',pnrchë siprenda per t'tttt.rauxaaotnMooedoHacot'n-

spondente equttztone de! aocoodo ontine (G). JE anohe 'du oBsorvare

ehe~ esseud') )M formole snpHt'iori !ineari ed otnogeMee in tn co-

no~ceo~tt di due particohu'i (tongrxeoze Boinzioni de! probtemtt ne

procura subito it)<tnitc ottre. Bast<t ilifittti eonginnë'ere tutte le eo)'-

pie di ponti corria)«tnd<'))t! deHt' due anpertioie medie (a raggi par

ra))e)!)edividereq)testt w'aegmettti iM nu ntpporto eof)t)mte;it

panto dt divittione descrive nu' attra auperHoie )))6dia rispondente nt

probtema.

182.

Applicazlone a))e congruenze Isotrope

ed aile congruenzep$eudosfer)che.

a) Le formole aopm stubitite, app)t<!itte~))e congruenze isotrope

caratteriiMiate <ttt f .=.<), fanno dipendere )A riMerca di queate con

grnenze daU'eqoMione det MMondo o)dh)o

(32) A,<p-)-2!)"~0.

Ad ogni aotnzionc di quest~ con'itpoxdG Hna oongt'nen~ iaotropa
deH)tibt tncditmte la SMtt (mper<toie ntediit dalle fbt'mote
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~==-~x.+t/~ixt'« ~(} w

(:33)

-~==~x.-t/~x.rof X~
~K~< s

te qaati deHoiseotto dauqae, 'nediante le sotMioni <p delle (82), te

anperncie che oorrispoudono pet ortogonaHta d'atementi a)ta afient

(~ 175).

Sappiamod' aitronde, dal 95, ohé la (38) 6 t' eqnazioMe tan-

geuziate <te!)e superficie d'area mmima; la MtMtone che intercède

ooa) fm le congruenze isotrope e le superficie minime viene espreaM

geotnetrioamente dal teorema di BibaHooar 2/ tMfM<tpp<t~ WMJ<<t(')
«!<tarua <!OM~f)«!M<i[M0<<'0~<(Mta MtpM'/<OMd' Ot'Mt M<M<W<t.

Per dimoatrarto indi~hiamo cou

w-a~x

la distanza dei piano medio dall' origine, e introdaciamo aitresi le

altre due distanze dali' origine dei piani eondotti pe) raggio normal.

mente a)ie direzioxi dette tioec aferiche coordinate

W,S.KX,, W,-S.X,

Formando te derivate di W, W, W, colle (83) e ie (28) ai

trova il aistOMa

!i~W_yNJ4V,-f-
r~'

°~ alV,
1 i~i:

w3_~LW=
~K W, + i/~

== JL. w, ~E W
3M C af <)M t/C

~=J,W~t)M <'e
(34)

~W
= y t/G

~W, 1 ~~G
w~+

~==~t/E~i-~+~

~=_J~W~GW,3~ ~)S
~M

(') t'tt la deSatzione d' inv))app~ Medm Cf. nota tTO(??< 478).
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?t

«tH q))!(Mt<tn)t'Hdo

aw i) 1- ït W

AW=
')+~ft/)'

I

~K<j'
1

Mtrovit aubtto

~w -aw,

<!iôohé ditttoatm U teo~Mt~ di Itibamtoar.

tovertMUMf'ttte 8e(tup)M))ti<nM« d~ta W, Mo)ttzi"t)Hdciitt:A,W-{-

-(-~YV'–O, e t'tguat'diantn ne))<t (3A) eone JMMoguitûle fun~ioni y,

W,, W, queste thuntm~ u)) xintoutt wtnptettuuettte int~rabite e ««

rMutta ohé ftodditftt otta (32). Dnoqxe C~mt SK~tf/îc~ <f'<M'<M[<H<-

~Mf< ~tt~Mtt<t MM<<M ?" CO<~)KCNMisotrope.

Un' t~tra qaeatiooe che ci ritKntK aile oongroeoxe isotrope (o atte

normuti) & )tt aeffuettte: ~««M<to e/« MMft eoM~fMMM <w«<<MMdue

<«'te di rtgate «tfe)'M<MM<«<ad <ttt~o<ot~«o <MM~oi )'<< ooMt)«t<~As

xun)em)ote o<Mnerfgttte <!i ftferitnento (<<,<))<!<n'r&eauer'' M<t<)diafittt<t,

~et' ~M<t<«a<~<et, la toodixiotte ortoRona)it&

~.M ~M. «Y 'M, <'X M JY ,,0'Z
–t–, –r' ~-t– f.?- t –'T'
~w ~M <)« ~p art

c'c'ycr
ffv c~ ~c av =~0

X Y Z X Y Z

ett eaegaet)~

F<.+(~t}X.8<~==<~
~t~ ~w <)f

'taout

F=C, /+y~0, S~==SX~.8X~.1 = .1*+f'!=O,
.=8 -,SX-,t)«c'0 <}<t <)o

t~ due (trhne dicono che le rigate «,o sotte le principe)! e la

terza, aeanntendo a anpet'Meie di pttrtenztt )n anpcrHofe <ned!a ed ap

pticando tx formo)a (81), ci d& ff–O. Ne) oaao <)<=.00 la congrHttn~
è normale e le «, f Houo le aae svitnpptthit!; xeH'attrtt f–.O la

ooogmeuza è isotropt), ed aHoM on<t delle due serie di rifït'tx pa~

Manmerai afH~tto ad Rrbitrio (g. 175).

Una aeoondt ctasac di congraenze, di oni ci oconperetno in

segnito più d<t vic<no, è qnet)~ delle congraenM che hauno ooatHnti
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ma)M)))6 la thsMtU! uet puxtt limiti e qnettu do) fuuuhi (rein) Mt !m-

)t)i<ginatii), oib ohe è io atex: ht di~tanza dei f'uoohi e t'tmgoto dei

pifmi fo~tti le ')ich«uo cou~fMe~M p~ett<<o~f<oAa (V pi& ottre 18S).

AppHouxto le fonnotM <<et pamgt'xfu preoodeot'), baaht Mpporrefe? op

thte oostttnti

)'=«., == &,

e tu (G) diventit

~=~EG. = Jll~ G
~<t~f aca

che pot prodotto ]t/EG & la nota equaziono integram dtt Liouville,

Duoque: Le ~MMOt~Mta/et'K'Aeot~c~a~pWMC~~M MMCOM~~t~t

pMM<<<Mt/~<M(!~MO <t<C<< <<t/OttH<t

=- H </«' C ~p",

dove ~E G M/tft e~M~MMe<!eM' e<jfK«~<MMdi ~OMO~~

~A.,KU~=~~M«e
= k J'J k

M

ln ptu'tiootare le tion~ruenxo ptteudoaferiohe M<t<~HaMsono quelle

dette normati <ttte axpertieie che htumo ooatttnte ta differenza dei

mggi priucipatt di curvatnn); esse coniapoudono a aapporre np))c

formole preeetteMti t'='0, o A'–(), onde

~t~~Mt~~ p=0,
c« oc

Senztt aiterare la geoeratità si pub pt'eudere

~HU=~

OSMa

(M) d '2 -t- w' de',
-!t*

il che oorriaponde appnnto (~, 165, teorema 0)~ aUo tmtnagini delle

)it)co di Mnrvatnm de))e anperHoio f, ==coat. Oaserveremo du



At'FUCAZ. At~hH t!0'«!M)JMKXR t~OTHOt'K H MKL'~08)-

ntthno che in qneato OMMt)di ~t9G==<'Mtxt.at«m()ti)!)t')t it.)t~(U) )'?))-

ttendo per r U)w oostMn~ qnM)t))tqae e po xttt* ftutuMHtto de)!

equ<tz)on« t)tMgMnziitt<%<tott<j ttUj~rHoie mitthnf

~+~==0.

Cou! le HHpcrttMM 't'tuea mininot dAntf ht'~« ttd ittthtit« cmt-

ttrHeoxe che hmtno aostftnte )n diuttHtza dei punt! limiti Mper ittuni)-

{{ino sfenca '!ehe riK') prineipati xt) Miat.o'tht («,f} ')p))<t fonna Ot-

)'at:ter!sticft (3C).

183.

Gon~ruenze rifer)teatte evituppabitt.

Vet)))uno ont tt) aeoott'to pt'ohh'txa propost'* )t) ). t81 per eapm'uc

)tt tntttttitiunp ditta <)ttGnichat'd (').

Sift

== H(~M' F <<?~e + C ~B'

t* M<M''ë')))ttoetemento tin'')tre afut'u'M, eaftendo tutt'e (M~?) te «nota

Kini 'tf))H svnupp~biH diNthue (t'<*ttH o<t immagionrie) <!<)« cou-

tiTueMZC.
`

Pt'e)«)i)UMO tumht) qui x anperticiadi partettzn ht xuperHoiM tt)t<)ii)

detht (!t))));rNPt)Xit, a~tuueudo pet' hmognite je ooordtoitte a!,y, (t~)

pt)nto xx'dio <!e) n)f(tfio « lit 'tistMnxit <!ei '!ue ruoch) o))« it«ti(th''

t'et))"e<«) 2 p. L~ coonKtMta 'h') 'tac fttoohi F,, F, M))nmtt&

F.) .<rf'X-) .=.+~Y. ~,=~,f~

!) :<==.<X..t/=t/–pY, ~.=?–~Z,

KV~ndo di uuovo io'timttn coi soliti Mtnhxti X, Y,Z i tiosott! di'tire'

Mone N),« <!et m~t; Se ituppooitttnft cha il pritoc fuoGo t~ ''(')')')-

a~M<t)t n))o tine~ t"=*'ctMt.ott it Hecox'to F,a))N)htM' M~=<!0;< ')<

vM)n'< t~ven'

'a(x+,.xl ôj)I-ypY) Y) éJ(2..i_"Z)
~.+~X. '==AY. ~Z

j t)M

'=ItXI
et' <M

~(:t--f<X) ~(JV- -.Y) ")_,yf t <\ ==~ t f A
<5t- t't' «'t·

(') .Sttt~'fMMyt~WWfMà leurs <i~MMOt~Xt~<0«~«<'<<~MM~fttOtMffXt~or~M af<t<f)'

<<f'oj~Mtt<<'<A))nttteade )' Rcote Norm)t)e8)tpht'iet)re t. VI S"oi~rio).
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<tove A, < ao))u ooMveniettti ~t)«r< <!{~t<t)fM<txi<Mt<t)ttA.S« <!i}t)uo<tque.
tte foUOOk ))t tbft)))t

'=~)X-~~M PM' ~K

== j <
-)

) A-t-
pae/ ~p

(jolie ttnatoghe lier tn'i) coatrnttttno <)*co)KtiziOMed* tutegrH.b!Htà

a ax
1 a

r.a~~j ) ( ) ==o
~C ~)t ~M <)t~

`

rioordftndo obe a! htt

~x ~x ~x
~M3~ ~M ~f

dove per btevità abbittmo poato

(87) ~<.
~lt' ~2'

trovitMno

~-2~-+~==~~+~)

~+.r=.~f ~M awSP

Qaest'nttimaootta aosUtHzioue <!ei valori A,t(tati<Mtedaeprime
d)V6t)t)t

(IV) ~+.~4~+~+~+F~==o,(
aa aM ~M'~f~ +

r
p

mentM te (36) fil mutano nelle segaenti

~P ) ~X
T"=~T'+~~ X–p-~tt ~W ~M

(37)

~P t o v ~X––==–
-'L-t-ZftptX-t-p-~t)'
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Vit:t)verna, au p è mm n'ttuziooe dotta eqnH)!)"))0 d~t aecottdo <n

<HtKi(tV) dtttttt (OfMa di haptaot', te (87) d&'tuo per q))<td<')ttt)r<*n«t<

<!û)TtNp<M)de')te<!t)ttgrne))!!)tehe tm )')(oxeguHLt~itomttgitto nferiott d«t)<'

«vitaj~abUi. ttiMt'ttiatttf~ che td 97, tntttando ttett)) dt<tct')Mi't"xionc

in o<)or<tin(tta t)t))t{<xi!t)i 'ti <))))(Hxpft'tioiH <!<')<ttxxf'gttxta i)t))Mt)t!)''t'

ftferitm di )))< nint~)nH mtxittgoto, ttbbittt))" visto 'thé i) prohhttnn <)i.

peu'te <)ttt)' attra cq)mxi')na di I~))t)))<

~FW==U.
CM~f CM f!f

la qaate Mon è attro ohé t'<t~<WK<o det)K (ÏV). E oioMxne t'intégra

zione <ti nn'equ<M!iot)e <H Lapbn:e o deH~ sn~ ttggin)~ ttono ~robt~

mi atmtitiottnente eqaivatent!, ooHt aon" (H)che eqnivtttattti i due pro-

blemi KeoMett'ioi oorrispon'tenti.

184.

Etement! delle due falde 8,, 8, delta superftcie focale.

Atutiamo om a <Httco)tt)'ei ooeiBoienti.dette due fonne fondamen-

tati pet' le dne Rttde fooa)!, cha ixdioheremo riapettivntnettte co))

B,, F,,G.; 3 D,. t)/, D,"

per )a prima fatd~ a COM

R,. ~< ')/,

per ta seconda. Ma baaterà ca)oo)are i primi va~ori, ch& ) secondi se

ne dedarranno aoambiando M oon w.

Datte formole

x, '= a: -)" p X <'co.

der:vando ooU'osaervttre te (97) aM.ianto anhito

~=2(~+~~X
(38) <'«

\~<

ôX0 v ~X
–'=-8apX+~o!' PP

da cm fbnnando
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~.s(-)~=s~
-c.=s(~'\PM/

1
<!« f~f \t'c'

t'MUtt!)

M. -4
[~ i &f,) ,F. 4« J~ & p). U,4<~p' + 4 p' (j!

NI
CM

+'
fi)'

f, 1'"
\~M

.i- °1_4 (t'l (II + p' 0

(39;
,t

~aP
'2

K.(},-t~t(t~G(~ +-<'pY.(')'e'M

Se ot'a u)d)t!))itun" oun X~ Y,, Z, i coxent (U tHrextonu dc!~

't«)'tn)t)6tt8,,)tbbimt)o<tn))e(38)

X.- ~fG~-F~Y1

~G ~H <T t'" t ait

«tUqnipossiimtooraottcohu'e

.~+~\
~` ~a.r;saY,- \1

~~La~Y a_F (1D.==- 8~=-J~-J~8X-~fF~-C~
ou ~«

;u~HG–t~ ~« ~«/ J

(4..)~ 1
~x,

3~+A~
) a

~=-=J~~sx~(~-<

II>

~< ~/G~MU–i." fie ~M/

~==_ <
~C//RG–F* ar 8ri

(') Qoet)t' attimft formota dtmootM che la prima ftMa <bot)e ti rhtnoe ad nna
cotvtt xotu qnando

f~
0

att
+ hp-0

e perctô anche pet la (tV)

~+F-~ b
~!<

He (nubedae le fatfte focaH a) riducono a curve r, ?! <tVMM)oinoietue

,)('~ ~('~

(a)
~1.1

e vioeverM ogui eoppia r, r, di carve, prMe ad arbitrio nello ep)tzio,ft!H)togo ad
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ne! modo st'~x'tttf, t<*tt<<mto prexenti te fwtm'te (tV) y. j~<!

~X ~t~X ttt~X
~"°h'~M <3'

(40.) -i..x
c'MfC~)* ÔM ~'t<-

~x
~~x ~.x (i X.

'h'

Xcftpguf

SX.(F~-G~~N\ ~e ait

a' ax ax
SX~F~-G~.c~

edttbbinmoittottre

8~A~G~==G~-F~.+~F-~)G==ab

ar ( ac ate
av -1"~_o.+

221 l~, 121

G =

5e~p\ c'c 3M/ c'f 8) [~)

,,oF l~~G 1 ~G
==G–F~ --G

àt7, 2 32 ~M'°

la qn~te ultima, osservando la formotn (6) 99 (pog. 270) per la

curvatura geodetio~ 1 deUe linee afmiohe K == cost. pub anche

P.

Hor)verai

n)t ~«tama Bferlco ()t, y) pe) qaale v<t)gonole (a). Confroutaulto qoeatc fhnttftto ooi

MoMmi tfeoer&n ttt }. 88 per la Mppreteataztono aferica delle Mtototiche di Ha&

xoperOeie, <i ha <? pr<'t'oti!!iM6 oe~aente: f~M due ottfM <tfK<<'<t<'<er,rt"e!!<«pa-

xio, <<eott<M<Wttei Mttt ttt <<<p)<M«di o(<MeM))aeurfep~Mettc )'«!<)'« ««eoxt~a-
f«!M< <)et)<!<'<«pet <«M<Mdella </<tMfappf«M<<t«)w. C)«t<( lagliano la <fe ln un si-

<<<)))a<!<linee Me M)te <<<Mt)M~<tt<delle <M<ttte<Me<<<Mttatx~t~ofe S, la <"{ eMfM)-

tMt-a K, c«)t~<e<<t<!)M~te, <~M~Ho<Kwi p''x<<' la ~ttoWa~eteoM della db<oa<'<t/'f<t
i due ptt)t« cotT<<pM<!e)t«di r, rt.
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S-F~
-G~==~fp~< t. ~f p'tt/ p,,

D<~M)dici~tefurmm!<'(4t))<'if}&)U)<)

~;H(r'tf"~p zGp p
,~= A ,"+~, '~==0, n,

j)/G P.

od anche, iuttoduceMdo 1' ttn~oto M 'tetto Haee ooordiMftte, che tHiaMrx

attreeï t'attgoto dei dne piatti 'iboati (') e ricorttaad<'(~. 100)ohea!htt

~G <?M ~/E ()
b

p,K'

potremo scrivefe le formole deBuittve

(41)
D~=~~Ëa~<.(~.+&p),

D/=0,
D/'=-~Gp(~+6!BenM) )'

(41)
\<?<t \<)o f JE

ANutto ~)ta)o)jrament!e a qaeate ed aUe (89),avre)no pet- la secon. /·

da &)da

E,=4&'p'4Kp', F.==-4tp~-L. G,=4~+HpY

a

(s~ \Cf \e'c
(39")

1

E,=U' p'-¡-.J<;p', ~=-4bP(:~ +ap), G,=4(:: +llPY

E.G,-F,'=16p'K~+<tpY \~f

(41*)D.==-2~ Ep~+«! ~,<.),
D,==0,

D/'=~C~<A+~ )\C'M ~G \~f

Mi osservi ohé te formole D/ 0 D,' == 0 esprimono il &tto

évidente ohé antte due ftttde fooat! il sistema («, e) è m) siatema

oonjugato

ïndicttodc ixttne 000 K,, K, le cnfvatore dette due &tt<te fooatt

K K-

E.G,-F.' ~F,'

(') Cf. t! teoMm<tgenerate <t))&Moede) ). 173.
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)tbbit<mo !mtne'Htttit<ne!tt« <htt)e precedenti te f~nnote:

,/K" /~M ,/<T

r G--(~+~M') )
J{ t

4~+~) P)'tt!«

(43)

,/8 /fM ,/M"

K ~(~+~Q~)

~) pl

e a eMaa deHe (41), (41*), il prodotto (}e)te <)t)e cnrvatare 8i paô
aorivere

(4a*) K K =/J''Y
'W

\2fJ ~D,

~.188.

App«caz!one a))e congruenze W

ed aHe congruenzepseudosferiche.

In generate, oome Met oaso della oougrnenze normati, ohiatneremo

OM~MeMe W qnctte aatte oat Mde fooah «t oorrispondono )e linee

asiate dche ('). ANnohè oi& acoMt~ è neooMario e baata cheBiabbift

D, D/:D,"=D,:D'n, 1

oio6 per le (41). (41*)

D,U,U,!)/

onde rtanttM per ta (43*;

K.K~(~;h~gY
\2p~

e aiocome, per !<t forntota (21) 179, itxHoando Mn 2<! ta distonz~

(') NttMMtmtote eome ponM eotrieponde)tti anHe doe fatde o) ri(;uard)t))o i dne
faocht Fj, F, Mpnt nn oedeotmo MMio.
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dei))tt)tM)itMitittitm

2 d = 2 ?
~J~

S)')t0<

la forn)o)a prooedente «i dà l' impot-tante twrenm di Kibnuoonr:

CoM~tose Me<WMaW<te xM~e~e a~McA~ <t~~ due ./<tMo /aoaM di

MtM coa~MM'MMrett-ilineu <~e<M't'«tpo«d<tK<'le linee <w'M<f<M~e~t/~ttcA~ <<<t

MM<teaM~ftte<M'«W~ oAe pM<?o«o delle oMt-MM~ deMe ~«e /oMe in

~<M~ OOtT~pM~MM ~M«~M l'inversa «te~t ~M«W<! ye~)M'a della di-

«<!<MMt/f<t i pMH~ litniti (').

Quarto toorema, uel oaao p~rtico~re delle congrHenzo nortnati, ci è

già «oto e coincido ootttt propoaiztoot) ')i Htttpheu at 16U por le

<tMKMde dt-H' evotnttt <ti Mtttt anperHoie W. E a! oosorverA tmoora

che, aobbene le formole de) p~rafff'tft) precotteKt~ presappon~tno d!*

stinte le t~itnppttbi)' 'teUt* coMgt'ueHZtt, il teoromu ville perb aneho net

caao <ii mxt oongt')!ett2)t pamboHoa seconde la formola (22) 179,

tnentre <t'attronde coincidendo per ana tille conffraenztt te due Mde

focat), osatt è d)t rig'Mrdttrai corne nott coogruen~ W.

Se ritorninmo ora )d)e cou~ruenze paeudoaferiohe (~ 182), per )e

qunti sono insiefne oosbmt) p ed «~ le (42) oi ditoostntno cho Hi tm

min'M 1
KI ==: K, == ==

4~ (K~

Abbiinuo dunque il teorema: ZMogni <'OM~wetMM~aet~tc~toc !e

due /aMe ./bc<tM Mao <Mper/Ï<'<epMMeto~~A~, f~e'~ <~t«t~ alla oft.

~<MM dei pwK<t ?«?.

('; La <tMM formola (12*)ai pub apptioare ad an' attra ctaate di congfMMM

(WMtteh) e~t)ttter!tMte dalla propr)et& che alla Mintotteh< dell' ana falda fecate

oorffaponda an aiatema coaiajjrato an))' a)tM.

QnMto N)tf<M)aeene))a fa)<tziot)e

D,C~+D,0/'=0 0

e la (42*)d~ corne proprteMMfo<t<t'<<«Mdi qneate eongrMnM la relazione

/t\<'
'(~)

É netevoie obe taentre qaeata formols, eome t* ttttm dt Rtbttacoar sono di tt<t-

tora ))t«W«t, la deantttene invece della con~nenza W, oome delle att'xttfdtWMt.

xeh&dintttnraptojetMfa.
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EnK!OOtne)ftO!tr)'tii!)<)tn'')iHih.)))cotn' l'

K,K.=(-~
a

\2<<;

()H) tnm)ift)t<t!ttt)HUtMsoddiiiftttta, vedimuo che le oou~t'HMOx'- j'set)-

dosfenche Moou tutte oougrttenze W. M<t di pitt, M- datht (MM), (Si)*)

<:a)<)«)iatt)oht tti~erunza fra i qtwh'at! degti eteMtettti ti'tt'ttri 'tt'Ht' due

fatdf.n'uvitttuo

== p~ (G (<c* B <?«')

e quMttt <t[ffet'enz)t td aunnHa Im~")') tioHNtti equaziotie din'et'eoxiMto

C E ~s =, o,

che aono preMiaaotehtM )e asintotiGhe. Li tiuo t'ortuon'to t' equit~ione

diNere))!!tate dette H'n*« di curvatura autte due Md' si truvo otx' f8xa

6dttta))«r")nbedt)e<ttt

)<:at <<<(' (E G -)- «' H + &' G) ~« <?f-)- C ftt = 0

DM tutto cio 8) c<)))c)))de: 2M ogni co~t'Hem~a poctM<M/<'WM<«<cM'.

f~OM<<0<)0~t~<e<<?<!faide (<M~ HtMe 0«t'Mt<t«'M~t<ftM~ le HKCe

(M<<t<o<toAe,~MM(eK~t<Meinoltre per arc/M e~MaH.

Per coMgraeHzo pseadosiieriche normali qneate proprietà oi sono

già note da) 161.

~.186.

eongruenze e superficiedi Gutchard.

Apptiehiamo i't Moondo )t«'go le fonnote generali alla riHotuziono

de) problema segueote ~<tH sono le cottpfMew~ sulle oui faldefocali
le <f~«ppaMM <<tp~Mo quate ~t<a6 ~MM~fole linee <? eKfM~«fa ?

DovMtno «Uora avere inaieme

F,=.0, !0

e le (39), (89*), eaotudendo il OHSoohé le due fatde foonli si ridncft-

uo a oarve (ot'. nota 184:). ditnostnmo ottn queste cqaivatgono

<t))edne

t ()
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ttMHitt(« <'omtixi<mi t)f<!<'ax)n'iKf ann~'x'ttti «coo 't"te t)o

'~=.
'"j==~.'t' '3!

)eqM)t)i<'8)H-it)Wtnt''ht- )t')t)n't'xf~t'ic))<'(M,f)t'or)ttMt«' m"t )'<'t)'di

'foh<!hyoh«r (~. C~, ovveto «m'ho "he f~f Hotm le im<MM);int ')f)h'

Maitttotiche (tt mm supfrHcm ~tstt'toa~ricn (~. 90). J)nnque: J~ MM

~rM<M~f~<M<e MM<o~H~ f ~c ~weM~cAe /«tHMOper delle

M~«~MM<: <MM~<Mt delle ~Mt~o~cAe M'ta <tMpe~c<epMMf~eWoM.

tu qut!9to eaM) )K)8a!a)t)" porre (~. 63)

H t, G F ==<'«.-<<'(,

dove M ttntt ~taxioM t)e))& t'qnMZ'oxe

S'M t«*nM=0.
PK~t*

L' eqaazionc (IV) di Laptact* 'Hvent~ ot'~

–j-~t'OM .))==().(')
<)w~f

e a't ogni sua aohtxioao ? oorrtapotxte nna «ongraenxa della spM'ip

oonaMM~ttt. QneRte apeci~)) congr'teoze a) <Urttt)no coM~fM~MM

a<t<o&a)'<<,e aile loro falde fo<!aH ~arenw il nome di «tpet~cte <MGui-

ct«fd'. Par 1 loro etemfnti tinfar! <f< ~a, ~hbiamo

S.) ~.==4(~r<r-4p'~=
~OM~

1' 4 e dot

S) ~'==4~<<M'+4(~dit,' = p' dft' +
~c~/ )2dfJ'

le t~nstiebe soprn 8, sono tf tioee di cnrv~tura e~.ofMt." e Nopm

S, linee di cnrvatara w coat.

(') QxMtft e )'<t)M*<<< ««t MWMfMf M)< pMC~tente; ett ia ettetto si tnoox-

M<r&pi)t tard! Me)pr<tb)etu<tdettt 'MotmMtoni inHaitettme de1le Illperilole pteodo.

efmiehe. Si oMerï) aon aMiohMd ehe wi hanno due parttcotar) M)')<iot)i preotteodo

<?M ~<~

p= 1 p=--
~K v

e fn qMeetooaso aM delle due fm)<tefocaH 6 nM)tefem.
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Uonsidt'rittttx' «m df))n Map~fticit" h), ta <M<ta <!t't)' fvotuttt X rt-

spetto tdto c =: <'(Mt. La ttfn'mate it) un pttoto (w, f) ? è p~nd.
)e)n <tt t'it~io (M, p) dftht c«t)gruet)XK di GnichHtd, <t Hio<:otHMttoptu

X, il Miste)tti*(x, o) è ut) Bistftùa co))iu({)tto. veditunu ohé l' t~Ma~.
<MJ~M-KWdi C«MM dei ~ftMM CMH~te («, t~ wpt'a f' ~M«t'C~ ~<

rcM~cA~

M<ta))ut'«, ne itttOottttmto c<'))' Hfpoaixiotx' det)' i)n)i<w 1 i «itnboii

'U Chrittoa'et relativi «Htt S,, dsHe ft))n)o)~ (H<) 88 (pa~. 240)
riantttt

~-°-
1 l

1 "1

)e quati equ)Mi(tnt àtguittoaoo oht' il s)8t<'t))M «oningHto (M, f) Hopra

X, è forotHto (H linee ge'xtotich'

îje oupet'HMie con <tt) <!«p)'tMHiatct)))) cotthtgttto tti Huée geodeti-
tibe fttrono Btn<tiate ta prima vottu du ~OMe Ki (tirHono <tMp<e<e<!<
P'OM. VetMtttoo qoitxti cite ~tH M<per/?oe di <?Mtc~'<! A<t per usa

delle fialde ~M' <0<M~! M)MO~e~OM <K FtMM.

Inveratuoentf Hi prova anbtto oh<n ~<eef<'<MK~t dé «Ma <!(p~<K<-

t~tM, ~eMo <t/MM 0 (t<~t'0 <M<<M<t jyM<F~«)7M<M NtateMO00

Mt«y<t<o,MMO<)<jW~C!e<7t C««)A<tf(!.

I~e SMperttoie di Votts M )a loro evotvotti di Guiehard sooo c<M)

stretttttoexte coH~Mte otte aupertioie paemiosferiohp, risnttnto an)

qtt<t)e avt'emo ocMsione di ntornat'f più tnn)i:

187.

Formole .gênera)) de) Sannia

per le due forme fondamenta)) di una congruenza rettilinea.

Le formole del 180 per h' ricerca dcHc (M'ugtaeozf con atMM'

gxata i))U))Hg)m' «h't-!<t df))e )'i~t)t« print-ipH)), cotne que))c de) 183

pet ctttM)cite sia xttse){)'nt.tt invece )'i))))))Mt!in<'affrica deUc avitnppM-

hili, non sono che <'as( p))t'ti't<t)tt)'i dette }!et'<t1t dovnte nt Simnin

(t. o.) tihp ont andiamo a avihtpput'f.

Per una congt'ttPOM) n'ttitint'a ti ht'non )<*du<' t'ornx'qttadtutio))~

ttmdtt)))6))t)tti'(~. 172. 173)

(A). H~+aF~M~G~

(C) 3 <<«' y </M</? + ~t'~
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<i«))e qu~i ta prixxt ttsitegna tt <f< dett'umxttgine xRtm'tt, ? hmecon.

'ta(ttiviMp))r~pnmit)<~ it pattttMetit-o dioU'ibtttoro. Queate dnf

t~FMx', di oui )n pri'tMt ttettxiht posittVtt, e n enrmtt)t')t 1, indi-

vi(Ia)U)o, oomo ont si vo<tr&, t~ oo)t({rnotMtt per6 i )<M''tMooHiotettti

Ë,F,G; 3. 5', 3" (tobtuoto )~ddtitftM'end mm t)f))t!tzxme tHCferenzitt)H

oartttt.eritttMM (ht seguente (8)), che ()A tx cottttixiottM neoesa<triH e auf-

aoieuto pM t' ttppMtenenz~ tU qm~te 'tae forme m) uua oongrue"!M<.
ShtbUittmo il ristittuto in qaestioM auppooendo <)ate )e duo f<M')nc

(A) e (U) e ceroaxdft quando esiato uua corrispottdcttte congruenxt).
Preuditono al aotito ootne superHoie di ptu'tonz~ i~ aMpet'ticie média,

oudMttvremo

(43) H~+G.=F(/+/")

Pfr le ooordi'tttte a',y, <)e!put)ton)e')io potre'MO scrivere fonnotc

'tettipo:

e~ 3X ,cX

t
j .â,e:

==.~x .X

(44) CM

dtt PC

(44)
J ,oX .fX
f

== w'
-T- -r Y X, r

oc CM ce

<M)te auittogbe per e sarxnoo da detofutioarsi i coeMoienti

'7;< ·

Intanto datte fonnota

S = e S °~- == 8 == S 9
CM~M Ott~P <)'< ~C <))'

`y

ricaviamo

M + 1'~ « K -)- p' F ==/

~F+~G~/ ~'F-t-p'G-~

indi

Ge-t'Y K/' -Fe
~[cat_L-. 3~

H(j F" < p'

~r~ t

·

*°' RG–F' H <}–
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Ot'a fM si fMSHFVtHf*le funnote (7) !7S(tM~.459)oho deftttisco

))M~,y,~<te))oqt)n!i itt toeditt, tt <:t)una dctta (4S), puo xcrivorsi sotto

tadoppiMforom

<
'j-~<- C

;:1 =: _0_- -=

~E G ~'KC F'

)~p)ecf'<)<*Mti<)àut)o

r`~

j~MG' ~/KG– F'

i == ==

~KG–I' ~EG-F'

Pei Utttcoti s<'g<tMti oonvieoe magHo ttdothu'e la notaKi'tap dei

ftoppi in'Hcicporrc

(46) ~< ~=~.

t))cchè)e(44)<)tv<'ntat)«

=–- ¡ 'X

~t~(iY' ~~HG–F'
dn-

_.i._'f

(46)

== ._J' x

~HG-F' ~HG–F* â~

1 coeNoîeuti f' si detonnintmo ora faoitmente daUe oondizioni

d' )nteg)-abi!iM

_<X\
h il ~_L._ °/ ~X~

\jt~EG ~<' \~HG"I-F' ). F~)-

A( –J' j_ (. x) (./X)= .)
ait

(f i: (: h" ~dr
+

de;
(1 X)

ètt
(~lY) 41

~~t<:G-F~<

ovvero, osegnendo deriVMzioni oo) <hre Hao delle !j0)ite fot'tnote

(40*) 184:
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~.J'
'< ~'K G F</ ~f \M U –t' ~K C

i' ~+{"<
~H~KG–1," 'l~E~–F' )~

+
~J~ t"<

~f \~Ë(} F'/ ~'< MM P' 2 ~/KM p'

-<< j~+
'a'j)/E~–P< ~'j/MU–F' j~"

~E~+~ ()o' ~f ar~ j/HG–i~ J

Siocome debbouo snaaiatere tMtohe <hte snatogbe itt Y, Z, do-

vranoo aunoHaNi acparatameute neUK equazione aopefiore i coefB.

oient) di X, !t che 8i tra~nce HeUe tre retazioni.
c~ <?o

A(~ ~J'+~
~VKG–F'~ ~F:C-F'/ 'RG-F*

~~< ~<a__
<2~H:(~F* ~t~G-F'

_a L" _ô by_ 1~~1 G»
= ~(_+~(47) '(

~'<\~EG-F~ \~E G F~ M ~E (~ F~

~(1~
f!~KG–F<h'~E&–F'

_ÈY ~+G~2F.. 0
8<t 8D

;'E'G–F* P"

Ora motMp)ioh!~mo le dae prime per ~EG–F', facendo oao

delle relazionl

<'jo)~EÛ~(ll< (12j ~)o~EG–F* _(2Z~ (12t
'ht'fat' 1 ~c "!2'hr
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32

euMVtomooo)))

--f~EC-t."==~ 4-)j'ï ,/EU I"i

= li~I- (¡iJ_I,
i i

+'1 jl1! ,¡
't
b ~·

2
xx

l' ~«If
'i' j.n' ~i

.KC-t~ ,<+ t~<L,<. h,'Jür.=II'. =
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ax( l
fM ~<- 'f )~' H)}

1 second! tnembri f<ono pt'ecittHtoonte )e f<tD))azioni a U'e indioi

~< f

<!e! 42, onde ttbbiatoo

Y=-

~'KM– );/KM –F'

e t'nuiea condixiooe ohe t-imtUtea soddisiHre è )K terza dette (4=7), cioè

(8) _i. f
/A" A _2Ft,K~-G~~E(. t' ~EG–G'/ c<'

\K(, F'/)
KG I'

Conchtdiatno quindi ~~tMA~ dtle forme <<<~efeN~<tH~K<tdyaMoAe

t H</M' ~P~ LGde'

) &“<<* + 2 bit dit t/p <

<!<c«t la pW<M<t<st<a positiva e di c<M'fa<Mfa+ <t~<[~cM~<tMoeoote

forme /oH<t<MMet<(<tKad ««a congruenza ~~Mea, ~MCMMfto e <K~
c~K<e che ~<t M~t~««a cott~~oMe (8), <M)eM<!opo<<o

~,==~)' ~L, +~
'r n ~'j

& == j_ f ~~1 ,)~ Ilx~r `
atr 2r + .,221

tt" -1.
/,221

i
}1211

bn
,12¡

Üe~·
~n' j<2' h!) 1 Il

L< due forme ~<<t(MOMo aKofa (~WtMecaMt~e) KH<tooM~~Mema
rettiligea che M o<ft<'M<-<?<'<<'MN~<tM<!oper ~M<t«!f<t<Mfela <xpe~<e Nte~
dalle ~bntto<e

ax A ~X

(48) ==

_L h X'

~~K G F. <).

j ) a~
1 a_x + a_

ax
.~1~_XI,

~EG' pl~
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htttno <' (t)t tMticrvttre «ho i c<M'tM<'h')tti tti Kmn<npf tttt

mttttodatidattufot'tuote

ly= ~== 'J'

A~-t'- ":<~F'

~.r. t

~HU )':(}–i''

8ei)tt)ueatefor)Mo)eg'MUt')'tt)))<.)')upp<)n't;Mp)u'tiootare

F- G&E~

M fttot'na aile formote de) !81, e xnpponoxto tovece

&&() 0

8iav)'Mbb('ru)ofonMo)e<HHt)iMh!U'<))t)~.J83.

~.t88.

AppXcaztone atte con~ruenze rettittnee

dl Appet) (aenerat)zzate).

Per uo'appiioaitiooe di qn~te fbrmote de! SMOtdn t'artiamo dal.

t' ottaervMiotte segueute Se co)) si i))<!i<Munn funzione ~rbitmrin

di M~e e ai p~ne

-'tt &
==:

t< 1 "M ~=' *ï' t< '-M 'M

t' equttxiotte (8) è identiotunente aoddtBt'atta. E infatti daïïe identità

(22) ~134 riau)~ (poiohè qui K=. 1)

-~t' 4~
Bi,

~t«=~ ~===F––GCM ~f 0. ~M

<*soatttuendo ne)))t (8) si ottiene ttt)' identitâ ('). Ma di più le for'

(') 9t abbitt ri<{))Mdoatta doppla eopresBienede! A, <f

i /G~-F~

.+~=.l ~(EM-F' ~MG.p'~< ~HM–IM

+±( ~)
~c ~'K

U F'



At't'LK!A}:K)\H A)<LK <'OX'Ut)JËX!!H «K'fi'lUXHH ~t At'~HL~ 4H!t

tH(t~'(48)tt)i(ttcK"t<)"t"t't~

d«)tc e<~t)M)ti M'(<<)tiv< t~i tKtHMOouact'ivet'e

) y~ fX t* ~Xt

t).:(~M f' ~rcM~
`

(gp) l
t

/<«!'
fYY

t'f'f'Yt
I

~HC-.j.
~~)v

r I~ H J~'
ârt î;r âr· 1111

j < -~JL J~.
t t/j~M <?<' e~ CM/

OMMte H«)))p!i':i for)n'<)M<tà')f)~. in termitti ««ihi, per mta t'utMif-

M6 ~rhittttri~, tHtr~' )e eo))j;fHf)t!6H t'fttttioBf, <'«< MeM<~ /b)'m«

/aK</<!meMfa<e MM~~<'e<t<:«t<e M<Ma<!t<'<tMftaM<e

'~) T *i< i '«

A qttfftn (tt'opt'Hit.AtunUith-'t caruttefiatiMit corrittpott'tH m'a pt'

prietà ~t' che t'ico'H~oiamo subite MSMt'vMxtu otu' ft'gm'

da)tn(6(J'):

X~- Y)/4-M.

<ii<)èitpt)tt)ot))<'tH<)(H')t't))a)et)H)))t!t)tO)nedioH) 't's'gio) p))fn)t)x't

t'od{fi))t<. Vitievet'Mt af tutti i pitmi otp'tii i)) ona (MXs'rnMMtt pHMSi)

)m per )' <'t'tK'"e, votgonn le t'o)''))0)<! (!H~, oonx' f<) v<'<h~facittocon'

«M'iveud~ 'htt'pri)M:t ta ':M)r')i)Mtt« 'têt pu))H) tuodi<~ xot-to )« fortntt

â?~ d x. ûY ,t~ âSY
(-A~A~H~

OM C"' OM ~C ~M f''

MtM)''n')OMM)t"dn))MfM))<t)Zi<~M

(62) G.-+H~ '+.)=0 (')

(')M<a<5t)«ide<tttee

~-j-(KA+PH)X
t()M f)« ~r

tf~ ~X ~fX
)cft

==Y<<t<
-)-o –(t'A j-(tH)Â)1

ât.l' Y ru au
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Lf M<)ttt;met)iw in quptttw'e ttono ttuttqun <!)tnttt<'tii<i!!<t«<ti<)htpto

)H'iftà che <<t<<M'ctKf~Mpp«<« M<e<«t<« f~wce M~ «M~Kt~o: ni du'ann"

<'<yM«Me <« ~p~M (tf<'<)<<n)ti}!~ate),po-ct~ <)t<t)tt<)«it) pttttiaataw ).t

congt'nmim è oorttMte h' nuperttoiM «t'to);)' *KK' Mono )ttq<)'f!cio

't'~ppett (~. 1N&).Coa) a'htnqtw: Le /et'wo/e (50) ~M~ <? ~-MM~

/!<ttt~ <««e WM~ttteH~eott ~tppe~.
<~<t)<:o)Mt«)oora i oM<'fH<))f))ti< KutomM)' c, ))ft'~)tmto<)0)t.

ttruettite, ttbbhm't) dM))&(49)

=. ~=~

~H(}–F' Hfj-i. r

)' per oiô indiomdo, cofne at anttto 000 2 a )~ dishmxH <!e!~dne fno.

<'hi, cot) 2 d! qnetttt de. puoti thniti troviamo <ta))n equazione (H)
t78 e ttn))a (F) ibid

(53) o'==:-& 4<(~t..

ln ))ttftico!are ln cooKrHpttKttè nornmte (f!) qnxndoè ~,<&==0,
ff} )tUoM le Nnperacie ortoRo<Mt)i ai ra~i sono snperHcic d* Appo)),
Un a)tro cHao notevole xi hs per le ffmgruenxe p~rahoticho di que

dove

-+' ~~+!+!r7se 1 1 1 1 -'aza i:~3( 1 1ni~

,r~a_(Il 12~1 (1(1 IJ~ 1 1221
-M- -~+!?!~+~

e<<~Y6B')of)

~=H'i(-L-F~, y-H'f-t-t'

.f~F~~G~, y=Fv-(-(~

la (53) d&<t+ 9 =0 Quett~ )))o)tip)ieata pet t/~G'-Y', 0) .riva

li

~fG-JB~ -)- (B ~C~Ti-;) oox ~p

onde poMitttnoperM

A:==–L
KH'-F'~ ~G~-TF~

e <!)fitorna tite (60).



AM'UUA~tOXH ALLH WXMMUENXE KNTTÏHXMK Ml At~'ELI, SOI

tttt xpac)e ($ =a U) o)te ni ~ttctt~otto q)ttH)d~ <? e Mutuitione (teHx

eqH)H!)MMe

~==0.

IM tal (iitao, <' cort-iapomtentotuente wt ogui aotuzioxe di qu~tn

equttzi<)))6, le (80) d&utto le su~-tio~ obe dalle afere col centra tw).
Poria'iue (tono tagttMte iu uu M<t6tUtt di asintotiche.

Da altimo t'UevittMtO queat<t proprietà eomMue M ttttte le eo))-

grneuze d'AppeU: ~pM o~Mt <~)'t[ col MH<w nell' of~~e < )'<~(
della cM~nfeMM M~Ma~ ~M'Mt<~<e aM'«M~) una coppt<t~~MM~ i

M, M' o&e dMOf~Ko ~Mfe ~tcAe < e~«th area.

Lanoi<mdu la verittoa al tettot-f, avvortiatoo petô che tale pro-
prietà non è carutteristifa dette congruftxie di Appet); esaa. appartif
ne tmohe ad mm seconda otasHe di coogt'uen~.



OAPtTOhOXI.

Lesuperî!c!econun sistemadi lineed! curvatura

pianeo sîeriche

KtexMntotineMo deUttat'ont fit'ofito ad ntt duppiu «ittext~ ortu~ooate di cit-eoti.

Stt[MfSciecoi due oi~tmui di liuee di cMtvatnm piftnc. 8uperttcie con un ~to
tist<f)ttit<)ifittee di curvatura piM«. CtaHttiparticoteti attpertioie tHodauate,
taperticte di JMtwhfumthBt,Mnperfteiecou MootxteMa di liuee di cxrvtttora o!)-.
cohtri. KtetHentictttatteriatit:) di "nx xapertieie cf*n nn ftit)te«'a di Hnce ()i
corvatute pijme e tooMtOtttti Htbtmconr. SaperNeto tt linee di cnt'~&t'tm ofe-
richo in NuxifttMMtt.Lon) dedo~ioue du ')f)e))e cou linee di ottrvatttm piano.

!89.

Elemento ttneare sfertco
riferito ad un doppto ststema orto~onate d) c)rco!f.

La ctitfMe <!) s'tperttcie (U cui tratta il ))rM<*nte Cttpit.o)o hft for-

toato )' o~etto delle ricerche di Ktt ):) Modeoumero <H f;<netrt noi

<'i tM'ot)Otti)tt))oqui <!i f~r ooaoacere i pt'inoitMtti rionttMti <tet)Mteoria,

f!h<' j~rtnottono di HgutM'<hn'e queste ttnperScie coMte perfetbUMMnte

note. (JotnitH'isxm te nostre ricerche <!a) caao pitt oetnptice, qocHo

delle snperttoe con lutte le H)M<<<t OMt'c<t<«~p<«Me. tottmto osNer-

viamo 'thf le MthtppaMK di qnesttt oinase 8M)f' subito d<*te)')ni!Mtp,

poi<:))è dntte pt'opfietà <M)o cnrve evotnt~ nsntta nubit~ <iho: MM

MM« <M«e e ~/<! /e jtc<<K~p<t&t<t<tM!ttt ??' eHca per ap!~o!o dt )'e~t*eMO.

Laa<M))(t<' <!))))fjHHdit partf qneato (M!)o ovvm, potretno aefvirci, per

det<'nnin)H'a le nnatre a)tpe)'t<cx', dette fm'mote <!i r~p~re~ntazioneafe
rioM (U)t)). V). 8i(t00tttn in quoata MppresentaxionM di nna BnporHcie

)e Hoeo di OHrvxtnrn sono carattet'txzMte datttt propr)«ta di avère le

tangent) pi)ra!te)« a quelle dfH'hntnaghte aferica, ve<)i))n)o (!))e:o<?ni

)in<'M <ti «nrvutnrtt pianK ha per hntoagine nn cireoto (minon') deHa

sfera <!i Ga')as c viKovera~ ae )' imtnagtoo )teHa thx'n tti ctn'vxtunt



HfJ:MKXTOHXHAKHKt.'H){tt'o ~t;:

c UMo~to. ht tinea 6 pi~t ?t) m.o pianf. & t'at)etoa<)t)t.t)., <t~t
cu-t'oto. !)tt«qae le K)<pt}t-tt«i«detta otaaaa m:ht<~ Mom oamtK'rixxote
dtttt' avère pm- itMtnagiuo dette tinee di em-vatm-.t m, doppit, sist~tna
<'t-togo))a!e di eh-eu)). Mit Mtt~pi.uttM(~. 57) ohé ))t) t. M)Mt«tttKMi..t.
tieue no) tnodo più ~«ptate iotHMHo.nxto )« utent coo duc tit!«;i di
pift')i i oui a~i Hiimo ~[~ o«)unt:'Ht< ri8)wttu ttHtt xt-fm, pt-r (.iô

ahbiatno intant«: A~~< «~<~c«..w <<«e«~Mt ~Hotee di c«~«/
~(OKC,i piani </< ~Mfjttf /<Mff «t CMNCMM~<<!M(t, <f~«J /~)M<«~/ <t~ M««
retta, e le dite ~te ~.w pe)'n'M<!<e«~Mt.( /«~.

La prima ricseroa dit ft~tti è quella (teUa fut-tun den' eJMX.eut~ H.
t.MM t.ferieo, riferito nu tale doppio oistetna ortogo.xtte di ch-c~ti,
"fnM qnn)MM)t due cas; sono da d~tinguem; 1" le due rette cottia.
Kate w)t.. htngeot) ooMiugttte, 2° le due rette coniu~tto sono t' Hun

~gttotf, t'idtra not) ae~aott'.
MM. Cot)Mid<'ratt')o ht sfem

X' V }- X''
-= 1

prendituno pcr le due taugenti conin~te < < qno))~ c.~tdotH' pet
punto (0, 0, 1) ptu-attc))tt))c<tt.e Mg)inssi 0' (t.K,on.)e le M.tmMiotti (M
due ftMtcidi piMoi si scriverHnoo

a' « (~ 1) ~=t)

y ')(<- 1)~0,

a,vp)tdo indioato con K,ov pM~uetri ohe indivtdHMno cinMm) piano
ne) ft)Boio.Dalle tre equazioni

X'-Y'l, X+,f(Z-l)~<), Y!)~o,

«tteniHmo anbito le formote

(1) X==.
et

Y
r

--1 z "'+' 1( 1)

<I'

l'

~J. ,<<.L,

ohe eaprh.Mnf. le coordinate X, Y, Z di un puntodt.)).tsfemp<.i pa.
t-tuoetri «, dei doppio aistemn di circoli. Se si iutroduoe la varia
bile ootnpteMa t-'M~-o) auUa Hfera e la ammoningHttt ? ~.M–,p Il,
queste lion aouo attro che le eqnai!iot)i (4C) ~.56

(2) X'=' Yr=~.
1 1-1 1 '+1' ~+1 1



?4 UAt't't'OLOX. 18tt

« danno ht ot'et'Mr)t<'r!ttt tttte Htte ~MentUtot t o<M)t. =~coat.

i'<'r H <~ detta ttfcra rmutta

~=~
(TT.~))'

OtMiM

(.) ~=

(«'+'t-~

2.' e<MO.DeUe due rette y, f' ooniagitte aia p. e. t~ )' Ja non ae.

gantP, ttt f' la Mgant<' pMndtamo per asse 0. t<t perpendtcoiare co-

mnne, e gli aaai Oif, 0~ ne!te direzioni di t' 8e tUotamo <t )tt dt-

atttNZH d: dal oentro, tatchè a <; 1 e aappauiamo auohe e > 0~

eaotndendo dappnm& it c<Mo ben uoto di meridiani e paratteti, 8&nMMo

a;(j;–<t)=:0, ~–(t (.)==() ?'

le eqttMioni dei due faaoi, tnd!oaudo À,)t. p~rametri. Se introdnoituno

dne nnovi pMametri «, ponendo

tKM, == tKh < (')

~1-~ j</l–<~

ne dedncian)o aoMto

1 –<t~afn<( j/l–~seoh~ <'<MM-(-<tooah
t)

coah !)-{-<!<!08M COat)? -)- <tcnMM COSh0 -t- <tCOSta

e qn4 a! caBerverà ohe qaeate fbrmote Bna)i cootinuttno Moora a va-

tare netcttao prima eselaao di a'–O. DaUe (4) segae ohé i! ha

)a forma

(5) = ~+~

(ooah c N cos M)*

(') S) OMerviehe il p)Me
~tt('– -)

='0 ta~tift la afem ta an etteoto

Mate aoto qaando1110

a

~!<~r=~-
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UonwtnetoeMte a) teoretna g~tfratM (lot US, uutto lit (&) ctx'

)it(5)t'ientra!tune))tt('<)ttt)u)!t

</«-:

(L'+V)'

~t90.

Costruzione geometrtcadi Darboux
dette $uperf!c)e a ttnee d) curvature plane.

L& rtoaroa dette anperttoie coi duc aiatetm di linee di cnrvataro

piitne è oos) ridotta a quella delle MperOcte ta oui immagine aferica

delle liuee d! oorvtttarn 6 data dai circoli (M,w) delta sfera det tip<t

(3), ovvero dot tipo (5). Rioon-endo aUe coordinttte taugouzi~i

(X, Y, Z W) aecondo it metodo geuemte tt) 97, i) pmbtemK d!pen-
de dalla relativa equazione di Lopluoe

~+~+~0 ~b-+V,
~< ~M .M

la eai integrttzione è qui itnmediata perché

~A

~«Je

Uot ottogiamento di funzione incognita

~'W
la precedeute diventa inf~tti –==0, e per cib la sotazione pih

~w~e

generale det problema proposto ai ottiene pooendo

W== "+~

con U fanzione arbitraria di « e V di v; e la più generate auperN.
oie riohieata aarà dttnqne i' inviiappo det piano

Xa'-)-Yy+Z<–W



MO CAPt'KM.0 Xt. tW

dove por W a) poxgit i) vatoro précédente e (te)' X, Y, Z i Vtttori (1)

(4), coo A= -.(K'c'~t) n«) prhtto 0.~0, X=.oo!tho-)-a<'oaw U

)K*)ttOt!0)('to.

Coa) ne) e<Mo (3) ta superacie om'& invihtppo de) piMno

(6) 2<ta;-(-8~+(M'e' t)«==:2(Dr+V),

e )m) secondo dett' attro
Î

6*} ~'t –M'aeMM.a; –j~i. –a'~6ttho.y-(-(t!os t<-p<tcoahp)~ LF-t-V.

Exeguia'ttf) i oatooU uet prixto onao, vtUexdo uot saoon<tû oaaerv~' (

xioni perfettamente Kuabghe.

H pitmo (6) è i) piano nuHoMte <te))e dne sfore

(7)
a-'+~-i-?'2«~-+(M'==~U

($) ~-{-/+~-2<i\~==.-2V;
2/

):( pritOtt sfera, a.) variare <)et pnrtttnetro w, deacrive unn semptioe in-

tinità di afere coi oentri distribaiti autta curvadût pimn) .c.! i

.r K. %=- M<\

<'io6 au))M pmtthottt

(9)
~==~(~

1

mentre U raggio, (tipemientetneute <~t)'arbitntr<<*tA di Cf, v~ria u)

modo atMto ~rbitrario.

Simitmente te sfere det)~ aecon<t& fttmigtift (8) hanno i oentri di-

atribuiti ne) pmno icy fta))a curvM

,,=.,
.=~

oioè an)~ parabota

(10)
~=~)-~ \4



<'f)8TR[;ZMNK CHOMETMtCA Ut DAKHUUX aÙT

e ratfgtft Vt~iithib <n ic~t;" .nbH.tart.t. Le dm' pttt'otf (9;, il0)

gtttOttioM't in pitun )M<)-pot)dnx)hn't cd han~o o~acnntt pft- vt'rttot' t~

per fnoco rtspettivttmeute il fno<'o ed il venico deH'ttttm, furmimo

cioè t)))tt (tuppttt di p<«'M<w<e/<K-<t~.In questo casu odunqne lit 8np<)'~
(ioio ofMata at ottifoe c~tne invitnppo de! piano rtMiicute di mut sfet'tt

quit)t)))f)HOdeOtt fatnigtiit (7) aMocintK nd un' ttttim qutttuuq'm netht

ftttnii;)ift (8). Apptiou)')~ le formota in cootditmtM tangenxittti ai po-
trMbt'et-'t ora scriverf le eq)):))))) po'tunett'iche dc))tt attpet'fioif. Mtt

vu) )))"g)to proseguire ue)ht iuterpt'etnzi~oe 'geotnett'ion, oaservimdo

obo il punto di contittto t:o) piimo mdiote ittvitapp,mte si ottiene

ttssuciitudo alla (6) le doe ''qtMXtoxi ''h'' tx' risuttano derivaudo t'.tp-

port" nd «, K, cioè

a:+«<=U', .y i-c~V

Mu 'pf'sto posijtmto fmche couaidenn'si corne ottenute riaputtiva.

tnexte dath' (7), (8) per derivazione, onde ht pritna è t'eqnnziono de!

piano radit: <teUtt afera (7) MdeUit suocpativtt ue!ht s&t'ie («), nna!o-

gamontc pt'r ta xocond~. Dunqtte !) puuto di oontHtto è i) centm

tttdi'M~e delle due sfcre (u) (v) e de))e loro sacoeasive ue))a rJ8p«tti-

va f)e)'ie ('). È 'ihiiu-') pûi uhe, tenondo ftaao « a fseendo vtn'i!)t'<< f,

qnMtn punto daat'rivcrA ntta Onea di carvatura w, giacentc «e) pian~

ra<ti<M)edetin sfent (M) e df!)'' Buocesftivf: aitttihnt'))~' pe)- te tim'e di

curvatHm v.

Oonsidfraxioni anatogtx' VHtgf'no ))<') secondo (Mao pet piano itf.

vttuppaote (6*); fna nHorit to duc M'rie di st'erf (7), (8) sono Hosti.

taite dalle a~ttre due

-T <s t«' ==

'h + i~' ~<' y '<)) = Y

e i loro centri aottf) diatribniti sotte due onrvf

(') Si p))<tanche dire oottt Le «fefo de))<tpri))~ série iovUupptmo atxt anperti-
cie oon un xtatan~ di tiMeeC di enrtutnra niMiotar)(rem)e o immogin~tia), e )e
ttttre ofem U)M<eecnd)ttale eipertinio tt tinee C' di cervatoM eircotari. Se fti con.

aidera no q'xttnuqoe cerchio C e<)un qnnlnnqnu cerchio C' il torn eentro radicale
deacrive la «)['etf)cie t'iehieftta.

ECettttnt«t!on)e d! dne <Meh(ne)~ epaitto dieexi qMetpnnto, deUnretth <)'inteT-

oMione dei loro pieni. eht h)t <)~oattpotenzo rittpetto ai doc cerchi: <tM)<)tt nnit-ft
salvo qnandn i dae eiroo)i~ttMoiotX)mpra nn<tttefiaa«fera, ne) qn~tcftSHh Mnpt«)to

qa<t)Mnq))<tdella detta Mtttt].
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.f~ ~)–M't(<L<)tM. )'<)HM, </==<t
2

.</ 3' t,~ t «' m'nttc == <t Huxh?..t ==0

che aoHO utt' eUitMe ed uo' iperbot~ focati FtHfa doii'ftttM. Per otte'

tMte ht piti genenth' aupetttoie cou linee <)i <'mvtttMr<t tutte pittoe st

ha cot)) ht ttegueMte fte~ante ''otttruiiietw ~coMmn'tOt data dut Uarboux:

<St mwMttdetMK~due c<)M«)/M/</M<<t <'t<~« <M'<f~'« e <<t<eMWe ot<

~fe (tfeM<<t <'eM<rt x«/~ W~teWM' ceHfc&e e <<<raggio Mtf<<tM<!c<M<

legge arbitraria /'< ct«weMt«t/«M<~<t<t. J< p«tM« <<tdue </we <oe~e ad

«t'MtWo, <' «M<tnella pr~M~ <*M«ra nella Mcott~ «!<'«, <)tc«Mfp<tla ~t

~eH<<t<eMt~e~cte W<'A<Mta.6'oMe <Moyo<<<p<(M<<,S « ~et<et*a aMM-

meMdo il e<!M<t'~<'«<~<c<t~f<e~ due «/<'re e delle due /OM ««ccMMW MeMe

<<'We,e~ i pMM« M<f«eaM di dite ~et'e <t«cMM<MMf<tMtto < piani delle

Mttee di CM~a<Mra.

A tigMardo ~i qucata auttet'Hcie tmeom <~ oaaervMa! il teoreMM:

Se una <Mp<'t'~<'<epoMte<<e«? <M<eM(adi <<Meedi oMt'wa<ttfepiano, &a««

ohe M0<secondo sistema vi <MtNOdwe MMM c«t'ca<<M'e F«!tM pet'o/të

<t<tM.~piane attelé <M<~ le ~fe.

E infatti le itntnagifn aferiohe d! queate due liuee ilel secoodo ai

wtenta samnao due circoli tte))a ftfer<t. H) quttti sanmxo ortogont~i

tntti i oircoti inxnttgioi dette linee di onrvuturM det primo aMtemtt i

danqae questi nttimi ciroo)! foroxmo an ftMoio e le loro trajettoric

ortogottaH sono tutte circoli, o. d. d.

§.191.

5uperftc)e con un s!stema di ttnee d! curvatura plane

Se an aoto siatema di !inee di cnrvttturM è di liuee piane le ton'

immagini aieriehe (taraono a)t ai8te)M& M' di eirooti sulla ater~ de)

reato arbitrario. Se preudiamo questi circoli per Hoee coordioate

«< coat.~ inaieme oo!)e tr~jettorie ortogotmH, neHa oorrispondexte

forma del <<<*aferico

(11) ~–H~'+Mdf',



'U)'KMt'fCtK <'OX t'X StMTKMA IH tJSHE !i0t)

):tC)n'V)th)H))ff))<~t)t')t
1

''ttn'<t)))ftt'ut)!tmt)M<tM))!ti.tf)))tMt't)nvrf)t("

<~) L,~

/H<.

Qaettto hwnt.t pft' M'xxdttdere che ht )'e)Ktivn cqttaxiutte di Lttpta

<'e~.97)

C'W (')")':c\ ct<<:r'W

t<Kr<' ft' fK cM f'f

««sia

~'W r)..K~M<7W
,-+?(M)~

r')<C)' of OM f)'

f' itUttX'ditttamente n)tegra)'i)f. t)if)ttti p~ttiittttx) f)erive)-)H

,Lj~ w) "w
(tt)fC'fM tf,,

'htt'uieonnttttpnm~qttadratm'a

<V
Il)1 l', "l., i:~

~w
–?(")/)'V -U~E,

<'nt) U fonxiona arbitrarin di x, e con ona m'ocnda qtta'!mtnr)) ttbhi)).
'no )' integntte gettet'ttte

f13) W

~s'")\'K.f.t do

t.' l'I~,

-<<~).<

t
~) W==.~

'f "'1 ,'R

;V +~

,1-:

conV))U<'v)tfnux)onoarbitm))!)di<
tt probtema ë dunqne rico)n!otto M t'if~riM )? sfem, ne) Modo piu

{{eoefate, ad un doppit) siatoma ortogonata ()t, r) ne) f)na)e )e M== coat.
aiatio otrco)), dopo <ti che <:o))a (t3), itpptiMttfto )(' fonnotc in ooordi-
nato tattgenifiat), avremo le saportioin riohx'ate. Per oie. soetto tx!
arbitrio sutta afern no aistona oo' (ti oironti, ai deve dotermioarnc
le tratettori<' ortogonttti. eiô ohé richiede )' intfgtttziooe di MM'oqaa-
xione <U Ricoati. Qnf-ato va)e de) resto p~r nna qna)nnqneanpfrHoin
c~'cA<a<<tOuopfo di <?' oiroo)i) qnando si vogtiatto daterminnre te



'~0 CAt'tTOLOXt. t~t, t~3'

tir~ttm-te (tftogoasti, <U quest: t'irooti ('). H ttccoMtf it a)K(.u)M:t di
oirooti sutht nt'ent <teve eftaere it pi& ~oet'ate pottsibite potrftMO (tare
« pftot-t Mna '~t)c tt'tt~ttorto o)'<ogottH)i, ttiuohô cou 8o)e omtthMtnrp
si iMt<it;t-cï&(' eq~ziott~ <U RieoMti. Uo~ & cffettuntft, cot) sotH <)U)t.
'tmftu'M, )? <)«te)'n)iH«zio)w delle auttet-ticie pi() K6')«){ 000 un mate.
nt)t Ui liuee <H om'v!tttn'a piane. Rimtme ora chM <ttu<tt)m)u to tort)

proprietà geutm'triohti <Mm[uoitH)do(ttt)teotaaai {Mtt't)oo))Mipiù uutfvoU.

19~.

Superf!c)emodanate(moutures).

Cnn prinut otttssa nutevote deXo n'Mtre anperttoie si ha auppo
uendo ohé i piani dej)e iinee di ourvatunt aiauc ortog<tua)i tt)ta auper.
t~Mic,ciuèchequesh' )itt<'edionrvttt))nmi))ttogoot!etifiho. htverstuneoh'
siocctttti ogni )mett <tt ou'vatunt geo<tetictt è in ux piano Honnato ttt)))

xupertioie (~. 109), po~ia'no (tire o)te ~ef/<c<<! «««aM ~Mo c«f<!<

(') Le etttmzioei ptUftmetrichedelle enperticie eerehiate poteono aoriveMi

j~~+H(!t,co<)--i-et,M"!<-). y-t(?,<'+~,<tttn').
? + K (Ytc.M<'+ Y, M.nf~

dove j/ H.)KMno fottitioxi.)!un ))M<nuetroMeotuxpure <(“ yt tt,, p,, -r
ehe ONppoMMmoeiano i coMai ttirettcri <)tdue djamett) fra loro orto~nnU )t«t e)f-
''0)0 ({enerieo()t\ Per trovare )e tMjettorteortogoanU biM);u<Ktetetm)uMeoin'fn))
zione di <t, in );M che <i tt~bia:

S (X,St-)))' <,<-)))!)') <~ X.()
</M

<MO))t

</<* <<J-==S (x, «'a <? x, CM<-) i. KS <x,Mt'n<- K,«!) ) )~

/'h.
('1 r

xeu
t.

x~+~)

'~t <~ f?<![,aIasicaumafi \1. xi = 0, a3\1.1_Oh.+ S ax Il, rellll~1111eqna,M)tittecome
S (<'<

S
?, f!"

0 8
<, f/M-i- 8 –(), f?M

rext~ nx'aqna.

itioM dett* forma

f~'r
e= A ttftt c -i- t<M<' + C

</M

cot) A, B, 0 fMzioui <))w. NeU' ineogttttmtg
(. )

q"esta 0 ttn'e())tai!)one <U K!c.

cati onde oe~tMil teoreto~ ~t o~f <t)pe<~of<e<M-eAf<t<<tc<foo~Mttt) <Kco))<f««<M
«<< F)-o;<«)f<!~i pt<x«<~e toM~<«())-<<<)f<~e))<t«.



ttUt'KItftCtN MOMAXATE <m

~ftMa~ pMM~t'C Kt) ~Mt<MtO!<ft«Mfe ~< CKfM<«~t~<-M~(wAe. Att~
ttt)ca)M)t~ ai utteugon') dattu furtMotc geuerttt) preoedeuH pouendovi

? (")==?, poiohè )« ttf)o« at~m'he M~o«st.fi<)tt0 in t<d (Mtw circoti

mttsaitt)).i.

L)t loro «ostruxione gfutoetrioa rtsutt~ (tubito daO'w~rvttre ohe
)M loro tixef di curvttturx ciel HeMoudoaiatetMit ~~coHt.NO))<)t.t'a)et-
torie or~Ottati dei pinxi delle thttie tt '=' ooat. Mu Vtunveratt w Hi

cotMident HH)( qn~htoqu~ Hetie ?' di pitmi e la doppia inHottà

(cougmet~tt) dette loro H-~eMorieot'tugouHti, it tuogo dm))Mqt«))m).
que Ne")p)i':e toHnità di quftite trojetturie ènoKsnpfrHciettfi~ctMMHe

t'ict)ienta, jterchè ogni pitmo x ht tttgHa ortoguuattoeute. 8i è viato,
at ~1, e~tne si detenuittanu (ter qnttdt-at.'u'e le tntjettorie oftof;o
tttUi lit )tt)(t Hmttptice ixttttità di pinui, le quati seguttno d' ttttronttf
Bu! piMtti datht séria Hgurp ~ua.)i. Tutte le liuee di out-~tm-tt phnx'
<te)tH ouatra sxtx'rttcie aottu (tmtqoc coutî' c ht BMperOcie ë d<
tM)')t)it)Mtnappmitt Ktit d)H.)t ))) 8vi)up(MhitH ittvituppu dei piam (0 il
suo apigotu dt )«K'Hxo r) e xopro uou <~i piani il pt-o~o da)ttt «u

pct'tici<<. Lit HupHtticio cllll dicesi M«<<«M«~<(toonhue) è dttuqub itttU.

\'idtt«ta d)t)).< 8t)M Mt/M~ttAt~ of<fe«noc f du) profUo. Se «i distt'nd*'
itt un pi!)))" ta svitnppHbiic direttric~ )o spigoto di regl'HMor acqui.
stère b( sua t'ortxa pinott C c per qoxnttt si 6 visto )tt 21 tn su-

pHrtioiM )))odut)attt vietwgpnentbt <))mu pruHh'piHttosegnatoHu) pitmo
di C quaudo qut'«t)t ourva t-oto)a attpra f. Si puô nnch~ dire: a«.

pc);jfie<emodanate si yettM'fmo de un pt'o~o piano, MmoWftMte<<t/oi'w<t,
il C)Kpiano )'0<<tM,«MM ft<)-MOt<tfe,Mpf<t «Ma M~/ÏMe JtM<«p~«&~e.

lu pttrtio<'h)r« ae ta svitnppMbite è un oiHndt'o. ttochc le Mt~odH
Hnee di corvotm'M d<') sceondo ain~tna sono pinoe, tut~i h) pinxi pa
ra))e)i fdtM a<'z)one n'tta de) ciHttdr". Viof'versn se ant) supt-rtion' ha

nn sistt')t)t) di linee di Otu'VHtura it) piani pMrHt~ti, )« toro itntni~i)))
nferiche 8ono circoi) in pinni pMt'x))t')i e )<' trajettoric orh)g<)t)n)i di

questi aM)o i n~t-idiat)) le tt)Hci!<e<K~~eM oon MM<M<eMtadi «Mee f~

CKn'a<«f<t ta p«!Mt p<tt-<t~t <M)o «(yet~e M<M~tM<t<ea MM«pp<«/(!
fKi'eMWce~KM~f<c<t.

In gcoemtf ai oaafrverA oho le norMXtHdi uxn superticie otodo-
oata. tooMHto lit aviiupphbite dh-ettritie ch<' è Mdmtqxe mot (tntte t'xtdc

dfH'evotntx; 0 ta aeooodtt f)dd~ è evideotemeute nn~ ouovtt super.
Hoi<! tnodxoaht cotht medeainot svihtppabHt' direttrice fd Mv«))t« pt'r
proBto t'cvotum piaux de) pmtito oblettlvo. Vioeversa è chiitro chp
Le CC~<MMM<<tMM<tNf~WJ~oM~ S (fM~eMo ad KM <~«<<M«!«C<!t~-M«f
di ~eo~eMc~ Mnc <K~e)'/fc~ M<~<Mt<t<<!che «Mme«OM« S ~<M'j!Ct<M~<t-
bile <!<f<«Wce.
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FfH )« ottpurttcie modtumte <*(ht nutitrat lit ctMMM<U quelle a avi.

tuppabtte 'ti~'ttrice cca:c<t. La hneo <tt out'VMtnm (M (M(!«n<to ftiatc.
ma hmmo hi t)t) ctMu i pi)tt)i ttorxMtti t'oxoftrrcnti «ot vorttce 0 dot
Mono e sono par ciô tnMicmta «opm afere oo) oeotrft it) 0. Vtefventtt

dimoHtriam<t C<toi!)))a))tM«hf ~Mt xxpet'/tcte con KM<«<eMt<t<« MMM
di OMt'M<!<f(t«epftt <efe cc<Mett(ftcA<' MH<t<t«p~<e modaMM~ la CMt

<'eMwpp«&t(e<!M'eMf~cc «? cc~M oo< t'efttce Me( eetttt'o <!eMe«/efe.
M it'Ottti tnp~)t)iH))« che le HxeM di om'Vtttttm w=oost." R«n)M

topM afere col cMttro in 0. Lm'Ko ntta tixMt (H ourvamm f-.cost.
i) pitt)t<' (pt-inoipate) <!e))!t txngPHte a qnoattt tiuea o <tB))<tnormale

aUa auper8cie, coxie pittno not'mttte alla u, pMSSttper i) pMoto0. Duo.

'tue il detto p!ttMf o ritUttM tiiMo n ))tvUn))tMt tm eono eut vMttce )<)

0; mit qucsto aecott(to MMMM) aaotnde Hnbito perché quarto oono

oarebbe formato <ht))e xot'tnttH «HM Mt)perHo!e)nngo )<t c'ooat. e

tatte te oortnaH oottoorrendo ht 0 Itt superthiie xttrebbe mut «fera di

centre 0, csso ovvio cho traaottritttuo ('). Duxque ogni )ineM di onr-

vattn'tt p==coat. è n'tmciatttm un pi)mo oorootte )tUn ftnperttote e

cttR paasa per 0, c. <). d.

Si osscry) ctte le ~ttat~i superScie aono c~'<tMe~~M<< (!at))t pro.

prietA ohé oK"i sfora col oentro in 0 tttgtin )t< anpertioie aotto an.

jifoto ooahtnte. tn ptH'tiMotfu'e~ppartenK" 't queatit o)):sae te snper-
ttcie ~M<t<))MttteK~itttMate du uoft Rors'etttp co))oo)ttt) in 0; fd Kttora
i) proHto pittMO'!f))<t modxnatuè mut tetnttisoitta di BeroonHi col nodo

ne) punto ftsao e con tiono direttoro tn'bitntrin.

i93.

Superficiedt Joachimsthai

Fra le BaperHoie oon an aistetna di linee di ourvaturtt piane con*

sMeritunn om qne~e nelle qnn)) i piani <t) quoste Hoee pH8s<u)o por

(') Le ate<Meonch)"ioai M({nono<ma)iticat«Mtedalle formoteal 97. Snppo.

ete z'+ -} ï'fM).
r)M)t<t 8~- ==0,

cio6 W, 0, indi
~f

~W, t ~< e

~t< w
1

Danqne.oai ha interne W,'==0e e per c)&W=aeoat.t<' caMdettaafeM.ovvero

~<r
rl; le linee eferfshe o oost.~ sono oiecolimaseimi eco.––=-(t; te tinee BSartehexcaeoat.te aon<~dtco)) mMaimi eee.

'te
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as

<m)t rftta tissa Hhxw le c–cottt." qtt~te linee di ourvxttUM iu

pit<Mt per r le )in<<etti cttt'~ttur:) x=(!')at. Wt)e)in<M)tt)U)gent.i

<'ot)h)~tedoHe(f),))!ttt~)H)ttt<Mt<i«tt))t)tMod«i <!fH)i«itM)itofitti<)ai i

pm)ti tH r )t)ta ~jterttcio (§. 78), e 8iut!<n<tMt)~)i<mo tut tn)~ot<~ t'Mtto

le t.[<t' dei coni, xottu tmMoiMtHHuprtt nft't'M col oMUtro o'') vo'

ttec de) ootto ortoK~)' <tH't HuperOoie. UmtquM /« ~(f~e <tM~<7<oi<'
(~ ./<MO/~MMM<t~ linee (li CMraf{~M<'([<M M<!fM~"<MtetMHWMC tt'MC-

c«~e M~f<t t/o~ <<e <<«M w(<~oMahMeM(ela <t«~e<(etc cd A«Mw~ i

ceK~W~<f~Wt~ M~fa ltt retta

È f))o))e ve<tet'<*ohé not) oiiMtou') attre superticiM cot! tm His).(-ttt!t

't!tine6()iom'VMt)tra.pittt)e<~Mt't))tt'ft tti/tinfMsfHrtche tt'!)<'t;i!)t<'

mpra ~'Mt'e <n't<))t!t)i <tU)taoperttoie. Hia inftttti r tOM )i))t:H di <;u''

vatura d) qneoto seoon'to t<ixtat)i!t; le t&ngent) tt))n C tongo r (o)-

mtxx) ))< avi)Mppah))fci)'c(writt)))t))a «up~fteie, che e il ('«n« pxjct-
tattte r 'htt cftttt'o della sffra chetaoootifttc « t)~)J!( «t'tt~ouMhoet).
te ):) Mttperttoie. t) cetttft) <h')t)( ofem 6 ttnnqne sn tntti i pio))) <)«ne

curve r, M<!il luogo de! Mntri 'tette «ferc, tt'ovtmdoiti 8)t tutti <)u<
tti p)Ht)i,èm)arett)),c.tt.<L

Per costruh'e le H~perOoie tti Joachitnsth'tt )'.t):ttt pt'fnd<'r« t«! tu'

hit)'if)n"!t8m')6 oe'disfHrMHti'wtt~iiotioGaretttt c nella <;0!)-

{{rucnztt de)!n loro tntjcttorie orb)gutt<t)i (ohc ~iacciono c\'i<)«t)tctnt't)t''

noi piani per lit ret.ttt (lei (iMotri) t«M<g)ier<*oomnoque mot M'ntpHo''

inNnit~ di qMeat~ tr~mtorie. fia Muperaeia toro )uofr<), t!tg)i))t:t ot'to.

({ona)t))e))te 'btUo afoM, avt'A per u)t xiatema <ti tioea 'H otn-vatm-n te

interaezim)! ooUo afo-e, « le tioec di cm-vatum de))' ttttro sistct)))) sn-

ranno le dette trxjettorie ortogonttU phtne.

Ed orn per aortvere le fortnote re))Hivoa))e9nperHciedi JtMtohin)-

athat, riferite aUe loro tittec di ourvittura u, si aKsouxt )a Mtt«

tno~ dei eentri delle afece pur Mse 0~; e par )a afer~ tx)t centro

netpantoe–KdeU'asaeO~, iodiotKtdo oon R–R(M) it roggio,
avremo

.)! Hset) 0 itott )', y =- tt nen0 <t<t9o M R c<t 0

Le trajettorie ortogonitli di qMeste sfero ai ~vrautto dett't'tnioxndo

0 e p in fnnzione di fi in gtttaa che do isuttino tn'opor-
~M ~« du

xiottati alle tre qn<n)ti<A (Cf. g. 24)

aeo 0 aen c, apo e coa o, ooa6
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Si trovaxo ooaT aentpUcemento to dn& equaztool

dC Mt'tt~ ~f

d~" it <<M

)a aeco<t<)a della quati d& e == coat. e confertna che te tr~ettone

«rtogou~H aono !tt piani per )' aase 0~. La prima tntegrata dà

tog tg 9 =-= < + U (C c<M.),
2 j K

onde avremo la più geaerate aap6rt!o~ di Joachîmath~ poaendo

per 0 ana fttMtotte arbitmt'ift V <!e))a aoia v. Dopo ci&, pooeodo

per brevità

,+V. R
iudi

eou 9 = 1 ,;us A tgli saeu 0
==Ct'xt) T

«oa 0 == tt{))t,

avremo per te fonHote doman<t)tte

R~-ne tto'ot'
(14) a: ==– t/ =:

c~
t = M )t ~h T,

0<)!<ht <!<).-<))T
x u If~tgi, s,

~s-
'dte

+ V

(-)'

Pei coaeMt di dtrezione de))~ normate alla aaperacie ai trova subito

V <'oaf-t-1.~)' 7"e" <' V st't) v -}- ),){))T HOMw 1

]~t + V" j~f-)- V cotthtyt'+'V

e te formote

X aen <aen -(- Yaen 8 ooa e -t- Z eoa~ <==:0

Xans v Yseil v =
V

X ooa e Y aen w==

~i+v~

confbrmHOO 1* che te aOM6 M==ooat. tftg!ittno ortogonatmente )'t

anperBo!e, 2" ohé i piani e==coat.~ tagtiano la SMpor&cie sotto nn



SUPBHP.CONUNM8TEMAH)DXHHt)t CritVAfUKA<'t)«;<H.AMtS)!;

Mt'g~toCOBt~ttt~odtttOtht HU))<!== ,6 pC) fit) tt' ti))C« M, v

~'1+V"
ooMOit) «Niftht le liuee di curvaturth

~.19é.

Superf!o)e con urt ststema dl ttnoe di curvatura ctrcotart..

i~i queatit otaaaH di aupM'ttcte ttbbitmxt già tt'att«t« M) 166 en

rath'rizzttMdote dalla proprietà ohé utxt delle loro fxhte de!)' evututa

si riduce ad umt cnrva r. Esse t'o)t)tot)o ooux)(tHt'Mfs!c~tt~ )' i)tvi)np

po Ui una fMmpt)oeiNttt)it& (!; sfere coi oentr! (tianibHiU Huthtom-VM

r e t'aggio ? variabite oon legge at'bitrttt'ia. ititeuexdo pet- h, uurvu

r te conquête ttotazioni~ Peqoazione 'tetta H~ra mobite Mi aonvo

(<+(Y-+(~ ~R',

dove X, Y, Z indienne ooontixnte corn'ot). I) oi)'ou)o M<ra/<c<<~ C

M) ottieue aaNuoiando tt)))t pracedente t'eqtmxionf chc ristttt.M dut 'tf

rivare rapporto atP)U'oo<B della ourva r:

(X -a5~-)-(Y- +(Z -= H ){'

U cirooto 0 è retttM sothtMto se R"

-=: (–)<~

t. L'a-tsc ciel Mif'ooto

ë ht tangente alla cm'va, il auo r~ggio <' è <)<tt«dtt

(16) f-Kj~T~'M' 1

e l' <mgo)o o sotto oui it sue pi~no tt~tia lu «uperfhtio iovituppo da

(17) oos « == R'.

Qna!t sono le aMperMoie oon cirM)) di oorvaturtt tntti cgMHHt 8i&

<t il Mggto tH qneHti circoti e dt~tta. (t6) ~en)n t' eqnuziottc ditfe-

renziate

R'() ){"~==~'

oott' iutegra!e geoerate

it' + e)' -{- «' (c coyote)

e colla ao)))zto!)e singohtrc tt-'«, lit qaa)a nort'ispofxtaitt~aotttzio'te
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évidente detto aupettteie cftmdi. f<'r )'tttt<~h' ~exera~ M~HdfMt

MK'==.<+(!,

'ef!t)fmt)ht)te.<h')opt)trode)<:)t-Mf))oHOttod!ttBdt<

~.=:ar-(<-( e)<, ~==y-)-e)~ ~=~-(j, t-c)-f,

qttt'xto cent)-" (h'ncrivf duxqtm ttn'cvotvettt~ de!)tt t-orvtt r. Lit se.
''ondit chtMe di xxperticio a ti'tfc di cttt-nmxtt t'irot~m'i t-d et;'ttt)i ai.

){fn<')'A duttqtt'' net tnudt) f)eg)n'nto &'opt-« una cKt-PH<~t<(~Me r si

«fco~<t «? /P~. e xi ooo~a ~Mft cK)-<w cAe ~'M<MM~(<)<<<x.MM de-
Mt-)t'f< MH*e~~MM~di r; M la pOMMMg~«~MMt di /«0 XPoM<t~~<t
«<~ o<<)'eMtttA/<&em M MKctfe~o 0 col c<'t)<)-o ttt M, <«octf<~ M~

~faMo Morm«/e «< ~/«, il <t(~ <M c~'M<o C <'<t<'A~«K~f<'<e<'<eA)'M<a.
Bit<H'))itt)))<)tt) cano {:e')' a ')t'))a nftstt-tt supet-ttoiH 8 n tit~c

'ti <:tu'V!ttu)H circohtt-i titocitutto itotttttjgitM af'eriw 'ti <j)m<s I ch-
<'oH C di ourvHtm'M (tiS avmotw j'Mt' i)))tt)aK)))i t-it-<io)iC, ))t.)))t sfen)
<- lie ixdichituno <!<m t'iodica.trxw affricM <!eHo t<)t)t{enti di r 6

<hi)u'<jtt'))M))(iH))tro!<ft'nu')M,<tc) ftit-<M)oi))))n!)(;i"e C s.n'&nt')
pnntn M, 'H r, immi~nn' dei pmth) M sti I' ove qoettu ottrv.t 6 toc.
'M.ttt .)«))'asso ttp) ch-oo).) U, .nontw il MKgif «forico di C, aiH-A tni
Mtn'a'o dtttt'tUt~oto S)'prH in'Hoxto cnn t. Du q(tt«<ta Ket))(')i<:)(io))ai<!<'
t'aziotnrixnttitHubitoche:

7~t« «t-M~-tc «M<!~-M ?' ~< C~CO~ <M~<t~M, ~M~C
!t<~ «tpet~te <t «MM di e<<~a<Kt-«e<fc~<:W~ c~c AaMNo ~ef tMM(!~e
</erM<t i CM'co~ ~~<t jttfM data.

Si cott8i<!eri infatti ta curva afierica r, tnngo dei cf~tri dei ci)--
oo)< C,, e a)a P ttrco <)) r,, j) raggio afbrico di C. o<! a, p, 7 !«
o~ntinute di u)( pnnto ntobitM Hopra r,. Prendasi orn uxa fjnatuuqne
cnrva r ohé ttbbia r, per iudientrtce a~nca delle tonMOti. Motsasi
oioè (~ 32)

< s

~=-)~ ,/=~)~. ~=,)~

~==/'(x,)~,

con /'(~) futtzxjoo «fbitfHriM di cottsidenatMO mta ftf!r!e <?' di
sfet'o coi Mntri dtatribniti sopra r e d) rMgK'o

H ===..s') .== ""<o/(<,)</x,.

la (17) ci dimostra che )a snpcrtif.'ip invituppo di queste afere avt~
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)mr itt)ttt!)g))tu nf"ft':)t ttf)t« sue tittee ()i ctu'vamm tiit'cotiU-i i ch'coH

d~tiC,.

LMH))p<:)'ttcieoonuuniHtemtt <H fhtoe di <!MfVMtm)t<J<ift'<'<thtri

poasottu riguardarai sotto ~nest' attro axpfttM. pfr <~t)) oi)w)o C si
faccht tMMttttrelit xt'fttt ot-togooMh' aOa xupctHci* avt'xt~ il <-t'ntr<)m.)
vertn'e de! con<t rotoxd') ~t'forittu <)n))o ttm~oti ttttf )i)n'M tH (iot'va-
t.nm <te) ftecoutto siatetnn tnugo U. ~e < ct«-M r ~<~ ~-<(/<:<for~
ot~oatOM«c!t queste <f/~c. Vicevet'~ tM~ttfhtai XMftquMhOtquoHet-i'' ~e'
'fi aferc 2 e aopr<t Hna ini~xte t!i eaae oi spgtt) m) nrbin-io ux <;it-
00)0 C.; le trajettoHe orhjgonttU r d) queate at'et-<'nacenti doi pnnti
'H 0. ftegMoo oireot: Htt tutte le attre sfcre (~ 36) e il loro inotfo e
uttM superHcie cbe ha per liuee di oat-vatuDt i circoli C e )a trojft
Mrieot'togonftti r. Mf qui v<'diau)f)che,periH<tivi'tut'rcuiMM)tW!-Ucit'
a liuee 'U onrvatnnt &irootari,si poMaooo darc itd nrhitrio i Heguenti
elementi 1" MMH«Mea <!<<x«-oa<M~ aoK circolare r, 3" KM seWe M'
di afere o'~oMftM <t r, 3° <ojM-<tMo<tdfMe a/et-e un cft-eo~ U. «MfM<f
dal p<(H<eP. <« r.

Do))MM)ditMt)oin tiue qna)i aooo le HoperHcie deHtt uoxtra c)MM8o

per le qnnti anobe le tinee di curvatunt r aon" piane. Per quant"
si è visto at pttMgmfo précédente è neoeastn-io e BuNoiente per ciit
ehe il )uogo <!«: eentri <!e))e «fere «ia mm ti<ten t-etta.

~.1M.

Le serte d) superficie a Ilneed) curvatura circotar)
assoctate ad una superfict~ qualunque

Cotte auperHoie'a jioee (!) CHrvatum oircotan attumo in retazinnt'
atcone proprietà senrplioi e generatt datte liuee ()i oarvatnM per nm)

fmperaoie qnatnnquM 8 che or& vogtiamo atabttite. Sotta snperHt;)')
oonaiderituno le linoe d) curvatm-a (u) e (e) dei (tue Bistenn e ditno.
strMmo:

A) Il tx~o dei circoli otCM~oW delle MMM «et ~t'c pMK<t
d' <MMa(fOMM tttM Mte<<M~M<[«MM N = C08t. «m<tte«e ~MM<t Ctt'CO~

per ?«< <<taMfwa<Kt'o.

Hta r mm tjneM qutttHnque di out'VHtMm Le tmnttHti ottH S )t)))go r
a<M).<la tan~xt-i <t) xtt'cvt.tnm r, d) r tM<:cit<tttttutta pt «nn f)t)().<S, d~)):)
ovoluta di S, ed piani ))<tnn)t)i di r tocoono 8, )nngo r~. Sf d)t ))<)pMt))ofi

M, <t)~ odituno ta p'')'po))ditM)fn'e a) pi&xo o8ou))tt')re) di r m') ptuttu )!

oorrispoodento, ()M6Mt)t porpendxintttre <'o)t)cide cott'oaaf dt't chcotu oacn
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itttot'e di r. u giitMe net pitHto tangente aHa M, ht M,. M)m<{nelu tdera

de80)ittxc<d<iMftt)o M, MCtUt raggio M, M, cioô ht afera ohf )m il

centra )te) ))))))<« cctttr') di curvat'tnt M, <' rxgKic egutde )t) retxHvo

'Wg'~ )"i))cip)d<' f, (xfo-it pri)toiptd<'), ptMsa pt't <-iro<d<) <Mcutatore

di it) M. Om <{)i))sni dei eit'cuti ottoututori tH r son~ [tUt~eoti tttta

8, hmgt) t\; <- jtoit-)~ fut'')tfU)u ht nvi)uj)pttb))« pohn'M <ti r h)m"« le

<Ur<)f'))i <)M))h)~!tt«M))e taxgMtti di I\ a «feeHMte xutttt H, x)te ttnee

(t~ s~tU) <'ot)in).to )t) f~, si ve'te itttttoto ohf Mtf dei o<oM

o<fCM<((<o<-t~eMe /t)tee <~ cMff<t<t<t'<t Mw le («M~H« <t~Ke~e linee

della pfuM<t/f(M<t (<eM' fM~(<ae/M eorf~poK~oHo alle ~Hee di ot<~<t/Kf<t

<<<t~'<tMt-o<)«<<;?<?<;<? efM~CMfe.

8p<Mtia)tto on) ii oeotro M, df))a ftfbt'K princitMtte htnj{o non tixea

(o) <)t 8, f jtmvmtoo uha ueUft auperticie invitttppo <)) qneste «fere

il detto <'ir<:<))~08<!u)ttM)roè preci~onente i) oircoto Ctmttterititioo. Hio-

<!0<noittfitMj ht aferit touca in M lu 8, il ttetto oirc~h) oitnttteriatxio

))Mtt!t)tpM- M e K"'<!« ne) t'inuo ooodotto per m oortoattneote <tt)~

'Ht'exiotM <)e))u 8pt)st)tt)t<'))to dot «eotro, direisiotte ohM è segttattt ap-

)HU)t« ditH'ostie de) circolo (Mcu)atorf, sicchè il t:)t'cot<) oaodMtore

<!oit!<'ide t'o) fit'coto etu'Htteriatico, c. d, <<.

Dit))oatr))t)t la proposiitiooe A), osservitUtto che ittx'hn i<9Mooitmdo

i detti cit-t'nti oscuttttot-i htogo )tt )it)«~ atettSH (u) s! fonn~ unH Hn-

pprtieie M )it)ee di corvittunt oiroo)xri, poiohè in genendu il <Mo~o
dei CO'CO/t<~C«<«<<~t~t MM<tCXfW ~M«~t)t<p(P dello NF<M!<0ammette

~ttM<t Ct<'CO<tper linee di CMt'M<Mt'<t.

E infMtti telle )t)0j{o nf))) è fdtro che t'ittvihtppo dette afet-u oaoa-

ttttrio!. Uust ttdxnqne vodiamo ohé: Per «KMMfFef/îc~ ~«a<«N}Me,nella

coMjjft'M~~<tdei circoli o<ox!«<oWdelle <<MMot<eM~M~M~a dt Mw <t<<eM<a

MMO0<Mt<<Mtt~~Ke JMWOdt <Mpet'~CMche hanno per «Mee d< CM~CMtMM

~MM<tC))'C<~ esse 8i O~et~OKO <MWOC<<!M<~t <~t'00« <MN~ le MMM <!<

<:Mye<t<<tfafteM'MMoo <!eH'<t~fo ~o<e)H«. Le HferH invi)uppate delle due

Herie sono le td'ero prinoipati relative K))e liuee di ourvntunt di cai

sono oseutatori i circoti, e le s(hre oaodatrioi delle linee ateasc.

196.

Etement) carattet'tsttct d! una superficie
con un sistema d) )!nee dt curvatura plane,

Ritoruiatno «M aile générât! anpernOe oon un aiatpma di linee

di carv)d:ora pitmo. Sia S una tale superficie e (J., r, una ooppia
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tti sue tinee di om'vxtm'n, <ti '!))! (a prima pitma, inorucouttHsi ht )m

pHHto 0 ortogontdmentp. t uircoti oaoutatod dette linee <)i«tn'vtttura

piane C hmgo r~ f~mmou una supe<'<}ie che ha qxttsti <;i)'o«)i p~r

ttnee di ourvntm'tt o t~cua (oHouta)ht 8 tnxg't ï\ QnfHta anpt'rttnic S

ha )M)tM)festtt)M«"tea f'otoutto cox S l' itomogine M~'ri' 'k'tk' Htx'H

di ou'Vtttura. Oio poNto. <ii)))()8tn)uuocho P~' i!K~«'<f~«()'<'MM« x"-

p~~C~ 8 con MM«tt~M/t <<<linee U di <'Mft'<!<!f~<ty<«W Hi ~M<t~«'/ <M'

se~MCtfead <!)'&t<)'<o~«eH~ eioatet~ t° M<Mco~w (U~, 1.) </< liuee

di CM)'f<t<MM<<<ttt~~Mft o~o~c, 2" «x/)e)'/{e<e a linee c«t-r<ft«t'M

ct)'co!<tft S e<eM<<tM<e8 <«!t~o l'~ Z)a« ~MM~ e~meM<< S <tt ha ooM

<~«t~fa<<M'e.

lu primo laogo osserviamo ohe xe) puuto 0 ove si iucrocittno

(J,, r~ n! couo~ue ht not')«)t!e )tHn 8 e ftono quiodi note )e ))fn'ntH!i

n 8 tmtgo C, e tuxgo r~. Nell' imagine aferiott, C~ (htrA un cir-

<!0to C/ e la r, axa cm'va r/ ortf~oxate a C/ e narà perfetta-

tneote tisstttx la eot'riiipoxdenztt dei pnnti fra C., C.' e r~ 1' Ma

~oichè è data itt sttperfioiû S MtioM) di curvatxra <ti)0o)tn'i, oonost'e.

t'emo anUa stt't'x i circoli de) sistema di C,' e le toro trajottoHe or-

togouati de) siatema di r/, che MssxtHituno n Hnee cuordinftta «,

<!8aando peres.cbe ) ptu'MOK'tri «, v f)ia)to gli )))'<:)Hdi r/, C/n)Mr-

tire <ht 0, Ltt nostnt superticio f)t)t'&deter)nit<nC!t i)) (toorditmte t.a)<-

tfeoxia)) dat)a ~rmota (t3)f)Mg.609, qtmndosi prendano oonvcnx'nte

tHento )e fuuzioui U, V. Ma ont noi oonosoituno W tango U. m

fn))x!o)to di o, e modesinMtneote W htttgo r~ ix fttttMonH di M, cioë

t-i8)Mtt.ivatnente W per w==o, i) che Hasa V e W per f==~ ciô

che d<'tert))i)m U. Cotti ta. SMperHcie 8. se eaiste, SMt'à iodividnttta..

~ta viceveraH acette le fnoziooi U, V tx*) dette toodo si ved« che

ta 8Hpet't)oie S ooal determinatM per coordittate tttngonzia)) sarA tu nn-

perttcie nchieattt.

Di qui si vede u) p~rtico~re che se ta ourvtt iuiziate 0. è nn

cirooto, )n 8 cotuoide necesaarmmente oon s, onde il teorona d'Aonat:

Se «)W o<pef/!c<e ha MM~teNM d{ linee di cM)'M<Mf<t~<ttte MtMM<t

<M~MMte «M 0~co!o, <<(«<gli oKWMMOC{<'0<

197.

)) teoremad) Rlbaucour.

La noerca de)te saperitoie oon an siatema di linee C cil cnrva-

tara pians si pub Stre con nn attro metodo (Ribanooar), che cooai

ate net snpttorre aaaegnata la svitnppabite E inviluppo dei piani K
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d«))e thu'e C o rioercfn'e cotne è pnHttibite spgtmre lu ogni phtno mot

om'va U ht «m'to ohé ta auportioio loro tttogo te ttbbta. pcr fixée <)i

o'x'vaturt), per ht quat uo!)tt ocouoe e batta (tho dit ugMi piano )a au

pet'Oci'' !))? tttgUxtx sutto tmji("to costante.

Tntttmxto il <M8<)gcoet'ttte in t!)u jo «pigtfto di t'ogre~M r t)e))a

xvituptMtbite S ut)* ettettivn onrvH (non si riduce H<t un punto) ch6

net caao <H UMHNvttuupHbUe couioa (o cUhutricM) la rtcefoa Mocht*

pin tacite.

M)tnteui:nno per fa curvtt r, <ti eni l' aroo 8~r& iM<iicato con «, )c

itttre coosaete uotaziotti. ïn ogni piano oacnhttot'e di r è tfacotata

nott delle uoatre onrve C ohe riferiMmo alla tungentee Morm~te prin-

cipale di r corne tu) asai coor<tinati; e atano A, B le relative coor.

ttioate di un pnoto M mobite au 0. InteudereotO che A, B smno

i'auzton!, o!tro che (H «, dt Kn ptmuHCtro o che imU~idua i puuU

detia ourva 0 ecrivendo

A-A(M~), t B-B(«~).

Le ooordinate x, y, z di un pnnto qua!nnqno <)i U auranuo

J==~-}-A<+B$, ~==y-{-A~+BT), ~==~+Af+B:,

e queste sono b eqaazioni paftunetriobe detteanperticteStoro tuogo.

Derivando qnoBte colle fbrmote di Frenet otteniamo

~A B\ ~B A\ B
==!-{-

)
a -+- ) 4- ) S

(1~'°)
p/ pr T

(17*)
~A ~B

Ôlt (.1 '1'

–=––et-}-~f ~p ~c

oo))e anatogue per y,.?. OM iodiohtMMto cou o'~<!(«)t'angoto d'in*

cttuazione det piano 1r sopm S, e oon X,T,Z i ooseni di direzione

delta normale a 8; dalle oondizioni

8X~0, 8X~°o<)89 o8
~c

0, SXX-cf)tqo

abbia)no

aB aA

()ov an
~< X==–===r~ set) 04-X<!(Mo

i/Y~~J+~~
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cotte auatoghe pur Y, Z. Mil orn dtttta uttet'ion' oottdixtom

.SX~'="1;; XP'- =CI
~f

aitrae

ëB/, ,oA Ht oA/~K A\
–)!-{-

)–- j

11
j-- j

,·.cnaOt'\

1
ë« j)/ ff\P« p/ <.o)~

"H!VT~~
(- +

2 'l'

~\t~~

II aecondu tuembro è uua fonzione della ao)a «, che ixdichiattt"

t!onU,eso)'!viamo

~B/. ,~A m <A\
) l

) t

t
~M p t~ p/ -= U.

~)'+(~',a~ j +laz.

Vioeveraa ae A, B sono tali fanzioni di w~?da Hoddifftn'e la (19).

tMnettdo

(20) tgo=-L,(2U) t~ G
UT'

le (18) daranno < ooaeni <U direziOne della nonnate nHa anperacie S

Inogo dette cnrve C, le qaa)i Banmoo linee di onry~tara di 8, )M'!(ihè
it piano di ogni 0 tagHa la saperacie S aotto l' anKoto o coatnnte.

Ora dalla oiroosttUtza che nei primo tneutbro della. (19) Bgunt sol-

tanto la prima Murvatura di r, Moo ht torajone ai w<)e chc

p T'

mauteneudo asae le fonzioui A, B di «,<' e la fnozione U de) se-

conde membro, la (19) t'esterà aempre aoddiafatht se tacnrvur "'an

tieoe aempre ht atesaa ileMione oaugiaudo di toraicoe, oio6 se ia xvi

tappabite 2 ai déforma oomonque, nmntenendo rigide )e generatrioi.

Sott&Mto 6 da oaaervnfe ohe per ogni tieftsinne di cangiera, secondo

la (80), t' ango)o a aotto )i quato il piano della ent'va C t~giia h) sn-

per&oie8.

Ma an'aitm oonseguenza importante ai tme datte formole (17*) i<'

quati dimoatrano che xeit'eapreaaione deti'etemento Hnetu'o di S

_<!<
= t'! d«' + 2 F du <fc+ G ~p*
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i cwtHoieHti F e G xouo tta'ttttoindipeMdonti daUtttomiooe Dun
T

qne t' eqnnztoM diH~reMziait)

b~x-t- (.d'f==)) \)

dette trojettoric ot'togoottX dette M = cost. fioè dette accoude tineo

dt ent'v~tum di 8. n<m ttmtit quaodf) la t)vihtp(M(b))f S ai «ette. Qt)e.
sti rmtttmti si riiMttmnouo t)'')ht notevote )'t'opf~)!!i"))e <)i Ribnucour:

Sa uMtt ttuperKeie 8 lia au siatema (ti tiMee U d) ctn-Vt~ure piMoe, de.

~rmmxto conuuque lit Hvi)u()pnbi)e X invi)Mpt)« di qneati pion), in

gui~ che le genet'tttnei restino rettHinec, ed ogni piatto taMgettte di

2 trascini occo invariabibneate )K retativtt ourva U

h* tM ogni C<Mt/~w<MtOtMdi E t< <<M~ CMfM C le atM)Me<-

(M'A<8M~'e per linee dt CMfMt<«M(,
2.* < pMM<<~eMe <w<e CMfpeC che << ~OMMtM Me~a c<Mt~t(f<t.

zione <M~<t<eMp~a una ~MM <K(roa<Mfadei Meoa~ e~M«, et ri.

NMn'OMMM<e<H~t-ein ogni «M~ eoMj~w<M<OMe.
In pnrttootare ae disteoditUtto la Mvijuppxbite E i)) Ht) pixoo, ftvre.

))to an qno~to no doppio aistetnit ortogonfde <!i cm've C, <J', ad ogni
ourva C essetHto inottre coordhmtM xn~ rettM, )tt oorriapondente tHn-

gente alla defbrnmta dello spigolo di regresso di S. Utterpretondo

geotnetrieiunente l' equ~tooe a deriv~te ptn'xitt'i (19), potremmo )tt&.

hiHre le propriété ~«tnetriche c«fa«eW<<M~ (ti questi aiatemi orto.

gonati. e ridnrre cos~ la deter)))inttz)one delle NMperOcie con uttaiate-

M)Hdi liuee di 'iurvatunt piaoa ad uoa f'oatrtMioue di geometria

pinox. BimfUtdi'ttoo il )et.tore ad nxa. e)eg)tnt<: M<'mor)~diBouqnpt(')
ove a) trovwx) tonpiatoente avitnppitta qnoate conaegnenxe delta pro.

posixtone di Bihntteonr. Per qu<u)to rigMard~ la determinazione delle

noatre snpet'aeie ensé eqnivalgono in aosttmza ngti svilulpi dati net

paragrafo précédente.

198.

Superftcte a linee dt curvatura sfertche ln un s)stema

VogHtuno ora brevemente oeonparci delle snperttcie oon nn ai-

9t<'))))tdi linee di onrvfttnrtt afermhe, n<')ia quat coa~ o! limiteremo

(') A<M<~~btttM-~Mtdes <)<f<i)o«dont <MH~ntt <<e <MM)'t)tf<d' «)' t~Mxtt «tt<

~taMM(ToatouM.DeatedooMPrivât).
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ttt)' eap<MJMHne di aiuuxi tixuthui t'ut(d)H)Wtt)t)i, che pMDneMono tti

dfdurre qneHtf t)'tp<*)Hoi<'du quelle giA note cou un aistetUM di linee

dictH'v)ttt)<~tpii)m).

La prittta rio~t'OMche fto~ttut M qneato aoopo (MfA diretta <t rioo-

noscere, dat« ttM doppio xist~ttu ortogunatedi )i))''e ~(,<~ auttuafera,

quand" è che fra tf auperticie oot) queata itntttttgioe dette iittee di

oorvattUtt lie nxiatH qutUeutm sutkt qmUe le Unet) <)i m) ttiatema p. e.

le cessouxt. Miano Htprioho î Lft via <:he seguinmo è qtt~tttt tenuta

<M Dini m una anx metootitt de) J86M ('); le formote dote dt)tî)ini

si pM9tauo co)) facitità )t Btabitiro onche gli "tti'ni naottxti coose-

gniti dai.geometri nett'esfttne di qn~Hto prottk'ntt).

8M

(21 ) < = t~X~ -(- dY,' + <<Z,~= HffK' -r U~~

il q'xtdrato de))' ftt'ttx'ttto liueare aferico, ritfritu at datoaisteotH or-

tcg~tmto ~M, dov<' X,, ?j,~ sono le ooorditXttp de! punto~<,e)

suU't afem, a ao'tviiuoo tt'. xo)!te formol ((A) 167)

~x.
~x rp\

1
~"x 1 ~EX a

?2)
~G

J~X ~L~x-~GX ~GXax, 1 (¡,/U ax,
1 a~ ,ag~

-1.= y~ ar~x!r aro at! X!
-1'(}X -=JlG X

) ~< t

Snpponiamo ehp esista n)m auperHoie 8 co!))t immagtne aferiott

~(,~ delle tinee d] Gnrvtttnra e di oui le tinee o==ooat.9ia)K' afe-

fiche. CooaidenMmo nna quntHnque di queste liuee pE=coat; e sia

Mss(a', y, .f), M,,es-!(a;o, ~) i) oentro della at'era ohe oontie~e

la tinex. H piano normale in M )t qucata tioea pasaa ppi oentro M.
deHt) sfera e oontiene le due direzioni (X,, Y,, Z,), (X,Y,, Z,); ï

per oio le ocontinate !C., det oentro poasono soriverai

a..=a.–AX,–HX,, .=y-AY,-BY,, ~==~–AZ~–BZ,,

esaendo A, B le eoordin~te Onrtfainne ortORonaU net dette

piano de) oeotro M., riferito atte due direzioni considerate. Ma ora

) y. sono fanzioni dettn sola f, ehe indioheremo oon V,. V" y

V,, e di più <tNO&eA, B sono /!ttMM<MHdi e M«<M<o, perché se indi

(') &(!? o~M~cf été hanno tttt <<<<«)M<!(linee <f( cttr<M<ttt'o~fMt. Metnnrie

della 8oo!tt&de) XL Serta 3* T. H P." t.*
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ohifUtw cc« ? == R (v) )) tttggio ,tetht affm u wn o t' angoto sotto
cm ).) afext t~ttit la «opet-Meit., im~ ohé è fuxzi~tte di sotmttto,
Mbbhuno

== 8 (.c == A~- B'. c~ == 8' x, =

cicè

"1.
K

A'4-H<

AssKHeno, Bc=Mn<tMO.

Dauque
e~jM~toat ~fHBteMoAe ~M<t )M<o!e S yeMono «t'<.

~<ffM

~=AX,+B~V,
(~) ~=Ay,-}-BY,-j-V,

~~AZ,+BZ,+V,

<~e A, B, V,, V~, V, MMo /%<tt~eM<~K<t w~ p.

Bisogua ora ncercare le condizioM) a coi debbouo aoddia&tre H si-
atetn~ aferico dato (M, c) o le fmjzioni A, B; V,, V,, V, di w ~mu-
'ihë le (2S) rappreseutino una auperiioie 8 deHa Npecie votubt.

Per qnoBto buaterA o))e )K S abbia per ooseni di direzione de))M
noDQtde X,, Z,. ehe oioë auMi~no te due retaxton:

~)
S~~==0, .SX.=0.~M ~e

poiohè infatti in tttta ipoteai le thte fonuote

x V B
8(~-VJ~==A'+B', SX,

a =

~A'+B'!~g ~A'-j-B'

ditnoatrano ehe ogni tinea c ==coat." è tracoi~tK sop~ una sffra ~e
tagUtt aaperacie ttottoongoto coattmte. Le N=<M«t.~Mra)mo du!)

que Hnee <!i uurvatura di 8, e medesimKM)M)te )e M~coat. conf

corriapondenti a!)e loro tr~ettorie orh'gon)t!i au))a afbra. Ortt <!eri.
vattdo te (28) coUe (22) riaotta

t ) M<~L't V~t t T t~ t A,

““)"
<.

+
~a; A ~C

f A aat6;Xr+ (~I- x, ._f_.(~~ y~.) X8-I-vs
[~

+
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dova gti ttecenti indicon') d«riv)Mioxe mppurtu a

L(t pt'hntt dfttf (~4) è quindt id~otfoa « t«}e<t)«t<'d&

(~ ~+~'X..+\Y,.V/Z,==A;U

<' ne r'tttitit oomf ptitnx fispoattt a))a qufstiune

~KC/~ e<tMa M)«t <txpef/?c)e 8 coM<(data <M)M«~:N~</et-!c<t (K~)
delle Mt<~ dt c!M'<'<t<«)'ae coMe linee v ===o«at. dt eMf)'a<Mt'« <et'tcAe
è KecM<f<i[f<oe ~tt~ctett<e cAf yo~NMo <!e<eftftMaf<t c<M<~« /M<t«otH

A, B; V,, V,, V, della aola D, da Md~/<tre l' eaMM~OMe~).
Unit pt'itnn oxM't'Vtt!!)<med)t fftrfti HHt!tt (w) è cho contient' le fuu-

itioni B, V,, V,, V~ aoto p<<r le deriv<tt.< ondf. ttmuenta.ndo queste
fmtxio))) d) cfMtonri ttrMt.nn'ie, ht (~ r<'Htn setttprc HodUiotUttH. L' ag-

gmut)t<ticot)t)H)tittV,, V,,V~))on fa perte (M) chedon' noa

traatMxiotteHUaS; t'ngginntadi mxt t'f)f)ttH)te atht B fa pHBHHre

<)at)a 8 ad nna superficie pHt'(t)te)a ed è ovvio geotnetricameute f!h<*

snperHcie pan)))p)e hanno aforiche insigne le linee di on'vtttura di

ut) ftistptntt. Mtt un' attm oaaervaxionc, ttn~it.Kttuneut.e ovvio, <!&)t)og~
ad una oonseguenK~ geomotrica notevole l' equazione (-x) è omoge-
neait)

H' V V V 'A"<*)< 't. *~tA

<' ppr 06 M' 6 ttft'htisfxttt) pcr u)) <'erto aiatt'xta di quf'att' fnxzioni

')ie,rMttttU)o<)ras<td'n8t't)<.t)tM)tp)')tnd<))<<tt)ttf pft' nu tattot'oco-

t))u))f /<«t.:to?MafMr<n'f<t di v e )n Mopft'Hcif otncit) cftSHnxiidnx'ntc

')if<trn)M.N''ria)t)t!t))te<m'n))<(diH))<:e)):
~e «Mft <Mper/!o«!8 A<t~Wc/<e le ??<-<'f~ CKfMhtM di MMit)~fm<t,

M~<OMo<tt~M<e ftMt'e NK~e<e della Mede<tM<t«~ee<e, <tfeMtt a cMM«Mc

fOM 8 <' «ttMM~tKe)t/eWM delle linee cM'M<tM<'<t.

§. 199.

Attra forma della condizione (w).

ÏA coudizione tt'ftVtt~ (a) pnô porsi 8"Mo Mttra forma ohe con-

viene ofaervare. SnppMttt la (a) atxtdtaftttttt, le (23) ci dànno uua

aoperCoie S cot) Hneo di curvatnrn o aferiche, e i) ptn'agono dette

(24) co)te fortno~ di Rodriguca
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~~==~
t

~x.

'=~

forniaue pei ra~gi prtHcipaH f,, f~ di oarvatunt dalia 8 le formo)~

(3C).A-4=-~+B, ~+B+-L(v.'X,+V/Y.+V/Z.),(26)

~m G c"
+ B, B

j(/G

(Vl'X. + Vo' Y. + V., Z.)

coi qtmti valori eouo Mddta&tte le due eqntMttoni tU Codazzt

U

an~.y~ar, 0.
<

Vioewraa dimoatrifuno Se <<<*~M~<oc <<t~ e~ MpoM<tKC se<?

d~/aw <eegtMM~o~ <~<<< oon «? valore <<tr, della ~'MMt (36)

t ~t~ë
(26) ~==A-+B.

~Ë(;

oon A, B /tMM'f<Mttdi' v (e «Mt un c<meeM<eM(eo<t!cM<« ~), !a ccfM'

<tpc)t<e <t(p<r/ï<He8, data pef gMO~a~fe dalle /<MTtM<(e

a'==<))'<<<t-}-f,
~f).

~e

<M~ le ««? o«nM<«)'<t o </eWo&e.

Difatti dalla (M) avremo

~(A~+.~Vo" ~/G
ohé «i pua aerivere
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.~==~(AX,+BX,).
'=--A,

3'
~M <?M

da oui intfgmudo

a".=AX,~HX.+V,. (V,~y(<-),

e anatogtttMeute par y, onde si ritornu atte formule (M). Ë bfoe

0'taervar~ m*' attra fortaa~ utile per le ~pptioazioui, (totto uni Hi t)u6

porre queato rianttato oo) teoremM

Ne uua <n<p<)~o<e8 W/~f~ aMe <tMeMMee ourvatura («~ < la

<WM~<eae wcM«tW<t e <w~!e<eM<epM'cM le <MeKtMe dt <Mtn)~«r« r

<(<ttto t/Me~M oAe « fe!«<!<'o f<~o principale di ewtra~Mt'a f, abbia

??' e<pfeM<0!Mdelta forma

v A ~Ë
',==–=-+B.f~'

~EG
8a

B

dope !< G «OM < cM~!e(e~t ~eM'e<6Me)t<oMtteat'e ~t'<oo e(< A, B Mac

/M!Xta~ ~f!~< M/e f.

200.

Determtnaz)one dt tutte le superf)c!e della classe.

Abbinmo già detotto, ~tta ttxe dei 198, d'ttht ««ndiKicoe (a)
dei i)!ni il teorema 'ii Bht~et, e<t um, ixvertettdo queste consittfrM.

ztoni, dimoatrituno ootnu ai poaaotx) tt'ovtn'e tutte le au)'erttcie dotht

otttaae dedueex'tote d.t ftneHegià note ouu mt oiatatua di Hueedi our-

VMtarx piane.

SopponitUM data mm aupurtiMie 8 ootte tinMe 0 di cur~tur~

afariche e, per rendera p)& brev« diaouitaione, e8<:tndi)uno i dt)6

OiMi già atndtMti: t.° ohé lu ~t'ere oont~tteot.i le UttaecaitH)') ttOttOtO)

triche (~. t93), 2.* uhe )<' Huée p axmo co-oo)) (xfct'ic)t)' M pian~ ad

an tetnpo).

Potremo r~ppres~ntore )a superBeie 8 colle fortnotf (~8) e le t'un

zioui A, B; V~, V,, V,, aod'Hsfonmno )t)))t onodixione (a). Cerohituno

ora di detMrmhxtre <ttMele «HpfrCoie S aveoti a connoe <'<)))S l'im-

tMttgiue sferioft deUe )i))ee di oarvatunt e le oui tinee v di om'Vittura

siaao an<:ora sft'riohe. todictmdo eoo

A~iV./V.



5~8 OAPtTOM XI. 200

tM t'ttnxioxi 'h e, HOittMgbepet- ht 8 se quitte soprn !utnKtotte par ta

S,avn'))K)i))a)Ot))ftt))n(w)t'M)tnt

(~ H- V/X,t-V'Y,-r~==.

HpOt<aH<)u

.\==).A,

S!mt X uua h)nxt<me <te))tt aotn p. ParMtfUMatt'to if <!ue <'qtM<i!)ou!(w),

(a) xvt'MMO

(27 H' M' + (V. ~) X, -)- (V, ). V'~ Y. -)- (V,; X' V',) == 0,

e ftxcattt, M MOM~Ma'«!eM<~ teg't tittetn-mente X,, Y~, Z, concoef-

tit'x'otifnnziMti')a))'< M)tt<p<')'ci<)st)))attft~)~ tittee~eost.

Hitrebbero otMoti, indi tutcho satta sMperttcie contru ipoteoi. Dnn-

fjne )tt (37) è uece.tttitt'mn'ettte Kn' identitA e ttUMistono te proportion!

t~ f <f' A M'
faat j_ =='=-

V.' V'IV, V, À H''

it che t~'ovit che ht xohMione )ti{t gencntte <!et probhuna ttropoato &

q)te))n già n«ticAt't nt t98 per ))t (tXnoatrHzione dt't teorema, <

Btute). Oaaervtamo ohé t' pgnagtianz~ <)ei tre primi rapport! nette

(~8) hx H segttente aigt)i<ioato geotnetri<'o s

Le due CMffe r, r hto~o <~t MMM ~M Mtt<eMeMMde KxM ?

eMt'fa<<t<'<tpM' <eW~eMtW M~e~c~e S. 8 Mt)o <f<M/bMM< C'ew

~c«M «!M <<eM'aMw (~. 22).

VioeverBa, presit axa traaformata di CombeacHrR qnatanqne r

(teHit cnrva primitive r, e dette V, V,, V, te coordiuate di an pnato

mobite an r, ai avra

't~T*/ t~_t~ V'–IV'
<.=!) V,~==~) V~ AVj,,

<'8aen<to una fnaiitone <)i o. Baater& aHora prendere te fuozioni

A,B ~i w da)!e fbt'mote

A=XA, B~B'tff,

e t<t relative formote (23)
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S4

~AX.-i-BX,+V. v

y == + H y, v,11= ¡\ Yj + H Y" -L
Vj

<-==AX,: HZ,

deHniraotto untt HttperOcta 8 ooHe liuee <U ourvatuttt v st'eriott'' <")

avaxte cot)t')t)M con 8 )' imttMgiue ttfMt'xixdettM tinoo'tt Mt))')tu)M.

ht générée d) dne nupm'ttoie :,S ohé ttbbittno x oomHoe t'imttmgi-
ne afariett <ta))e linee di eurvatotn (che mi <'f)n'is))on(t<too ))(')' )m))t).

)ft!a)no cil Morma)) e pet' )i)tfe di onrvatura) diretno che son') <r<f</of
Mate di ÛOMtMCMt'ei* no~ '!e))')()tt'a ('). Ed M'a ditnostriattto t'ooi)

mente H teoretna Fra le <<t~w'm<t« 8 di Oom&MO)«'edi MH« ~Mpef.

~o<e 8 eMt «MM v <MOM~'f~Mfa o/ene/M*ve Me MMOtM~'M<ele oft ~MM

di M<fM<Kf<t0 MMO<<*MC{a~<OpM </efe O&eyaM<t!tOjOerKM~M)<~0J~M)
dello <p<<

E inhttM M si vuote ehe per le aaperBo}e 8 le sf~'e «otttetn'nti

le linee f pasaino per. es. por t'origioe, aiooomet'eqtXMiont' di nna

di qae~tM afBre ê

v~ y~).. (, v~). == A. B',

basterA porre fm A, R: V,, V,, V, In )'c))<!t)ut)e

+
== A* + B'

«MiK assoggettare )a ftmztona arbitraria X (w) a aoddisf~re att' eqna-
zione

(f). V/ ~c)<+ (f\ V', ~). + (~. V, ~)' == A' )- (~ R' ~f)'.

cib ohe e mttnifeato potersi fare i)) inCoiti modi (')'

Ma. ndottx la suporSeie 8 Mt avère le linee aferiohe w aopra aff.

? per )'origine, baata nn'inverftiono per raggi vettori reoiproct ri-

spetto qnesto oeotro per oangittre le linee di ourvMtnnt aferichoix

(') CJaMnna linea d) carvfttnra de))'aaa &tfMtbrnottadi Oombeaonre <)«ttacor.

T)opon<!enteXnea d) catv&tN)'<t~o))' ttttrtt.

('~ Dalla f29) con «MMeMivederivMton) oi poeaonoeXmtnaregli inte~ti eeo.
étrnire nn<teorrhpondente oqnaziouo t))ffe)'et))!i)t)eper (V< Darbonx IV~ Partie

p. 260).
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tinet* di otu'v)ttur!t pitUte. Ahbiamu tMtSt «htbitttf il rtauttttto <inn)e ils

v!at!t:

Pcf <)'CC<H'elutte le <ttp<f)~0t<t<?? ?? <~e<MOtdi <tM~ <« CM~M~Mf~

</eWtt/«' « pr~(<<t pt&~eKM'a~ «Kj'<~o<p c«M un ~<Mtt<t di «aee dt

OM!'C<t<M)'<!6~t«~ e M Me OM<)'M<<C<tla <t'N</e<'tM<t<<t8 per tMWfMOMf

/ra le <f<M/wtM<t<edt <7<MM&<MMfe<<~<<tS « <fM<tMotutte le tMpo~fc~

)TC/t<M~.
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Lesuperficied'area minima

Cent)"atorteo. Le «upertieia minune eu~e Mnporticiodi trui~i'tM'. t'ortxote
<tt Woiemh-tm. Le out~tScie tnioooe M~obt-tMhu. Superttcie )t)it)iumdup.
P'edi L)a.-Superacte otiMinteeoutioeMdi e!u-vtttt)i-u)'i)U)t'. –XttperHde
MtiMiotettpptfottbi)!(SMpMMoiNtuotooiate;. SttjMirtiuictoixitne tt;))))tCttbi)i)to))fa
Wt)pet0ciedt rot~ioM. t~ turmute di Schwurx e il prubtMutt di Bj&rtiujf,
CaMoby. Oriterio pw def~rtuabititAcil MOMftuporUcit'it<«tpertieie tuittim~

~.20t.

ee~nostortco.

Lit t<'on!t dette autMrtit'ie (t'urea t))i))nn)t(!n'))rv!ttun) )))t't)i)t nnttn)
f"ntm <~t;"t' 'tei Uttpttio)) ))iù M.mptot) .~t Mt~i t)«)ht ~eoon'tntt

)')t)t)itt'f)ittM)t'.L'<fH)e)n«)tt<j)))cit-otazi<t)ti()uHitt)'<))'i)t <)«))« fun~K))))
di vat'i)tbi)M <!«n)p)ent}(t, it) txn-Moohn'e oox (joetta (telle eqonzioHi
'tiS't'Mttxiati tixMH'i, o ou) ottooto (te))e vttriiMioni th'))t))« a fjMMt«
Htmtin nn K'e ioteresae. N'ti dovrcttto Htnimn'i tut MH)Mn-rei
ris)))t)tti fo))dtm)«tttn!i H t'mxmdituno i) i~ttore, cit~ desid'*)') «ppro.
f')t)diMt')u't;<')tM)tto,ttHo ch~tioheLexmtti dM) DtM'boux (T. J, 3*

H'Ux. 19iA), ove troverà mt'esposiziotx) <!o)np)«t)t <te)ht tfo)'))) ivi

(t))M, « ne))tt memot-M <ti Bctt.nm):, (') trovn\ tuopie ««tiitiM stori.

"hamtorttoitU'tn'gotUHoto.Pc) nostt'uMOopo ci itt[)'t'if)))()X))f<!ia).
'nente, ne) pt-Mente CMpttot", tdta bt-Mvc~poHtKiottt' cht' n<! h)t dttto

8ot)WMt'x(~).

t~h)eip)ith'U)tte()ntt<tet)<)ttt)pt))'nf!i~)()ini<th-ti)))f))t<tHt.ttt))ttOt'.
iebro tnutnot-iit ovo Lagrunga poat' fomttum'nti <t< Ctttt'utt) <h'U<'

V)n'i)t!iiot)!('').

(') .~He p)-~)f«h) ~oot-ott <<e<fe<)-<tei<- d'efM minima(Me).rit. de))'Ace. di
Boto){"at. VU! tX08)Opete emMptote'i'. t) p)t){. t.6t.

r) ~f<m<.H<MeM ~.et ~oti~e <<«-.t/<')iMa(/MM<MS«tW*)M.WKHKKtM. 1 pt.
lM.t8«.

C) Mhee))~n<HtTMtdneMi~ T. 11 (neo.Ct).
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U~oatderiatno M))o xpaxto tm eantoruo ehiutMt 0 eft xna anperC-

oio uotHMnatt S tertututttt~ qu'Mto GOtttorno ta OHperKcia dtcesi ad.

area m~<ma se easa hit ht ptft piccuta tn'oa rispettx <* tottc le ao-

partto{e inHntt'mx'utp vieille, termhxtte a) medfaitno oontorno. 80

t'eqmtziotM 'H 8 M acrive aotto ln furtutt otrtefitMttt <M''))u)tritt, ai

tnttttt di M<<M<'w«M<treint«K)'H)e <)op)<io

~~rj~
y

sotto le date t'oodixiou! ai ionit), e t'appiieuxione (toi primi prhtcipii

de! c~tooto delle variazioni hn oondotto Lagrauge a coatmire per

queste au))erfto!e t'eqMasuone a deftvitte pitrxittti

~L~ o
~I- ~~1~

che svUup)'<t)a ai serive

(~ (t-)-<)t-+('+~)<=0.

L' tntarprMttMiona ({'t''i'M 'ti '(n'esta cqtMtxiooe vetxte ttnm da

Mfnsnier (1776), il <)t!)ttt<m'oo~bbe ohé «s~t esjx'itoe la propt')6t&
de))~ t4t)p''t'ttt!te di ttVMre, it) <~))i pHoto, i <!tM rMtfgi j'riooiptt)) di

onrvatunt t'gtMti e d) xe!{n<' oontfHric (cnrv~tum tncdm nnHa). A

tnt.ta <)nextMsopfrfioiH si <)à it nome <H MperOcie <r area tnininm o

«tpef~cM wuMMe, 'tenomhMxionR RtnaUttc~ta <!? aia chn ogni supef.

ttoie x ourvtttttm ttw'tm nntht, per Movonienti ootttoptti tt'noai)tti ao-

pra 'H esait, poMiedo in etf''tt(~ )a proprictà di tnittunn < area (ht

cui part~ )n 'tMCnixiom'.

A Mensnier è pure dnvnta ta MOpo'ta della <tue prime auperaoiM

minime che xi coxohhero il cateo'txte e )' eticoide rigatn, <!h&ei

ottengono aohito cerexodo le sotnxioni dcl)a (x) detht fortntt

s ==/'(. -)- y*) (auperMoie di rotMiooe)

e den'ft)tnt

y

<==/) 1
(Mnoidiret~).

M«Mj{c tu il prxno a dare (net t784) t'intégrée compteto dette

(a) ma la forma pooo approprinta aile apptioaziooi~ sotto cui co)))-
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pan~a l' )ntegrtt)H, non permi~i par tm~ toapo <ti oonnit~-rt- ttttrc

aaperHoie toihitxo fe<tM,ctu'a le dtm so.tperto tttt M~Mttit'r. X~ 183t
Soberk trovô te sopft'fhM minime etiootdH.ti e ht supcrfioit' tnittiotit
di t«)6t«zi«)te

cot<«;f
?= )UM. (')

« <!<)S<tIl

1 t't'ogreaai pttt itnpot-tfmti <te))n teoria datano vli jxn t~HM pub
b)i<Mtzioue dei tavon di 0. Bouuet (18S3-60), il qunt<' Hoonohbe lu

proprietà fouda)nenta!e delle superficie minime ohe la [uru ntpprt'a'))
tazione 8fer:MMd: &ttUM, è mm Mt~-fM~~te eoM~t-mo, e diede le

equazloni itttegraH aotto una forma ohe pertuetteva <ti ottHnen' tuttc
le superficie tnmhne reft!i ed inanité aapet-aoie atgebriehe.

Nel 1866 o~tntMrvero le itnporbmti memoric di Weieruh-ass, uv<<
le formole <ti Monge vengcno poste sotto mm formtt Hmnptxit' ed

elegttote, <ihe permette di risolvera varie question fundatnentttti. I')

queute tnetnorie vettgono pure eaunoiati importanti t'iouttMti retativi
a.t coa) dette p~Me~a di P<<ï(e<tM(di ctn tratt~ il Capitoto seguexte).
Queato cetebt'e probtema. è pore tr~ttato in ana MtontoriK p<Mtmn)t
d! Rioumn)). e in mm sorie <ii i'opot'tMotiftxittti tavot-i di Sohwiu-z.

I)) nx attro ftr'tine tti ric<'r''he ci Mstaoo da )))''t)xio))ttt'f, ft'a )t)

piit importttnti pubbtiOMioni anH'argon)et)tu quni)<!(ii 8. Lie (1877.78)
Mho intwpretô not modo goometnotj piit ~)npii<;e te tortnote di Mon

ge, e vol se prineip~hnettte le H)te ricHt-ohe fttio !)tu')i<t deHa anperOcit'
mixime atgobrichp.

?02.

La superficie minima come superficie d) traslazione.

Cotoinoimno il nostro (ttndio datta ttocennatm htterpretnKiote geo-
metrtoit di Lie delle formole di Monge. Por ttoa anpt'rttcie minimi)

qaatMoqao S, eaaendo nnUtt la curv~tora tnedi&, devrono Kvore natte
oonanete notazion! 1

(1~ MD"+Gt)-DFU'o,

par qnt)nnqt)o siatenotooordhxtto cui ta sapernoif aia rifpt'itn. Orn

(') QaeBt~& r nnict BoiazioneMt~ (w) dette forma t-~ffz)+~fy).
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ixwunMUK) .t t!nef (!o(M'ttit)t(t<'('x, ~) M(tt))t ttupt~'OMMmixtxtit )n tinee

'<! /t<Mf/Ae~<t<ta«<t (') MH'ttth'UMtHa 't~Utt )*n')n')ftn <ih« hn-o tttu~'nti
H: M{t)M)Kgittt)«a) <'i)'-o)« ittUttttKtMt'io ttH' inttaitu 46), Mt ~vetnt<tai

!<))<t)!t

(3) H'=-M~,0,

t<t (1) dimwt.rit <-h<'ht an~t'ac~ tnminm so)o (t)ttttxto D'==0, cioë:

&e «M~f~ote ~'e<f M«Kw~ MMOc«t'M«eWj'M<e <<a</<t~)'cp)'<eM c~c

~f0 <~tM ~t <«~/«<'M MM~<!~fM~tMO MM~<<MM ec/ttM~O (~).
M~ di pih ai htt, !t <'tmsa <t6<)« (2),

)18< ,)~t
--0,

!t~!J-~

'< )~t- oio )'e<)naz).)t)e di LttphKit' rot~tiva ttt MHK'maeonins~to (N,~)

(~. 78~ Èac)n))ti(!f!))f)entp

-=U.

M~~

8eo&))ttt) qutMtto ai è visto !tt 80. !H)bi)nno <htoqn« )) risnttato:

Le o~r~M c!'at'M Mttt<m<!x~M «tpe~cte <ït (rax~~oMe te OMt

cxfM ~eM~/n'ct M)M le <Mee di ~xK~Ae~a MMMotfOM'M <tttM<m~.
Le ('qt))Miot)i parfunetriohe <)i una anperHoie tMtoitna fi Hertvnno

qnitxti

(3) ~)J- y~(,)~~(~, <(~+~(~)

<!o))e coxdixiott!

~)
)/(~+/(~+~"«)=0

')+~"(?)+«M=0.

(J'u)gi)tn')o i ))i))tnnMtri !X, si poMMono anobe porre aotto )n

fonnit

(') 8i eM)t)da<)«! il oModette <vi)app)tbitt iootrope 1 -)-p*+9'<0 nelle <)')*)<
to ttttea di ))ta);he<x&tmUttM)Mootnc~aaM, eaae ao(M)<fanottH'oqnMione

(t+9')'2~!<+()+p')t–0.

(*; Qoeoto ((aomatfiMmente évidente perche ))e)t&tttdtctttrice di UoptN) dta-

txetri ohé v~nno ai pnoti oiettci MMocooin~att aoto qnaxdo )a confett & )«)' iper-
bota equitttterft.
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(~ .t-=/)+?(~ ~-<~tr/(~j~t-)-?'
V
04

chfè))ppn))~<juc))itd)'t)(dit)to))g<

Kic~rt'ctxt~itthtMt'txmdit ~nft'ttoonf <)<'))'*n)t))'')'))(!!<<'h n':)'<)a-

i!iOt)«(~.8t)),Ht))M)i)tiOS):)'H!!i<)t)ediI~S'<CMMWt'f<<'<')«M </Mf <'<«'M

M~Kt~e ~< <«f<~M~ft «M/<~ r, il, ~e/tM'tc <<<(«<;f'f~«t~<MM'

)') ~.==~), i!/==~(~), ~==a/?.) (/r'=-")

r.) ~==2 ~(,3). y==~v,(~. ~=2~~) (-~+~i~-==(').

I( ~KMto dt meMf ~e! M~HMHf'~e&eKMMee)<? pMMfM~««{xM~Mc<<e<-

<' «M<tc«tt KM~KN<«~wa<MM<j;!<edell' aMra cx)'e« ~crfff MtM ~K~et/<cte

minima più ~M€t'<t!

Per avere unit aupertten* tniomttt !'ca<ebastera ttSionufre le <hte

<;m'v<' tninitne )', ri cottiu~ate ittttnttgioarie, <«! t)))ont il puuto di

mezzo de) Kegmeuto che nniMM uo punto ()Hft)nnque <U r <:<)( co-

uiu~Kto <!t ri <te~<!rive)'ànntt soperHcie reott' ('). L)t oost.rttxiotx' di

Lie pone ttnche in evi'tettm t'esixteoiHt di intittito anpt'rficiM tnionne

Migebriche, bnatando aasumerc ]e due cm'v« r, r~ tt~ctxit'he; ed

aoxi in queato modo H) ott.e))gon« lutte le MUtx't'tioi)' tniui'n'' ntge

hnohe(').

AUe formole di Monge si arrivtt tMtuhe Hnbit~) uti!ixzttod'< il t<*o'

re't'a di Bettrami (~. 82) che le coordionte a: <)' pnntn <te))a

auperOofc mtnimaS aono solitziolii de) A'8==:0 (contmito t'ispotto tt)

<te)ttt auperacie). Riferibt !& 8 (uhe ont anppot-t'etno )'e<t~) t)d ))))

aisteom iaotermo oon

<=,+<),

aaranoo dnoqne ~,y~ tre aot'txioni dett'eqmtxione
·

~JL~O t=I 0

(') Che tutte le tapet&eie miniMereali si otten~no ln questo modoei (timostftt

8ubltoplia oltre,
(*) Sa )<teaperitoe m!nim~8 è a)ge)<rtc<totano C, C, dne oorve nti'moe dello

!)t<Moatttema. La tmataiiioneebe purta C in C, tMaporttt8 in nua nnova petti-

zione 8, e la Ci &intMOMione(complota o ptrzit]6) dotte dno anperHete &){;ebri-

cheS.S,.
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te oui cou)ut{<tteittdicttitououoHaf,,y,, y, par oui ttvretno

~t
c~ o~ J~

e atudogmnentfpet-(y/),(~~); inottre

(6) ~=0.(5)
~a/

-:= 1 = 0,

Poneudo

(6) M~.i!{-<iC,, "< «'–)!-(-t~

aaranooM,~w fouKioNidettuVttriabiie(!0)np)e88)t<«-{- t~, tegate
per te (5) datia retazioue

(?) ~.Y+~'+~Y=.
~(J +~~+~

e iudiotmdo(con Weierstrass)oo!a<M&<~o

B(«)

<<tpttf<<fe<t<e WH<t9tMtMt<(&cen~tMM«, te formob(6) at sorive.
ranno

(1) -<'=R(w), ~B(p), 1 ~B()p)

Viceveraa M M,t),w MMOO'c ~«M~Mf <MtdaM<eeoMtp~Mat <e
CM<<<e)-tM<eMM ~<~ ~Ma ~<t~xe (7), ? /'o)-Mto<e(t) ~a~coHo
F<tf<twe<WeaMOMtepef a, p «M<tMtpM~em~ma t' 8. E iufktt),
ai ha

~-c=\y=\~==o.

Sotto questa forma(t), te eqaazionidette snperaoieminimeft)-
ronodate da WeierstraMe sonvendoio

~==~
("+"

~-=~(P+~), ~(?+!<), J

dove «.,)'?. aonote ooniagated: <<w ai ntorna at!& geuem.
zione<iiLie moditmte)a curva tniuima
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r) .e=«r<). '='). <)

e ht aua coatngata

r'.) jc.-<t.(~), y.–e.~J, ~(U. ·

Queato dunoatra uhe lit efbtto «i ottengon') tntte lu xHpat'Mcte

min~ne rettti prendendo, n<dta oofttt'uxiooM di Lu', le ourv~ tnttmne

fondHtMeotttti eontagate.

8i osaervi om ohé Hopra oiaaouno ttfi jtittni oomptesHi u, f, w ri-

aatta. anit rappteaeutttzi&ue oonfbnne t)e)!:t aaperttcie u)}nt)<)(t,edatta

formula

d! === (dtt <!tt. -t- <<ot!t\, t<f AfJ

si vede che il <!<*<tei)n snperOcie è tu aoniaotnma dei dette tre

Ba<Mettt' mppresentazicni piano.

Riomfmn ne <)? dedotto un' intereastmte ounaegtieoztt oeaervantto

ohé i') of:ni mppresentiMiotte conforme le KMe etHtnettbtri stamx) fra

loro ootne i corriapondenti <h*, onde il teorema

area <)HMMopopote <H <Mp~:y!oMwt~~a t'app)'eMM<a<adalle (î)

~<t«MttwwMM delle afM co<T~aK(<M« Me~piani comp<eM( M~e,

~.303.

Formoledi Weierstrass.

Bitorniamo ora a abtbiHre le formote fondinnentati de))e anp<'r0-

oie m!nitne rtoorren'Io allie propriété oarfUtieriatica. pur ai6fttt.teanper.

&o!e d) ammettoro fma ntppreaentitziot)'} af~t'iot di Ganas cooformp.

aicohè ad ogui aiatema ortngonate iaotertno («,o) au))a afera ooD'i

aponde ana anperticie tBioitna, oho a! ha per quadrature (~. 166).

8odveado it delta afera aotto la forma

(8) ~<" = -L (~' + <t~),

e Mpponendo oot! X, Y, Z in fnnzione di w, o, )a corriapondente an

perBoie minima aara data per qaadratnre dalle formate
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(9) <<
.h'

dy =-

\f)M

dtl
t't'

(!acuit)er)'eteM<'nt"tiu)')tn'de))M8Hbhitt)no

(10) ==
r, (~<' + dp'), f

e i.g! priaoipati di eut'vat'trit d) a t)nr)m)M f, e f~=='–f,. Ora

aoriviMUO mtOVMmettte le eqnaziotti pttra'tx'tt'totte de)))t afera, riferim

aile gettoratrtc! co)Me <t) 56 pag. 14S (Cf. nuche 189)

(11) X=.+' Y=LT~ ~1
1

tt.+I 1 i ?~ TT.~1 1

e ht eorrisjx~ndente espreMione de) afa'~

(M) ~.==±~

Siccone tanto o =' x + quanta i: wno variabiti cotnptease aujia

afem, 8)H'&o funzione <ti t, ovvero <te))n ooniugata t. n)& poaaia!Do

Hmitttroi ~) primo cttao (chè t'~tro cquivate a c&ngittre ? iu –w).
Sori vende ora la (8) aotto lit fortntt

e confrootando cotttt (1~) si bx

onde la (10) diveHta

Ora eaprimiamo le (9) per t, t,, oaaervtmdo ohé par uua funzione

th'=:)', /~x «M– ~x~–Ht't
\<?M t~t'v f

/~Y, ~Y

/rZ
<<<

'CM
-<<«–

~f -t,

ds cl-

<h')"

~<. Ï 1
da'' = do <<%=.- f

'T ~T.

-~+~~

4 ~t </T.

~=~+')V.
dx

4 \'<t; J

dt dTo
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quatunqux <t' («, f) di w, p oMprcfMftper T, t, si ha

j. ~o <«M <<t' r= t ) -r f t– (h.,
du âr Ji ~8ra

+,

8n ) ds
T

:? 1 afr t-- -(/t
~\t'M 3~,<

e d' attt'otxtt'

de
/1 o~

<
e4' t

< ?

'?T <<T. r'K of r~
(%~J /30

(11~ Î ft~t~

t Uf`U

I

I! dt ,f.<?0 ~<. ) f"t' < f ) ff' r<t

dtv 1,2 yr. ))'

= ê~

~T.~ fM" t'f't!

M'Mttnx'nfto nette (9) tt-ovitmtu

~=1(~V~
dæ

4
(1

1, dr 4
n

(1-)

t/o:.
4 WT/ t

d~

t

(1 ~) r (/~3 1 Y l~'C q..
(1 of) l dso,

p

rl:o

~==~(~(~~(~~4 4 '(~/

t 1
~= T

––) 0'T-4--
1:
°\

1

<iove i ftpenn'ti t))~h)'i s~oo decotnpoati nella sommft di due qxim'

t)t& co)np)eft)!« '«minute. tS~) om ae poniamo

:(~)'-<2 il-

i valori di a!,y,j? rianttano prendendota pm'ti Mft)! degt) totegrati

(6) /(t ï') F (T) ~'(t + T') F fT) F (T)

oa!co)ati tango Hti tnedefiotn (Mttnm)nn ne) pinxocompteasot. Si h<m-

)io coa~ formole di W9<ef~)'aM, «ho dotittiscono jMtrtunett'icamente

una anperOoie minima

(JI) .<-==R/(1-~)F(T)</T, y==H~(t-{-t')F(-:)~, .:=!~3~P(~<ft,

esaemto F (t) nn)t fnoxtoxe arhitmritt della Vttriabite ootnptcasn. Qne-

ate aono mttoit'Mt.a'nettte nn oaHo purticotare datte (I), eaaMtd~ xaUtt

la sotnma dei qnadr~ti dotto funzioxi sotto il segno nei tre {nte~t'ati

(A). L' etemaoto ih)M)ro de!)a S ed !) Mggio (positive) principale di
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om'v)tttttn'f,aott0()«)'tittitt!t)ttir<~nt<th)

(13) ~< -t)t')~)<h'~

(x,I) rï l'et, t)ïi; (·) I~n(t"!
(14) ~=='j.

!(-) ~f~.

!nutt)'G{e)it)eedi cut'Vittxt'it M'°*coitt. f~ooat.~HOMo date

datt'eguHgHat'e )tooxta)tti ))t (tarte fOtte <<<!il oooMciente tteU'hxma

ginMrio 'H o, oioë: Le Httee di CMrt)<t()t)'<t<<c««aMpe)'e<e M(~M<t<« (I!)

hanno per e~Ma~tOMt

(:6)
K F~T ooftt.

t
M

i F (T)'<~ eost.

204.

Nuovaforma dette formole (H).

3uperftc)e minime algebrlche.

Le founo!') (H) t)i Wfiet'atMsa possooo sorivet'fti tiberate du! M*

gui di quttdnttu~ ao)o <:he si rignardi (t) cotne ht dcfUxtt~ <6f<!«

(j)~' (t) dt un' t~tm ftUtxwne ~(t), eaaa ate~tt arbttrtum. Le formole

pîendooo «t)om t' ~etto aegaettte

~== R! (t y"(~+2 T?'~ (t) (

(H*) y=H)t(t-(T)-2t~'(T)-~2~(T){ 1

~=R;2tf"(T)-~<F'(')! 1

e pougono iu evi'tetM' ohé ae y(T) è funzione <t~e6f(M (H t, ta su-

peraoie minima a~t'à pure atgebrioa. Ora (timoatriamo cbe VtMO~Mt

ogni «tpef/Ma minima <t~e&f{)MHi oMtexe ~aMe /orato~ (H*) poHeK.

ofoo<per f (t) una /«)M<o!!e ~e&W«t.

Per provare qneato Weieratraaa pretnette Il segnente lemma. Sia

M =. + < v (a: + t~)

ana fanzione della variabite compteaa<t a' allora M «M <te
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/eftM<!«t(e ceMpe <MM<<teMH« t'e~a~totte n~&)'<c<t /)'« x, y c la p<M'<e

!'ea!e « della w, MeMMa<'t«mett<e t~ /Mn.?tOKe«~etftoa di x + <y f).
Ne))'!utorno di un punto, (thé per Ht)t<)pU«itAHfsntn<K)Monett'Ott-

gine ?~0, yO~ ~btMi w svitn)))xtt~ ht série fH Taytor:

'<+<~ +(«,+~,)(.t )-r< <a-+'

Maendo )e <t, & ooatanti rpati, e atn <' il raggio <toi eerebio <!) cou.

vergenza; (tvret)to tte))o atcasoctunpf) la pstrto reatt- «svitappataper

potenze di y colla formol

(16)
«===<,<,+~

~+~j(. ~)(, +.

-)--(<<)f.T–<)/)-}- (t<)~(a-–<y)'-}
3 2

Per ipotesi si ha

(17) G (.<)=<).

il pritno membro MMttdn an potinomio r)Mif'na)e tntprft in «,a',y.

Svituppando qncsta r")a!))6 pfr poteoitc <U x, < i coetBcient) <t!

"jiftu shigoto tft-miop sttnut'to nnUi, o tali titnMn'nnno Be in tno~o di

a;, y pnoiamo qttxntit.à on)np)aasa a:, y, pnnthè <)opo ht aoatitnxione

)o avitappo rinxmga conv~t'Rcntc. M«, pp) modo ~i converjïenMt de1)e

séria d) potenze, ci6 nvvifOR opr~meote deUn m'rie (16) per M M i

<oodn)i di x, y rimangono ittfoit'ri H
(*).

Ponimuo ttdnnqnf

a--)-< Il -<-4't/ .ry

'topo <ti che )a (16) d) venta

M
<

-)- (M;
th

)' & 1

e la (17) si cancin in nott raltMiona atgabrioa fm «' e .r -)- < y, cio

ohe dimostm il h'nuna.

(*) tu altri termint <)f;uifnn:ionn ermaniett di x, che eia atff~ca t la parte
reate d! ana fnntiiMe ft)(;ebricadi z -)- <y.

(*) Percht attoM) 1 i-+ <t~+)y!<r.
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Ci6 poitto, M)tppu)t{{'i «he la «n(M'rt!Mie ttHhtttm ntppt'eaantattt

'ht))c (H*) sitt tt)f{e)M'i<!tt;fra le qnsMtità

.='±~ .T~

1–X '1-X 2~

e cijtacmm della tre qMKMtità.f, y, ansBiaterà Mua Mtttzi~tte <t)ge'

brtott. U tet~NH dhuuattttt') ptovtt ohé ciaaoutttt dette tre funziotti i

/,(.T)-T'~(T)+2~(T)-)

(t) =. t (1 + t') t" (T) M< (T) ~~)

/,(T)=2~"jt)-2~(t)

aa~ fQHziune ntgcbriott di t, f per ciô Moche

') ~(T)
4

+ U/(~)
!t

~)=~T)

s:n~ fnuziooe atgebrioa d! t, ootue ai era ttssorito.

Le formole (II) <!i Weieratt'Mas et)ae))d« U«em'i ritpettu MF (t), se

iu esse Hosttt.tu~tnu pritatt due fmtxi~tti F, (t), F, (t), poi )H.toroconh

bhtazione tixetH'e

«F.~+tt.\(T), r

eo)) <t,&coi<tMt) f a-}-&==:i, <)ànuo tma terz-t an~erMoia tuhutMtt e

ue sogne it teoretnft (Weierstmas):
Se /f<t < punti <Kdue ~o'/tc~ MMtMe 8,8' si <f<<t&tM«<!euna cor-

<-M~OM<<eMMyef ~aro/~ttMo di M~«<< e <« c«MO)tM«e~MeMtoPP' o~te

WMMMOaMM<(C0~~<! p«M« COtV«~MK<!OM«,si soeglie M!t~t)t<0 M ohe

<o e!tp«<c[Mt «H rapporto c<M(aM(er, il <Mof)o<<e<pMM<oM MM« <tMoo<t

<Mp~OM M<M~« oet'W~OM~te alle 8,8' per pa~MetMmo d!< ~tofM~.
Cib aegue <tet resto (tnohf subito. da) ftttt« ohc l' eqmtziooe tan-

~e~MMt~dette superficie minime è equaMono tixetn'e oxtogettMt

A,W-t-2W=() 0

e vttie pi~ in gettemie ))er te HaperHoie di Gnursat (~. 169)

W == o W (c coatantG)
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~.aos.

5uperftc)e minime doppie.

L'* fort))o!e (tt) di Weierott'asa stubittHootto, ne) )nodo più se<n.

ptioe~ i) tegame ~K t<*fmtziooi di ~Wobifo ootnpteosa e le Mtpertt-

cie tnitthne; )«t ogui t'tte fnnxiooe F(t) con-ispottdoxto unn itttpM'tt-

cie tmxhnH, ttetertnina~ M tnooo di non tmftuxione t)et)o MpMitio.M:t

orn ai donMOttttt: pussotto ttne diveMf fmtxiooi F(t), /(t) corriMpou-

~e<'e Kd axa tne'tenitUH auperOcie tnhmnat Per riBpou'tere a tttJte

qnestione auppt'ttiamo che siano T, i rispettivi v)t)m't de~ti m'K~-

tnenti in F, f ohé oornspoodouo ai Mwieoitoc puttto della BapefSei~.

Lu <tifM)M)6 det)(t twn'Htato eort'it)p<')Mtet)te a T e~incidet'A oon qneHft

ourriapondetito n t', ovvot'u avrà ta direidone upposta ue) pritno

caao mràt'i:, )~) xecotutM invfce (~. 56)

Se oittHto ne) prinx* paso, le formote (tl) <ti WeicratraSH d&nn«

ttubito

~M-)

e ne! secoodo inveoe

P(T)=--L/(-. '(.)
t~ r

ei6 che possi~mo tmche sorivere

~=-(- :)'

Si vode ttdnnque ohé «~ due ~(K~tOtt~ ~cwM(h)«!tt<e~t)'er«',

(') E))M)tdo/(~~nntt fnntiooa «H<t<i«c«<tft, <)eanita inia~hoente d)t nnn "eriu

d) potMMe, col ettoboto (i) ot indien t* )dt)t deNMitttdalla Neriedi potonze«t-

tenntn dalla prima eo) cKngtMein queem i coemctenti noi ter" ottniMgxti(aerie

che ha )o ttemo oercht') d) eonverKeoKt).La retatiionefra (ï). (r) porxomo )<)

ogni protnngamento <ta)t))tico.
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~j- ')
l'If),t' T~

<e./orMO<e (ït) <(< tfe<e~f«M /<tMMOeo~-fMpfMdefe la «<M«t NMpt~CM

MtM<m< perché i ditïo't'nxia)) dtdfa coordtmtte risuttxno egua)! nei

dueM)tt)t.

Ma pnë axohe <tc<'Mdereohé to due fnnzio!)! tndiottta ooinuidttuo

o queato coxduce MUtt iotHreNHxute nozione <ti Lie di aupertic)e txi'

nhoe 'tMppfo.

NeOn 'tthnttie ipotest ht reffionc de)ht aujtertioie oet)' iotofoo <)e)

puoto o provient* per tnmtazioxe dtt qMe))<t neiï' intnrno <H t,
t.

o xftsohtttttneute ooinoid' cott qoestn. Se KwieM lit prima cotM, ta

snpertiuie )UM)Mettemm trnHhMion') in «è utedeftima ed <*qoindi pe-

nodi<!)), iudi di ueticasità tt'ittto~ndcutt'. Nftht Noouttda ipoteai (che si

veritiot daoque oerhtmfutb se ht superficie è xtgebt'itta) M! osservi

che <td un 0!Ut)tumo suttA a~rit oontpteMtt cite va<tMdft) ponto T a)

dituoett-fthuente opposto oorriaponde M)) ctnnmino ohiuao' sutta
T.

8apert)<!iû; tna a! ritomn )a nortxato tm otmgittt" c~tt coxtinnttA il

proprio Ment)« tte))' opposto. Si pt)6 'tuttqne pttsattre ooo c<H)M))uitA

sn)!a xnpMt'tioiH ')a tuxtt'xonitt aX'oppoitb); h) supfrttcio ht) oio& ttntt

aoht faecht o M dioe («m L)M utttt anperttoie Otioitntt doppia, Per ea.

6 questo i) cxao per ta tfttpt't'ttoie omtitxtt di H'')n)ot'org, oorrispon
deoto tt) valore

Ici

taie 8t)p<'rftoie è tU~ebriett, de))~ C* otanM e de! 1S" ordine.

~06.

Le superflcie minime con !)ne8 dt curvatura piane.

CominciKtno datt' om'rvttre che WK<to~Me Mt~MOtpoM«<ïe
!<? N~e~M di linee ~t CMfM<«)'<!piano, <M<!A< secondo M~em<t OMt.

po<<c di ~xee p~Me. Difutti, aiooome in ogoi coso le immagioi sf~ri.

che deïïe Une~ di ourvHtum foDHtmo un siatema ortogOHate isotermo,
se le tioee de! primo aixtenttt dànno oh'coti anHa afent, to ateMo ao-

oade dei aecondo (~. 1]B).
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:'n

Oot'rittp~ttdextemottte aHf dm< f'n'nn' dû) (h" tt'ot'io~, )-)~rit,« ad

uud(tppiM!iit<te)tt)t<M'tt<g<)))t))e(ti nit'<<ut), ctteabbitt'Xt* dt't.frtoittato

f)! <89, jtvretMo dunque (im) HpooiM <ti queste ttuporttoiM miu)H)(',

toprhneoorrispondenttnttafonntt~ibid.

(<) ,JJ~ <\f'
(T~+~~

)!taeco()(ht)tHit(B)ib)d.

tl a9-1- dl.1
~) ~=~

~CO.t)tO-L~<)-!«)

net jM'itno cns~ (at) Jo suporticie tutnitnn corrispotitteate è nxx'n (a

meno <U un' OtMoteUtt), net second') (~) (M)))t.ieue tmoom ht coHtiUtto

esse)Mia)e «.

a) La sup~rHeiM tnittitttH oorrispoodeute sa questo caHO (!ev<* nvt're

pet'HMeedtom'vut.umicit-co])

K(t)'-<'o.st. K(<)=:tios).~

u si otterr&thmquepe)'te (15) <ta))e formole (H)di Wt'tHt'fttmaspo-

neudovi F(t) ('KUtde «<! umt costante reate. F~cendo F (':)'='
4

avremo per te eqnaziû))! pin'mnetrxttte <!e)t)t super&cto

(~) .c=='-(M'3<t–3Mf'').~=.~(3')-3«''f–o').~=:~ ()-«')
4 44 J

Qnoata è ta notevole <M~~c<c w~~tm~ ~tMepe~; oaftft <' tttgc-

brica (raziotiate), (te! 9" ordine e dcUtt ctasse, ed ha pRt' (ioee <)i

ourvtttara w'=–cost. o==ooat: delle oubiche pitme raxMnttti c po'

iince nsitttotiohe M–p~oost. M-)-c~.O(Mt.~ de)te cnbiohe gohbp.

îïotovottssima è pure la sua genemzione geometrioa nome invitnpp"

di piani, dattt da Darbonx, cotne onso particojttre <te))a oostrnziooe

Keo)nett'ioa))t~.l90.

C~ootando W=:X.+Y~-{-Z~ mediMte !e (!) ~.]89 trovismo

«' 3 K< ;<M~

4(.r~+l)
s

K*-L. pt ~L.t
e sicoome qui == –L– poasiamo porre noUe for<no)e <!c)

3



.? ('A)'tTOhU XH. -H;

t90

-+~V=~.+~.
4

Ont i quttth'ttti tioi raggt dpHc Mené (il «fem (7), (8) tb!d., t)he

txmho i oeutri difttribuitt fH))e due ptn'aboie foodi, wno dnti da

Stj-t ~( M'}-~==-i
1

4 l")-2t-,

1

4\ K!

-~VT.+,=~4~

Net Oitso attutUe x'hmque le st'fM si possotto prendere di raggio

('08tUUtl.-lciitte selitie lu costtruzioue geometrian rielilesta La('ostacte ==
4

onde sej{Me ht e'Mtruiiioue gfo<notri0)t riot~estn Z(t

anperlicle ~M~M« d' B<tMep~'è <acth<~o dei ~t<t)~ Morm<t nei jtKMM
me<!Mdelle coM~«f«jyett<(i p«M<t <« «Ma parabola coi ??)<« della para-
bola focale.

E sincutne queute t'<'ttgin)){:<')))i t!"t)o tf not'ontti della oic)i<te dei

3* ordine di Dn)'it) (~. )56) si pnu ontucittt't' questo rionttatu aotto

)' Mttnt fot'M)tt L' <KPt<M~p«<<t??<!<<<«delta ctc!«t<! dei 3° M'd!«e di D!<-

p<m !<t M<pe)'/?cte Mt~tHMftd' ~utepo'.

~) Per qu~ato a''cu))do OMo ~) procedia))))) direttmnente colle for-

tnoto (9), ponendo aefondo tn (5) 189

= ('M)) f -)- « C.OMtf)'.

Apptiotndo le tbnnote (9)e)e(4)~.189ei<)t(!gm))dotfovia!noper

le (*qmti:i«t)i panuuetriche df))e :)npertioie tnixttne riMhieate (Bunxct):

(19) .='f< M X)'))M<'<'s)tf, .=='' r <!<'0.'<XW))))

<==, ) –«*ct's« <!t).shr.

M )
Si oaservi ohé il piano ~O, osaiaw

'=' –L-
s neg)t htauperti-Si osservi olte il piullo Z"" 0, 088in 1t

2
Hew, ln Huperli.

oie iu ioHnite oatetmria tutte eguttH e ooHe du'ettt'i<:i p~rattete aU'ttase

0 eaae sono ttitte tinMe di OMt'vatnra detta aupertioie, ):t quntc risu)ta

gi& deHnittt daUn pt'opriet& di averM mm catenaria per tiue~ tli enr-

vatnnt, (~ più ottre~. 210). Si asservi poi ohe l' a))){o)o o aottn oui
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il jtifUtft .î=0 t.t!)'!t ht !<ttpm-tt.:i« èdotn 't:t <xwo .~<t. <' Ht p.u-m'o.

ittrf(Mt'<t~Ut!tM))(M)-<ititM(19)divK))t)tit(:)t)<')«'hh'.

OafterviMm~ ohc, ~tufm'tttt'fnftK' :'))() fonnotn (1) ~u?. i s<t<n<)i

MutMhndMi)~(!&)~t))))o)))u't;i)'M))ti <)<'))<'trt<M)'K')''t)titt<t)xi<)tt)'t<'tt:t
vat'iitbHe ootttjttt'Ht)) ~!=*K-j-«;:

«< X6t) <, (< « xt'tt T~- ,!).<

ohe))ttunt)t)tti~))tt<)m))t)a<iM)tjt))('i[')tt)dM)it't)-« df)-iv<ttt<. t'itragc-

))a))d'<t)ui)Nfut')t)<))u(tt)'ttWt)it'ff))')-t)M!<tnot)ttit'))t'-t<)tro\'<):

L~ <tM~e):/Ïe«:M<nwta <<'«<cw~tt<' (19) « /u«-e f<< cK<-f<t<<«'«~t'MM<

c<M't'~oK«fe <t pt'eKf<<'fe«<'</<'/ofm«/e (ft) f/~ H~<<<'«M

,(-,=. s'r'
1))~ !.l 1 ~"j l'

MF.

Superficie minime appticab)!).

Lesu)'cr(i'!iou):t)i)m',t'iti')))n'))))tt'(!<))t)<'HeM)bi)i <'t) it)t'Mt"t)')ihi)i.

K')')o))«dent)th)tevo)t')))'<t))rk't~<!))Mp<M8f'm) d<'<f))-'))!))'.si(-o)) t'ooti-

))t)ifAH<'t))pt<' conso'vtHxtoai ad 'tt'ftt f))mim!).P<-t't-)''t'r<')n'<'qnt'iitt'
det'oroutitioni ~c'tittt))~ nso <)«))<'(;')ttt))'t~rMi:ift))tsp~tn'nti (Sf'hwft)' t. c).

!'}inn<)S,8''<t')at<nj)frtiHi<' tnittiox' f)t)p)i<'t(hi)i )'))<))) sxtt'ntn-tt: h)

'!a)Vftttt)'a M~txto ta stessu uci jtnttti cot't'iMjt'xtdfnt.i itocht- i vxhn'i

!t!t.'<o)nti<)fio")')'ia)")))de))tir))gi?)))t'i))<)i))a)i'!)'')u'V!tt)))'HX')t)<t<'g))i)H
No w~unchc)~ )")'« inttt)!tR'i)ti'!tM'i'!ho sono (~)u)ti 'Ht')'tttU)(ft)t<' '<

inverstunenh'. Mn jXM.tiionu )m)ih))'oi :)) )))'itn<) t~nft, l' tt~ro t'icoodM

centh'si a t)t<e~M(:'))f))m.<:iat'<'it8(~))<<t))tMitiv() <!<')))'n'')-t)t)t)(')tt)nnt(

<te))<' duc sttpt't'Hoif, <' r<fa))')" ')) pif) <'t;")"so st- :)H)ttn'ttia)))o (-h<-

tnttt't'ortnnxionMMVVfttK" ':<))) cootinttit&.Oih jxmh). ttox'viitxx) nn!)

delle <t)t" xupct'H'OHftetto n)M)zio pt')- mf)t)« ch'' te imma~ini st't'rxthe

si H()vm))))<)))tf'")o no.~ <Mt~<e pKMtt' P. P' M~t't'~oM~'tt~ p~' <'«~.

p<tOH&MMle M~rm~! MMtMMc/)<tt'~<c, « P, P' ('<))'riMp~<)dH)-!tn))f)ad

)tt)"xtM!<f))mntotd<'t))tt<ft't'!t'))))))<'SM!).h)qMfst(')Mmdi!:)t)))if))!)))"

~'(~/(~)'f"i<ï) diWcifrsO-Mss jxo'it'dnesu

)'e)'t!<!)t',n))de')~))af<)t')nt)):t(l~),)"))t supposta <'}ftt!)Kti""xad<'idn<'

'')et))(*))t)))n<')tt'i,Sf~t)ir&Mti))ito

K(')J.(T)/(~).



.t8 CAPtTUhOXt!?

~1
l-

t-'(-)

H )app")tu .sitrà <h(u<)ue unit eoshmK* <)i u)o<)n)o *= 1 cio~è
!<'(ï)

.n'n'nx) /)

/(-)-< )-).

''«)< ~t-<~t.n)tt'nMt('.h)Ver')))n))-))K'd)()))t (13) t)i vcdochenon va<ia

Pt-t(')tn<)(tt))it)t'it~'(i:)ntfitU)<h)F(~i))e'"F(i;),<)n)))n)tqtt('Vtt)t<)'H8i
!ttt)')bt))M<< !))).!<<'<MtHUh<n'!tic a. ruMt)itUttO()t)itttH<')H)ttcittr'<i))'i-
SUitKht:

~<t ~«)'M«!~(~xe ~<A ~Mf~t/e d< !fMf(~K~ef/jetc <<'M'MMtMtMX!,pey
~ft ~!<n<e«t coMM'rt'ff<«/ ft)'e« «xKtM~ si H~<eMOo(fMf/<«M<<oMf//e /Mrmo<e

(If) <~ tr<')~-<<)'«MF(t) tM < F(ï), Ma x co~ftMfe <!)'M<r«~« )w<

Uo~i t)f< )tMftMU)M't-<i«io)t))M)))MM)uttiettf, )Wt' i)<'S8))M)CCMt)f;m)M
)Ht!( scriH <)) 8))t"'rtit!tt- fttinimt'; qu''st,e <titX)t)HiHt)))ert)cie )nit)um'

<t~oo<H~ K.'<!U))in)!U))«))!)!()« \'icinM)G).i))K<))!t)i))n)p)i)'~<)i()t~Ht«

<tcfnt'tn!)xit)ni,').t.scrv!tu')<)q))!di8«n<))<'))tHt\'t'tit)t'f)ti('))t'vatm'af()))M

8t)))t*t'H<'i('<tet'<n')))!<tt'.S)t))!)))ri)))it)V)tS,post't

-='<-(-«'j;
~J'<<)-

HM<it!0))0(t!)te,t«'<iO))d<t)e(16),t)it

M cost. ==coat."

xu))a aanocwtM H~ t'orrispotxtfotH a) vH)<)rû a de) pannn<'tt'H, te

)int'n di out-vatunt si ottt'ogono <<K"='t:)'Hh)ttcoatMt)ti lu parte r''t()t'

od itntnagiutMitt (U e~o a(t btumo quin't) le ('<t))Hzio))i

a et
M008 o a<'o coat.

)

u 1) COSL.IO

Il a + i' a ==('ost te«
8<'n J ? -j- t' COMa 2 <'08t."

Di qni votiunto: A~o <~M <?t e){<'M<M)'otdella oM~~ofe M<M<m~

8~ aMoct<t<<talla S, co<'WwpcM<~to<M 9Ke<<a le <t'<t)e«o~-teMo~oK<tH
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jK~<M/'<tK<y<~(M/t* <fMt<cAM<<M<'Cf/< <'M<'t'«<t«''t.

P!U'tict<titt<ttcntt' mtcrcssautf 6 il f:as<)K.== aHttta h* tim'f di

f'm'VMt)trn'tu))tt8t)i<')tnK"'tt"t)))t)S_itf)(-tint'~ich<)''nsi<)[<)ti'

f

ch6dtSi))!i)a'di<!))rvatm-i).Dn''t)t))Mtt))<')'th!k'<nit)i)!u<itss<tt'i.)tt

8,S~ dic()nsi,Meoond<)Hot)Ht't,mtpp)'(i(ii<'t))it)i)ne MMtt~/ofc tM

p<tcoMK~.
tnth()M)))t(tC<)ua'<y.)('o<wrt!)HKte<t<'i {punH diquostn Htt

pet'Uoie tniottua couiu~ttta m tt))pHcabitit& dn))M S, nvrono '[atk* (tt),

cttn~ionttovi F(t) iu <F(T)

(20)
!t < ) (i ?' ) F (t) ~i:, n

r ) ~)

~R~<Tt''(t)<

oioè !c., sono le pm'ti itn)t)agi))iu'i« (te~t) i))t<'KM)i ne) m'eundi

)non)bri<!ene(I!).
t''ttc<!n<tovat'iftt'e et cou t'ootinuità, ))t ant)ert)<'i'< si defurtoetà con

'!onti)U)it&, c )tt<)i«)tu<to con y~ .f le nourdinate <)i un Hno

puoto genf'rico avr«tn<)

(21) ~==;t-t'f)M~ ~<~M<'))K, ~=t/f'')Sa-)-~<,M''))K,

~t'ottK-ten'x.

He si prenf!o))o gli intègre! neXe (H) e nfUe (M) pnr Ht) tondc-

shno oatatnixo da 0 a ?, ritnMr& (taaa <)nmnto ta d~ef<)t')H)(xi«)<G)'ofi

g)ne8)tt)Mta8u))A8npp)'tieioM)iv)it)H)U)o ta))S'('t)tn:)o(i!t)<Utt)o.

atrano tihe te trajottorto deacritte dat atngoH pnnt! tn'Ha defot'tnaxiotn'

oontioua souo a)t.rctt)t))t') eniaai cot o'-ntro ne) p)m).o Hsso.

Inptu'dcotm'e per ?'==*< le (21) d&noo

~==–a!, ~==– ~=–x x

oioè la anpo'Hote a! è (tefot'mtt.ta <'on oontinnitA !~Un ni)tunHtfi<'a t'i-

spetto oU'origine. Uos) veditono verincata in tn) oaso conen'to ta

pt'oprietà genet'ato osa~rvata <ht M. E. Levi pet- Hnpf'rfif'ic ixomftt'x'tx'

a curvatura opposa ~Cf. )a nota a! § t39 pnK. ~7~.
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t'!x)t)'it)n'<")'tt)ffttM)))t'(m)c!)t<n))ttt

<~
= < < < = +

t)t')ixu)t!t

'~)1 '<'<<.<</</</)/ {-tt, r

t')rmf')nt')tt'~i\<'))<)'')))ttx'))<subito di)'<'tttt)))M)(tp.

H'tim'tf<t""q"cq')t'ft')))h'«)totevo)(<)))'<'pt'iHtA:
Due <K/~<?e«' M<M(Mecc)t<K~tt<~<M «ppMc<t&«M « cat-WapoM<<OttO

ft/ex) pet' o'~oM<t<t~ eJ'eM)e~<.

ttt K<'(n'<' f'f <« «tpM~cte M)tM)M<t8 e !(t «MHaMMtat~ à

Mo~nt~ <f/ ft/tt~/e o~ «M~o di due ~<-m<'M~/<t)MW co~MH.
~M~.

Si pno imMora ossft'vtn'e, in t'i){mn-th) )d)tt tt'i)nfot')n«ziot)e che ftu'

biHCf ntttt )i))t'a KModftion qnittnnqne ncUa dofonn'tzione oho tx «or.

midf tu-ineipat~ <'<n)n<'t'v:t)~ xtei'sit <!irMtf)))p, e ta ttt'tgente subendo

ta devi!txi"ne <'oHh«)tH ai h'tttt~ <!<*)))<tra~n-nxtztonM (Honrva Hta-

'tiatt) a! t)f))a qnfda fe <f!<ec«)'<'<t<«f<!della ~ode~oot <«&«ooao
MM <t<M~«~Me ~~<c~oM«/e.h) pHt'ticohu'c, nfl (MaM~gio dn un<t sn-

j)<')'ti<'i<'minitnit ft)):t mot ('ouin~'ttM in ap)))if:nhitiM, ogni geodetfca
scttttthittJM.-ox'<h)t'(turv!ttur<

ttt Hof (MSt~'viatoo cht*. Horivendo le eqttitziooi ')i uuft Nupft'~oie
tnini)))MS a"tto )<)<'<tnt))tKe't'!t)a (t) §. 30! si ~tt~ngottoanchc qui
le anpo-ficit' tnittitno aMooiitte )no)ti)))i<)!)ndo Cttntempora))M(unct)t<)

w, e, M pet' e"' ( e oostaoto re~ta), e pfttoxtos! qui porre in ptu'tt-
cohn'c

<r-t- ~==x. =.?(')

neriftoiti)

== coa c Met) e.

OrH )« lineo 2!(M)xt. Monole KHee <<<<!M<<o della aupet-ficio
miuittm 8 n!'pctt<tK))a).oiturtt <)<')ptuno~y, e le ~cost.~qtteH~
<<<pen~tM. SuUa sapot'HciR S. )c tioee di tivetto == noat. tas)ia-
xo aotto )' M))go)o <'«t<t!U)tee )~ !mtio))e tioce di livello, oode Mhhitt-

U)t) /)<bnH<tM<~0«KM<Mpe~/tOMMUtOHtt 8 in MHKSM<tHMM~<<: S. le

)*)Si Kn~ pnMeotMohé MUo formate del ~O! te .< t, aono io coordi.
)mte del punto m«bi)û t)))))t~MpetHcieconixgotft in ttppMcabXitit.
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NMt~eHttw <<< Mt~<o CWo~~ « ~K<t<MM9«e~~e«<H'~ «M<«le tt*a~t<«t'te

<M~M<t M«« l' <Mt~o<o<'<MtaM<ec delle f<M<<cAe~«e~ <<<<tr<o. In par'

ticutxre, ne) pttWMtKgio'< u'"t tttpecnoie f'uuitUtt fttttt aua cot)it)t;atn

in appti<!)(bi)ittt, tutte le )iu<'e di tivettu 8) <iaugim)u i)) )iu<'<<<)i jx'tt-

denztt e invprMuncttt'

208.

Propriété carattertsttche delle superftcte minime associate

Le proprietà desoritte Met parKHratu prec<'<teute per l' !)ppUoahi-

lità 'tctto superficie tnixime aascoiftte souo tuuto più nutevoti in

quttut" obe baanmo in generate, anche preso iaohttiunettte, a cantHe-

t'ixMn'e t)))ft <}op)tia t)i imper&oie mhttme asaooiate.

Quetto dttnost)'et'8tno Ht&t)i)et)do succoHsivfuuettte le proposizioni

wftxpoti:

(~ tS'e<<«e <tMjB~ete (~cerM «p~<tCftK<<~MWM~CM/~eo~t Me<~ «j.)'t

Oto tM MMf!ec~e <Hptttttt co)-)'MpcM(<eKtto&&t~)o))0)'<M(t<t~(u'ft~efe, <'<t<e

MKO~xpe~cte MNMtMe<!Moo<a<e.

Si'mo 8, Su h* 'tue supposa' «tipernoie, ch'' avmnnu cottmne

l' ittnnagine af~rioa, e gli e)H)nm)ti doOa sMOon'ta snperttcie sinm' in-

dicMti ou))' oppositions df!)' indice c. Per la fot'tnotn fouduttx'ntxte (3)

84 retttt.ivn alla rappresoumzionH st'ft-iou avremo

H ~) ~«' + 2 D' ~t (<p+ D" ) = H. ( 1~dM' -)- 2 J).' ~xf!)! + Do" f~' ).

Snpponetxto H=~0, ne seguirebbeohe D, D,' D" sin'ehho'f) pro-

porxinna)! a D., ]). D. e quindi par t' <'f;n<tg)i!U)Zttdette doe <'))r'

vature, (') riap6tt!vimwnte oguati, o~ egn~U e di a<'g))o enotnn'io,

iudi te sttperncte sarMbbero con~ruGoti per tmHtaxione, « si)t)))x'trit'))e.

Donquo tteoGasHt'ianx'ote H==0, H«==M e S, S. sono duoquc HM-

perHoie minime MBsoeiate < <). d.

6) <S'etM <~t<eaMpe~cte <t~F<tc<t&<ftS, 8~ le ca~tc di e~MeM~' /t-

M<trtcor)'~OMofett(<~nMO/)'<M'o«M~o<cco~<!))tco, ~f S, S, <oHo

<t<pet'j9cteMMMMeaMoc«t<e.

Ditnofitrituno prima chc, ne
0==–,

ta S o ta 8., sono snperHcie

minime couingatû in appticabitit~.

(') Propriataonta eM)n<tiamoco<) il coso ehe le 8, 8, tiiano ttvituppttbiti. Ma u)-

)ertt i due tpigoH <ttrogreoo dovrebbero c«rriop«ndetot per ngoagHaufitt<)'Mco e

di Heeetouee pMt))e))<tnodt btnortUKti,onde Mrebbero carve t<)e<!tiche.
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AbbMuoo duHqac

(2~*) + ) </? =.M

e pt'e)xh)Hi' per aempiicità ntt 8)8tH)na orLogottote («, t') t)i riforintento,
ondo

~a~ s~V° ~Y Q~~<t~ N ) -=
N )

=3 h, fS) )c=.M ) =. U
~«/ ~«/l \A~

e datta (2~*)

(M) s~=.M, 8~=0 8~~+8~==0
~M ~K ~P <)P ~< ~c ~)(

PossitHno sorivere, oon mottiptioatori conveMienti

e <!nl!e due prime (24) abbiamo snbito

poi du) ta terza

sicohè abbiamo

_,vY==: t<, Y

Md ora dalte (M)

<A) -{- + < <),' <<! -j-

8~S-=o
~Kav c« t)c

L~x
Iârt ` °`â.,t+ â~r

x
) 0« ~« ()f

P~LV~ L.Y<=s« –t- X.
ce ~M ~f

-x~O, y ~-0.

<x'E-{-~G'='<t, u p~H, <t'=–~c

JJJl
~tt ~f

~==-j-X.an ~«

) M" G + -f' K ).' Q' R y" = (}i

YY'== M,
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onde 86gue

~= -< ¡ -f'~O,
~Mf.

oeaia

(2S) ~=- H =.<
Ctf ~U'~ ~~f"

Le uonnttti a 8,So aoou 'tnnqnn ptn-itHeiu e rientriamo neDa pro.

posiKiooe <t); !n~ [)oiohè S~8,Mi oort-iatM~'tooo pft'orto~ntttit&'t'fh-
mettto soxo M0t)inf;ate ht n.ppttoitbitita (').

Aasotuto qn('Bt<) primo oxHf), il genendo itt otu si xupponga

8 == S ~< 8 <?.<- = oos o 8

ai nooMduce sntnto a qneato, pooendo

a;<, << o
~e ?/ ""s o

Mt')t HO) 0 Mt) O

ohé attora

S f~~ = S < S f/ <t: == t).

c) fSe <<e/o~)a<t<t<ito8 tK «Mot NMpef/tcfe S. ~)n ~eo<<e<to<t<f<S si

tt'OMt sa 8. coMe due cttfMtMM ~e~'mM~e, ~< 8 e /« S. MtM' <xpM'/)-
c« wt<M<wteeott!«~<t<ein <~MoaMt~A (~.

Per dimoatrare questo si oaservi ohé per ogni tinea geodcticM ):)

primit onrv&tm'a fittinoido, att)vo il negno, ootttt Ctn'va.tttftt nfn'mtt-
P

le e ta toraioue co))a torsiono geodotica, oioè (~. 72 e 109)

t !)<H))'fM<!J-))"</r'

p

t ( F I) HD') <!«' ((~ D ).: t)") </«f<<! ((~ ))' F))") t/e'

T M<7~F< <~

(') Oppure, ottenate te (2fi), o) proaegua eo8).Le !inee(M,c) oiono di oMrvatn-
m en 8; par le (26) Mno le Haiutotiottoan 8~, ed eatendoortogont!). )t S~o ad
<tret mtntm~ e la 8 t<tsna c<'nit<g<tt<tin <tpp))ea)<i)H&.

(') Pth in ~enerate Bipn& dimoatrare ohé so )e dno enrvatnre di ogni (;e<")e<i<;a
Mb!M«no))))&tnt<)e<im<tunotituiifoneartogoNate, 8 e S~ aunn ot)pt)rHe)etoittittx'
asaoe~te.
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Per ht Moatnt tpotes!

indi

1!'D-I~ \)' tl1) g HI' n n' 1"l,~U~~
i~±~ 2D.-=±~ n.=i=~ t

EU ~EU F' EG F"

epereiottnche

(27)
Gl.t.–2FJ).'+K~U 0

!)")), -ZU'D,+I)t)"0.

La prim:t dioe che la auperttcia S. è od ttt-ea tuinimu, ht seconda

obe tu «ne itHintotiche (ortogoua)!) diveut~xo sopnt 8 tiuMe di ourva-

turit ('). Ed ont, invertendo S cou S., segne ohé anche S è ad MMH

tninitntt, oioo si tratta di due auperticie minime cooiugttte in appii-
<'ahi)ità.

·

§. 209.

3uperftcie minime appttcabtt) sopra superficie di rotazione.

CKrohiitmo tutt~ le auperfloie tttioitne HpptioobiH HOpnt HttperNeie
di rotazione, Sin 8 'UM tale auper)lcie )ni))i)ntt, ohf tuu'uetterà qnindi
nntt aea~ione continua i)t ao, e pe)' cib tuxitte (UM detbt'maztotte !<)&.

uitpaittw ohé fan~ xcorrere in se ooedeaitue le Hoee L defonn~te dei

p:n'M))e)i. Par le oonftideraxtonifondtHueotttHttt~.ZOV.t'untnagine
aferi<M <)et)a antterHoio xnbh'à ux movitoento inti))ite:<i))io 8)~~ sfera,

ohé aarà una rotttxione nttorno ad mt difunetn' ')e))tt afem, «mte ae-

gue ehe le itmnagini at'eriuho delle tinee L sono oh'coti it) piatti per-

peu')i<io))tri tt qoesto diitmotro di piit attohe per ht ttMMione continuM

)??<<<[di S in aè tnedMimn l' inxnMgitte sferica rotera attorno ~t detto

asse (1). P)'endin'no questo as9M pHf ttsse delle e )a detta rotnzio-

('; a<tle tt, e oono le Mintottche dl t~ a! ha D.~D," ==.0 0 'tnindi par taee-
ooo'ta (27) D~'==0.

(') An&<tMtione oottthuMdeOt~8 in eorritponda par l' )tMtttttg)Meun ~fWF~o
eeM<tt'Mad lin parfunetru di tnovttnent) della afor~, che è di neeeMitAtutt rota-
zione continua attorno ad aa diamotro. Ma a) pxo xnahe u)odH)c<treHpfoeedimtnte
nf) tMto come ae~ue. Si ootxideti mm deformftzione)!<)««di a tu at tnedexiam alla
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ne Sttrà ra~pt'oHftttfttit dit! omgitt'naoto <tt t in t e~, Indto<mdo oon «

l' ttmpiexitit dotht rottMi«ne. i~ittootue il eh* <ttHo tt{t!!a (13) uon deve

c<tnR)t)re(M'rq'«*sto)))m!ttm't)t«,Mtr<t')'<i))'ti

)F~))= j j.'(~)t

jt'(-ttet)a
o)t<!<tlit fttnxione ovcndo xtoduto == 1, mutt una costttnte

F(T)

e'? o'))) p costatttf) re)Ut', e itvn'mo

(28) F(te"')==e~F(':).

Di qui derivxodo togKr)tn)io.n))'~nte Hi dertnce

,jr~ t't)
(38*) .;<==.;

s .l` f~)
F(~

~)

F'~

o ht ftmzione lungo ogni oiroolo det piano T ool centre in

F(i:)

T=.0 ë <!<~tftnte, c pHr o'ô ognale a unit ooatimte asaotuttt &. Dnt).

que abbif.ox)

P' ~) A-

P(r)'"T'

intograntio

(28) F~~U~,

con (J, k oosbtnt), della qttati père la seconda è em-ttuncnt~ t'eate do.

vendoxi avère per lit (28)

e'==c'~ .x&==~+2~K.

tnveraa'nxnte, con qneattt formota (29), In oondizioni son" Ho'Mi-

sfatte e conctndi~moqaindi:

qna)o oorriopouJeri~ mulla afara )«)? rotMtooe A' tunf'iezztt « che vitrier~ in modo

eontiano a.) vtM-)aredella def.'rtnMiooe e potremo qnindi aappotM <M<M))tt)tt<Mttftt«e

«)t 2 n. Vatgono x))m-Mle de<)H!!ioMfdol teato pet quetta « «Mft e f"t-n)o)<(28*).

F' (T)
M)t allora, etaexdo < htcommenxttmbtte eoo !tt, !'t fnniiione T– t-tpren.). m

F(ï)

f)gnt ctfcoto col eettiro in T–0, i))<tnite volte il medeaimo valore edhporci&uutt

ccttant~.
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/Le <t«p6<<C)'« Mt~MMC«p~<M«M< W~<'« «t~W/tCtC f?t fCt~MMe <t <

~M~MM<~<«e /'c<'<MO/<"(U) (!t ~<;ttT~f«*t p«M<i«<~ i*'(T)== Ct*, <~OM

A MWfCO~«Mte ;'Mt<e <' <~ MHft(;~«MfC <~Mf<<M)t~He.

Cottx' si ve<tt*.<}ttt'st(' 'otjx't'ttciu tn)t)itt)' ttrescim)e!)<to da nn~ (:<'

!!t)U)t<'ovvitt di o<not''fi)t, fotinitn" nna tt<t)'))i)t intinita.

Mi ossfrvi )'o! <)* avendt~i qui

<

M-j ( )' -=
T* <<?

.'Xf« «c<Mt<e pe< MOM<eM<o OfMtO=: 2, ne rit)n)tn

"ta
*+'

'!=K-J--t!!=~ 1:<
/+~

e i oxtdnH '!i '? e <H T Monoinsio)))« coatant). LA fcnttotK (14) jtt'ovt*

obe è uott funzimte dt «' -(- c*, cioè

(30) («' L !) (<<«*+ ~e'),

e qneato di))tontra nuov~'oente ohf ht supet'Moie è upptJHttbite aopt'tt

una aupet'ticie di rotttxione, perché per nt)a qunhmqae aostitnziotfa

ortogonato

M t< <'us P fft)
w

2 2

(at coNttt'tte)
Tt

t'' == M !M')) -t- f '8

non mnttt il da' <t~to d~)n (30). Qneste sono tmzi te formota per )a

Oeasione continua 'te)ht attperHoio ht se e poiohë ne) pttaaaggto da

Ma axporMcift tniniuM )t'i )Ut)t aua ttasouiat~ to nnove iinee di oor-

vatnra sono ttppnxto le w'~ooat. e'–ooat.~ai cottohtde che: le

<!(pet'/(cM M~K~e <tM<MM~delle <t«M<tM~pef &=-'= 2) M)M Mewttc/te di

/ofMt<t alla Ft'(Nt<<<Me M Me oMeK~OMOper rot<M<ette <!<~MM<<t~«ofKo

aM' ~Me.

In ptM'ticotMM ai oaitervi ohe per ~'=*0, o F(t)=U ai ottieno

nnovtunentM la <«pe~c<e attMMMo<<'BaMeper (~. 206)~ la ~t«t<e d

<«<MM~tM<tppMc<t&~ ~epfa MM<ta)(pet~o~ di fo<a«<<Mtee !~M<t<!<t f?{

j~)fw<t «Me <M<e(tMoofate.

Veniamo in «M a! .OHSo esotnao &==–t!, e (t<tt)e formote di

Weieratrasa, integrtmdo, ttvretno per ta corriapoodenti sapornoie nii-

Nim<*



Rn'MXt-'tt'))-:MFSntKAt't'UCAMH M7

(.i .==.
;< tY -); ~)!.

:==-i{~C!K-

AttHtt))Mfntt',mutmt<)o':iUTf! ia~auxx'htuttimtM oonttU)tc

'sictU)~it)uot'in))ett)V!HtH't)toin

x:o«no~–yseow, a'tt<'n<it–)/cus9[ x

«)aMnp('['H<!iettu))!M('<'unh)'tvin)t'))~of)io(ti')a)Rn)t!è!tttMH«tt))'an

xc 0~ le Mt~e~t'tf M«MHHe(31) sono e<c~td<' caM'n~M 0~. ~!)t )u"'he

)!t0)!e vod<'t't' et)f! (jueste Hono le ~tM~<;H<'<'f<7<<!Mpe~c't M'KiMitt<t'eoMft/

)W!hènn'<')icont')èM')t)))K'ttpp)ict(hi)t'MO[)t'<tm)!tH))pc)'~<!i(' di ro-

tiMi«))H,MduVHMMCt't!qttin<)i<t.'tn'))tt''(T)'='CT')it))<)t)tt))UM.

KO'oit'x)-2,p<Mchëie)!))f))!tHo<;i)ttf t<))n'bb<'t'u)')it!<))t)p. stessa

t< le )i;)«e (H HOt'vxt'tt'!) uot) (Mm~iercbbo'" ~e <tf</)e~c/e wtMMe

e<tCOt<<«<tsi O/feK~OKC'f«~ <!«!~ /Ot'W~<<' <<f Wt'«-t'<f)'<tM~0~<'M(i'Ot)(

I'-(T)=~.

Per setivere (~jtHcitittnent.H )t' t'ot'ototf )'<')!'fi\'Ma))c sujx't'tioiM tt)i-

)))me<')it-otd!(ii,po)))mm))tt<it!et)X!)i)n'"h))i''}f)i!(r}!on)e))ti ')i(J

t'ditpotx'nfto

('- ~==f.(

2 L.
1 (:

l~ -L. ;il)

etmveremo:

.r=M<((-t)s~f'tL-<t)Oc('s(')--jst')),:s<'n)t''st'ttt'j!

(38) </=r=m(t'«:<~ oon)) <s''n(u -<')!s)'))h <'<).<')

~r"M()'('t~)-f))S<'n~)

Ltti«)ttet'iioi('Murriat)ondeMtca~==Ofi)(!t)ten<))dc((i))(!è ru.

xioa superficie n)inh')M 'li rottMionc), o pp)' ==
Z
LaMxnnx) ht axa co

nin~ta in xppHonbititA cho è )' eticoide ri~ta ad arM) tninitna 'Cf.

~.131~).

(88) 2-==wm'ctt:(~
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Aggiuugiatan iu Om< il teomnttt di Oatatm)

/<' M<tfM«Mp~ete t-t~M af("< MtM<Mt« <' ~«-oMe (33). Que
ato ni <tituottr)t xubit« osattrvtOhto ct)M, (Me tum t'is~m <n( area <ni.

')iu))t, te tn~ettorie ot't~otxdi ~!)e tfonentHici son" t~mtottche ed
hanuo tutte m uomune. ncHu genarat.noi, le )«)'« t)«t't)ta)i prinoipati,
propt-ietà cite gi~ ~t 2? ttbbitmto rixcontrttht ~aet'o exotfMivtt <te)-
r etiwide ri~t!' (3~). AI tnedeaimo riftxttttto arrivituno anehM ftsaer
VMuto ohé se (~. 143)

f~ = <<M*i- ( )t' M<-{- K t )

è t' etemettto tiMe~re ttotitt anppoattt tigttttt R mt ttre't tMinitna, nfe

ritaatiegeuertttrici <oo~t.ed.tt)te tr~ettorieortogounit M==:ooat. s
aiccomo it siatefan (M. c) è i.~tet'tao, le ftinx~tti M, N di o ttebbono
ridttMi n ooshmM ('), .ti oui lit pritn.t {inotudendotft io o) si pah
senx* idtt'o por'e' l., indi

dS*= <tM'+ (M' -}- Mt') (w 'MMt.f) ·

La (ionit)gntMm i)pp)i<Mbi)it& <n R, Hni~ qnitte le (M, e) st.no <!i
vetthtte tti om-vatarit, 6 «'tanquo n)))t sttpet'tiHH) di rotazione, oioè il
CHte))oi<!c.

~.210.
Le formole d) 5chwarz e i) problema d) Bjërttng.Gauchy.

Trat.tittmo ~nt il tn'obte)Hi<: F<t<- p<M<t<tfewMa ~M~er~cM M«M<m<t

per M)M CMffM<<<)t<t tJ tM MO~ che MM <~<)M~MM.yoU )t0~t<tM a<M.

~Mate, ohe si pat) tmotn' eoaocitu'e ot<st

C'<M<)'M~e«Ma ax~e~te mtMtHta, ooM<Mce~o<tc «M<t<<<'MC«t.Que.
sto non 6 ohe ut) <!aao pttrticotare de) ))t'f<b)e)t)a di (JtOtotiy per le

equttxio))) aUa dwivitte jMu'ztitti de) seo«tnto onHn~

~t/. «, < ?./)==<) 1)

('.) 8u)t)Mto per M, N eoetMti rewta aodttixfMMala condizione d' ioetetnxft

2

tus(M*«'-)- K -f.) «,[<K~<:
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itttptiottto M) CiMftpiu-ttoottu-o ttniïtt equiMiitum por te auperttme un
nitne

(t+<!<).- -3~(!+~)<==0 (').

1 teot't'mi genendi Mf)ai<!urHt)0ohe af ))t strisoitt Maegtmtu é <t<M-

M~e«~ existe m~ «(! unx 8otn HupcrOoie mi~imft elle lit coutifne. Pet-
le HnperOoie mt ttrctt mit)i<M)til pr&b)t})M)tvo~te trftttttt.o dit BjortinK
e Bottuet e riaotntu pet- qU)Mh'ttttu'< A tutu tcopo si ttttttthmo tMttu
beoe le fortuotx t<ej;u<'))ti ''))M 8'!hwxrz )m de'totto dttttti gencraH (!)
<ti WeicrHtrHSx «) t!02. Posto 8ecuudo le (6) ibid.

«=~-{-< <.=, ~.==.j~ 1

si ba

~.t;, -)- f/t/
-L < f~~=: ))

e ioottt'e

X j- Y X o

da oui

dxs Z ~jy Y ~? X X~.<- Y X </t/.

Di più Hven'tosi

+ -= f/~ -.j-

ne MRue

== ± (Z ~). == d= (X f~ ~t;), ± ( Y~r X ~</).

Ma t'inoert~MM <te) aagno si toglie ricorremio «))(' ûBfettivMespt-t'a.
sioui di M, tp per H e )d)e forfoote (H) §. M3 ai hM invero

<tM== ( t T<)r.' (T) ==,-()-}-~) P ,) ~,(. =- )i- ~) <

1 1
<~

= (</M,+ ~M) == .L (,/t. ~r) < L (~<f. <<;<-)
N

o.

u~ 2

<~ = (,<,< (/,<) ,/<~== (, ,~) (~ ~) s

(') Le MnttteriNtiche d) qtteatx eqnaztono ? detivate pntziaîi Bon" itnnottrinarie
e eoineidono colle earve miuiu'e.
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e <ii qui o da)k< (t8), tbt'm'tmto pcr t's. Y<< X< a! tr&vn che

coiHcittf' ou)) < Du'tque )tbbi)nn<t te fot'ttXttM

~,==Z~–Y' .<~=X~-Z. ~'=-Y~–X<?y('),

peruni i vittori dtiti'titivi di w,~<c si ptMiMuu acriveresotto la

forma

M == < <
(X

(/ V ~)

(Lii) <?== y T t (X <~ Z ~-)

,t-r-< <
(Y~–X~),

<' qneato aouo uppuoto t<t for)))<)tf )tt Schwat'z

Ui& poste, attpponifmM ohé <~H:t !<)t)M;rH<;iotuinitna 8 &ia Msse-

t;!)aht nttft ~'«c«{ a/Mf)t<c«, tmtgo ta quidc

.f,y, X.Y.Z

.-iari'uxo t'Hoxioni ttn~titiche dittf 'te))a variabife rexte <, eateudibiti

quindi a) piano cootptcasu Ho'~tute )<w)tt!tdrittu)'nne))«(HI),eaten'

ttianx) le f))f)!!iotn «, p, <e a) piiom compiMsu, doyc Mttrttono eofttunte-

<*)La atexott0080 tegne anche Mbito datta fonnote del B02 otaer~ndo ohé

par M.

<~ c'~
(~ -(- jj

f'~ CK

e d' sttrocde per MMM il dtitarminMte ortogouate

1 CJL- 1 «~ t ()Z

o~.
y/~

<)tt
y·

au
~ÿ;

ax
Vj;

ax

) o~.? == + 1,

<

X Y Z

ei hn

y X ==- Y~ X-===~
~<t ~p
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mente it~ate daïïa retazimM

~.f+~)'+~o,
(dt)+(dt)+(dt)\<t/

ohé ha tuogo )ot)go t'tMxe retttc. Le formole <I) 'U WeierstraM

iB–R(w), y=.Rr<')~ ?~.R(W)

deauiraano tuxt superftole mit)im& 8, cbe vediamo subito cootenere

la 8tFi9o)a asaegtmtH, perché per t rwte R (n), B (c), B (w) ai ridn

oono aHe ooordhtato di un pHnto mobile di U, e i coeNoientt de)

l' itnmagioano y,, <~ agt) )Mtegfa)i

~(Z~–Y~), ~(X~-Z~), f(Y~-X~),

e o<M6ni di <tire!ot)e della norinale toogo C, ootne proporzionali ai

miuor) della )Ntttri<!e

e~ dt/
e~ ~9t ~x j~if ofe)

nx~ ay~ az~

ææ

dxy d y~ dx~c~, e~y, t~

1

<<y, d'.f~

~t <~

ooinoideraxno appuoto coi v&)or) ditti lungo 0 per X, Y, Z.

tnottra ô dtt ot')orvft''a che non esiitte sttm tmperfioi~ minima

contenante ta. etrisaaia. Poichè infatti, xaentre il panto mobttf percor-

M H eurva 0 acategno delta atrittom, t~ SMKimm&giM afertoa

,=~±~

1-Z

peroorre autt~ sfera non oarv~ r perfetbtmente detertainatx. Lango
r le fnnzMtti M,c,w, date <!aUe (tn), sono determinute a mena di

coatxnti additive e uon p«a9&tto oontinnarai snttxafer~ootnpteafmche
in uu uotoo o dotennitt.tto modo. O~s) duoque <7<Mt«(~e~ete '?<?(*

))M< pet'tMM)~ t<t<(«)M<ta<ada Mae <tt«t a<WM<<t.

Due oaa! pM'ticotari de) teorem~ gcnemta meritano di ena<'ro ri-

tevati

a) O~t reM't artMM<e aopM <MM<tt~oM Mtf~MM aMe <<t<<m.

t)M<Waper la «(p~CM.
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N i~ftttti nu f)b'ttt<tM)«'Mtodi )! ott~nn) atht rethtricMtdttoe (M se

steatM la stftaom, e (tfr eia anohe (MMM~tUHtf.

i)e) ffttto, ttpptiomdo le fw)tt't)e(m) dt Schw~rx e ttreMdeodo ht

sufpoNttt retttt per aane delle z, pon~si in qn~to c'tso

f a:«, j/==", .!=f t

f X = ctm 0, Y == M)'))t, !<!==(*,

ooo o fuuzioae MaHtioa d) t le (Ht) d&nno

K == aen o d<,
p == coa o <~<,

?===<.

Le u, v sono puramente nntnagtnftt'tti per t rett)e, in<ti per valori

ooxiugati di 't ftvn<nt)o le riapottive pnrti r<*K!i fgna)i e di segno

ooxtrtn'io. Cua) ad ogni pnoto y, dftht anp<'rtici6 oe oorriapon-

dert~ uno at~tuetrico ~–a'~ -y, z) ciapet-to idt')t!}se 0.?.

Il secondt' corollario dei teoren))) geoende «ha vogHatno rHevitre

è it aegaeute:

~) Se «M piano <<t~H<toW<'y<Mt<t~!eM<euna Mt~y/fc~e m<<t~K< eMo

d piano di ~~we<<'t<t per la ~pe~a~. lu tftt 0)8" iofUtti taanumett'ia.

riapetto a! piano riporttt in oè ht atriHoia tuxgo il piano e per cio

!UtChe la aapernoie.

Oaaervtamo che in geuem~ oe vogliamo <!e<e~~M<tfeM!t<t <M-

pM~Me M~~)H<! da «Ma sua MtMa ~eo<feMoœC ('nanteomtdu te cooMttatt'

notazioui detta teorxt delle ourve) dobbituno porre n<'H~ formole di

Schwarz

X-$. Y-Y). Z~

onde0

M==a'-)-X~, ~==y-)-~jt. M;=*)-t~V~.

Lt partiootare se la curv~ U è pxma, oi6 obe corrisponde al oo-

atro caac ~), posMamo porro

~=U. ~<t, ~–0,

i!(:h6()a

K:=~, t)=y,.<P==«

Per v~tori couiagati di < te part) reali di «, o oonaervano il mp

deaimo valore e qne!)a di <p muttt segno, oode )ft auperBNe è sim-

metrictt t'iapetto al piano a~, cib che d& ana veritiott det teorema p).
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§.3H.

Supert!c)e apptfcab))) sopra superf)c:e mtnime.

Proponiamoci ot'tt it probtema J~t<M«KM SMpe~oe 8, ~MOMOMM'e
M MM appMc<tt~<' M~-« M<t«<ttpet~c<e MMt~xt. Mi~endt) (tato it

della BMperHcie

<~ K (/«' j- F, ~<.-j- n <

il probtema equivate tttt'a)tro fil ritiottoacere qt)<n)()o obe ai poo-
aono <tHter)ni))Mroi <tO<'tBcientiD, D', D" t)e))x aH);oM<htforota ibu

dtunont~f. in gttiaa ')& ao(t(]ia~)'f fttte Hqutmiotti di G~niM e Uodafizi
e iH~ome «M' «Mt'a

ED"Gt)-2FD'–0.

LM questittne si pnô pre~nbu-K noche -aotto qtx'Ht' ottra formn
Per quali honno Hohtxioni comunt le dne eqaaifiot)! <)et secondo
ortline

)~Q=()-A,~)K

~o
î

Ma net modo più aotnptioe si <-iM)ve i) probtettm rioordando chf
l' e)emento iinexre di ut~ ottparttoie )))it)itnH, riferita nHe sue tinee
(il otu'vtttnrn, è df~to dH

~'=A(</«'+~).

mentt'e ta cnrvtttnra h)t il va)orn

s

onde lit forma quadratica

'fh'==~'+~' ·

è a M<tiMt<<t~MM~. V~ieversa supponiomo che p«r xoa SHperade
(a cnrvatnre oppoate~ di etetn~nto tineare

~'= !!«'«' -{-2 F<tit~-)-G <!r*



564 OAPITOLO Xït. 2H

e (ti cttrvtttMfM K la f~FMMtlilt'erellziflle

~–K(M< + 2 F~M ~+ G )

ata curvamra nuth:. Co)) quadmture (§ 41) potremo ri<tur)& alla

foratM Morntutp

~'+<<~

e poMfndo K =: Mrà

(34) K <!«'+ aF <<«<!<+G <~=)~'+<),

e quiu'!i

K=-~==--L~
).."À'

oaiMa

~totf).a+~t<
"~<).'

Duttque )' etonento thu'oro

~(<?a'+~.)

appurtieno <d)a sfom Mnitariit, e qnit)di il <<<*proposto (34) ttd ana

superficie < arett «thnmit di oui le, )in«e K, p aotx' le tioea fti car-

v~tnnt )n superficie ai avrA oon qaminttnro ))ot< X, Y~ Z in fun'

zione di 166). C~nitmiiHtoo: ~acM ?? <f<t<od<'='E <!«'-{-
2 FdM~N-~Q~e* <~p<tW~"< ad MtM (e ~K~t ad KMa <~e ee'~)

dt «tper~Cte ad area M~K~M<t MMMMfM e <tt~!Ct'eM<<ohe tH<<<MM<!oKe

cott K la OM~pa~M, la /«nKa dt~M~a~ ~–K(R <t«*+ a F<<M<!e-t-

-{-G~P*) ~<MtH<<t C!M'PNtMf<tMM<

In <t)tro modo ai pxo exprimere questa oondixioue scrivfn'to

A,~(-K)-4K,

e aotto qnesttt fot'tMtt ittvat'ittnUvn venne dttta (ht! Rteei.

Se per ewtttpio do<M)nu)iamo le aupcrHoie di rotazione con

~+t- f-.?~,

obe sono applicabili NopM superaoie minime~ dovremo determiM~re
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iu gniaa ohe rtautti HoHa la ourvutara della forma

!J'(~'+)-<:c').f

L' eqnaziono dia'ereozittte ohe oe ri8M)ta per r ricoudm't'ehbe, ilu-

tegrata, ai naHttatt del 209.

Aooora domtmdi~mo ~<~< MW <Mp~!o<e W~«<e apyMeotM~ao-

pra ewpef/Me MtM~WM?t

8e si prende t' elemento Hueare de))a rigttttt sotto la forma

= <<«' (M*M*+ 2 N« + 1)

es9e!tdo la curvatUM data da (~ 148)

M' e

;M~<t-NM+ 1)~

indi

t/\tT_ w

K == <~<'+ M' N~<<K dirs

M~'+2N«+t 1
I/

lis N2 dvl

si vede ohé la coodizioxe è soddisfatta ao)o per M, N ooatanti e

qutndi ewpe~e rigate <tppK<MMMsopra <«pef/<c<e xtMMNteMMO

MM<Mt(og«eMe delle btnormali atle ourve a <M'<<<Mt<costante (deformate

de! catmoide).



CAPtTOMXtïL

!t problemadi Plateau
e la superficieminimadi Schwarz

EnHuciatedel problema df Plateau. CoottttwMiout~ndameatatf re!ttit< atte dw
rappMMntaiitoMieonfofMtidetht eop<t)ree)en'to)Mteeo))<tffem dt ttansa e Mt piano
'tettttYtttitbiteoomptetw 9. CModi au eontornoa tmtt) Mttttiuei, o di Ht)ooutor.
)togeMtate di 8ehw<ttZ. CtMtdei qoattritttten) ~ghembofMtMto da due o<tpp~
')i "pi);o)ioppuat) in ))Mtetraedro ref:o)M6. Rete «ttaedrtct e <)M);[nppo~

24 fnttiiioMi. La (Mpet-Soio)H:nimitd) SehwaMcuit f f-c)==
1

~t-14ï*+~
VetiHcherelative ai ooatorou. Orttppo ohe riproduee la superficie di

Sohwttt e cootiatMzione MXttitiMde)))*enperHeie. SM)tef))eiecontagata in
appHetbint~ e ouo ~ntppo. JOtotna <t)prub~nta dt mh~mo. Teorema di
Steint'r. TeoMm) di Schwttf!!Mtitt voriattooe aecondtt

2H!.

PreOmtnar)3ut problema d) Plateau.

In questo aeoottd't Capitolo (!e<))t;))to M))e Httpet'tioie minime, ci

occuperemo delle relitzioni <!i quesht teoria col o<ttco)o <!e))e varia.
zion! e in prinx) htogo furtttatorettto i) probtetUtt che vi hM dato ori.

gille uet modo pt'eoifK) aegufnte:
Da~o Mtt ooM<ofMocAt«<o C M«o spazio, co~'xtM <MMt~or-StOMeocH-

<fKM<t<« jjtWpe~OteMMXtHN~'M!K<t<C<t 9MM<0<'CK<Of)Me p<'M:<ttteM'ttt.
terno di p<tM<tjt~c~af~.

8<mo oetebri le espet'ienM di Plateau, colle qn<t!i qneato Nsico ha
t'iaotuto ttperithentattneote il probtema itnmergendo it contorM, rea-
Uzzato aaioamentf, nei tiquido che porta )) ano noute ta taonus
amdtt che reatit aoapMa a! coMtot-oo, si conforma appnnto a aoperftoie
tMiMxna.

L' aua)iai è bon toug: dal saper risolvere iu generate il problema
di Plateau; pero ne) casu in oui it ooutorno (' fonnato da tratti ret.
titinei e in un a)tro caso più generate, che verra fra brève indioato,
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poaaediatno una a~rie di itMportant! riaattatt dovnH a Kiûtnato), Weior

atraaa e Schw<HT:.

Noi ai titnih'remo qui od eMporte ))<t pthoo mftodtt che si offre

Hpotttaneametfte it) qu<*t<ta t'ioerott, !)) fflazione co)ta teoria 'teito ntp.

presetthMiotu confortai queato <netodo anf()ciet)te nei cotti pift f~tn-

p!ioi, in pwtiuohtM per ht Hupet'<toi<}xtioitnft tti SchwHr: thttitnt<t at

quadritatero aghen)b<t funnMto <<? quattro fpi~«)i, <h)Ma dtte op))MM,
dt un tétraèdre regohtrc. AUo studio di questo cnao jMtt-ticohm', ttu~o

iotereaattnte sotto moiti rapporta è pnocipxttm't'h' dt*t)ioato il C"pi

tolo. Questo metodo delle rttppreaeutiaxiooi oonfortH) buat)t )'er6 sol.

tftnto, come sopra è aYvertito~ in pOMhi ottai più aemptioi. Ne))e

Lezioui di Darbonx (T. 1 pag. 453 a. s., S* edtz. pag. 490 a. s.) il

tettore troverà espoato un metodo di molto maggioro efOcHC)~ e di

graofte interesae pei aaoi rapporti colla teoria delle eqaazwui diab.

t'enzia!) lineari.

Conaideriamo ana porztone A di anperticie minima, thnitata ad

tu) coutorno chiuso C, e la ana hnmaghte aferioa B, obe, par la pt'o.

prietà fondamontate delle superttoie tnioitne, darà una tttppreaenta-
xiooe co~M'me delle area A, ed ammettiamo anche ebe qo~t'a~aH

rfoopra la t'egione aferioa oon nn ao)o strato. R)prett<!e)t(!o par tu

))aperBo!e minima 8 le notttxion! dot Uttpitoto prenedeote, iotnxtuota-

tno )a variabile complessa

a

== ]t/
I<*(t) T.

la eu) parte t'eate tt ed il ooefaciente dell' itntnaginario v, t'gnngtiate

tt ooahutti, dàuno le Hnee di ourvattu'a di S.

S< cotne anpponiamo, la funzione a & Cniht coutinna e tnooodro-

tna neiï' area A, diatendondo i vaton di a nei sno piano cotupteaao,

avremo dett'area A Mua nnora immagino conforme B'. Cos) t'area

sfenua B e area piaoa B' aaranno rappreaentato oottfortnemente

l' nna snU'attra, e nota ohé aia !a tegge di corriapondeMa dei !oro

panti, ai conosoera comptotamoute la attperfioip~ porche nllora aara

nota o in fanzioue di T, e con easa la funzione di Weierstraaa

F(~
F(t)= (llT,~

1

2\<<T~

daiia qaate la mtperHcie 8 è individnata.

Ove dnuque il contorno aM~ttato C abbia tale forma ohe t)0 ri.

aatti determinata tant~ i' Mea af~rica B che la piana B', it probtema
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di PkhMH ai ridurrà~ per quel contonM), xt bon noto problème di
xtMtiiai di mpprexextttre «onfot'tMetMOtte un' area data ftopra nn'Mttra.

La eiruoatattiM oral aooeunata si .pretK-nt~ appnnto, preecixdeMdo
attMono du Mu oerto grado rli mdMenxioHztooe, quamto il oootorno
(J st coMpotte dt tratti rettit;ne!. Per t' hnmnghte aforiott B ttvramo
ht ta) OHBUehe ad ogni tratto reMUhtoo r dol t!<)))ton)oO<ion-!n(WN-
derà Met wotot'oa dt B ut) Hroo (tt oerohio tMMaftitnnh) nM ptnxo nor.
MM)oad f t~r ooM~gaeMza l' area B tM~ un potigouo afffico, il
oai contorno aarà eostttnito da archi (!i oiroolo tntMtaitMOper&tttnuente
iodividMati dt poaizione. In seconde hMgo, ae coMSideriamo P area

pitttta B', aicoome ogni tratto rettilineo det contortto 0 & nn' aahtto.
tioit per h auperNoie, Il corriapondente tratto dei coatorno di B'
sarà pure rettitineo e pan<))eto a!at)tt o aH'K!tm deUe biaettrici

M–1)==:0, «-t-C==0

degli asai ooordioati sut piano B'. 11 prob)e)na di Plateau ai o<mv6f.
tira quiudi, net caso conaidemto, ne))~)tro Aappf<M<M<<t)'ein modo
conforms il ~c~oNC <t/<co B M<<~o~eac piano feM~Nec B'.

213.

Caso dt un contornod) Schwarz.

Le oonaiderttzioat Htesae va!gono imeont in att oaao pi& gênent
formulato d~ Schwarz (') net modo aegnente

~«t data una cateM coM~Ma chiusa, formata di tratti ye«t«M~ e
<Hp<a<t< ew~ determinare <t)Mt«<p~o<eottM~ot<t «w«<t<a~<f<t<tt
~«~He{ e dai piani della c<~M~ t quali «?<?< deMcMo ~<<M'e orto-

F<'M<t<Nt«t<ela <WpM~
1 tmtti rettitiuei det comorno U aouo naintotiche, e i tratti our-

vitinei tinee di curvatara it) piani normati alla snperaoie. Per oio
le immagioi sferiche di qaeati ultimi tratti sono anoora at-chi di oir.
colo mMaaimo, iM piaoi para!tp)i ai piani della oatena. Soi piano o ta
loro itnmagine è qnindi un tratto rettitineo, parallolo aii' nuo o at.
l' attfo degli aaai ooordinati. Anche lit qaesto oaao più geoera!e la
aohtzione dei problema di Plateau dipende danque dalle formole ehe

(') fer<~M<<'<<crH<M-MtoA«~MK)«-JM)t<XM~M<M(Menateb. der Ber). Akademie
1873) Werke Bd. 1 8. 126 fT.
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dauno ta rappreaentaxtotM conforme di Ma potigcttû sfprico tjopra un

potigooo piano rettitineo.

OoMBideria'nM per n«. il eaao pi h aetnpiioe ht oui ht cttteua ni<t

ooatitnita d<t due tratti rfttitiuei AB, AO tet-txittttti in B, C ad ut)

piano, tiho ta aupertieit) debba htfftiare ortogoNatmen~ H a~ttore

ABC di aoperttoie miMhna, eooe vieoe rea)izzat« <ta))'eaporie)MH, bu

par itU)t)ttgh<o auXit afera Ht) tt'i<t))(:o)o potfettHtoonte detertuinato, e

l' imtnagtne pians B' (au) piano <J) è uu trinagoto retitauguto Moacatt!

coïï' ip'tteouea puratteta w! noo degti aast e'wrdiuat). 11 (iorriapon
dente probtetua di rttppresootnzione coofwtue si t'iaotve, come è bex

nota, par aerie tpergeouetriohe.

Supponiamo cm di essere riaaciti a riao)vere, per un «wegoato

ooutorno d) Schwarz, il probtema di Plateau. La porzione I: di au

perMote mioitaa, nohieattt si otten'à dalle fortuote di WeiorBtra~
&oeodo tuuovere la vatiubite oomptesaa t entra il potigono sferico

B ma eatuoiniamo on~ NervoMdooi de! teoreon 'ti aimmetria <t), p)
dituoatrati a))<t Mue det 8K), oiô eue aocade qatmdc si oonsideri la

oontinaazfooe <n'atit.ioa di questa porxione S di fapHrSeie tninima,

aegaendo tt protungameoto onatitico della fuuziotte F (r). Se T attra-

verM t)t) tato < de) po)igouo B, cNi cfa'rispondM un ttatto rettitinoo

r dei contoruo 0, BoHa f<operMc!e passerotno da X a) t-ibuttatneoto X'

di qnesta attorno ad t', e ri)))ar)'e)MO in qoeata ttuova p~rzione s',

~nchè t resta entre il poii~tto afërico sintmetnoo di B riapetht H)

lato t. Se iuveoe al tato < di B corriapcMde )H) tratto .onrvitioeo di

C, ht on pi'mo dÈtitt catcna normale a B, ai paaxa attora da E aita

porzione sintmetrica 2" 'ap''t.to a qu<'ato pian~.

0<M), uetta eotttiMuazione aoatitioa detta auperdoie ntinitna, a))a

porzione S tr«viamo adereoti per chtscut) lato aJtrettaHtf Hoovf pM-
zioni sim)))et.riohe di E, attonx) a rette o t'ispetto a piani. 80 cia

acona di queate possono ripeterai le oouaiderazioai atess~ e la ooHti-

uaaKtoue anatitiioa ooMBtera di ittHnite poriticoi sitatoetriche o con

graeuti.

E in generale avverra che una regione tiuita di apazio <:onterra

inOnite di quelle porzxt))!, cône si riteva conaideraNdo p. e. il caao

dl due tratti rettilinei de) contorno c<nx!0)'rM)ti in ux vertioe a<ttto

ON angoto incommettaumbite cox La qnestione qui soncvata si

oollega ooH'ait.n) dettu diauootiunità propria od intpropria di uu

~fMppo ~< )MoWNteMMe pn6 trattarai aenza l' eH'ettiva conosofttKa della

porzione di aMperBoie )niuin)a limitnta al contorno aasegoato. La coe

stioue conaiste infatti u61 riconoatwe la natara de) gruppu generato

dai r!ba)tatnenti attoruo ai lati rettitinei e le simnwtt'io riapetto ai
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phnn dettu oftten~. H p~ aempXoe oaao lit oui ht MperMe )ain!t))<t

cot~iapondeute pr~setttft tnttt t'cgotttre df~HMiote neUo tt(KM<oè quello

appauto ohé pmMiatMoor'nfti )t trttthtre, ove i) coKtnttto di 8c))W)trz

è xn quttdritatet'o aghembo formata (la qtXt'trc "p:goH, dxe M due

opp<Mti, di u<t t;(<trtte<tro rfgotttM.

Dft sei t)pi(:o)i <)i m) tetraettr" reffttttu'e AB(JD aupprhttitHO" p.

e. i ttue oppoxti A D, BC, o c<M)a)<!eritnnMift porxiMtto di Mtpet'N-

cte ttUMinm titMitatft ai qu<M)ri)Mh'roNghatoho re~ttut~ ABDC. Quo-

sta 8)t))er<ioio, oome vieue )'C!t)ixx:)t!tM«)))tt'orrit<poH<tK))t« t'ttpxt'ieoza

di Poteau, è finnntttrioa riopetto a! pttmi coo'totti lier f;ti "pigoti

aoppressi A D, BU ))(H'tM)d)netHonHo npigoto oppoato BU n A t), c

~iaoe tut<M ne))' mteruo de) tetntettro fotnhunetttate A BU D. 1 piMni

t~ugenti uel qnxttro vertioi aono apputtt.o le Oteoe de) tPtrnath'o e

le loro pagine puattive aon« que))~ interne per dne vertioi opposti,

le eatGt'tû pcr gli altri due.

Ne riautht ohé l' itntnagine Bferx'a <H È Ht) qtttxh'itKtern sferiooo

A'B'(YD' oog)) ango); <ti 120'. Por ottcnpro nt) tate quadrihttet'o

suita fft'ra, biMtK ittscrivfrf ))) qtteaht il (ittbo e 'xei qnttttro vertioi

di )))ttt Rfcoia si hanno ftppxttto i vertiei dei qoadt'DttterQ. Ora «SHer-

viamo che il p)Mn<tcoudotto par BC oortxittntente ad A D è oortn~e

aie aoittdf (jnesCtt itt dt)« setton Hittunet.t'ioi A B C, BD<3 ohe

hfumo par imtOMgina sfHrifMti duc triongoi) A'B'C', B'D'C' iu <

)& dtHgouttte B' <)' acindtt il q)tHdri)atero oottxiderxto.

Poasiatnft dm'que aostituire al ooatrn probtetMH l' a)tro più setn.

ptica dnHa dotHrminnziftxe dei ftettora minimo ARC, tit))ib<to(htdtte

tratti yett!)n)p) A B, AC e dntta curva BC in un pittoo nODUtde M))a

anpprHfiie. L'itMOta~ne sit'not (H questoat'ttornèi) trian~'toA'B'C'

oon anxoH di <2e". 60*, <t0' t-isp~ttivionente in A', B', C'. Su) piano

MO«)p!eMo o )' immH~ioed<') medeainto oettoro è ors tritmgoto rettatt-

gotoisoBcete a b c'tX'ipott'tntaa &c p)H'n))et<tM<)Hnu degtiKaaicoor-

diuati at)) piano o.

Per trovare ta fnnzione F (t) di WeieratntfM convettiexte MHa no-

stttt SttpcrMcie. biso~xa adonque eaprioMre o in funzione (M T ta

gnifa che i) tHnngoioftfcncoA'B'C' vene'a rappreaentnto oonforme-

tneote an) tnangoto piano <!&< Om C!t)ituno daA'(f)g. 7*) PatteMa

A' H', d)vidc))<)on(M)iH:rnu)Koto!"dnosimt)~tri'ti A'B'H', A'0'H'

e doMonponittOto nnovinnente ciMsoono di qtiesti, tnediante le rtapet'

tive a)t«!6 R' F', H' G' oatttte dtt H' i)) dne triongo)! tninori cia*

aonno. Se on)) d''cotnp<tSiM<tne dei tutto MKttoga ai ettettoa aut triat)-

t{o)o piano a&o (tig. 8* è ohiaro ohé basterà rappresontare in modo

conforme il ttmngo)o B'H'F', ooi rispettivi aogoti di 60% 46" 690',
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sol triangotopinoo bhf <)"i t'ispettivi aogoti di 45°, 45. e 90', iu

gtt)aao))eivertiio)8)Cf)t'ri'!t)')))<tano')e))'')t'<in)<')n'))o<~o.

La fnnzione o (t) ut)p <'a'ettutt qucot~ mj~preoentaziOMe, eateaa.

cotto leggi di attnntetria a tntto il t)-i)U)go!o A'B'C', viene Kppuotc

!t rappreaent'u'e quest'attiMto sut tnangoto <!&c.

Per trovare le formule cot'riapott~enti butera oho rappreaentxtmo

ooNforme~ente l' ouo e t' attro t)'i)mgo)o B' F' H', &/A au) aemipiMio

di nua va~riabite comptera a.nai)iaria ht ~uiaa ohe al contorno di

ciaacano Hort'iapotxta t'Hase )'ea)e par .f. to cië potremo attOorH as-

MM ad arbitrio i tre pnnti dell' ~ase renie sol piano ohe corri-

apondono ai vertioi, o noi Has'Tetno ohe si abbia

~=0 in (B'&) ~=.1 (F') ~<c in (H',&).

~.314.

La rate ottaedrtca.

Nett'ipotoai den'eaistenita della funzioHe (~ ohe dàiarappre-

sentazione conforme dei triatigolo aferioo B' F' H' aot aetnipiano po.
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titivo noi tmditMto ont c(Mtr<uF<n efthttivtttueMte oome foo~one

razionitte di T de) gfndo M, o HttUtt attpreaittûue coet ottCMuta aar~

pui ~totte veriHeare ohe esaa gode delle propriotà votnte (').

InBCfivtHmo t)e)!a afertt comptt'MM T P oMttedro regoture e pt~jet*

tiantOMe le fuooo, (ixt eextro, t<))t))tafet'tt, onde )K afora rtautterA de-

<!0tnpt)8ttt iu 8 tfiangoti aferM!) ttirotta))go)i. Uiaaomto <U qneatt ai

decotnpon~ pui tnedittute le tre xttezite (biaettnot, tnatUane) lu 6

triangoti parztati, ? citMOttao dei qto~i daremo il nome dt <W««~o<o

c<eNMM<<M*e<La BfeM è decotnpoatu iu una reto di 48 trittogoti ele-

mentart, atteruattHuente ainonett'ici e c~ngruenti e oittscuno di eeai,

come il triangoto B' H' F' de! ptuttgntfb précédente, h& gli angoti di

60*~ 46", 90'. Dirento qnest~ ht f<<e oM«~f<M, e per diattaguere la

eottgruenza diretta dati'it) versa, ))u<M))ginore)no<fa<a« i 24tri<m-

goli che aono inversamënte oongrueuU a quello da oui partiamo.

(JoMvieue ont dttfe Mtht rete oM)~dri«<t uo'orieMtaziona Nasasatta

sfem

.+~'+C'=t, >

e qneato &ociamo poneodn due vertici oppoat! dett'ottaedro nei poli

(0, 0, d= 1) e aitaando il quadrato degti altri quattro vertioi, an!

piano (1el1' eqt1atore C'-O, ooi lati paraUeti agti assi 0$, (h). Dopo

':iô projottiamo stereogntCcamettte oui piano dett'eqaatore dal polo

t w (0, 0, 1) la rete ottaedrica, tratte~gtaodo i triango)) piani che

Hono imtaagint dei triangoti tratteggiat! ed otterremo la figura 9.*

1 triangoti (tratteggiati) della rote ottaedrica si riuuiacono qoat-

tro a quattro attorno ai vertioi de)!' ottaedro, tre a tre attoruo ai

punti naedii de)te facce (prq)etbtti sutta sfera), !n fine due a due at-

to'no ai pant! medii degii apigoli. La oonaidemziooe diretta, o nma

aempHee iapezione de))H Cgnra, dhnoatra subito ohe i valori dt < nei

punti delle tre apeoie soxo:

T == w 0
i

~t'~ (vertioi de))' ottaedro)

~1

b) rL~~ l~l.. =~~J~< (punti n.edii
3 9 (tette faooe)

('~ V.! Kmx Uetxt des tkoxatdtt.



t.A BBTKOTTAKDMCA &73

C) T==±l, ±<,(1±~)~±'. (t±:~)L~,

~2 j~a

–(t±~3)~ –(1±~3) (punti me.tii <)eg'i n[')go!i).

~2 ~2

Costrmatxoora tre poiinotoii in T ')<') t'ifpcttivi cnuti 5, 8, ]8

dei qo!t)i il primo m MMouOi de) 1° or'Utte nei pnnti <t) stdvo in

t'-oo, il seootxto w oei punti <<)c<) il tet-xo t)K) punti c). Il (Md.

coto eB'etttvo <)&anbito:

(1) M=t(l+t*),w=t–14t'+t', /==t-{-3:)t'–33~–t".

~t5..

Gatooto della funztone trtangotare (t).

Per le noNtra )pot.oi, ta fnttitiotte (t) deve dure )<t r)tpp)-<'aeMta.

zione conforme de! t.ri)U)gc)o o)e)no)t)u'e T <!p))a )'ete, scgmtto net)a
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Mgur&, ooi vartioi Ma! punti

t==0, t==~i-_ .=j~-l~
J

e coi rtapettivi au~ti di

45*, 60". 90"

an! ttemipiauo (positive) -ï iu guiMt ohé nMntre t peroorre i! périmètre
di T, perMorr~ t'asae reste, tti vatori aot'itt! dt T eorrispon~endo ot-

dinatatnente

~<o t ~O z=: 1 ·

Ëatendiatuo (t) a tutt't )M sfism c'~MptesfM t, secotido le uote.

tegf;t < Bionnetritt ~ottx t'ontinmtzione anatitiot, per modo <-t)e in

ogni punto t' detht afen), apparteoente tttt uoo dei 48 trtaxgoti <te))tt

rete, tu Mbbia it vatore stesao ot~ bu net pttoto oorriapoodeote t

de) tWMngoto foudttmentate T se H triaugoto cniapp)trtietx't'& (tiret

tatuente congmento <M)t T, ed inveco i) vniore OMxiug~to ae )tt oon

grueHza è inverax. Lu ftutzioxe .t (t), eus) eateaa tt tatta )Msibm

contpteaaa, & dappertutto r<'gu)ore ttHivo ohé htt poli de! 4* oniine

uei punti <!), vet-tici de))' ott«M<ro. BMutttt gt& di qui ohe (t) è fmt-

zione faxioxHte di t det gradM 4 6 == 24 e per trovame t' espres'
aiouo baattt or& oeaervaro ohé i aaoi ittHmtoaitni aono ttegH 8 punti

&) (oentri dette facce) e Hono det terz~ordioe.

I~n fnMiotte razionnte ha duoqne i mcdosim) inanitesim! ed
M~

iHNniti dt (<), (JaHtt qoa)e non )"tô tH~erire ohé per UK Mtore co-

atttMte U, soriviamo

,.tt'"
~,(i;)~.C–.

M'

Per determiuare C btMt~ oaservare che uei punti o), p. e. in

t~.), devo esaere i!f'°'l, e aiecome

M == 2 ? == t )'(')' T<==1.

ne viene

U
1 i

""s'7~" rM'
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oMdeabbiamoiuNoe

.2) ~=-'1~==-
t08T'(t-j-t~' )08M''

Uonviene ioottre oNaerv~ft! le ~tn-M t'ot-)t)o)e segueoti. La fu))jn«))«

<(t)– 1. hn Kti iuttttit) di < e g)i intixitetitm, <)e)sM<:ondoonth)?, m'i

[)tU)ti e) ove Hi ttxuu))~ il poHMomio per cotMeguettKx avrmnft

1 s= i~
M~

'tove mat)) <ta dotertninat-e ht coatante B. 8eoon(to tu (2), t')c)tUct)

tncnte

t<)8 M' + ?' j- 108 B == 0.

a h) tjtu'itta ittt'ntità.t'oupndo p. f i;==0 con che

(,)=(). M; = =: 1

vicoe H== Si vcde nuiodi che )nt i tre potittomii M, '«'. 7
10S

xussiate )' j'iputità

(8) m~M' )c'==0.

oiô ohé M v<Titi<!K«nche subito t!h'etttmt'')tte. Cosi MbbiatHo trovato

ta ne<'on<)a formoht

(4) .M. ===-('+~=-

t08t*(t+~)' t08~'
·

B<t ora ë fttoita ottcohu'e )U)ehe la ttenvfHa osscrvando ohé

~T

i axo! infiniti :'of)o i)) que))! 'H oioè ne! punti «~ e preciatttnente,
de) 3* ordina in ~==90, a dot B'*«rdine nai rimtment.i cinqne, aie'

cité è OQRf<HMione raxionatM tte) ?" ontine la (S!J dimostra che

neg)) 8 punti ove a'ttttMttttn M t<t hn inNnitesimi de! 2' ortU-
<!t

ne, e per )a (4) nei 18 pm)t.i ove a' anunXa inattitiefitui de) 1" or-

YM*
dh<e~ ne vi sono altri h)Ht)ite8in)i. La fnnzione htt per ci6 gti

M*

steM) zeri eiottaiti di–.indiaft
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== A J~'
s

(A codante).
d s M'

Per determittore ixHxe la oostante A, ai «Mcrvi obe per ta (3)

.i.n
~-0\

onde A == e in fine
27

(5) ~=±.X~.
<ftz m'

Queata formottt a) veri8ca anehe aabtto OMtervando )' Mectità

~M dtP
4 «' ~M–==4 y

~t 'h

~.216.

Vertf!ch~relative alla rappresentaztoneconforme.

(Jotte formote otteoute a«pm per )« fuozionM rMionHte (~ è

&tG;)e ora verittuMM oh« eaa)t la ritppresentttzione Moforme voluta.

Pretnetti!)tt)o percih le conaidetttifioni segneoti. Lu Mtc ottaedrica

pnh portaM) a coitXii'tft'e <MHoè tocdesima Movrnpjtoftendo un qaa-

!anqne trMngoto dann Tet« «d nno qutttnoqne dei H3 tnaogoti con~

grnfnti. Oina<'uoo di queati movitnent! detht sfcra in a& è anxtiMca'

mente ntpproaentato da nua tXMtitnxtont' tnx'xre suXn variahiie

compteastt dnta dalla f~rmota de) Cnyiey (~ 50).

AbMatno oosi, ''ompfMM )' id<'))tità, 24 «uniment! o anstitHKinoi

Hnettri nh~ sono totti e Moii que))) che «ovroppongono la rete ottae-

drica a aè me't<*Bit)ut,<*per ciô steaao formaxo nn gi'Nppo queato

dicea; grappo det!'ottaedro (o de! caho).

ttnporta acrtvere le fK!ettive oapreaMioot dt questi tuovimpnti de!

gruppo, fra i qaa)i oatterviamo in primo txogo la rotazione di ? –at-
3

torno ai diamètre dett'ottacdro oogti eatremi in t'0, t*<c (aaM

potare); questa ha 1' eapreaaiooe
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87

T~<t

e ripetata d& !uogo atie 4 HONtitttxiooi (cotMpreaa )' ident<t&)

t'~fï ('OJ,3,3).

ConaitteriatBO poi il ribattamento de))' nt:t.<tef!ro attoruo a))' aast!

0$, che permuta fra toro t due poli t~.O, t–ao e iaftOtit siogotar-
mente Oaa: i <tae pnuti t=~:l, ondetaaoatitozioMeoorriapotxteute

& === e, combtmtt~ colle qmtth'0 prpoe<)6Mti~ d& tnogo aile 8 so
t

stitaziotti

~–<t, T'=i'. (t.o,t.2,3),

uhe net gruppo dett' ottaedro formtmo au eottograppo G, (det diedro).

Oonaiderifuno tn fine una rotazione di ftttoruoattaconginngente
8

i oentr! di dne fttooe par~Uete opposte detP ottaedro, rot&zione ma-

itifestaitiente de) gruppo.

SoegUamo p. e. qae)ttt che permata oirootarmeMte i tre vertioi

deU' ottaedro

s=xr,
!+t 1–<

~2 ~2

iadi i diametraioMnte opposti

==o ==-L±i i-

t)er la aaa eapreatuone ai trova aubito

~~<1.+~±.~
2

ed ora oomMnando cotte 8 precedenti, et hanno le 84 aoatit.aaoni

det grappo de! ottaedro aotto ta forma normale
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.=~ .-=- ~==~1~

,(t-.) T~-() ')

(C)
~r~) T'=~

~)t-)-j~-2 (l–Ut+~

t-==0,l.H,

i':dot-ttntn)i)(m")tv<it(t'!)r<'chc ta f)t))xio)M)~(T) data dat)tt(~)

ea'ettna ht rappMMatttt~ionM c~nf'umf v'tttta. Per qttcxto co)f)moi))f))«

ttMn'ofm'rvt'ro ~be: ~«/!UM<fH<- (t) f<'MaMe!M«<~<~« M <ept-<[ <'w-

yomeM~ t <!t f.~MM~ '<"« <!M<MH<!KC(~~ 2~ M<<~M~M<(6) ~< grappo

(<eM'~acf/o (').

Uifittti unit qntthmqtn' <)) qttfst'' MtuutuM t'nt t<n-u gli i)()i)))t<Mi)')i

di.?(t),cu)..e jmrc g)iint)t)iti,<'dipihipn')tiove<(t)–.l(').

Ad <i vnt')rH t)i s tiut'napomh))'" 24 va)o''i t'<'t- T, )~gati ttd ')<)('

<)ieH!iid")~a4~tit)Mi'ttti(<!) <tf)K'Ppf; fu"x'<<' "tgebrioa

invt'rsa t(~) oui 34 'U))i ai ttedxcow du uno di esNi c«Ht' watitt).

ziooi (6) tticcsi <' tt'M~MMa~~ ~Mo~Wcft (K)em).

Oa~'rviiuno om ohé, <K<MM~fMo ~< o~Mt fW<!N~o/«e~mfK~fe (t)

t't~e, ci& ehe basta verith'Mt-e p. e. pet tt-it)nKo)<' fumhxnf-nt~e T

doHa ttg' cni vertic! in

<) 1 t

.=0, ,==~==(~3-))

é
Sui dno lati rctti)i))ci cib tn'oftdo oertttMX'otp, giaechë ivi è gn\

reate an) )ato cnrviHneo (-;) prendo gH ateasi vatori cho an! )at«

rettitinpo d<t -== a t== 1 de) triango)o omotf'KO coi ver-

~i

tictin

(') Per qneet~ ptoprtet& la <(~) dit an primo ad etetoentaM e~empio di faMtioni

ett<<M<ttf~

(') 0 Moho et o~erv! ehe )? propriété &ovideote per le prime 8 aoatttutioni(8)

()+<).+~ 2

a )) veriaoht per )'~ttraT =-

T:j~2-(t–<)
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·

epft-uiOè ))t)<)«t't<)'M))'.P''t'"o)'t'ctt't"~it'th't'n« ')'-( t)'itUt{;'t)<tT

))e)HNt)')<tp<Miti\'o(chu)!<i!t)'in-t'.tintfrt)!ttt)<a8h'i'H)!'i.:))f)'Gt)tt'M

t'a~cwxtt'ttu–~ a"j- St')t)j)rft))UV''t)')<'sittt't)«st'<Mt)!«')nto,

()0))p')t<')nto)'))))'<'ttd''t't'd))evutr'')')Mtftt-<t)V!t)urt'(''))~!ttttnn)'))titn)

uuv!))<n'<'rt')()K'ti~<:<m')sp<'t)')t')fbb'')''<)'iudi 24 v'!))"rij)t')'*).))<

Ott(t))')<)t-itU)tt<'V<tt''f)'<M<~t~')iT(<t\'<' ))UH))UU )))J'))i))))')t-

t!t'rcnt)u(i«'!tt);t<~a')nnuvt')'it)taH'<<Mft)t') Muo '«'tttijtinttx K

jMM)tn'cpuichèi)tVt*t'M!m)cnteM<t«n))ivtt)t))'('t)i.?it)(jm'st<<'tctt)i

ptMtMt)t'(!')t')')!<[)(t))d''t))t«)))T(<")'))«) in ci)~c))n«')('}!)! idtt'i 23 ))-):)))-

Ko)i<'ot)gn)e)tt.)),ft'!tipuuttttiTM'j)tKt)it)c)(t)ithitt:itnuH)t.t)nuK''

U))!)m))')'i!<j)))))df')txahi)))))v<x')). 8ic'))ft' poi
<?~

n"tt n'))nt))))t)) tnni

fie <)iv<'uta iotittitit in T: ~« nf~/)ft'<t<'«<ff~/<;«edi T <<'<f H <<<t~

p~)<«UM«/<«'Mt<M/Cf)!<'tt'<<CtdfT.

~.2)7.

Determtnazto~ della superficie m)n)ma di Schwarz,

Pft'<)f~')')t)t)<!)t''o<'t<))))~t!t)tmt)tt')attnpt't'))<'it))tti)'i))))t<ti8'ihw)u'i!,

t'i)t)))))<n')td!tntppt'fSt'))t)u't*<!0))t<)rn)Mtt)et)t('8)))M<'t)'ipi!)t)<))M).s!tivo.: z

i)t)'i)U)K'))o"'ttm)K")" 's<)ttt!<<)f&/A<)ni~.2t3t)<')pi'(U"o,t'o))'ip<t

)<'t)U8it&/tp!H'tt))c)H!tttUt)<)')~fJ;t' "SSJ, p'))t))Ht)<'))))'ttMttP !)))< ht

t{U)8(t()h<)St!)t)bi.tt

~==0 it)t, ~–1 H) y, <:=:? in /<.

~MttotM fonootadiSohwfn'z-Uht'ifttoft't!) po' ht t'appreHettt~zionf

cooforme di mt p<'))K" n'ttitittfo an) aemipiitnu ()& oc) Ottonoostro

</o
Y

<
-u

~~1 l

<(~–li

H p')ie))<' pcr .? r~UK ))eg))tivo ')<*vf <'ss'')'<' j––) tfoto positivn,
l,

dobhituno «vore

U==<A',
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oon A oostante re)~e,e par ci6

.=A\
:r

.1
~=Ac~ -t.

(1)

,~(. ( 1) j/<~ (z
£

htt ftH'Kioue F ~) di Weierstmss t)6r tu HuperCoio )M)n!ma di

Sohwarz è qnittdi d~ta <tnii<t f'<rm«)tt

i/</Q~ <A' /d~~
°

~"=.h-)-T
S..

,,(7.-)'

f
t.'I;J1

!(<) 1).
tl t

M))a quate sostitueudo i v~tori (2), (4), (5) per <, < 1, s! ot*
<!T

tiene, a MMttc<<t«M<tCM<<tK<efeate d' otMO~<t<t

F(~L~

jf/w ~)–14~+~'

Ne cohotn'iiiuuo la at<pe~<He mttt<m<tdt ~Awat'~ ~K«<t fh!M<

~HM~

(~=~ y=R/±~=-
/~1-]4~+~

S lÎ

y~l-)4T<-{-T*

~=M/J~

~~1-14~+T'

Ed or& ttndremo appunto veriCoare che, se manteniMuo T sa!ta

8fer)t oontpteaaa ontro nno dei 6 quadritatert afiertoi con angoli di

(')OQnaMttitaziont<<fita)ta

0-2 A

~<<yt-t

e la qottdMtaM petttt alla apeet&tt famttoae eUitttot p temn~ettiett eegii tnvariMti

~4, ~=-0.
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18(f, eorriapcndenti ~)e f)nx:c tte) exb't, rian!ttt in t'tfftto oua por.

zione regolare <t) nuperMoie minima Httxhtt't n qaattro apig«)i, due a

due ot~wttti, 'H un tetrMth'M reg~htre.

îotauto si oaservi ohe il terzu tMt~rttte ooUe (i) M riduoettubito

)t un iuf'grnte e)titt)«o (<))pritutt 8~0))') co))n HOHtituxiuoe ?'<; ii

dae primi eoMo ftpptu'entetnetttf ipf)-Ht)it.Ht!i, ma )ith)cibi)i ))(t nHtttici

cou aoatittfziotti che fhu'etuo fm breve.

Ma oouviene prima girare gli «aai coordiuati attcruo tu! O? tii 46°,

sostitueMdo a

jt.~

ttMovatHente a:, y coat avremo

,t-t t–t- ~$ ,1+< i 1+~'

a:= K f
<

~== K <
_i.

~t-14T't' /~2 ~"1–14~+~

2~T
.t==

R </~t–t4~+t'

FieaiatMO ora ohé t ai tnuova t)e) quadritatero aferico oui vartioi

oorriapoodenti ai quattro valori <ti T

a=~~E~ &==-a=- c=- ==-~E~a = -1 b g a â c=

~8

..r~-i 1«== <a==<

e prendiamo attreat oome tittnta inferiore comane dei tre httcgrati il

panto c == <t. Le formole che detiniscoxo )a porzione di snperticie

minima, aa))e qaa)i dovretno fare le iudiMtte ver<ach<' si acrivono:

(~
~1~R~

1±'
~±~

~/t–n~4.t' ~-<3 ~l–)4t':T:"

<'T t dT
.==

K<
z=

~)–t4~-}-T'

·

B dovremo anche teoer prosente che, dopo ta rotazione eBFet-

taata di 45" dogli asai Ox, Oy, biaogOM introdurre il corriapuodpnte
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t))nt!)ttx'ftt" t!cHt' tm'tt)(t)c (H)~. 3M, <:()<)divfuttttto <trn:

'(- Y=. z==~
1

J'T.. <-1) ~(ï~-)-)) ~i-t

Inth(t',)im)t!n)t)«it<'«rso<))~a)dcttoquMdr))i)t6!'H,pet'f)tt'f<pa'
t'in' o~tti o)t)h)Hnit!'t <):)))<'fonuot~ (t*), not) rMttMpiftoheHMnrMqua)~

fi)tHt)tt't)(')riM)tt'a)6s';t')t«)W)'

"r-!A~+~

('))0))ot)!<t)).ttt)<)Mt)!a)t)'Opt't*))')<'))dO

F(0)==+!.

Nutituoo pui chc gti otto )mntt di <)it'<ttnt<xio)ted('t riuticitte es-

~sc'tidoneivertioi'ialcnbo.

1 <'
±~, -<- -)-M, ±

« n

htMtorA eaeKuirpnGtpiitntt~qnHttrMtagtitettiiineina'daathwa't

<t'!= oc'<)a –f< Hoo <t M' <ht t<t iitto a- in Hoe <M' <ta
<t M <!
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–<<t Mtto H– e tu fmtxiunu F(~) net photo cMita~tiMtoHHrAttntt
(c

fnnxiunn tinitu continot), e tnon«tho)n)t dappo-t-mto, tt!<)votn'gti 8 jmttti
itx)i<)nt).

~t8.

Ver)f)che rotative al contorno.

Utt)M)t)Mit<H]«qu~te venttchM uol t-ict~ciu-e te )it)ee <;hKMoniattou.
don", Hntht porztotte S di tt)ipert!cie M):ui:)tHtjohsidet'at)~ ttU'HMMer<'a)e

ftt ht)mitt{ittt)ri<t do) piatto ed tttie )oro btHettrici.

I." t))dit;t)iit)no <;uu p uttft v'nfthite
t-cMtf; ttVt'cmu ittttgot'Mioe

)<')t)e

i; ~I H «

indi

(8)
.t.=-J'

(t-~)P~)~== (t~~)p~)~,
a j!

~==~
2~F~)<

<' )t<'r cib .?–y'=0. Si ha <l'a)tm parte, )t)))go questa tim')~ pet-
le (7), X Y == 0 dnnqut) il pt«Mo a; === ~M KO!'w<t<MeM~
c;~ c «H ~«tKo <!t <{MfMe<)'<adella SMj~to'e.

LtU));o )'Mse imtoagitnu'io è

t == < p, == < d p

e ittdic.otito cou ?“, y., i vatori di <- )?<- T===0, avremo men-

tre pet-oorre t'ftase it)m)asit)at'io

(8*)a.=.
J~/?()

-~)
)f(p)~==~~f''

(t~p.)~)~
~S' o

~==:(~

c quiodi

+ j'/ ===a;. + ?.

u)tt auche per le (7) X-~Y==0, on'te si vede che anche il ~iano

~)-y==!C. o pi)[))o di aitMtnetria per E.
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9." Luttgo tu bt~ett! ice deU'HBgoto formate dalle direziont poat*

tive degti aaai, abbhuno

T==~p,ri <<t==~t~,r

inte)f<teudo per il valore

~i±l

~2

erianttaqaiudi

.=..+~±~=,
~') ~l+14p'+p'

per p compreao nell' intervatto (– a, + &). I) pauto ootriapondeote

HCpra S deaorive un tratto rettUineo paraUe!o att' MaaeOa!.

4." Lungo !a seconda biaettrice si ha

t=jt/–t.p, <io).i=––=-,

~~2

iadi

.==~ .==~+~=. r

~l+t4~+j)'

e il pnuto (~ y~) desorive nn tratto rettilineo p~raOeto~t'ameOy.

La porzicae S di aMper&oie minima posaiede adnttque intaoto i dne

pian! di Bitmnetria

.!)–y–0, !B-y=a:)-~

e due aasi di simmetrta che aono le parat!etecondotteper(a;<)

ai due asai Oip, Oy.

Ora poniamo

A===-Lf (t-p')F(p)<!p==-~r(l-P')F!p)<'P

]t/3~-<. a j/a. o

B~~ 3pFrp)~=-f"2pF(p)~,
<' o

ed avremo

~='y.A ~–B.
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8t dtmoattpfà ai para~t'afo x~uente ohé B =s A qui ooser.

viamo ohé le (8), (8*) permettono di odoottu'e i vaiori di -c,~ z ai

quattro vertioi a, b, o, d, t'er tn<<zo di A, B. Dt-niguando questi

valori oott'ttpposiziutte defftiimHot «,&,c,<<, trovituno infat.ti:

= 2 A = A. (t

== S A == 0 =-= MB

i~==0, y.=0., z.==U

~xdcU, p~r 0,. z. = (1[
== 0, == 2 A == a B

219.

~tdu~one a tntegra)! ettiHtct.

Si è g!à detto (~. 217) che tmohe i due ptitui integrali (lellefor.

mole (ï*) pessoxo rittumi ettittiot ed ora anfh'emo in effetto a ooo-

atatare ohe ai ridncono al terzo. O~ervifuno par oi6 <!appri)na in ge-

aerate ohé il differenziate

« -t- & T -)- e–L- (~ c coetant!),

–t4'~+-c'

appMoando ana quatanque delle 34 fMstitnziotd (6) det gruppo d&t

Pottaedro (~. 316) ~==–I'gitra8forn)a))e)dia<'reNzia)eo)no!ogo
7t.F 8

~6'c't"

jt/tTi'i~FP'

dove il polinomio a' -}-&'<' </ egaagUato a zéro, ha per radioi i

valori dt V obe oorrispoudono, aeooodo la aoHtit)t:<ione eaeguita, aile

radiai di

<}-&T-(-CT'=0,

Ora nei due primi diNMeuzia)! aotto il segno nette (1*)

1-<T''t' t+<T't
]~– t <<T. J;/<

!,i ~T.

jf'J-14T'-(-T' ~)–!4T'+T"

le radici dei nomeratori aono, in ciascatto, gli iudioi di duo vertici
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opp<Mti doH'ottaedtM, ob&, ntodianto mot convcoteoteaoatitHziouodo)

<{")??< p«t[0ttto pttt'tat'c m t -= 0, T == <c 'nxte H pt'imo e neoomto

intc~rato netta (t*; Sintutoo tradotti (ttttvx on Mtorc) Mppnut') t)e)

t~'itft. P~r i) pt'i)u<t inte~t'uto mtf~tifmo ht H<)))HttMiot)ocho prodnce

sni 6 vt'rtioi de))'')tt')eth'o le thto pertuutttxiotti ott'oohtn

.(j. -<). f~, ~'t-, <).r

<)ovt', eome Hopnt

.J-j-t
i _j-< t

-2'

pet secoudo intograte aoegtittttto t' tt)VM'aa (o qnadrato) deUtt aostitu-

itione précédente. Cosi ta pt'itnn sostituziono 6

î–t'T'-t-t ftT-rt
(10)

-r == L T' = _L r

T' ~) T–
t

)a seconda

~t'.

T"< i T-

Eseguendo il odcoto si trova v

)-< JT'J/
j;t i ~t!=S-

)L ) 4 -L ) i4 T"

i~-tT' aT'~i"
t/t .J ==

~f-i'4~q: T< ~i -M -1-T"'

dove aottauto rimarrà hcn da HsatU'e qua)e (' )Mdetet'tninazione de!

ramo .<)e) radinate dMsoegtiM'ai ne) aeeondo motobm di qncsto formole.

Se l'indice <tii resta net qmu!ri)atoro <ttcA quetH di l', si

tnaoveranno nei riapettivi qaadritateri adiMe«))tic<)f~'c',c&i/c'det)<t

HK. Kt* (png. 582). AvcMdo nrx F(ï'), F(T") itaigniHoatopreoisodet

217, importa dnnqnM dpcidere quate dei due aegni a da aceg)i6r8)

"per ciaaonna delle formole.

(11)
–'< (t ) ~') F ~) = ± 2 T'F (~)

(11)
( -)- ) F (~ = 3 F(~")f~"
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Battter& p(M qneato ossft'ViU'M<'mt!h«:)G<')«h' n«))'i)ttM<tft di t ==0,

tt'aMuratuto )f pfttt-nxc nxtu'cio)') <)i T. Abt'i.um) pt't h' (!U)

<M)t f~O, ~==–/ <i

F(0)~+), i.'(-<).='K<
A

ff)<)<()<))

'7 ( i j). ~fï (/
·

8~F(-:)~' '7. -7f/

8i)ni))!)''utf''

per T==0 ë *"==– )'r~, ~2!

j,~(] +t-)F.==~<

2t"F(ï")~"=-< i

dunqne in at))h<'(!t)e )~ formote (11) 6 i) Hcgxf) inft'rion <'))p va)<

La ff)rmo)<' (I*) nhe th'Ottisonnn X t'os~on <tt))tqm*ftorivt'xi ))<*))n<K!o

ffgnpnte

(18) If f'' I! ).' (. = ){ X F (~")(12) :r ==
2

1"("1 li" Il = 2, F (1") el

~==){~ 8'F(T)~,

dove a' inte)u)e che T Mi tonovn <'ntro il qnudrihttero a te part<'))d"

da! punto c, e T', t" segnfmo i cam))))t)i co))a'u(<t)U, secotxto je R)f-

)t)o)<! (10). ()<)*), nei qntKh'Haten adiaoeoti oc' d'<<, ec' < IndiCMttdn

con T". le )'i8p"ttivt' conin~ate di t, t', t", acriviatno !p (i2)

cna):

=
~°'

P (T')
<~

T.' !<\!~)
1

(12*)
==

T" K
(T")

</T" t.~ (T.") f/T/

i

.–M .M

= r
.F~)~

r"<
.–<' a n

(') St tMttUche an) tr~tto retHUneod~ ea
t'' t F(T') & Mmpre reato e non

ti'at)t)«U<t.
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P<Maituno M<t vodere fttoitmeMte qtmte è il («ttttorno di S eorri'

ap't))de«te at eotttorao «~c<< df) qttadri)ttt«t'o in oui si mnove t R

ioOttti vo'titxtto <')<?Ott'tttre dmonve e &

deHodvoxo rifpettivtHMe'ttH i t)')ttti

cd, c<t, et, ce', ce'.

Ortt F(~) tungo c</ è pm'tuneute imtMHginurio, oude eegne daHe (!2*)

y'=*0,.c-}-.s"-0 )m');u~;

e ai fui) menteai ve<!e ohc

~-°0~ y-O tuttgo~a!.

1 <ht6 trittti <Mfri8()cade))t! dei MutorMo di s aono danqoe dne

aegtMenti rettitinei d'ef!na)e tnt)ghezi!o, iactinati t'ano sntPhJtt'osegmentl rettllillei d' e~l1l1le IUlIghezzlI, illclinftti l' DIIO 8ull' Rltt'O

di 60*.

BU8tu ora riferir!!li alll! prop1'ietl\ Iii Killlluetrin 088e¡'v"te al paru.-BttatM ora rifertMi &))o proprietà di xittonetrM OMervxte a) parn-
gDtfb précédente per oooohtderne ch<' il contorno di S è formate du

qofttH-o aegtnenti rettitinei d'egnat~ tanghezza, inotinaticiasonnoani

due adiaoeuti di 60". Di pi~ come ai 6 viano aopnt, B oontiene a!-

tre due rette, oonginogenti i punti tuedii dei lati oppoati, e che si

tagtitmo ortogbuahnente ne) ceutro dei tett-aedro regoittre. Puichè~

inoltre, per qafmto précède, si ha

~+~==0, ~-)-~==0,

daite (9) riaatta ora in eHetto

B=–A,

o per la tanghezza < deg!i apigoti <tet tétraèdre si ha qnindi

~–8A~2.

L' integrate

2nF(~)<<t
V-a

da) qna!e dipende la noatra oaperacie, cotia aoatitnzione
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si t'idnce a)t~ tntegt'Mte e))ittic<t

ovvern

rt

.f-Y ~i4/' +~

ovv~ro

ohé deOoiace t come fttnzione GXitttca <<)« col toodttto

A' ]t"

tnverMrisntttt

Cont)nuaz)one ana))t)ca della superficie d! Schwarz.

lutrodooendo coal neHa formate (t2) le fmtxiotti ettittiohe, M poe-

sono atndiMre colle fortnote di questa teorit) Vttne iot~t'esstHttt que.

stioo: retaUve a)ia superficie minima '!i SohwHrz, in psirtioolare quellé

che lie rigmH'daMO la contiuaazione &naHtic& ('). M~ per stabilire

queste ultime propriété bast~no, oome om andiamo a oonstatare,

tnezzi più ete'ncutari e eioè i t~orcmi <H aimmetna congiMMti a con-

aiderazioni gui gruppi dt <ttOc«MeM«,oon&-qna)tBi pno segHireta con-

tinnazione anttHtiea della aaperOoie e in partico)Me conatatarne ]a

tripla periodioita. neOe direzioni dei tre aaai ooordioat). La cootioua~

zione anatitiot di S si ottiene rihattando anccesaivatnente la porzio-

ne S attorno a ciaacuno dei suoi lati, le naovo tmcot'a attorno ai

loro lati tiber: e ooa) vin indeanitantente.

Ora, proponendMi di atndt~re )a ooatituzione de! gruppo G di

movimenti dello spazio ohe taaciano tnvwiaUt, net!a sua tototità, )a

aaperacie minima di Sohwarz, oaaerviamo ohé, per ogni tale movi

.!JI1IIT.'

(') V.i SOHWAfZ BMtinxnnog etnM apeo)t)!en Minim~tHitehe Werko M.

ï. 8. 6 &

r.'?
V ~{;)'-f] [ (~+ ;<)' ]

/=(3-j)/;<)Mf~+~S)«-KJ.

~<, 1

,<1

~.MO.
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)nt'tt[tt,)!t)'t*Kmhet<ttn(innont~)oS!utdt~in tmitotxtgt'th'tttu )<)))<

f)))!dcp<'a<«)tm<'))U['t)<trriv~t'Mpt'rm«)t)MMs!vi)')b)ttt)mt<<nU i)ttm'n«f)i

lati di pfn'zi'Mti o'mjfroontt it N e nno<!)'s9iv<)<nt'ntt' coxtiguo, ovven*

)aSt'untn'f&itta6!.n'!S~ Per t))<)i)tm'vixK'otopiit gcnerMte <tet

gt')tppf'&<d)et'ip)'<)dt)c<*)!tHH{)t*rti'!icminm)ad)8''hwft)'x,!)it;o)'A

eHtnbitttUtd"i)tt)<)vtn)ent<)otte))uto))Mt'i))tto(;wivi)'iba)t)tmGnti in

(Ht)!ttit'unu))m')vin)<')tto<ttt6CiH)){)Bit)~)))t'')M)t))i).Q))t't)tin)tit)H

movitnet)tiwm)evidot)tentfnte(tdtrot'idt)ntit!t)tres<dt.)Utt:ft,M oioô

i)ib!t)tttt<)et)ti<tttut'n~!)Uett'ec«)');!))nf;ottt,iipm)tint'))t <)<t))uff

Htutc nppûstc det tett'aedfo ft)))tta'))Gnta)c, d't <)! '<i)t)h« jxtt'titi.

Kicon)itHMOOt'!tctn'du('n)ovitt)G))t'A,Bai <'(ttt)pot)g'H)<) tn (m

terM'nov'tm'nt(),oheit<t)icherf)n<'(:<')oi)t)(K))o

A B,

pott'')).d"!t!<i')ittr!)(tu<'n~pMe{;n!tosopt'i).It)'()C)HHto co)) A''it)))"

vitnt'nto i))vp)'s<t <)i A, ditipai ~<M/brM~<H ~< H me~t«M/e A il ntovi-

toet't')fi

B'=.A-' HA:

qnfHto tmtt è )t[tr<) c)n' il muvim<')ttu 8t<ao H. tna )'a'))it" attorno

a))')).sMO)t)<<)))ititr!Mp'))'tat'tMHe<:et)tnt)ed)Bt)<'))t)(tvi)n<')itt<A(')

NMtt<}{;ue<!h<i))t)<)att'~gt'npp<)Gai){t%))ar)( cotnhitomdoi rih)))-

t)nt)<'f)tiete)nt'nti!U'iKtrM')W!n)at.ide)q<M'h'i)!)tt't'))f!hf' HtnitM.Sooi

tro ribatttUtteoti soprtt indionti. Si ')i)t)(Mft'<'n\ ohé il ffroppo C nf'n

eootiene «mvitoenti intinitMitni ed è quindi pn'prixmetfte (])80<)t)tit)n<

eo)' nn otunpu fondtttoetttttteoitt! 6 txcite (tptet'tni))Hr<<Maerv)tH<tc<iho

in G <'0))t<'t)))tf <!«)))<'aottouftppo itn'nritMttt' ')i indice 24 n)) Hot-

togrnppo r gctmrnto df) tro traahMiooi e)m)m))tat'), 'rc~t)tt)« funpieMu,

secondo tro dirfxifX)! orttt~onttti.
· Pt't'ndiittno il qotKtrit~taro foodameotote <f& ttppnttto ot'iontHt"

oome rianttavn net 218, tstohë jtooettdo

~) Cf.OHOAN S'tr tes gronpef) de ««<t)vent6"ta(Atmt)i <Utmttemtttictt Strie 2"

T. v

se it nn)~im<'ntoA porta ogni pn'tt" (x, y, <) 'teiio apMto nel pnnto (X, Y, Z),
e q))it)<))l' invereo A- qxatsXtx!pttttto (X, Y, Z) ne) pttntiMvo(r, j/, ~), c (teeen

(.t', < ttxtioMt'no le eof'nthone (te) ptUttoove [z, jf, <) t txMporttt" <<?B, ?6

manifeoto c))e A-'BA tratporm (X, Y, Z) (X' Y'X~,f)to&:i<)t)e)-i))tM<oA-'BA

<tp<r<!M~ra ogni~Mfa T dello <~MM<oin e)t<«Mn~«t'o S ~a<pe)'fa<«da A ptt.

dMNtOttee~me ~<optfet'o<))<)'«S.
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<2.n.

pt'rt«ot)0)'<ti)titte<!ei v'')'tK'iavK't)x':

f[~(A't,0 &s.s~A'), C~fO.O~O), J=a!(0,&t).

NtHK<'rM)tdopt)ii)!'tif<&c<<,off(()r<)h)))t)H))t')ttt'<!0)tl,8,iJt,4,

i))di<})titttn'<)tt ?,),, 8~ t'tn'v'ttt''nti't<'n<'H)MXto oh<' eooHi-

))tHnuit)ribntttm)e)t~!)ttu)'tn)!H'h'H.i)ttti t. ~,3, 4. Anc«m H)')i-

chi!t'«o e<t)t 8~, 8~ i t'i)M)tatm'))ti !)tt"rt'o )tt)e rfspcttive ouxginogenti

ipaut) ttn'dii;tei)!niop)MMti~,c~(f«<,<'f) de) (jtMdnbttero, i)'-

(!nc <'on 8, il rib:t)tM)))e')t't t)rod«t,t<) di S, S., nbtt)tam<'nto ':hH nv

vifac attoroo t())a M)))KitU)~et)tt' i puoti )UMd)i dei dne spigoti Ho))'

pressi, «c, bd de) tetraedm (';i

Le fMatituzio))) etexH'tttari dot cntppt) G afn'nono apponto

H,, S,, 8,, 8,, S., 8,

a per te toro <'f<pt't'af<iof)i«ttatiticho s) trf'v<'t'& sobito

8J ~=3& /=.&+~, l ~t.-(-jy

8, ).<=,–< -=, y. =: œ

8,) O-t-. ~=–t/

(') ï tro rtbattjnoenti ?,, 8~. 8,, inutemo co))' «lentit~, formano il ben notn

xottottt-nppo qn)M)rinfn<)inde) 4' ordine (yieto'gtnppe) invariante nel ffrnppo del

tttraedro.
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Sj
.</=-. A -j- e, j~' A ?'=: A +

J?

M~) J~ ~=,jt–jy, jt'A–~ z

S,) ) -.c. ~'=, ,'=- 1::

SJ j/~A-.t:. ~-=,A'<. ~2,

dove ogni vott~ x, y, z m'tioMto le otwrttinate di Ma panto qualun-

que detto spazio P, e q'teUa dott~ tmova poaiztotte P' che

vieue ad oo<!Upnre P ~optt il tncvituexto (').

OumiHcia'no dait'ositervMre i due movimonti (te) gruppo (~ (!<tt)<!a

T==S,S,8., T'=-S.8,S..

per le eut papreaaioui (tnatitiobe troviamo

T-,M,8,8J.+SA, /~y.

T'-S,M.S.,).< ~-y+2t,y-<

onde si vfde che T, T' sono (he trastazioxi d' egaate tttnpiezz~ 2 k,

par&Xetamente «gti Maai 0. Oy.

Utm terz<t trxahtziottp T", 'tetht atesM ampiexza e pamUeta aU'as'

M Oz, trovmtno opertmdo coûte aeguf. Formiamo )a aoatttnzioMe (a

pericdo 3)

U–S,a,).x'=.< ~==–& ~=ic–3~:

e la sua inversa

Cr-~=S,S~).2)~~ y'–&a:, ~==–&-y;

la traaforn)tttK T" di T per mezzo (!i U

T"=U-' TU

ha per Mpreaaionc

T") ~a:, y'-y, ~=.~+~,

che è appnnto anaaMOiatu terza traatazione.

(') BtMnde q~Mte 7 )MtttMieot etementatt t periodo 2 t leoito dappertutto
t)MBtMM<x, y, < MB<t', t~, il.
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38

Le T~ T\ T" j;enm'tmo it grnppo r di tt'ttstiMWtn <M!<~~imtttxiono

gene~tte

a:f MA-, a a/f, +

dove m, M~ sottft nu'neri Interi urbitwrii (positivi o negativ)). Que.

sto sottogruppo r di G è invariante in eaoo, oioè pM)')t)Ubtbi)e con

tutte le eue opet'itzion', eib cbe si cottNtat~ subito csaet'v<mdo ohe le

7 oper<M:htn! e)eme)ttm'i M,, S, 8, <H G traafur)H!mo le tre .trn-

atazi'Mti T, T', T" ~enertttrici di r in tofo eotnb'ntMtOtti.

281.

Dtscontinuttà propria de) gruppo G

VogUtMa') ora 'Utnostrare cbe il aottogruppo r di tmattMeioui, in'

varitUtte in G, poaxiede in esso l' indice Nnito 24, dopo di che )<t

diaooutiauità propria di Q riaatter& acoert-ata.

Per eapritoeroi pitt bretneute, diciatno e~x~p~e~ due opet'axioMi

A, B di G Wape«o «Z ao~o~tuppo r se ai ha

A'-B<, o. B=A<

essendo t ana t)'as)<M!io)tt'di r, e per sigoiScttre qaesttt eqttivatet)!!<t

naiamo il aintboio

A~B.

OaBerviamo ohé dit

A~B A'e-.B'

aegae anche

AA'sBB',

a oaMStt delta permatabititA di r con ogni operazione di G. ~).

Oib premesao, e poato corne sopra

u-8,8,, ~=a.a,, r

oonaideriamo le 12 operazioni di G

~) Da A = B <, A' B' M~M

AA' (B t) (B' ~') B (t B') t' B (B' <) f =. (BB') «'.
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1.r 8., r 8., f 8,

U,

1,

8.U, H.U, 8.U

U-8.C-S.U-8,U- l,t

due qn)ttuuqno delle quati uon mmo equi voient! fm tororiatMttoar,
oome è &ci)e aooet-tftmt coatfuexdo le toro etrettive ea~reaatont, ohe
aouo le Mgaenti t

1) y~=y,Y, t;

8J ~-z, ~-jt-y, /t~

8.) ~-A-a:, j/-y, ~=~e g

8,) ~-& 1 /=&-y, ~=~

U) ~-< y y' ~=–3&+<:

.8,U) z'=.y ~=~, l ~s:

8,U) ~=~ y' ~&

8,U) a/ y'=- ~A-.c

P-') ~3&+~ Il ~jb- ~'=-.&y

8.U-') if'=& x
~3&+y

S.P-') a/-A- gr, ~'=~ fi

a,U-~) ic'-8&+?, ~==~, ~8t+y.

(lu effetto paragonan~o due qM~nnqao di qoeate non difreriaoo-
no mai par naa trttaiaziooe di r).

Ma a! contrario se oomponMUHO fnt loro dne qttatonqae deUe 12
operazfoni det qnadro a) vediamo ohe il loro prodotto fisnita eqai-
vatente ad nnn delle medoaime 12, Questo si constata osservando je

eqaivtttenze etetnentari

US~S.U, t U8.~8,U, US,~S,U

U-~8,~S,U- U-*S.~8.U- U-i8,U-~
1

Ora r operazione S, di 0 noM ha ta aaa équivalente net qnadro
a), onde segue obe le naove 12 operazioni d! G

8~ S.8,, 8.8,, e 8,8,

l',

sQUS"? U8,, 8.U8,, 8.U8,,e S,U8,

C-'8,,8,U-'8,,8.U-'S,,8,U-S,



t)MCONT)NU!TÂ t'MOt'MiA UEf. GRUPPO (! 695

nou aouo eqaiv:)te)tti ffa tout né <td atoufm (tei)e 12 oponziom «).
Invece H ttrodot.to di dne a) 6 eqniva)ct)to tu) unit x', oome aopraai

ôdotto;i)prottottodim)M ?)?«!' 'tt~~ècqMiVtdc'ttfttdmm .jt)
ed il prodotto dt doe xd m<a a) le quali uttime propriété riantttmo

dalle eqaivfttettxe et«)t)Mnt)tr):

8,8.~8,8,, S,S.8,. S.tj~U-'S,

?'! ora si soorge subito eht' umt qmt)m)qup operttxiunc <)) U è

equtv't)eute ad nn<t (ed M))t<ootn) deHo 24 operttxioMi et) 0 p), pen'hè

quosto v<t)e dette (tperaziuui geuMttttrioi <)! G; e inftttti

8,~ US,, S.~S.US,, 8,8,.

Dunqae ogni opomxione (ti G ai ottieue pretxteodo )'<'8prpB8tOt)o
di utt)t de))t< 34 opet-MiHni a) o ed M~iungeudo )H ttecondi toet))

bri dei ooxveuiBUti touttiph iotct'i di 2 k. Uuuque Il ~'«~o MM

ettM6M«M coM«M<e come MMo~fK~c tMWWaM/e tH<<<ce M il <o«o.

~<'Mppodi <)*<«(<N.t<eMtr.

Per e<tmpo /~<f«mett< de) ~ru~po r di trostazioui si pMo pren-
dero il oabo di htto == 2 <t Mu) <x't)tro oe))' ctigitte e coUe tttcce pa
rattete Mi pim)i coordinati.

CiMaouxa f<K!cittreattt d)vi8)t doXf sue diaconat! h) qnattro trian

goli rettungoti Moaceti e projettandoU dal centra decomponiamo il

cobo i)) t!4 pimmidi ube le 24 rotazioai de) gruppo 'de))' ottaedro

(de) cnbo) sciuobhtoo fm loro: M«t ~xa~M~tM d'< ~MM~pM'~Mtt~jMttt
<t««wtef~ come e<t0tpo/bm<!«mM<«~ pet ~r«ppo G.

%28.

La superfjcte completa d) 5chwarz.

UonoactutM par ttd modo la oostttuzicoe de! gruppo (j <!)movituenti
che tasctano invariftttt, netttt anM totatitè, )a saferNeie di Schwarx,
È <a<!i)efonnHnH un' idea det modo cerne lit porzione iniziate 2 ai

contitMta anatiticamcuta dando luogo alla anperHoie ootnpteta. Qaeata

ammette, cotna ai è visto, tre t.rMstazioxi elementari in aô rnedesinta

ne) aenao delle tre <'f)))giut)ge))ti i pont) tnedii di dm' spi{{o)i oppu-
at) <tet tétraèdre regotore primitivo « di n))tpie!!i!)t egonte td dcppio
della minhoa disttM)~ k fnt dne api~oit opjtuat). ttootitgitttotdo divis"

)ospMzio in inButte celle onhiche di htto ==2jt, 6 ohixro ohé bit

eterà Gonoacere della anperttoic di Sohwttrz la porzione compresa
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«tttwMhod! <)nexMnMhi,i)t «({ni tt)M'<' Cttbotruvtmdu~ ttt~por.
zione de))tt n))pt'r<!ci<' '-ottgrttente pff tt'ttatttziMtte colla ioizxttf.

Uo))t<i'!erittMttt MttUMMt)bo ihtxiate qnettu cutupn'so t'f't i qmtttro

pituu

~~d~, y-±&, ?-.±&.

H tctt'Medt'o fegutare c(n vertioi uei jmoM (~. ~2U)

o~(O.O.O), «~(t,~0). &~(~0,–A-), <<~(O.A-t)

tm il pritno vertice tte) oentro <tt<) cubo, gli ~ttri tre nei {)U))ti <MMUi

do~U Mpigoti tte) oubo ohé eoMûorrontt tte) vortioe (k, k, k) dt que-

fto. 8opp('efi<i i (tue 8p)K")i ca, bd ')'') tetruettro. oonnnteritHuo lu

porzione E di aMperfioie di ScbwaM tin'itattt al qttM<hi)Ht<'t'o a6e~.

MibKttimoo S attoruo n) h)to od n) S,, indi Er xttoroo alla OHova

pûMzioue (li cet ill S,j poi Et attorno aUf nuova posizione <n c<< e

cos) di aegttito. Otteoituno coal 6 porxtot)i dt aoperHnte d) SohwaM

(r c'tmprpan) in~roe al cnbo, tntte h'tt loro oongrueoti e ohe ai ria-

nisoono attoroo a) vct'tice cotoonf c (ccotro de) <'aho) ove btumo !o

aMssopittOft tangente egHattrtvettici sono neipunti tnedi) deUe

costole de! oubo ('). Gti effettivi valori delle coordinute dei vprtioi

di queste 6 porzioni aono

E) (0,0,0), (A-,0,-&), (t,A,0), (0,)

S.) (0,0.0), (-~0), (-0,-A), (0, <&)

S.) (0,0.0), f-&.&.0), r (0,A,&), (-&,0,/t)

B,) (0.0,0), (0, t, t), (- 0), (- 0, <-)

B<) (0,0,0), (0,), (k, 0, k) (A,-t,0)

~) (0,0,0), (~0,-&), r (0,A), (&A,0).

Ora se si prende nno qnMtanqtte dei 6 qnadritateri ourTi 2;, la

an)t coMtinuMzioue <ma)itictt lungo un tato Hsceute da c è evidente.

mente Mn'Mttm de)te6 ~s; inveoe vedianto ohé ta oonttnnazione di

uua ta)& Z( tungo n)) ))tto Macoote dal vertice oppoato )t o ai ottiene

(') Queate oirooatanze ti riconoacono net modo p)&aempXee sop)'<t nn MOdettc
tK'HdodagU ep!goti de) onM net qaate t))~!)tote 0) ai infMT)<c~noi 6 quadrilateri
che U))t!t<HtOte porztoni d) anpetaoie di 8ebwarz.
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per ttttataxiooe d'ittopiezxtt 2 k dit mo) dfitt~ a!t)t< ;)); xi"tn X, Bnsta

vet'ith'at'top.e.tt!))an)ixin)e2,t!<)ë )t'n)t)'« Moo" tt<*Uc txcdMxitnc

eondiitioni. Ont ribxttHttdo B Mttot'nc ad «&si ottienc x,, n'«a)at<t di

!}& m') senso dtdt'Httse O.e, e rib:')ttH)do)tt inv~'f tttt'n't)" <td «<< f

t'otoe dtue uns trastttxionM dt 2 k a Sj, "M) Sfni'u th'X'MSsn 0~.

CoM)mhn)<)nei'it)tM)')<reKtO))Mt!tMU))ort)cio<H 8':))W)tt'x intcrut)

til oubo & fot'Mtttttt dulie detta 6 po'inottt ï, h)(!i i~ mtpertitiif H) ri

prodnce io modo triphtmexte ppriodico ncgti atH't titthi ditîoodt'Mtot!)

regotormeute in t'uto to apuzio.

~.223

La supert)cie con!ugata tn appt)cab!))tà.

DioiHtno ortt hreve)MO«te deUtt Huperticie tniMima 8' Mtxhtffta h)

HppHo))bfiit& <tfUit prcoedente, cbe ittdioheretn" c'*)) 8. (j'xwttt nnovn

MMpMHcietni))i)))n S', egftnhnettte consittet'ittH <)tt Schwa)' (). o.), ni

ottiene dalle (I*) 217 prendeudo u~H intégra)) dei ~txmdi mern.

bri oof<a<iienti de)!' imtt)Mgit)ario, nnxiGhè le jmrt) t'e'tti. Hssa god<'

di propt'iotà Mun)ogbe tt))a 8 in ptu'tio'tjttt'e vcdtt'nm ohé «nohe ht

si divide in intiniti (jua.driiateri ctuvi co)t~ru<'t)ti, il onotomn rel-

titineo, o in ugui regione 6nitft datto apttzio entra a~ttunto ut) nu-

méro dnih< di queati qnKdrihtteri. Considerumo per cib autttt anpet-

ftoie 8 priotitivtt due dei qnadritKtori ourvi Mdhtcettti « uno apigt~o

eomxnM AB; i qnittt.ro piani di Himtnetritt dei due quadrittttet'i limi.

tano sn)~ esagono fonnato dtd!a loro rianioue un tmovo qttttdrittttero,

i ont )at! aono xrohi di geodetiohe (pxme) di «gn~to tnnRtx'xxn, e i

oui augoU aouo di 00" per due vertic: opposti, di 9U" per gli tdtri

due. Ora sulla anperticie S', coningata i!i Mpp)i0ttb!)it&, qnpMto qna

dr!t)ttoro si cat'gia ))) no qnadri~tero a cootonx) rettitioeo e qnindi:

La stt~e~e MtMMMaS' contiene M~Mttt ~w<!<~a~'t CKt't'f a cou-

<M fetMHtteo, i CtK <<t<</MttMO<~M<<~~tty~M) e t CMt «M~t MMf

<!<60° <? due oet-~e< oppo<«, d< 90° Ne~M<!Mr<~«e (').

Partendo d<t qm'atu oaftervMtotK), poaahm)" detertninxre, )«'))<(

atesao <nodo conte por la S. il grnppo G di «tovitneoti daïïM HpHisio

ohe riprodaee la 8', e atudiarc qnindi la co'tttinnatiio~ ttntttiticn di

qncsta anperOcio.

(') Uu tale qHttdtitftteroet fornta rhtaendo <)ue faccle de~)' oMttodrore~htre
adereuti per une aplgolo e topprimendo queato Bptgoto.
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Si)* ABU!) ut) bt)e qufutnt~ero, Mt) nxgoti d! 60* ta A, 8, M
dt 90° ht U, n. Nmnerimoo i tatt AB, BC, OD. DA non t. 3, 3,4.G
omdiebmmocutt

S,t~8~

i rtbi~tt.Mtucntt ttMorno )t qneati f~jMttivt h).t).

Ou'Mbiutmdo qneat) toovttaanti etementat'i, ai pHttax dMt qattdriia.
tero ABUO :t't "goi i~ttro coogmente att))a anperOoie, e per avère
!e operaxion etetnentttfi <)e) grnppo G ohé )aao:tt tnvariattt la aaper-
<taie 8', b~tet-à iMMMiarvi i tttovitMontt ohé tusoiaao invarittto i) qa~'
dritxtero ABCJ).

Mtt di qaesti nou vi 6 ohé n ribattameate attorno aUa oongtun-
geotefpunti t)H}d!i .!) AU, BD, t-ibattmnentoohomdioheremo
ooo S~.

ttxtiMhiaoxt oot tj~2 )a tnog-hezxa <x'mm)e dei qnfttH-o apigoti
dot qntMtnhmeto ABUD aituando queato in modo couveoiente t).

spetto ag)i Masi, per te ooor'tintHe (tei vertici poaaituxo prondore

A~(0,0,0), B~(t,0,A), 0=(0,0.3A), Dea(0,~&).

D~po cib oaiop)iamo subito le espreMioui dei 6 riba)tmu6ot: été

mentari, ohé aouo tintf <t<tt)e fot'tnote ttegueati

8,) ~==~ ~=-y ~==ir

8.) ~=2A–2!, y~-y <'==2t- 8

8,) a:'==–x:, /==2t–z. !<'==,2~

SJ .P'=–.);, ~'==2!, ~==y

8,) a!'==y, y'=. ~=2&

Di più oaaervando )e due retaKioni

8. 8, S,-S,, r 8. S, S, =8,, r

ai vode ohé: ~o ~-Mppc G ~tMf<t<o oM ~'e ~MameMM 8
a,, 8,.

Ora prMxtitttMO in G le due ottenMtioui

H-.8.8,, K-8.S,,

cotte eapreasiot)) Mnntitiohe
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H) t-'==: ~==-~ 1 ~==~

K) <B'=- ~==- ~==~A–y, r

anetteiorotetxeptt~ttzo

H') ~==~+3A, ~==~-2~, ~'=~–2& k

K') ~=a!+~j! ~8A, ~==~+~&

~htmt)odnetr)M))txio)))diG.L!'tr!Mft)rn)ttt~<!i H' (wr ttx'xxo di

8, è la naovtt tMiiLmiooe

8,H'S~ a!'=a!+2&, ~+2~, ~?-8&,

e combinaodo eotte precedeMtt, si trov~no iu G <!MeCtastftisiont

~-<c+4&, ~-y, ~°~ 1

a;'=a~~ ~+4X!, ~e'

di atnpieziM 4~ ne) aenao de~U aaai O.p, Oy. 8: oasnrv) anoora ht

traaformata di K' per 8,

S,K'8,). <c'+2~, ~-y+2&, ~=~+2&,

cône (tache la

H'K-') ~–a:, ~=.y, ~+4ii!

ohé è la traahMioae <U 4~ ne) senso dett' «sae 0.?. Combtoundo !e

tcastazioni aopmaeritte, si otteugouo <««e te tt'MttMioni detta formatraalnzioni sopm sorltte, si ott6UgOilo tutte le tl't\slllZiolli della forml\

~-a'+Zw~. ~y+2K&, ~+2p&,

dove M~ H, p aono interi tutti ptn'i o tutti diapari, soddtefttcenti oioè

aUe OQngFnenze

~p (mod. 2~.

Qaeste traat<M:iot<!formano evMemtemNtte nn Mttograppo r di &

e vedremo sabito obe xon vi sono in G attre tmatt~ion! ('). Inbtnto

(<)Come tMe)Mto)t)etementftt'i di r poaet<nnopTendere p. e.

a!a:-]-41.
z

it-t:, y')-4&, ~F

.e'-x+3&. y'=,y+2&. ~==~-+2&.
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vertOehixtHo fxcttmpnte che F 6 i~u-mote in G, poichète operazioni
genaratrfoi 8,. 8,, 8. (Il G tntafot-xtutx. r it) steaao(').

Uot)M<Mt 831 tipartitttM te opt'raziot)) dt G it) ctxssi di opéra.
~ioat (.quivateMt: napoMo 1'. Se pottia~ 8.-8. S,, )p tre opera.
zioto 8, 8,, 8. f«t)))))).o. eo))'i()t-t.t)t&, il Hutito KmptM quadrinomi~,
o pouendo poi

U-S,, U-'=8.8,

oo) coatruire le 24 operazioni di G

S,, e S,, f s.

U, S,U. s,u, S.U

U- S.U- f 8.U- 8.U-'
i

8~ f S,S., f S,S.. 8.8.

US., e 8,U8., 1 s,U8., 1 S. US,

us.. s, us,. s,us,, f a. us,, f

si vede ohé esse formauo UM siBtenw cornue di operazioMi di G
non eqai?Mte..ti riapetto a r. Ne a~ue gruppo G contiens <MMe
MM~tK~c yMfOf~M~ d'indice il gruppo di <f<t~<M~ r.

In particotare ne r)st<)ta la diseontinaita propt-)<t di G, qnindi la
proprietA della anpftacie njinima 8' di diabotterai r~gotarmeute in
modo trip!amen<.e periodico, xeHo spazio.

224.

t) problema di m)n)mo d' area. Teorema d) Steiner.

Terminiamo queati brevi atndi sntte aaperNoie tMiuime r:tornMdo
al probtema di catecio dette vartazioni da oui è Mata tutta la teoria

(') Dalle 8,, p,, 8, )a ttMbztoM genertca di r

(.y+3wt&, 1 y+2M&, ~+?p~)
è traafornxtta riapettivamente in

(.c+~pj! y–2M~, ,?-)-3«t&)

(.P–Zp~ kt y-SMA, ~-2W!&)

(~+aH&, ~-(-3, ~-2~)
ehe Mao <meor<tfn r.
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principahuente per fur oottoaoore i prhioipii de)~ hoporhtMti rioerohe

di act)WtHi<- au)~ e<tf«t~<MteMOOM<if<tdeU* ttrua di mot porzio~e di au

pM'<iot6)n!t'itMn,

ProtnwttittMto te aeg))«MH MMMVHziuxt ({ancrai.

SuppouihUX) di oonMi'tm'iu'a unn porieifne cominutt S di mttt

aMpet'titiie ~«<thM~<<eiitoitum t"t 'm (.'outot-ttu C che n~ritunft per

Hemp!ioit& <ti!e aue tinee ()icnt'VHtHm(«~ c). I" oiasom) punto

Maa(w, f) di 8 etevitUBO un Hegotento MM' di uonnttte di oui 8~

(–MM' it votore atgebrioo, easendo < una funzione dapprima t~rbi

traria di M, f, e conaideriafno )ft anperHoie S' luogo (tegti eetremi

M'j le eHi ooordhtttte y*, H~nmno dttte d&

a;a!-)-<X, ~-y+<Y, ~=~+<Z.

C~cotiatuo gli etementi <totta auperHcie 8', ohé todieheremo oon

xocenH, e per aia derivando le preoedenti avromo (per le fonnote di

Bodrignea)

< y––=,

1-t-4-X~< )-« <)«

j~ ~j- ~AJ~j-~Lx

(

indi

E'==~H-~+~. F'=~L~. 1 G'==<,(H-±~~Y
~J a"

~Y
Q

M'-1~=EG~+~1+~
f

t+~J~~+J~~]YG' F'2= E
( (1

1+

.h+n~v 1
1'1 r.

(

]

''J )2 )2

epeniiô

/j~\= /j~~

(13)~F-==)/EG(l+~(l+~ 1+ ~~+~

Kh+-L) G(l+ -i)

L' area S ~c!ia porzione 8 di auperOoie couoidtritta è dattt da
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s=''(u
HG~e,

i' integrate <!oppio essendo eateso a tutti i vatori di «, w ~pparte*
MeoM tMi8, e l' area 2' della oorriopoudeute aoperacie 8' sarà

2' ==~

Ë' G' F'' <!«dv.

Ora sappouiamo ohe U aegmento t di normale a!a inOniteaimo e

poniamo

t-.«j..

dove e indica ana oostante intiniteatm~ ohé si tMaarnorA come inn-

oitesitao di primo ordiue, e ana fauzioue apbitmna di w, Bnit&

e contina& cotte dérivée, e a~o~e~a ad oMtt«K<tf<t«<< <wa<ont0 U

S. Oalooliarno la diiTerenza

AS~X,

t.rasoMrxttdo ie potenze di s auperion alla seconda.

Dalla (13) abbiamo subito

~=~YG(l+,H~+..K~jl+~r2~+±~

+
Il 2[H~w/'G\J'' 1

dove corne ft) aotito

H=-L+-L, K==-i-,

od auehe

~~E'G'-F'YM'jl+sH.t+'+2K.j.')j,

con

~~(~)'.
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M69egH6,ttM)e))('d'h)Ht)itet)Ut'iditetz"ordttie!

(14)

S=t~
j~'MU'.

H <})<!<<(!))-j-jt/'E'G'+SK~~M~.

8e H nott f~se ooataNtemente nulla aopra S, qnasto Mon potreb-

be con'ispondere al mitttmo d' «rea, percha it termioo prepoHdefante

net seconda tMontbro detta (14) è !) primo e~ diaponen<tc (H si po-

trebbo rendore Mpiachuento positive o negativo ('). Cos! vHtUamo

lu e~etto C'oM<M~<MMMeMMaf<« f~MoA~ !<a por~oMe di <«Fet~o<e 8

f<<jpo!td<t<~ pfot~Ma Nt~Ktmod' af~ c&~ ~aFFCt'<M«< la «<? cxf-

f<t<«r<t)Meet<aH ~<6 ?«!<?.

Supposta questa ooudizione aoddisfattt~ poasiamo fitre

E==G==\ K==-~

e la (14) reata
`

rf(/ \B 2~

'(~)+(~)-r~
(14) ~$

2
~J (

a~

l$+ ` J

8

1

Questa è la fo'toota di Schwin'x per la <MM'MM~oKeMcoH<?<!det-

J'areH di no~ porziono di soperOoie tninitnft, daUtt qmtteSohwarx ba

trattato le notevoli conaegnonze che ora paBseremo nd esporre. Ma

pr!)Na ritorniamo alla formotH <a ~f~~ jStt<~ (18) dove snpporremo

di prendere per t uoa coatante a stochè la saperSc~e S' sarà paral-

lela alla 8, alla diataaza <t. Allora abbiamo

K'G' F'* == H G ( ) + a H + K),

indi

rr rr
S' S ==

s N

E G H <h<~o -)- a' N E G K d<t de

e ae ftapponiamb ohé !a 8 sia ad area minima, easendo H~.O, e K

negativa, riaatta

2'<S.

(') Baeterebbe pfetxteft

')'-dbHf*

oon <~arbitrarla ne)!' iatetno di S e «nnottautesi a) eontoreo.
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Si h(t eof)) it nitigutura teoretnn di St&tuer:

Fra tulte <<*pof<!<oa! <<t)!Kpef/<ote p<t)'««e<c ad <t<Mt<<e<o'M~at<tpor-

<!tOH<!<H <«~«<!t<! M~tMOM~KC<tt'tt~~MK ha <' area MOMtMa. B !t <!at

coto ~Moedentf <titHostr)t imuht: tthe ttttt' ~n't'ritttà <MH'ttt~riz!!ale aH-

perUcie )Miniuu<, pt~iohè per uK"i ")t't auj~rMoo pHMmtdo ntte attpor

tioie )Mtfn)te)f, 'ttt uott parte vi è xtnptittoMziuof <~))' are)), da))' tdttu

contrtMtoue.

~26.

Teoremtdi Schwarzsulla varlazloneseconda.

Schwarz h~ tMsfor'nato ht fortnottt (15) per )? varitMiioNeseconda

di uon porzione S di superficie )nu)itn<t ne) modo seguetite. Pren-

.dhmw un'attrtt snporttoie otinitnit arbitrtu'tit ohé si focoia oorrispoo-

dere aUtt S per pat'M))e)i8)No di n~'ttmti, e ti)t S ht porziouM fti que-

ata nuova auperHoie miohntt corriapottdentM atta S; le due regioni

h)t))t)o per untoaginc ta ateaatt t'Mgiooe corriapondonte antta sfent di

Gitusa, regiotte ohé indiohittmo oott o. Sia W tx d!tan:i!t (ntgebrifa)

de! piono tangente in m) puttto («, f) tU tttdt'origi' t~tohë W ë

una sotnzione deH' equaziuttf ttmgeuzt~te

W +.2 2 W-= 0,

il A. W Msendo ca)oo)))to rispetto n)f itntnttgioe HferiOtt, cioè

(10) ~+~+~ X

Sappooiamo ora. ohé questa BotuxioMe W non t) M))t)n))) mai in

nesBKtt punto delta regione afencM a né al contorno, ossiK geometri-

<MtneNt& Me~WMpiano taM~ea~ MeMa t'~oMe S p<MMper l' of~

La qoM)tit& sotto il aegtto integrate nella (16), esaendo Betnpre

WJ= 0~ pnô soriversi, a ottuaa det)H (16)

~4,~?-
L.JL~<~l x '')\~ w w

..A~~ L
5K\W'~M/ ëP\Wait W ti a (v%~7~,

e l' intégrée (15) si 8cinder& in tre parti delle qoaU le M)ti)nc due,

annut)Mdû9i 't at oontor)'u, soDo nu))e cône aegue subito iotegrando
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t<erp)n'ti.~(t6)pt'ett<)(}<tunf}ttGr<dtr)tf"mnt

~S==~ff~<~8S
2,1. a

y w
âr<I -+ (-

W
aa ~ei

dt.dv
2J~ W W ac/t

)<t quitte ci dttnoatt'a ehe ~'8~0 per ~«(t<MM~M~detot'mhtHzione <))i

<{',gi)tooh6 P <t)t~ra)e <) aewu't~ toembfo è esseuzitti'Hente poBi-

tivo ('), e qttht'U ogni anperticie ii' iMfhtitamcutc vicion aUn S, « ti-

mitttta ai tMetteshnu cootornu, hh nu' )tM)t tottggiute di 8. 8i htt cot<)

il riant tato di SchWtttT!

PMa po~tOHe 8 di «tpe)' <t o<tfNot«f<tm<t<t MMMapoMte<<e Mf-

<<n)te<t<e(' on'e« M~NM /<'<t ~<t(<ele <)tpef/!a)<Mt~M«<tweH<e ~e~<e M~M

tate <t! me~tMO coH<onto, ? M~<e «?<! pcf~totte M di <Mpet~cte ~eMa

<!<MM<peCtC,COfft'~OM~M~ per p«M</e<Mmodi MOf~MM<t<~«8 edi cui

MeMMMpiano )!<ttt~K<< p«M<tdi M pOtMt per un pWMte~Mft~O <M<0

<p<t~<o

ï)) pMtieotttt'e ae per )a nttovtt sttperttoie mioitna. a) prende b S

tnedesima, 8i vede che la porztone cooftittet'atM godr& della proprietà

di minuno ae t~ snpernoie gaat'dtttu da un punto ooaveuiente detto

ttpazio ))rosent6)& nu eontortto appat'entu ohe titnnnKM tntto eaterno

a))a regione.

Se ci riferituno poi H))tt )'nppresf))bM!t(H)e sferioa o, potretno ~irf

ohé la propriété di tnininm 8M'à ))9Mi<:)))nt)t<)U!Ut(to eaiata nntt sojtt-

ziolle W della (tO) che in tuttn. tu regione. inc)H80 il oontorno, oon-

servi sctnpre )« stoaao segno.

Cib pub apptio~rsi i)t partiootttM a))e Notu~ioui X, Y, Z detht (16)

ohé sooo oittsoun~ positiva io una tneifMtsfeM, negativa neH' a)tra.

Donqne 'S'e <Mtn~Me a/a deMa peMtCtM8 è tutta interna a

WMt WMf~aa/w<t, <Mt(ela proprietà di <M<M<modl area.

Ter)nini<nno col dare t'capreaaiotte <te))'intégrité gexemte deUa

(16), cioè, introftneetxb !a variabile oo)np)eaaa sulla sfertt

T-<~+~,

dett' eqxKzione

~W ~W 8W
(10*) J- -L == 0

a~' ~'+!4-1)'

<f
(') Ee<o putMbbe MnaOaKt <o)o per <tt==eW(o cottante), ma qoetto t MetMO

ptte))&<()deve ~nenH~m)<*)eentomo.
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Escudo W ht 'JiataozMdot piauo t~Hgattte (li );HMtaupefSe!~ mi-

nima <~tn'origine, ae <Mt<~tia)uo

W=Xa!+Yy+Zit

co!te formote (H*) (ti Wei~mtr~ss (pag. S40), troviatao

w-.jrM-~MJ, l,

dove ~(t) tndto~ una fmtziane arbitrada della variablle <tompteaatt
T =0[-{-



OAPtTOM) XIV.

Lageometriapseudosferica
e la suainterpretazionenon-euetMea

Pttma fttppreMatMtone eoxhfme Mttt mo)MpMctt&peeodMferiM<t<)MtutptMto.

ïmma~iM delle ){eodet)ehee m)"arft delle diatftMe. Attra MppteMtttMtono

eoafwme eotfo it eafcttfoJhttfte. tdeatttà delta meMot pMudcwferieaoolla

metrte~ non.Me))<t<a. Parallele ed a))go)odi pamUeUttao. MevimMMnoo-

eoctidet MppmeBtati <? eottituztoni )inetri e loro e)M<)ftcMione. t olrcoli

nott-MoMdeidelle tre opeete. Trittogutt uou.encttdei e )oro )~re<t. La trt~ono-

tnettia aon-eMetMM. Paaotggio alla rappreitent~ttene (;eo<tMt)eade) BettM'ni

ed alla mettiez Cftyteyttntt. Coordinate di WeieMtMMue)piau" oon-eu<t)ideo.

Sitta'M d) e<t9<i!i<'t)tt derivate pturiiMidi Watu~rte)) per le ooordinatedi

WeferttntM. L' equMtot'e de~ttpo di Riocati da ouidtptBde la ricerca tteHe

!)Me ~eodotiehe.

226.

Rappresentazlone conforme su) semtp)ar<o.

Dallo studio delle pmpriet& pnnoip)t)i delle xuperttcie d' area

tninim~, che ci ha ooonpttto nM: dne precedenti Oapitoti, oi vo]gi<n)t<)

om a qne))« di aM'<t)tnt itttport~ntiaaitnM otasso di superBoie: delle

aperfloie a e)<fM<«)'a totale cot<<tM<e.

B in primo )aot{" ooMtperemo detta geotnetritt sn qneste su-

perecie, o <nottiptioit& n dua (UmenHioni, rignardato, oonfortn<- at)e

vedute generali Mpottte al 120, corne detinite da) loro da', senza

)'i<bnmeNto aile forme apeoi)))) cbe pMttono reatizzaM net nostro 8pM.

zio ontinario, in tutto od it) p<u-te, ai&ttt.e )no)tip)Mt;&.

Tre oaai aono da d!ath't;uor«i aecomto che ht curvatMrtt deUa mo).

tiptiettA é nnita, poaitivtt o oegtttivx. Mit MOtiomenet primo Otso noo

si ha altro che la ~me<W<t p~<!M<t,e net Boooodo e)tao la geometria

</eWo<t, è it terzo oaso aotbtnto oho Mi intéressa: quello della geome-

<f<<tpMW~M/eWca. Qtteata pub aoche interpréterai cotne ~eom~Wa

<tMt~wcM~<t ne) senao ohe ben presto impureremo a oonoacere e cib
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)M)t!t'ea<!0l' interMOite dt qMMt~ studio tegxtu c(t~, pcfta Fioerohe foM-

dtttneut~i del B<t)M<uni,ni f&ndftmehtt de!ht goutMMtrhh Ë Nt) d<tor<t

(mdvo x gtmttiHcare ben presto ht deuonhttMiMte (V'' 229) t~t'emo

iMttittiBt'enteMento <tHa tHMtft 'Mutriott il no'ue dt p<ewd'M~ef)M & M<w

wcH~e<t.

ScegtitHMO ooma ~rtnit tipioa de) < per u))ft tuottipticità paeudo.

aferica. di raggio R p. f. ht fono~ par~boUot A) 12«

9

~'=-~<'+e" <(f',

<ih&poneudo

-If

(t) a:f. y–Be

tmsformittmo subito nctt' ~ttn)

(3) ~==R.
1J'

Niguardando x, ootne ooordinate ~o~rtestaM in un piano, la y

sarA d~xasKmerai par le (1) sempre positiva, ed avremo oioè datttt

tMottipHoità paeadosfor!o)~ una MpFfMe~~exf co~M'ate sul MW<p<<tMO

positivo y.>0 ('). OoM~rtne )~)e vedute genemti del 120 te cop-

pie di valori (at,y) ttppin'texeott ai aomip)<tno y>0 oorriapondono

&M«t~w<KMtMH<eat pnnt; della mo)tiptio)t& paeadooOo'iott; )? formota

(3) assegua la logge eteinetitare par la tnianrazione delle distanze fra

punti manit~meMte vioini, d~ om uttegrundo per un aroo di onrv<t

tatto net aomipittno positivo, si ottiene la tttaghezm L paeudoNf&rtoa

(o )tM-euo!ide)t) dell'arco stesso. Qnftnto alla tnetrioa att~o~fe, stante

alla forma isometrioa (2) dei è qaeH<t atesax dei semipi~no rap-

pfeseotttttvo, e per o:& ftppauto dioiamo ohé )a rappreseotnzioue è

ecM/btWC.

Ltt prima domanda ohé ci fbooiamo è Coma sono )'<tp~'M~M<a<<

KtM<~<!e«e~e <M!<<tM0<t<yaWte~Wcet1

La fut tm '2) dH) <!<*app'~tcnettdo at!a forma di HoaviXe (~. 113),

ove si ponga

B*
et=0 0~ f~–M, y'-f)

y

(') È qaetta la ett~bte MppteMntaztone ehe ha aervlto coe) utilmente a K)e)n

e PoinM)'<a<)!e tieereh* aa)te fmaion! <m<oo)M'/t(FaehttaM).
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3S

la fonaota (M) dei oitah* paragrafo dit subito come .eqn<M!i<tuideHc

tinee geodetiMhe d~Ka metrtoa

(ie «)' y* ce (a, e c~atanti),

oM oirco)! c«t centra auH*«afte delle a), vate a dire ortogoMmt) td)<t

retta limite dfl aemipittno, 6 ittoth'e te rettex–cost. tequatiBono

pMM ortcgon~ ~«K tetttt timite, e tieut)tU)o oome caBO ptn't'0f<tar<<

fra i detti oirooli

~MteMoAe della )M~W<MMno ra~pMMxtate dai oircoll ortogonali
alla retta limite.

Qoeato verrA del resta fru brève confermato e pMoisato dituo.

strando ohe, uet caao attcmte, l' Mco geodetioo conserva proprietà

<!i mintmo di tunghezza (non-eaotidea) in qoatanqne esteuaicne.

Ma prima riaotviamo un' altra hn~ortante questione. Come von-

gono mppreaeotate le o"' apptioftbitità della mottiptieita psendostc
rica in aè medeaima, cioè il gruppo oootinuo a tre parametri di

traaformazioni della forma diKareuziate quadratioa (2) iu aèt Queate
ai dirant)o atiehe i movimenti (dtrett)) della nostra metrica, perché
non atterano oè le tanghez~ «~ g)i aogoH (e )}i qaeatii altimi man.

teogono anche il 8ena< Introdaeiamo )a variabile oompteaoa

M–a;(y

e la saa coniugata

M.e= .C < y

pooendo il aotto !a fotttta oqmvah'))t«

(3*; d.'=-i~
(«-M.)'

e dhnoatriatno 1 MO~meMM~t)'ett() della moltlplioità p<e<(do~Wc<t Mt

~«Me fappfeMM<a« da <M«ee oo~ <eM~<<M~Mtt~HMeaWf<t<~c<tW«<'t<e

c<tH!pteMa M

(t) ~=~±~

Y<.+<

e~K coe~!c<M« y, S fea<< e d'e/e)'M<K<M(~

tS ==-11

(<M<t<«.!WK<MMf)MO<<t<aW~.? ohiar" che le (I) formano tu tohttitt~ di
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<())e)h!aMttitA on-cohn-i dit'ette di Mo'MtXt (~. 58) che tnMfbrmtttto in

te medexima (secundo una pro)ettivit& concorde) ta fpttft Hmtte

–0 e pf~ro oangMno in ae nte)MH cinfCHno de! due aemipiani. Dt-

mosn'iatno jtt'itna ohé ogni Moatituxi<Hte (!) <!&nn ))tovitnento (non-

eutititteu). Du)ta (!) a~ae

+ N
0

-~+~
s

it)')i

?
~=(~)(~

loottfp ·

~e/==. 1 KM =

(-M+3)'' (-f<+~

qnio'ti

)
<<N'Jo'. ~M ~M,

(.)'

Lft (3) (thnostm ohé poste

M == a; -)-1 y o/ ==: x' -T- 1

P ordioatK y' & poa:tiva oon y, cioë il MmiptMto ttoainvo è tntefof-

mato in sé me<t<'aimo, f ht (A) oho <? tmsformaKione (t) oangia it

xon~uctidco. data dalla (2*), in se me'teaimo, e rappreaenta qnin

'U un tnovimento.

Ohé tnv<*ra(nne!)te ogni movimeoto aia mppreaet'tato da tma. so

stitnzione (î) ai pn6 vedere tn v~rie guise. P. e. posainmo mostrare

ehe, dttti dne pnMti quahmqoe A, A' net a6H)ipKH)0poaitivo, e due

riapettive direzioni arbitmrie t, nseenti da A, A', posahuno por

tare, con una convenient6 aostitnzione (t), A in A' iu, modo che ta

ditezione t si aovntppongft aita < 8ia C il circoto ortogon~e aUtt

retta limite, ohé toccn in A ta direzione <, e siano M,, M, i suoi

ponti d' incontro co))<t retta itmite, per modo che it verso M, AM,

ooncordi con quello di (. ~desimamente sia 0' t' anatogo oircoto

per A', tangente a < e il verso M/A~M, concordante con < Eai-

ste N))')tntnit& oircotat'e diretta ohé omgia M, A M, in M/A'M/, e

perqneata ht retta limite si cangia in aë steaan; di pio,8iocotoe A,

A' appaftengono atto ateaso setnipiano, tale aNnità circotare 6 nna

(t) e rxgginoge t' efTetto votnto.
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OppMt'e mi pn<t oaMfvoru ohé o~tti movimettto non euctideu dev(~

trwiurtti, net t~tuipUmo rappreaentutivo, ;n uua H-HHfwmtMioue con.

forme ?' =/(M) <te) ~mipittoo lit aè, che tmafonni ogni cin'cto ortc

Kouate tttta t-etbt limite (ogni geodetioa) lu M" fttt.t-o tale oitt'oto (in

ana geo<teHo)<)o queato ha per ootteeguettiHt oha qoatanque attro oir.

eoto deve tnut<tMi ia an eireoto. Si trotta dnn')ne di mt' Mftttutà oit'-

cotare <tirett<t <ti Mëhina, ohé di p~ tranf«rnttt ia aè ta retttt tnntt<t

ed il aemipiftttt' poattivo e qaindi appsrtiene neeeMftriftmfntf x)

gru))~ (ï).

227.

Rettenon'euc))de0t Mtsura delledistanze.

t)o)'o qneste oaacrvnzio')i t'itomhuno sulla qu~tiom* dette ~od~

tiche nella uoatra tnatrictt, tr&tbmdo direttxmeote il pi'ttbtenxw!) '"i-

nimo D<t« dite pMtt« A, B MW<p!a)tc pc«<~o, ~MK~ <<! H<M<!<~

pt& &reM :«K~~M ~M< <e«<o della MM<fe Me<ttc< che WMMXcfA

con B t

Snpponhmto dappri)u<t ohé i due pnnti A,B nitmo Mpm unn

stesm vorticate (nonnate alla retta Utoite y=0) p. e. su)t'ftsaad<'))<'

y o .c–0, e atano & le loro ordinale

0<o<b.

rja tn"Kh''xx~ < nM-emiti'tM (ta) tt'att« Mttitmeo A H è )K't-ht (~)

(6) (==K~~==mog~;y M

pet'.u')'a)tM ti'tOit <)H)t)unqne x= f(y) oh" )'it)))MOHA 'm B, t-hutt

nendo tutt~ net soxt'p'aw p«ait.ivo, (n txn~hfiMMt L ttooetx'tidMttMnt

(6<) L = K f" ~+~ == R f"
a

e parttg'~XHtdo i due ixtegM)) (6), (5*) 6 i)))tnef)inhttn<'t)t" t'vidt'nh-

che è Hem))r«

L>~

e fttt)& L~/ so)o qnattdo ))t oxovit Hnea'ooiooidn <K))tratto n'ttiH-

t)eo steaao A B. Dnoque
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Per due fUMU A, B Mtuxti tt))H'ttS!)u .('='0 la thtMt di ttttnima

)uug!K'x!Mno))euc)ideaobe)i rumittCt'ëit tmtto n'ttititu't) AH ttteaao.

e)a)ttt!thtMf;h<'MM<è')at<td)t

(A)
<=-R).~A ).\«.'

QueM:t poaaifuo" scrivere ttttche sctto ):t t'arma

(A*) <=R)og(<x, <),«,&),

dovc (~ 0. M,&) i)tdi(M il bit-Mp(xn-t<)<)i qxeoti q))iHH-ova)ut'i,oaaia
tte) pnoto a))' ixtt'tito ')e)ht rett~ ~O, d<'))'ori~i))e (0, 0) e ~M)fhte

punti A, B. Ora cox u<tHaostituziooe (t), che t'H~n'aenta, corne ai

M viato, m) movnneuto netta nMstrtt '))«trioH, posaitUth) portm'o i <]Hp

punti A, B in attt'i due punti qutttunqtte A', B' (tel piano ed allora

t)tMtttt.t"='08)OMt){{inn~ MirootochepMssa ))erA',B'e tagMa

oftogoMahnente la retta tituitf~ tuetttre i ttne pont) <Me o della detta

t-ett<t si oaogiano n<'i punti M,, M, "Vf i! <!etto tih'coto inoontfa or-

t~ogona)tne))te la n'tta limite.

VeditHno dttnqne: Da~t f<Mep«M<t <y!«~MM~«eA, B «e~ wtttpMMo,
''t SempfC MK<!ed MM<!M~ HtMa tMtM~Ma~KHj~&MMnon ('McH<<e<t

che li COM~MM~e ~MMt<! fOp~t'MeM~<<0dai 0<t'CO<«cAe J)aM<t per A
c B e <o~Ma or<o~otMfme)t<ela retta limite lia dxe pMM<tM, M ~«

~<aKM non e«cMM ~et <<<«p«M« ~M dalla /et'mo~

(B) ~(AB)'=-R)ug(M,M,AB), ('}

indioando <?? (M, M, A B ) &M-~pO)'<0~< ~MM<<<iftM<~0pMM~ <M<

circolo.

(t) ta attro modo eome ae~ae. Prettd<tsi p. e. il cerchio

~+t"==t 1

o <opr<tdi eMO i due panM A, B di fmonftHe < 9, (coMproM fra o e t{). Per
ht loro dhtanza non-euaUdea«bbiMno dalla (2) (pooendo .<co<e, y*=eena)

"i

.=RP'=R,
$.R f8s dO

Rlog IK-),,18~ R,~ =
R loj

t.
U9

3

ohé <tt ancora )t fonnota (B) dei tette.
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Co!<ti)bbi)ttM<t<)inuovoxt~bitit<ti)nautttttoatpt'inGipi<t dot ptt-

mgraf" p(ûc<'ttt'me, rotativo tt!(e geodetxshe detta ooatt'a tnett'ica (<'

t'ettHM<)))onMtidet<),ed!p)ftN)6visto che un )U'f«< geudetico,))'

quatunqm' eMtfnxiuHe, tiouftfrvtt aetxpre ta pro)tf)Mta di )))h)!)no (forh<).

tnottrf abbifuoo tu notevote formoia (B) ohé aasegt)K tu )< di n)i

Mun~iaoc detif tUHtnox)' ~tt<< <:u)ne ht (2) afMigxavtt quetht p<'t' t<' 'H

xtnnzp i)tthtit<~itt)t'. M)) qneat)t tbrnx))~ (R) 6 bene tmcora fttM k' ox

Mervaxioni segnenti

1' Le dne oot)pi« M, M,, AB non f)i Hepttrauo e perciôit bi-

)ap()orto M, M, A B ë h) ogni Mttao tMaitivo, e il togtu'ittno !<'«)<

tno)M-e <tK (M, M, AB) (M. M, BA) == 1 aegae

<Î(AB)==–S(BA)

Se teoendo 08BO 1). o. A, fiteciamo coovergere B verso M,

(o verxo M,) il birapporto tende verso o o «o e il togarittno ttmneM-

ta inttnitatnente. 1 punti (teUM retta limite hanno qnindi distauz~

noM'eu<')iftpH ioOnita (ta quatnoqne punto proprio (det aemipiano po.

sitiv"); ea~i rnppresentano i puati a! htCnito (improprii) della noatra

metrica, e la r<'tta limite ë (ta rignardarsi per ei6 oonx- ~'<M<to<!eM<M/t'

detta metricn ()' asaotato).

AH~ fortaota (B) per ta miaura (<et!)t distanza noo-eMotidea 3 pub

toroare uti)e (tare queat* n!tnt forma obe permette di oa!oo)at'<' ë Mp

pena'ttoti i vat~ri M, M' de!)a variabite ootnp!eaaa in AeB. Se t)p))a

(B) prfndituoo p. M, cotue centro di punexioMe o indichiamo con

m, m' i cocH!oip))ti angotar) dette rette projettaoti M, A, M, B, ab

bituno

<
,t, w w

o == R)og <* = p
M Mt

indi

,/3\ 1/M' M\ Mt'+M''
g

<'(M))(––==-) 4- )=

2

\t!/ 2~M tM'/ 3MH/

epprcih

) («t'–w)'
8«))h* (–

cosh)–} 1!=='
111\1111

\2R/ 2 \K/ )

=
4=MM'

che poftaianx) f)or!v~e Hott<' &)t'tna di hirapportf)

xpnh'

(–}==
( M, M', )?', M
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E atooome M, <a' ftono i vtt!ori do) ooeMeioute MMgotarcoor-

tispondeuM aUe rette prqjettaMtt i pnnti A., H. xtmxtotrici di A, B

rixpetto ~U<t retta !iMtttc abbtttmo

-senh'f–)=(A.B..B,A.),
r

\2 B/

«wero, iM'ttcamto con M, M' vittott deHn vatif~bite comptesaa in

A, B (aiochè it) A,, B. avremo i vntori coMiugttti ?,, M,

seoh*

t -)

== (< < M,),
\8 tt/

oMia

(a) ~h./A.)(~r'(ti) 8

~R/ )' (M–M.)(M.M')

t'or)no))t ctte raggiaoge )'eH'etto vototo. Poste h) Hne

~=~+<y. t./==.<<t/' (~>M, .><')

~=(~)' -(y .)'

abbiatoo ta for)no)a

(B*) senh~(i3~)
\3R/ JR ~>.Y~if

che espritae ta (tMtaMz~ nou euctidea S fnt i due pnoti (.)!,.y), (. ~)

tnedi~ote le ordinate y, y' dei ')oe pont) e la loro iliatftnxa eKe~-

dea <

aas.

Rappresentaztone entre !t cerchto HmMe.

Motte volte nette rtcefehe <t) mettica paeattoafenoa (non Mtctidfa)

gio\'a Nervirai, <mzicbè deHa ~ppresentMione OMqui uattt~ 8at aem)-

piano poaittvo, di uu' attra rMppt'Ment~zione (confoînx') entro un cor

ohio Utnite, il cai raggio aaaHtnefemo per M)npt!eitA=* L Per qneat"

baota rappreaemare ooofortnetnpnte !t a<*m)p!tHKt;x)8it,ivc <<&)!nvnria

bi)e oompteaaa M entra at) diaco circotare, dt raggio <=- 1, uet pttmo
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fit HM*att.ra varhtbHe compteaaa obe htdiMb<'t'e)no p. e. cou T. SitHau

do il eeutro de) disoo oeH'origiae t==0, e auppoueudo cbb a qoe.
ato oorrisponda net aemipiano M '< punto M==~, baattt porre H t)t!e

efetto

(6) i: == oasia m -==<

N-t v 1–~

La fOnnotH fh~ oe coxapgue

.+~
(~+<

M<t.l-3y y

ditHostra appunto che t'at9nit& circotare (6) trasfOrma i) semipiaMo

pomtivo My~>0 MeU'iutertto dot diaoo, il aemipiaoo negativo uel-

t' eaterua. B a) vede anehe <mb!tc obe a valori ooxiogati M, (0. di M

(M)nmett'iot fiapetto alla retta )imite) oorpiapoudono per dae vator!

(ttiuunotHet riapetto al cerohio). (')
~6o
Datta (6) abbiamo

< 1-hl, M.= x <
l-t (l-T) (!)

~M==8t– dM.=–2<L!
(1-~

°
(1-~)'

<ndi

<<<od~ w <!? ~?.

(~(l-)'

DaHa (8*) risatta qaindi ~M<t f<tppf<NMt<<M<<MteeM~'o t< cerohio

KoK~ (t) == 1 « MOM-~MoMee<~t<o da

(?) ~~4R.

(1-~T.)' )g

Pouendo T aotto la forma trigonometrica

M < m~ )' ]
(') Se T== T = rtxMttaT' ~-=

<B + < m. + < T.
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~9 –<0 0
T=pe t.==pe fi

(t'teitt~ ni pu~ scriverM

~=.H'+~ ·

(')' )~

SiceotH~ netta nuova mppfeseotazioue i oit'coti orto~utmti aUK

rettit limite sono mMaifeatamente oangiati iH cirooti ortogonatt al cir-

00)0 limite, abbituao Ze ~o~e«e&e deMa w<(WM (rette xoM'~«eH~)

~<Meafa fapyfMeMtote <~ ~ccK ot'<oyoKaH <t! <woM<' Mwt~, ~t <ï<-

<<«!tM§ <t<Mt-eMHo~ <Mof«eyMM« A, B e data <tM<MM~~eMa /~<THO-

/.(B)

~=Htog(ABM,M,),

<FoMA~, M, «Ma i p<t<t« <jM« etfec!o che p<MM pef A, B e ~<tp~

o~e)t<t<Wte<t<e H eefc&to MmMe~ccM~a ~w~' «MeM MfoMo.

La fonoota per la distaoza a: pub naovatnente traaformMe, come

)t! parografo précédente, )H

-~(–)-(A,B.B,A~\~N/

ttove ora A., Bo sono i panti aimmetrtot di A, B rispetto ai cerohio

limite. Seoon t,t' indiohwmoi vatori detta variabile ootnptessa in A, B,

qu~ti in A~, B. aoao corne ai è viato in<!i
ïo

-Mnh'~=.
-L.

~R/ l T.;

ossia

\.8R/ (t-TT.)(l-t'T/)
iMBae ponendo T, T' aotto formft tr!gonometri<:&

<9& <e0

~==pe t'==p'e

e indieando con <! la dOt~nza eaetidett doi due punti risatta
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(C)
~,).(. \~«/ItJ ~)–

t

fonnotn ohé, notta )))tf<V)tmpprffu'otaitiù))~, MtotitHiMMettt (B) ('). îo

particotare se pooia'no p'=o, itt<h <<p, a) )t)t

ne))h)–=: y;~i-

ovvero

~(~)-

? da uotare che i diametn dft c''t'o))io limite Hgm'auo iu pttrti-

oot~re oome aH"i cirooli ot'togooH)), e per ci~ come imtnajfitti <)i geo-

(letiobe uaoent! da un pnuto tiMo ht ':ui ixooagiMO è il oeotn). 8)

omervi poi cbe ponet)d<' oe)))) (7), He'xHxio la (8)

~"(~)'

si ottieue Bobito il della tnottiptx'itA psemhMfft'ica tK~to la fbrntft

ttormate ellittion (~ 126)

R* spnh' afe'.

\R/

Importa in Hnc OMerv~re come vexgouo rappresentttti i tuovi-

)a6)ttiae)t'attH~)e )tt)'pt'e~t)t)tziotte, per ta quatoMatt baata eapritoen'

la fbDuota (I) 236 neUtt nuova variaMte t, aecondo la (0). Olpure,

Mme uet oaso auatogo dei tnavitMeuti df))a mnltiplioità nferica (~ 59),

ai oseervi ohe nx tnovi'ttfotc nat'à rappresen~to <)a una so~tit.nziooe

tineare an t

<'== ~+~
(An-BC)-=-.«.

(*) QaMttformols equivale alln retaxione fondantenttte di trigonometha no<t-

enetidM ·

/<t\ /< /c\ /t\ /<

.h(~-c.Bh ~.o.h ~)- ~~h ~J.A

eh<tega i tre tat! o, c e nn tmffoto A di un triangolo non'euctideo (Ct. pi!)

e)<M$ M6).
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che poMttMcog<&penaar&scfttta aotto fonça tmitnottMhtfe AD BC =- t.

UoMtemponm~meote i) oimtaetdoo <H t deve portafa! t'et tUtB-

~<

metfteo– di <* e per ei&
T*'

A.~sD. B.==!C, C.==:H, ~.==:tA

('-±t)

Ma ei ha subito di qui

_J"~1- t. =t

(OT-j-t~(U.T.-)-D.)'

e siccome per ipoteai «. < 1, ~~< 1, lie aegue ohe MeoesaafiH

mente <==-}- Vloeversa, aaptMSt~ qneate eont!iz!oMi aoddtafiBttte,

riaulta

~T' dt/ ~0
-1-

(i-)'

e per la (7) il viene etrottivamente tmaformato tn aè. Ne oon

otudiamo Nella M«of<f fappfMM~t~MM i otoW~eMM M<w.«<< sono

)-<tHM-<!M)t<eKda lutte e Mte M<~<M!~M<H)t«tW gruppo

(H) ~==~l±-(!onAA.–BB.=l. 1

Bo T + A.

Con AAo BBo = 1.

Questa formola tiene qui, ne)ta geometria paea<!oa(i9y)ca, il posto

deUa formola dei Cayley per la geon)«tria afertoa.

329.

La metrtca pseudosfer!ca come metrtca non-euottdea.

L' angolo di parattettsmo.

Stodiate !e proprietà fbndamentati delle rappt'eseuhtztOMi della

tnetrioa psendoaferiott, prima di prooedero ottiM nette dee~he, ~e-

oiamo aloune oonsidenMioni che giaatiaoano il Home ptOt volte aaato

di M«We<ta<Mt.<M«)M<!e<it.Definito il <;<*della xostra metrioa mediante

la formola (2*), o t'equiva)en« (7), noi abh:a)no rioonoaciato natta

noatra metrioa le aeguenti proprietà fon<ttH!)enta!i
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l* Uome netttt geometria piana (e neita sferioa) eatste anche

net!)* pMHdosferica ta compléta tibertà di movimenti, ctoè va)e in tutta

la nua MteMaione il princtpio di aovrapponibitita delle figure.

y Uae punH quatunqae sono aempre nuuitt da uua e du una

Hota Huoa geodeUca.

3' Ogni tinea geodetioa ha tanghezza inSuita quatnnque nuo

aroo ~uito AB se~Ma')) più brève Oiouwiuo per aMdare, N~ Ntctt!

pUottà, <iH A tt B.

Dopo oie, se 8t estuniximo gli (tasiotni ed i potttu)~ poati du

Eoctide a base della geometrht pian'), /'««<! eceMMMe da< pow<w!<t<o

XI «tMe p<M'aM~, at rioollosoe ohé Mai vatgono tutti nell'attuale

metrioa~ quando al nome di reMN si twtituinott qneHo di geodetioa.
Tatte le oonaegaenze jogiohe dei dett) !)xt(fotni & poatntati (tolto i)

poatMtato delle parallelej vatgooo dMnquo nella nuova metrioa, la

ttoate 'ton è per eottaegnenza che la tuetrica de) piano quando t)tm

si txntnetta 11 postutato delle parante, che possiamo eMaaciare sotto

questa forma: Da «M jM<K<o~;toW <<<«Ma fe«<t << pub coaafK<'< e«tta

ed <(«« wi'« retta c&e <«'? la <Mcot<W.

Dopo 1 vani tentativi di tuott! geometri pfr <~M<M~'<tf<qnefto po

atulato, oioè per dednrto togioatoeute dag)! ~ttri priocipii, si pasxô a

coatfttire ana geometria che ue foMe indipendeote, atta qtta!e fn dato

per ci6 appunto il nome di geometria M<Mt-~toMM. Le oMe)VMzioni

ftoperiori spiegano corne qaesta geometria uon eHotidea ne) pixno

coincide ootta metrioa che abbiamo detto psendoaferioa. Vedinmo

adunque corne in questa metrioa 8i comporta aax geodetioa qutttuo-

qae g rispetto a) fascio di geodetiohe nacenti da Ht) punto o faori

di Per queato serviamoci p. e. della aecoxdtt tappresentaiiionf

(§. preoedente) eaegaita in modo che il centre 0 de! oerohio limite

r (di raggio~'1) s!a l'immaginc de) punto o. Oos) la geodeti'itt 9

sarà rHppreaeotHtn dal oinioto G deHa fignra. 12*, ortogouale a) cer'

chio r, ed il fasoic di geodetiche asoeoti da o du) fasoio di rette di

centre 0. Ora siano A, B i panti ove G tocontra (ortogoxahnpnte)
il cerohio tnnite, che rappresentano netta noatra metrioa i(due~panti

A
<nacoeB8ibi)i di Le rette per 0 ohé oadoxo entro )' axgoto AOB

incontrano G in panti rea)i e le rimanenti non la inoontrano. Sutta

mottip)ioit& paeadosferica le obiettive di OA, OB aono due geodeti

obe oa, ob, ohé dicnnai ~KM'aMetealla ~f, perohè i loro pnoti d' incon'

tro oo't sono aXontanati a diatanza iutinita. Esse segnaoo il tixtite

frll le geodetiohe del faaoio (o) cho tagtitutocn'ettiivamentt'c' equette

che oon ta incontrano. Se da 0 caUamo it tratto rettilineo OP nor'
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p ('); e corne OP biseoa t'.aogoto AOP, oos) op biseca i'augo)~
A A

egoate ao&. QaeNt'aMgoto en=:<M~==:&op che )'an)) e Pajtra paral-
lela oa, ob formano co~ oorointe cp dictai <' o~o pwa<M<<m~
de) pnnto o rispetto a y. È t..anifo8to <t pWoW (pet prinoipio di ao-
VMpponibititA delle agorf nella no9tra tnetrica) ohé il valore a del-
Pangoto di paraHetiamo dipeude aolo d)tt)a .tiatanm geodetioaS-o~
dei pnnto o da

Qneato oonfet-mi~uo trovando, co))a ooatttt
rappresentazione, ),)

formola eifettiva ohe iega a a 3. Per oiô oaaerviamo ohé dat triât).
golo rettangoto OUA della tigum si ha

(') Si Mtnmeati qui ed h aegaito obe la fitppreMMtMioneë conforme.

«Kt~ ?û (ohe va ? )MfMM''epot oeatro (J <M oircoto G) il trutto
a

geodetioo obictttvo op )tt perpeatMeottUM{{eo'tetimt otttxt)) <ht a SM
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CA< t)A* (U)'
-i-

< )P)' :CÂ' OP* L 3 ÇA. OP 1

duoni

= = i-

2UP ~P
>

)<oato OP–j). Ma f!«))<t formuta (3) MbbtMtNo

-).
indi

CA:=––L-.

seubt–)
1

\R/

Ora dMt triattgoto rettangoto OUA

CA==OA tgN=tg'!t,

a ne risntbt tu formota riuhiestft j'er )' ttngoto di tmra!)eHamo

(t'I) cot«~.He..h~ 1
\R/'

!tt)<t quale si possono dare le forme oquivoteoti

8

(Hl~) cot~==~, s6.,a==_

/S\2
OOBh) ––)

\R~

Si vede oho, quanto pi& piccoto è tuntu pitt x è vicinc )t
2

t) le <)ne par~ttete teudoto a oonfondorsi in nna; aHotttitntmdo inve

oe e da si pub rendere « piocoto M piacere.

Dnnque: Jtt M~Wca MOM-e«c!M«t da ogni p«M<o & /KoW di <tM<(

S'e<~eM<Kt (fe«<t MOK«<o!Me<t) p~Wow ~M <HcM'M~w<!e<t<~epafa!<e!e
(' <'«Mpoto & di ~f<~MMMû (fteMtt-aM~e<o<<e~e due paf<t~~ ?.

~a<o aM<t <<«(a<M<t~eo~tOM 3 de! pMM<c o aa aa~<t /bt'~o~t (IH)
o (III*).

Con qaesto riauttuto è provato ohé i) ))08tn)ttto dette porattete ht

~eotuetria. piana è <M<MmM<f<tM<e;eaao serve appmtto, iosieme co)

principio della inanitA det)<t ratta, a dieFerenKiare )a goometriaeooU.
dea da))(t non-ûucUdea.



822 UAMTOf.oxtv. 230

~.83<t

CtassMcaztonedei movtmenMdtretMnon-eudtdet.

AnditHno oru it ottMaiaotre i movitMexti (dirotti) 'Mtt)euo)idt!i ht

tre apeoie o «orriHpOM'tenteMteote a *<e0ntre tre speeie <)ic~reoH M<Mt

~ctMet.

Nella prima rappresentaziooe conforme au) semipiatto ~~> 0 (~. 236~
un tuovtmento 6 fappreaeutato da mot ao~t!tuzione !ittenre delta for-

'na (t)

(t) ~~J~ ,==t 1

<'on coe<Bt'iet)ti n,~f,5 reati. Per ogni tt<)e aostitozione vi tMoo<!nc

valori d! M che fhMKttgnMo Oxai, o oioè te rudiei <!<;)!'fqnHxtone

(~ -rm'-(-(e–.x)<==0 0

e potootto preMntxt'si tre mai a secoua ohé i) (timirimtttantc (U

questM pqnn~ione

V==(9-.Tt)'4pY=(K+9)'4 4

è tx'KHUv, nuUo o ttositivo.

oaso, (?<0), (et-3)'<~4. na rtutiM: U~ (9) soMocoNiugttte

immagnmne, nnft m Me) aetniphtoo poaidvu, )' ottt'tt ait))tM''tcio't M. not

aetnipiaxo negativo, La pron~ rttpprettent~ Mn pnnto P )en)o e ft ~i-

atatMtt ftutta della tnottipticitA, ohe ritOHne «t)ao pet Mtovitoento; que-
xt<) 6 ntOt r"t))!t)o))e attorno ttt centro P innaobite ettxK'aiwtM~NMM~

ellittico.

Corne si odoctH t'ampieiMM Q di qaeattt ro)<ti!ionett

Se m è il panto ohé ritnane ttaw, m + d'M m) pnoKt intittitameute

viM)t)«ed M-{-4mt'xttr<) in oui que~to si tt'tSjM~rt)* pei movitUMnto,
aarà 9 !'Mg<~o fnt i due etpmenti tineari (M,M-M)~ (M, M-}-§«))
ohé per le formole di nietriu~ H))go!are è dara d)t

2c.ae==.+~~ (').
~dM<)fM.}-3m~M.

(') Potto M=<<-(- <~ M,<*=z (~ &)a tMtta formol

~6~+~~coq -=-
V <?.<+<Ve<r*+~*

per la MMtri'xtangolare net piane.
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Mu ai ha por )n (t)

~=.JW

(-f<+~'

Iif1)

(~~+~)' lY

quiodi

2 0.8 (~ ==
+ ~+-<I.~±~' p

(f M + ~) (f M. +

A oanatt delle (9)

a-~
M tt)~ =~ M M. -=

'f t

(TfM+ S)' -{- (fM. + ~)' f~ (M*+ N.') + § (M+ <J -j-~ 9' ==

(M+ t.).)' 2 'f* f.t(.~ + 2 -f (..) + M.)+ 2 5' == (a + §)'

~+3)(Y'+~<+-~("<)+~?-r+~(~

**°) f

e per ci6

2oo8M-.(at+~ 2(t -i .M~(w-}-$)',

obe posaiamo sorivere sotto la forma deOnitiv~

(10) 2 <MHJ-.==(M+ a).
3

Uome K! vade, )'antpiezz)t 9 <tet)a rotttt!ion« di~nde anicameote

(M valore aasotato detttt aotnmn <!t+ ohé dioeai per cië <'<Mw«Mt-

te de))a soatttaxiotte; due tttovimcoU e!)ittioi d'fgt)a)6 invariante aw)o

rotaziooi deHMateastt mnpiezztt. Aoohe è da «aservtn'si che tn )))ed)*-

at)n<t formol (10) v~te <tt)oor<t per !)t DtppreMntttMone entro i) <'o'-

chio limite o ai Mrive at)o)')t

(!) 3<'oa~==)A+Aj.

&' eaM. (v>0)(<x-t-$)'>4. Qui io nutioi M,, M, de))tt (9) aono

fe~)i e distinte p dànno doe pmni ttafi aniïa retta limite; cioè

mentre neaan)) ponte tt diabutztt Hoita de!)a ooatra tnetrica rinxnte

om Haso, t'itnangooo invecû ttaai dne pnnti diatioti a))'in<ttntc e p«r
oiô ocotre <? mc<!MtM<t ~o<?<M<M ~c c<M~M)t~M«, mppreaen-
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ttttn <htt oiroatu deacttttu ant aegmexto (M~ M,) oome dhunetro ('
tju ntovhuenKt di queata spxoi~ diceai tyc~e~, e chitMOaat <Map<«M

det tnovitneoto it tnttto, tm~ife~tatnente eestante, dl c<ti aeorre

ftopra y ogni ;mnt<) cli queata geodatictt. Aoche qui i' ~mpiezztt e det

tnov!t06Mto iperbutnio xi ctttcf~ht con nntt formotft xnatoga )t)!)t (10), e

ch<! trovttttno uet tuotto oegoexte.

L'eqnazione dal ctrooto descriLto sul 'tetto segmenter.M,)
oome dinmetro è evutetttetoeote

Y(~+~+~)a-e,

sicehë ogn! pnnto M aimât" ft) qncata ciroonfiereDZtt ecddiafa alla

oondiziooe

w

(10) f., f.). -t- (~ -j- (.~) ==:u

Ottt oatooHmno ht ttisttUMa (non.em:)!de)t) it oui vieoe traapor-
tato uu tale pnnto <tat!a noatr)) aoatituiiione (I) app!ica)M!o la fot-

<noi<t(a) 13?

<-) (M M') ('<)“ <))J–aet)t)*-==- ou.. -°'
)t (M- M.) (,)'

1

coH' osservure t'he qui

-.<== +' Ï~+(S-l') -"1.1 =

fï
11). III. =

Y«h -)- S)

e d'~tra pHrte per )<t (8) 226

t M '~a
co -111.-

(YM+S)(~-L9)'

pet cui ~bbmmo in generate

e h + (! M M{Y< -{- (§ N) M. p<

R~ (M M.)'

Ma se ai esegatMe i) prodotto net ntuneratore e ai tiene conto

(') Nel CMo parMeotMeY = 0 Mt)a<te))eMdiet <)e))a(9) dtvent~ tn6n!ttt e il et)r<
cote o) eonjtttt in aat retta normete alla retta ftmite, e v~e ftempMla a~~aente
formott (U) ne) teato.
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4f

deH<t (10), <w!) faoite tmttfur«)t)i!iona (') ai tn)va pff
8f)tt)'{

j t)il

valore, hxtipendettte dsttft posiziouM di M su) detto oireotn

.M\ /?t<Ht'oh't
\2!{~

== )-*<)

<-ioe

4~a~)~
~K/

ojttane

(11) Sc~h~j-~f-
\~K/

formola antttoga atitt (10) e che tieterminn qui t' ftmpiazza dt)) mo

vimet)t<) iperbotioo, conte dipendente untoatneote d))))'tKW<W<m<e(a -)- 9).

a." o<tM. (t–0) (et-)-:)* ==4. Le <h<e radioi dftttt (9) ootucidMto

in nn' onioa radiée reate. Net tnovhnento, che di~eai in bd Otao ptt-

)'a&oKeo, resta ttaao nt) M)o punto o))' inHoito dcHu m"ttipH<!it&.

Uo tale tnovimeuto è du ri~u~t'dttrsi oome atM r<tbtzio)te <tttor)t0

ad nn puoto impropr!o.

Un* immagine chtam di queute tre specie di movitn<'nti si hMoet

conxiderare il 'moto di rotaxione tttfot'tm aH' anaMd~Hf tre 9p''cie di

snperttcje pMndosf~riohe rotoude (§. 127) e ottf Mbhitwno appunto at'

tribuito rispettivttmente a! tipo ettttticu, iperhotitto e pHraboUco.

231.

Movtment! !nvers) o di 2.' specie.

ïnsieme ai tnovimenti sopnt oonftit~rati ohe oottservnno te )nn-

g!)C!e, e gli ongo)) co< <ofo MMM, oonaidcrifuno OM unohe qoette

(') Baat~ aoettt"!re per «), nette fonnottt eopefioM )) vatore tfttto d<tt)e(t0)

a– <

--2-+~
~=

f
+ -g-

e tnotttpttoare nnMemtore c denotnhtatore della formota pet JYM+8 Kt*)
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t<'attfu)n))t~oni oht)Mmaerv«M" bf't'f) )<t bH~itMiie 0 ~i )tMg<tH,tundt

qu<'8t.i nttimi iovert'm" il MtfM); qMfxti si dirHnno xwvimenti 'H M

«MM/aapMiic, <t ditTerettZK dci pt'ion ohM s) dttxox* di prixwapeuie. Il

pitt n(ttH)t)icM<'t<et)tpio <H un t)tMvh))cnto d! aeooodtt HpccwsihttnfXft

<<atme<r<« ttapatto )«! tout ~o'tetiot, Otwht t)e) rihitttaxx'uto 'tetta

mo)tip)i<'it& attorno ? qu~ata ft<tica. P. e. it riba)ttM))ento Mttomo

att't geodatica a:0, nettn so)ittt rappt'e«e))t)t!!)ot)e au) Mtntpi'MW), ha

t' eapresBioxe atmtiticn

(t2) M'==-<

e aioootne cotubitMtodo dne nxtvitnetttt di aeootnht apeoie Hi htt un

)n<tvtn)6Mto di ptitnt), ootù otterremo tutti i tttovimeoti di aeconda ape-

oie coxtbioando )? particotafe sin)n)etria (1S!) oo) p)n genende toovi-

mento (!) di prima sp<*oip. t)anqn<f:

2 Mo~$Me)t« )MMt.eM<~«<~<!<<?<??<)!«~CM MKOf<tppfMeM<«M <t«Me

«M«<<M<<Mt<M<M<tW

(IV) < 1"Q

'f m. t

<t <we~c<eM«fe<t« e a MM')Mt<t<Mt~ at-(-pY=– t.

Cotne per i toovitttettti di priMM apocif, doxtttodiMttX)ae nel movi.

tncnto di aeoond~ specie (tV), cite indioheretno por brevitA oon 8, vi

ftono dei pnnti detitt <n<'itiptioit& «he riM'aogono ~Mt. Un punto ehe

rimant Maao per 8 rhnarrA pur Haao pel tnovitMMtto 8 ripetuto, cho

indiehmnx) cnn S*, ed è di pmn~apeoie. Ow S* hM i'eapreaaione ef-

fettîvn

S.) ~_(a'f)M+~(<

-f(!–<)t)M+e'-pf

e se eactodiamo per m) tnom«nto ohé aitt 8' i*identité (oioë 8 a pe-

riodo 3) la aomtna <iei primo e qnarto ooefncieute in S* è

tti-}-2~–(ot–:)'-)-2~

c aiccome et
=.=

e (aitriotenti aarebbe 8* e=: 1), i'invariMttte di S' è 2,

oicè t< OMfM<M!<<odi <ec<Mt<t«<pe<~ 8 MOM a ~ef<c<<o2, « «("

~<<<Mtf<t<o8' MM))Mf<)<MM<odi pWwMt apeoie <Fef6o<(co.

Qneato 8* ha dne pnttti (iaai diatinti improprii, oho aooo aoche

punti Nafi per S, e cioe le mdici yeaM e ~«M<e det!tt equaxionc

~(:)~p==0,
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ch& M htt poHet(d<*neUtt (IV) M~=M.-=E. Lu ffeo'tetiot ohM pawa per
quest! due punti hnpmpt'ti, tta) tttuvixKtttto 8 tttriMht xupra tt6 HteHaa
eioë 2M MMNt<)~<M<x<car<eecew~ <tp«HeH, cAe NCM«Mt <tpcW~ 8.

wmyfe MMa KK<toe~a ~o~Mf ohe «rMCM M ~ed~MMa <M<
<«Mpunto Wm«<M'~Mo, Mc~<<t < f<«e p«M<t (my)-opft< <<t9«M<« ~ef<<e-
<<ea. Ë tnxo'festft cb" ogui puttto <<!qMfHttt gcodetica m;orrer& di a))
tMtto cootttttte e, che (ni«m'o)'& r Mtopit'xat '!<'t tMovimento.

Per CMtcohtfo ~ueatM atHpifzm M Hxaot-vi «he pe) tM<tvimet)to ippr
botfco 8' (<t'it)vat'i)tt)ht

(w-.<)'+~ 2

<M<neaopra ai è viato) PtnnpiMM è tHMoiffatmoett~ Xe. f<) uppU.
cando !a (tt) a{ tôt

e
3no8h

{–~(~)'

iud

R

iodi

'["°"(~)-']-(~)="

da cni ht form~ht

(t3)
8aenh~=(~-<),

r
\Jtt/

corriftpot'dente ne) oomt attu~to ?<))) (H).
Se iMthte a'==l, iudt 9–<x, vi sono <~<M punti ehe )n (tV)

)aaoi)t «asi, e oioè tutti i punti det «irooto

Y<«(M-t-M.) ~-=0.

ossia

(.+,<=±.)f Y'

!)) qaeato caao rimaugotto Hesi tntti i pnnti di ont) Koodetx'x.
e per cooacgnenza ogoi punto va net atxt axntnetrioo riapetto a

qMeata.

(') Eveumatmente, pet Y'–O, ttttM )paxt) della retta xc-
2tt
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U)U)qu(~ )w met'tmeM~ (li «feoM~ f~MCto4 yofw~ 2 Wt ~<Mw
<-Ae<tM)'<<t«MMM~t~«MOfMCad t««t ~<fwMM ~<MMM<<-<«,t'~CMtOtM),
di otti tutti. t pWM<t)'MM<tM~<M<0/fMt.

Del t'fxto )a fM't)t)tht (H}) 6 ~pp)io«bHo tttu'ont ht '))<<*«(.«ctOto
MottttutH cho, «aaMudo <=tt, D~utta f–0. oioè <) ttutitt )'tmt(HP!!Ztt
'te) tMovuoeutt~ in cot-nspoudexx~ nH)( cit'cotttiUt~ otx* ogni pttot't
<te))MgeodeticK tiatMtrixmxH ttano.

È obitu-o poi che OK'" "ntvitneMt't <)i sMcon<))t «pfci)', comMuatu

cot) u)) tttovitneuto ij~rbotiou, che fi)<:e)n M'troc~ere di t'gUHt tratto
i panti <te)!a geodetititt On8tt, nM htaoht tissi tntti i punti e per ei<)

O~Mt tMOt)tmeM<odt <teeoMdf<t~<Kf oomMK~oMc di «XH <tMMte<W<!

W<pe«<~ad MK<t~eod~M e <<t KM MopMMett<o(di pt<m<t apeoie) tpefto.
Meo oAe /a <correre in w <<MW ~MM<a ~Mf~<M.

) clrcolt non-eucHde) delle tre specie.

Chiameremo circoli MOMeMc<Mettutt<' le thu'M <'tx' net)a tnetrioa
unneuctidex bMU))o ottrvattn-K t{<<)et:ci) cfMta)tto('). (Jomitx'iamo dat
'timoatraro ht M~nente propt')et& de))' uon o de))' ))!tm delle rappre.
«eotHzioni oonfonni st)t ae<n)piat)« positivo o entro il ~erobio titnite
propoatà alfntto ana)oga a qneth) di oni gode ht ptoiezione at~reo

KraHot dtitia ster~

Opttt c<)'<;o<oMOM-<MO<Meoe ~ppfeMM~atc <?«MMc«co~o Me< piano

immagine, e t'teepefM.

Siit L Mn aircotu notta noatr~ tnetrica a cnrvttturtt uiot'
n'

'ttM linen di onrvtttnrn geodetioa costante. Prettdiatno'tt Hnee eoordt
n<tte w=coat." le geodetiohe normat: alla L, e a Hnee x='co8t.te

trajettone ortogona)),fra le qutdi ta L che aupponittmosia )a M–0.
L' e)emento lineare preuderà intanto lit forttm ~odt'tioa

<+C~
con

tt –1<a

jf C==~~),. ".L ~(,.)~ (<j)-. )~(;~

(') Qui adnnque ia dexoMinazxtnedi circoto ii prêta nf) oacondu oenou di coi
à pafota a) 107. Sottanto i cifco)) che si dioono Me)tMt.. di prinm tpecie (<tcen.
tro reate proprio) tono etruo))di GAUSs.
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Lft ''m'VittMra gctMtctiaft delle M oost. t'

M --Mte

iJ f't"i!~ H ~(~<Kt- i.
t

p.,ea CM t{

-,(t.)<L-.i,(..)._L. ,}(..¡

i,

iudiqueHttdeHtt H))m) L

i
'(c)j–~p;

'<)-?('')/
1

«d t'tMcodo )'e)' ipotfsi <'<mt,)U)tawfA tiostoxtc il rnpp(M't« <'l'

')

ppyt'i<)<'i)ngiiH)<)oi)t))t)'nt)tet)'o<'pot)'Mn)ot)r<'t)d<*K' ?(!'), '!<(<')oc-

atauti.

Kttwhmto oo~ tttte tre fot'tt~ tipich'' A) B) U) 127 )'<*)' )~

ituporttcie paeHttosfcrichp di rotaziouo, omh' vettian'o etx' /<' <tMf<

yee~<)t'«M<H<e yar~Me <t o«-co<t M<Mt.eMC<Met<CMep«)'e e~'oott c coMf

~)-o <t'~eMot'<<'oWoyoMM (~eode~cAe) /M'MnMo «M ~pp<« sM~tHo <«'

tet~to.

Ne) pitmo inttnttgioettvretno pnreuh8tstemtti8ot:en))«t)e)qn)tte)t'

intumgit)) <)eth' geodetict)e oouo cirooti ct'togonttH alla rettu (n) oet'-

obio) limite, e pe! teoretna )t) H6 ttnohH t« in)t<)Mgit)i d<'Ue )ine<'

datt' attro sistenM, in pMt.icotare queOn deHtt L, aaranoo circoti.

Qm!Mto doppio aiatpnm ortogotxtte di cit'cot) snrà nn i'iMcio.

txverantneot~ )))) oirooto quatnnque de) piano, insienx* ooHit rettn

(<'o! oerchio) limite, determinn un ~oxt di circoti ed il fascio ortn

gonste, ohf innieme fornttmo an sistema iHOtertno. 1 oirooti de) af

condt) fHsoio sono itnmagini di geodatiche e quind) que))! det prinx'

tmnmgini di Hnee )t cnrvatura (;eodeti(MK!oatttHte,oioèdi circotincn

enotidei.

La seconde pi<rtede))aproposizio)te ai confenuaauoheo'dcotaudn,

coHn fot'tnot~ <t«) Bonnet, ht om'VKtMra gpodctiott cho apctta p. e.

neUtt mppresentaKiooe <mnR)rtMean) ftetnipiano, ~)ht tioca mp)we))-

ttttadotcîrcoto

(.f ft)' + (y &)' == f' (<t,&, <'o8tt)))ti)

net)a n)etricn



<~ OAHTOLOXVï. !M2

tt~
<h'(<+<~).

y

Troviamo invero pet il Vtdore coataxte

P~

t 1 &

~K" v
r

Huott!<t))oc))e8ar&

P~ B

<? & f, oioè M t< eercMe <MNta~He <««o M<<ww)<p<o«cpe<~<tW
inveoe

quaudc < f,
P? R

nel qnat otao il circoto itnnMgioe ti)g)i« la retta thnite sotto Mo an'

goto'j'tittecbe

(i8) JL~)
M

>
p, R

eintinettvremo

11–quando c==f,
p, R

oasitt qutmdo il oirooto {mmacine to<MK~ta retta limite.

Corrxtpondextetnente diattngatHmo i orcaii non-enc)ft<ei in tre

apeoie. Net pmno (Mtao–> il ~oio di oirooti detenninato <)at

P. R

oircoto imMa~ioe C e <!)*))«retta Hmite h)t punti baao immag!n<trii

<*(! il ~acio ortocoMute ponU baee re~ti <t< ou! uno !nterno a C ¡

queato pnnto è itnttto~ine di un pnnto proprio per oni veo~ono a

tMasaye tntte !e geodettche oorma!) at oirooto non-euotfdeo Un c<f-

o<~e tM~-MM~M di ~M<e ?? ~foo~a a oeN<~oo~MM t~e~ e a

~<t<Ot<M'<tjM<f.

Net aeccndo caHo <: il oiroolo C tMgHa la retta tintite

P!/ R
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in duc p'mti rodi e diftthtti. ehe aouo t paoti buse de) prioto ftC'o)~,
tMentre qne))e <<< circoli orto<:<')'HH(itumHgitti delle gcodfHohe )Kn'-

ma!: at ciroo!<) ttott-eaotideo) h)t punti bfmo i))t)HMtti)M)t'ii.Pet otO cil.

o!a'<K) eh« i CM'coMnon eMcMM di MooM<<<tspecie wKo a ceM~'oideale,

O't tmche, nicoott)f ttp) prmx) HtMio vi ë in fjueato ot)8'< u)t ch-

eo)o ortogonnte tdttt )'ftta Htoite, posttiinnM din' I <;<<o/<Mc/( eMf~fM

<<<we<w«~« ~w~ ~rt <;<!M<~< <«Ke ~tee ~e</e<«'MM)et~e p~M~e
ad Mtta peoofettfM.

It) ttae i Mtt'eo)i t~tttt term apecie che g'& «bbiatooIll fine 1 cirt-oli delta tel-sa

PcPo R
elle già étbbiligno

dette ehittMMrai oW<XcM(~. 126~ pomouo oooaxterKMi eotne oircoti

col centro ail' inanito~ le loro ~eodetiohe nortnati B«!to tatte parat-
tete ue) sonso noo'eaotideo (~. 229) e ooncorrouo lu queato centro

M)t' iotiatto.

Nella seconda rappresentazione, entro il oercbio limite, un cir-

00)0 immagiae corriapouderA ad mt circoto di t*Bpeoie ae txtr& tutto

intemo nt cprohio limite, a<! un otfcoto di 2* speoie se )o attra*

verw. ht <h)e ad au oricioto ae aarà tangente (iotornumente) al oar

chio limite.

Oaserviamo da ntMmo obe ad nn qua)unqae oh'oo)o lion encHdeo

corrisponde utt tnovimento continue eue fa Beorrere i) circolo iu 86

mp'teahno e preoisamente i) )noy!<Mento è eDittico se il circtdo è a

oentro reate (che è allora i) oentro di rotazioae) 6 iperbolico se il

cirottto è a centre ideate, ed & parabotico per un ortoioio.

233.

< triangoli non-euolldel e la loro area.

Conaiderïamo an triangoto geodetico ue))a «oatm metrioa, e sup-

ponimno dapprima che i tre vertici A, B, 0 de! tdangoto a!<tno tutti

M distttnza nn!ta. Pet teorema geoerate d: Qanaa al 114, easeodo

qui la curvatMra cosbtate xegativa == avremo la M~tHe
R~

A A A
A-t-B- ~M «M~ M Mïtt~o Mf& w<Mo~ di K (di ~«e<tH~o<f
fe«~ e <tM<«M[K<~oon A,<' HfM del triatigolo aoreNM

(M) A~R'A-H-~)
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Ma ont ditttoatt~texto di onovo qnexto visattam 8<'rvet)dooi detta

ttosttit t'a)tp<'Mfnt)Mi')))e coffortMO ed auzi provoretno «ho c))ao vato

!)<tt)t)<')t«nuM,duo,otuM'trMiv«rtioidc)~ia)t{;<cado)to adi'

tttM!tzai)tt)t))ta. ')<})quai caaoattt'cttaotxm~oUdettriaugotaaoMotmH!.

tn priuto tuo~o osaerv)it)))o ohé nt) triangutt) (geodetioo) coi tre

ongoti nuX! hit jt6t' ittnuM~iue, neXit mppresMotxxifMie oonforKte xut

Mûtoitunno, il triau{:~ raGMbiaso d)t tt'o Metnich-conforettiM tteSM'ittf

nui apgtneuU AB, BC, AU detht retta )ittt)t<' <:o)Medimnetri, esaeudo

A, B, C le imtMMgiut dei tre vertici ('). Ora se A',B',(~ soHOttttri

tre puntt quHhutque delta retta limite vi è xempre uutt aoatitninot)~

(1} de! groppo dei movitnenH ohé )Mrttt A, B, 0 ordioatamente in

A', B', C', ovvoro in A',U',B~ dttnqne: tutti i <t-«t!t~M MOtteMcMet

coi tre «M~o<t MttHt sono jra loro cctt~ntettM.

Per oatootore P area A di UMtale trinngo)o baater& quind! cous)

dentrue uno ptn'tiooiare, p. e. quello racehiMao dttOe due n'tte .r== 1~

a:==-)-1 ?! eaterao ilel oimoto

(!5) x'-)-~=l.

Ora etontento iineare esseado dato datta (3) 220, l' etemento

~od'are&è è

~=:M'

e per6 )' area A <)e) noatro triaogoto da

r+' r'
.=~

1)r

j' 1 ~Mn

('; L'n<'dai vertici )'. e. C pt)&ea~fe invece il ptmto improptio uetta ftire:tio)M

))onuit)o)t))mtrotta limite 6<t<t))"Mle xetMietreoMferettifeBC,AC <ieonvertono aette

tangent) <t))<tMmicifannfereozaABne){tiestrett)!.

(') ~t) xeaefata, oon''t<temt)donox (tuataxqne area noo-Mtetideatutta a fhttauM

fittittt, M)voehe il oontorno ai pooMeateudere aaehe nU'ioHntto (net Maao nea-

exeUdeo)oon vertici ttit'xtti <<))!?retta Utxtte, ai poô xppticMe «))' tote~mte dop.
ptoehe<<&t'ttfe)t

= i{'
ffli

la nota f«rmo)<tdi UAt's-!cha lu tnMfornta h) nn int<j;)')t)ft) t-'tntortto
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avendo indioato <:wt y )'ot'<)innta nel catchio (JS) oot'napottdentp at-

t'ttMi'MM
it. HiceoMX)~

f}; annutta at!'inH))it~, reata

f+'<<

r

+ 1

.V

)Bas)))cer<)h)o

a; =- t'os 8 == set) a.

indioando cou 9 i*HnomaUtt e pt't' <;iô

== R<t f" == H',

e

A A A
u questa, comc ai vede, è la forotuta (14) per A == B == <J = 0.

Snppougftsi ont che due dei vertici A, B cadauo att' inOnito, il

tefzo 0 a dtstanz~ iinita par ttmngoto immagine potrà prenderai

quetto racobiMao da un nrco AC di cerchio normate in A alla retta

(imite, dalla tangente in A e da))a paratteta perC. Prooedendo corne

aopra 8t trova par )' arpa

&=R'<-),

tissendo 0 )'ttMgo!o sotto on t'orco AO è visto dttt centra. Ma in-

A
dicando oon 0 t angoto in 0 dot triangoto si ha t- ==~–0 e per

oi6

A==R'(<<~).

ohé è nuovampnte ta fbr)no)a (14} per A == H '== 0.

t due oaa! rituanenti ai ridnooNO (aeihnenM a queati poichè

y=)t'f"

dove <!<'&)'<tenMt)to «tctt'~e deH'arco di oontot-oo e )j indice )' ao~oh' eho la

tUre~ionedella notmate interna fa colla direzione poaittva <te))')tfBet/. Con (jHtst)t
fo)rn)e))t)ti poMeuo ~ncht vetiBcafe)catcot) Mettent) ne) teato.
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1< Se 0 aottanto è att'htNHitoed A, B tnhatanzn aat~at non.

duo~ )<t geodeMoa pamtteta in an vcr<M ad AB, neM'att-ro a BU (AU)

e i) Moatn' tr!a)tgc)o ritmtft oome <Uffevenzn <H'hte tringet! nette con-

dixiotn precedetttf. Eaegucmto la <titt<'reom deUe dae Hree ~w

,v
tt' (n A H),

A
che & ancaM la (14) per 0==0.

2" Se A, B, 0 sono tutti t)e at OoiM, st cnudnMtt p. e. per C

la pantUe)~ (in un vereo) alla AB e it triao~o rian)ter& la <U~e.

renz<t 'ti due triangoli nel caao précédente in ta) modo ai ritrovft

Xt (t4).

? bene da oaoervnrsi ohé, tMextre nella geometria enctidea ea}.

atono trMttgoH <tt area gMMde ad arbitrio, i<! queth non eno)t<!e<t ia-

vece l' area pub rftggtMngere maaa!nto & e «ib avviene pei

triangoli ooi tre <ntgoH natti. L' awwte~M'e f eMt~tM« <W<tM~MMM

<M-MMtpeWofe a gwo~gMe Mm«e dato e$<t<ea~ quindi ad a<HM~M-e il

p<t<<!«<<t<o~'ihtcMe (').

Oaaervtttmo iutcortt che dalla fbr)no)a (14) per t' xrett ()i un trian.

goto geodetico, si defturrà, corne ht geometria pianaosfiBrtea, ia <br

)no)a per l' area A di un potigono geottetieo 'H un oatoero qoatuoqoe

? di tati La «MtHN<tS ~« aM~ di Ma poM~OMefMM~MotMeo ?

:<t~ <WM~e <M~WM-ea (n 9) ? e <' afM A ~<« da

A==tt<;(M–8)x-S{

Il (naeatmo <Mt'area ë mggiat)to per 8–0, oioè qoando il poii.

ttoao ha tutti gli angoti nn))i, (tutti vertici a)t' ina'tito).

284.

triangoll non-euctidet nella seconda immagiae.

Uonai<!cr!amo da oapo uu triangolo Mot)euoti'teo o a b, di oui al-

meno un vertice c aia a dtatanza Hntta eftteciamonetaaeeon~ rap-

preaentaztooe entra il cerchM limite (~. 238) per modo obe )' imma-

gioe de! vertice, o ca<ta Mf!centro 0 <!et oorohio limite. NeU'tmmagine

avrotno il trtangoto OAB (M!a aegaente Ogora 13*

(') QaMto Mto ora ft)&.noto<tQAOM.
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teriwi puuti d' iotcfsexione <)<'))<'n'tte OA, OB col oiroolo AB, ab-

biamo (eaKendo == 1 il rog~to <!e) Men'hio limite)

OA.OD==t, OB.OE==1,
A A A

e per gt< tmgoU A, B, 0 de! noatro triaugolo

A A A A A A
A=AEt), H-'B!)R, 0-AOB.

indi

A A A A

A-j-B-j-O~AU'B.
A

caaendo A<yB t'an~ojo aotto cui è visto t'arco AB dal centro C'

det cerchin Hteaao. Si vede dnnque nuovamet)~ che la somma dei

tre Ht)got) ftet trittogoto è tntnore di dne retti, e t'ecoMao è mian

A
tatO f~ppunto daH'angoto N='AOB, aicchè

(16) A–R'<x.

facchinao dut due seguesti rettttitMi OA, OB e <h))t' ~reo AB <ti

<:irooto ortoguutsle at <Mn:)nu Umttf. SM uuu D, ? ItMti~hittmc gli ul-
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Dttttqne ttt ~t<M<a aeo6t<f<<tt'appfMeat<MMHM,<'<tt'e<(4 M<'M-ewcK<<M

<M <fM<K~o~CAR ~~c~oMt<'M<t~, <e<'<'tt<!«~< (16), «M'aM~e(o ~M«<t

eKt ?<<<«<'ftfeo AB <!«~«<~ oeM~'f.

D)tUa tt)))prcH6t)tnzi«)n~ ai d~tm'e ttttn'ft H)v<'ratnnento che dati

A A A A A A
<M<Hf&<<<'«'<M «s~o~ A, B, U tali c/M A-)-B-rO< M~te «Mo

A A A
M( <t<tM~ <<MtM~o<oMOMet<t)<id~co~M «M~cM A, B~ 0. Se tutti tro

gli 'mK"ti H'tUt, questu 6 g)& nwt~ o8«m'v)tto tt) parttgfttfo pré
h

oedettttt ae })ot' es. 0 HM')6 )ttt))<~ )H H~m-a 13' riforta il probte'nft

n q«e))o <U tfpotnotria pitum ')i coHtruh'H il qtoxtrHateroOAC'B di '!H)

soM twtig)) Muguti AC'B*<,OAC'- 'L+A. OBC'=-B M
2 2

Mixtt inottre che i tttti C'A, U'B Mono egatt)). 11 t}ntnh'i)ttt<'roë)!eter-

tnioato M )))pn') <ti xna sitnititndutt); e qnetttM costtUttedt <))))MtetmM

fisserà iu gui8)t o))e t'iatttti 1 il raggio <tet ccrohio limite.

Anche 6 da OMserVHt'Hio))« i)) geotnetrift non'exotxteo. cotne in

);a<nn)'tr)it piot'tt e sferica MMte «M~fe il circolo f-M'MWW~oe ~e~

«MM~o M <tH<rt<!M~o ABC (oonH è évidente <<M))art)ppr''s<'ntaxio.

xe). Sottaoto ehe ttet <;M~)Mttuxte tale cirooto potrà ef)M!rf di prima,

tti (K'cuntttt, ovvero di terxtt apecic, e oit) owerr~ sfoon'to ohé il oir-

coto imthHKine fmr& tutt~ intfrno it) <'pr''hio limite, o !o ~ttravora<'r&,

o )<' toooherà (').

Risotvianxt !tnoot'a colla mppMtK'ntazione il ae){Mnte probtemu

Di <tM~t«Mjyo<0non CMC~deO«<!&v data la base o « <M~OM<fM~ e

pOM~MMMe <t!'e<!td ~K<t~ Il ~«O~O<M Oef<M'<&?

BfeU' îmnMgme (ag.~ 13') ao'~ ~ai pnnti 0, A, D ed È «aso

1 'A
t* Mgoto ODB ==s ot == il luogo di B nett' immagine è

2 9B'

retta ooxdotta per D ed iuoHnata tti sopm i)0; ohiettivamente
3 R

abbiatno danquo corne )aogo t!i & Ma ctfoo!o a ceM«'o ideale ('). Na-

tnmtmente per<), ttfBnohè il probtenot sia aotnM!e, oooorre che !a

retta condotta pfF D eft ixetiMat~ di sopm DO sia uua se
2R

(') !n xttte parole in un trittM~o AMCnen-euctideo le perpendicotMietevate

fte! pnnti di mezM dei taM(come pore le )MediaMe,le bhettrtei~ e' inoontntno tn

'm pttnt't che pH&eMere reale e a tMttMtzaOnitt, Ideale ovvero Mttte aO'tnCaito.

(*)CofriapuMdeai cerohto d< J.)!~)!n.per ta gootnetrit tfMica (V<p. e. BAt.fXtttt

SteMometrittt <).
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tfanta '<t eorchio titoitc, f sicconf* ta (HMtt!ittt)ms!m<tttt Mtttto 0 è

<)t)t<t<tM

een
11 e

ODt)ft) in'tt
S!R* OA i~M"

<)eve fxxen' H«tt ––) <~UA <'tt!h avendo tndtotto oon <

\2M'~ ~M

)a )MH8))''X!<aMoncnctt'teo tteU~ batte.

Medittute conxutcrHxtotti autttt H~nt-a i)n'n))({i't(* tmtttuche tdte (n'e

oedeoti, ttt rtsotve tu questioxM: J~t MM<W<tM~o~o~eo<!e«co oat <<M«'

<<<!«<? ~t'<tK<!exMi <<«e<o<too, et; ~«aM<<o/<« <Mo~o )tM«tmo <!<<-

rafea <Jiô awi~oe (ootne h) geoutotrin piatutc sfet'io)t)Q«<ntdo l'an-

nota COMpfMO/~<t < due <<!<t<!M<t~< «~K«~ N</<t«MHtM<t<te~j!t<(Mf<

<<«</ il oircoto oircoaeritto M) tW)Utg«t" OM&d'<n'<*tt mftsxim~ MjtpHr-

tiene a))a prhna appeie Mt ha il auM e~ntm st<) terzo )ntn. D<*tte<t,&b

le tnughezze xon euoti'tee Ma!)OK"nt<'dfi hui «< M il nti~aixxt A del-

t' area ba tnoff<t per

t H

·
scn–)–tg))(––Wf!) 1, ).3 B' 2 K )i

)Mqna)ef<)rm<)ht,fx<:«m!o<!t'('t)(!6)'oRat)'int<))it« M convet'tf ne))a

<ortt)<)t))<t)geoth~t)'inpiat)M

4~ -L~&.
2

Da uttono os«ervere)no ohé la t~ntitt d<'(!ti is<)pcrim<!t)'i Ri pub

tntta fondttre (co'nM in geo'nt'tria pu))))) f af~t-iott) an) riauttato ora

''onee~nito e ne )'i!<n)t)tp. e. il teor~ma Ff<t <M(<e own~ ct«<M

«opeWmetfe c<f<M<o~M<!e(«!oa oentro fe<ï~ <'ac<'AM« t'afM MaMotXt.

Indioandf cott a i) rMf;t{i"~'ott~tico di nu tstf cerchio ta sna pMrt-

feritt. <J e )' ar«a A si catcotHno <ta))e formol (')

C == 2 n R oct) b A == 4 o: R~<'<) h*

(') 8i rioarra p. e. alla formtt g<'odeHcapo~ro de) <h*

<<t'e=<<tt'tH'~))h'(-~)'<t''d. dll' H' ""II lit
(:i¡-) lt
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~3&.

Le formole di trtgonometftanon'euottdea.

Corne in t{eo)uetrin ptMttte sfenott, iMtUcbittXtoqun)i etemeoti fou.

<)«meatati per uo trxtMgoto uox oacXdeo ABU (i ont vertici auppor-
re)))o dappritua a dmKmiMt ttMtttt) le tMiau~ A, B, C dei tre t*Mgo)iM

quelle a, &, o dfi riapet:t:vt lati op~st!. SiocoMte di qaMti 6 etoMeuH

tre ftottanto, Vtttendo i) prioeipto di Hovrapponthitità detta figure,

posaoM pfeuderai ad arbttrio (uou e~etuso il <i)Mo (toi tre Mogoti,
corne sopru et è VMto), coal M~toMo fm qoeatt C etemeuti tre reta-

xioni indipemtenH c si pub quindi ooatrutre a)tn M~<Mt<MM<<W<t~cw'

dot/Me~, e tMMt-MtetMea.

Tutte le fwtnote d: ttigotMxuetritt p~endoaffriMn <!eriv<H)o <ta!)e

ccn'iapondenti <)i tngoxontptritt aferiot aeootxto il tM'tttptiCt)priocipi~

aegofnte: (')

Pw<t ~«<t<<tM<t<<e~t~tota <<<~oM<wet)'<<t Mp)'<t una ~M'a di n~~
R si t)'<!d«ae in <MMtc<Mv~6M~<t<e/<'rmo<<t di <Wjifo«<M)!<<WapMM<(«

a/Mca (di raggio ï~ c<M~<<Mt<hM<e~w<MMc ït w M< ~==j/ 1 ),

colla q«a< eMa /'«s.<tt c~feo~ft dei «e<t<t0'«ttto
K M R

in /Ma«oa< ~~MeA<.

Per giMaUNcaM il prinoipio en)tm:mto hMsterà prondere tre '!))))')

retazioni indipt'ttdeot) ia trigottomotri~ aferiot, )). e. te segnetttt

<t <) e
aet)

1 sor)-)

aen –t

==.i~A ==.
ffu A HH)) H net) U

l^_

oos A –aet) B sen <J coa

{–}

ooa B co~ (J

\B/

a dttMostrMe che autMiatOMo le <!orriapo))denti paeudoa~rtcbc

aen h f-~ Mx h seu h

(.) \R/_ \R~
1

aet) A <aeMB sen U

(') L' oMervMtotter)Mte )t L~MBBM.
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atcchëavt'otoo

CA.(JA''='t CB.CB~l.

EMemto M il pooto d'inoootn) delle <Hago))~H AB', A'B de) qa~-

drittttet-o ABB'A', dMi triftogoti aitHi)! A A'M, BB'M riautta

AA':BB'=MA':MB'==BeuA:aeuB.

Ma, per le formoto di ntppresontazione ai b't

ÇA tgh
~),

ÇA'
ooth I~2R/ ~R;

CB =, tgh
f CB' <Mth\?Rj ~2H~

AA'-CA'–UA=– B~=UB'–CB~

~) (-M-)
(

(p) «os A = HcoB ttett 0 coa

tu– t

coa B oos U

\M

Per qneato mppreaeutitHno it tritmgoto ABC «a) ptnno )M tu<Mto

ebc t' XMtnttgtt)~C 'te) tHMo vertiee cadtt net oentro det cerchio li.

mite e protuughiamo i lati CA, UB ad tuecatrttre otteHormeute lit

A~, B' il e!r<!oto )m«)«K!"e det terzo lato AB (Og. lé*)
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<'qt)h)tti

~(~(~
l

whÂ t<pnB

chc la pdtMM dette («) e per atesan rogtone anehe it terzo rap-

pofto \R~ htt t'~ stotxo Vt~ore.8811 b li

aeMO

Per dimoatrare poi la (P) si oaaervi ohé (tHtht Mgant

CB' seoA'AB' fi wt.A'B'B

CA"' aen AB' B UÂ wn A A'

da oui dtvideudo

OB' « "en A' Ab' «pn AA' B'

~OoLh~)=
Ben A'

CB 2 K B«n AB' B sf.t A' B' B

Om abbiMno

A-{- I -)- C = A );' H, A t; <~== K- 2 A'B' B

A B + (; r: A A' H', A L- H (' == 8 B'A B'

e ht formola précédente diviena

A-t-H–C
X

A–H.-C

A 1- 008'(U C)
C"H–– XCttS–

coth' =(:11101
3 ~A+c..(B-U)oot

oos -A t ~.+~Y <<. ?±? + <~ +2 lt

nOM-0 A-+- B+ .0_x C CIIII _.0_- A
+ Ii +

C cos A + con (B + 0)

<)

ovvern

coa A cos B t~s C == aen B sen 0 } eoa h'
)-–t -t- sen h*

( ) <
coq A eonB tioli B

) ~R/~ ~R~

= Mo B sen U c"e h
( ~-),\K/

formola che eoincide colla (f~.

NKtnm!me))te neH'appHoitre le formole <U tngoofxoetria paeMdo-

aferioa ai problemi di risoluzione dt triaogo!), bisogna- tenet presente
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ch&qaitipoaaon') v~nHuan'cn'CMhtt)xe!int)ti,ite)~qn.tti<:u)tvi<)tt<'

interprétât~ (toxvpntNttP'nRttt~ h' funootf st<'sf)f.

C"i))p.f.d))Hitr&)!)tiH,&.cdptt('ii)n)ff))')<')tnt)<'an<o,oo)Mt'

a) ao)it«, ~0 H il i' Mfmip'<rit))ftr< vatc )'")- il t-tt~iu K"al 80 It~l, t Oolj p =:=
0

2 b e
J 1II'1II11,rllllelrll, vu l' 111'1'1 l'Uf{1!1IIgall.

detitM r del oif!<tt<) cirMMcritht ta f«)'a)f)a

apH h ( MX ))
(–)

sen h ~)

2
R.~ ~R~ ..J~

//Y\/M~.e\/N– &\ N -'CR
1/ ~-n h

scnh se),
h "en

h ')~M/ R R R

8e il va)on) d<-) acoondo tnetn'u'o nautta < 1 il cirooto cireo.

acritto a) triauKo)<t è Il centro rea)e, invc'!« M centra i()en)e sf xe

rieKttft un vxiot'e ~>1, e ))«) cario che txte vatore riautti 1 il tri.

angoto è ~critto iu nu orit!io)o.

Medesiminneute per il ra~o g'en()ftioo dei cot'chio iaorttto tte)

triaogolo Vft)e la formola

/P–a~ ./P–

r_, /8ett h ~) seu h -) Hen
h (–) cf R

lieu b H611h

tgh ) ==
R/ f

h PMX h )––
\B

sntta qunle sono <ta f:<rni oottBideriMiooi )um!oghe.

Uost ancora tu fw~ota (HI) o (IM*), rctativtt an'Hogoto <!i para).

!e)ian)o, non è cho m)H formola tirigonotnetrioa retativa a<! nn tt'ian.

golo rettangoto cot)' ipfttennaa ed un ontoto <li tnnghezza intinita.

Snpposto invaro il triangoto rettaogoto i" A, prendaai p. e. ta for-

<nota

tgh
)-,aenh/L~tgB\R/ \R/

e reatandu Hsao n cateto AB–c, si a))ontani C aU'inOnito, con che

!in! tgh( ~1, iudi
\K/
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UOtB=~)t))~ 1
\R/'

obe 6 apptutto )? ottatit. (urxtota pet- t'tutgoto di p)u'i))teHa<Mo.

~.238.

~appresentaztone aeodeOca d) Bettramt

e matrlca d~t eayley,

Negt! studi dei presettto Cxpitoto no! abbiamo oonatatato t'idcn

tita della géométrie jMendotfHdc't eoU~ géométrie oot) euolhlea, oioè

colla ~eotnetritt <tet pt~ao ove, pnre Rtn'oettundo che tu retta abbttt

htMtfbaxiMt infittiht, non ai tutUttett't inveoe il pootuhtto d' Bnc!i'I<'

anHe p)trat)ete. Cône K'A abbituoo <!etto )d 22S, il primo a atabi-

lire che i teoremt ttftht goonetritt nnxenotid' twvtmo m/ftfett'v't

interprettM!ione suXe )«o)ttp))oit~ ? on'v<ttar~ ooattmte uegtttivM è

atato ii Be)t''tuni oet «no ectebfa ~<t~~ d' Mt~fe~~oM d!oM« ~M-
Me<W<tttOK-<MoH<~e<t(1868) (').

A base di qaeste âne rioorche il Bettr~t))! ha posto mm rappre
aentaziotte pit~M <teh€' attjMrttxie pso)!<)o9panehe ehe ooM ha pi& ft

vantaggto di essere coofunne, cotne te due utilizzate net presente

Oapitolo, mtt in oompenso ha l' )t)t.ro bon ritevante ohé !e ~eo~~ete
sono fappfe«M<a<e da rette.

Ê questa la rMppreaeotazione geodetioa, d! oni gia abbiamo par-
tato at 11C, e che or~ nudiamo M~ettivxtnente a coatruire parteodo
dalla rappreaenttMHUtte (confbjtne) eotro a) oft'ohio limite del 228,
col aemptioe procedxnento aûgoente indioato da Kloin. Su questo

oerohio, oome oerohio masaimo, deaurivia'no la sfera

~'+!==! 1

M dat 11010(0, 0, 1) riportMtM atet'eogratioxox'ttte )~ figura immaglne
entro il oeMhi') eqnatoriate anOa sfer~ (aoU*e'oiafero iuferiore), dove

ora le geodctiche tMtraoao rappresentaK) da oircoti in piani oofmftti

a) pWto d~tt' eqnatorp. Indi faMJatnp uoa projezione <tWe~M<t<edei

punti deU'etniafero iofeWore au! piano dell'eqnatore; la xuova rap.

pta<tentazione ohe si ottteMe ë qoeUa det Bettrami it) oui la motti-

plloità paeHdoafHrioa viene anoora rHppreaettbtta entM i) oerohio H-

['; atot-nate dt nmtemaMeheVol. VI. Opere Vol. I pag. 37A.
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mttt), M))$ ~edeMeAe A<tMH«per <mtM«~<Ht<ecorde Jel cwAfo limite (').
Lit eoatrMKioue pretifd~ttf Mi trxdttce ttttbitu in f~m~tf )ioon)H)x)o

ohé Ht)è t<t VKrmtn~ CMtt~totttMfto) )<iHtt()fqtmt«)i)d< le ):<'<tr<)inatf

(X, Y, Z) (t«) pttuto St))ht «font, ftr~fziottM Mh'r''K~ntH< ')) Moau
'tate dttOe ootin' t'rt)).))t< (40) S6 ~)aK. !.4C).

X~-l±~ 1 y-~ z==J~l.
~.+1"0 11 < Tt.+l ~4-1 1

u le <!ne prittte X, Y auoo ~ffoitOttoonte le t'oorditmttt'to) pnntopro-
JMiotte ort0){otm)e <m) ptHXf) 'tett'eqmttore. U'tdU'otxte e"pri)ne)t<to T,
Heoootio il 228, m cfwr'Hnate ){M)<)eUch«puhtri (M~ f) chf (~ono
at d'e* tXjn-ettotxteo tx forota eHittio)

(i7)
~M'+M''8.),)~,

abbimno

–~(~-)'(~)'-

ox'tc per /'«rtMo~ de/~ <-<t~fMeM<<t.noae<<<~e«<-aMt «M~to M~fM.
«OMt M~«M<t

(18) X-tgh(.'L)ooac. Y-tgh(JLLen~(18) x: tgh
B

Il. Y

R y
vt

e tmafortnaodo il < dato <t)U)tt (17) i)) cowdiMttte X, Y si trova ht

formola <!i p))rteuz)t da) Bettnuni

(t9) <!<R'±~+(t_-X')~Y' ·
( i-x'–Y')'

Ë ohiaro ohe par qneata forma dei <<<' psen<)oafe''itio le geodeti-
ohe aooo ntppreHeotote da eqxttztot)) )in<*nt'i e viceverNa.

È i))tereM<u)te MnMM esMntioare qa)t)c è orx, ne)ht rt~)))rea<'t)ta
Kiooe <!i Battt'ami, ta legge di nnsat-aitiona delle <<iam)):!e thtite, cor.

(') M)mifMt<)Mnt<la M)'prMet)t<tBioMdi B)tt.TK*M<&confurme Mto et! centM
<tt atfatt.
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t-ift(M)ttttwotPH))!t(H)~.2~7obt< vateva xetttt (htn tappt~curaKiftni

'!<n't"r')));t'i)t~f"!<m')<)))to~(t)<meMt'))'to)ttrt)ptn'MMHtazi())tHcon-

fomto) ootnM von({tjm) ow toiMMt'tHi~ti a))<j:oH m't xpono mot t'utituh'o.
Tntto eif ni p«o facihttettte t)tahi)ir< tnmformfuxh) le fonn~tt! pt-i.

xtitive secondu ):< <iOMtruzi«tt«Ht<'s(t)tt)c) Ktoit) !«){<)-)*i;t<))0t)ta. Shtno

dM))))t-i)t)!tthte pnxti qu~hotqxe A, H (h')t' Mtxittfpt-o cottmdcMto <*<<

M~M,4')uepMutit)vei)uht:u)t*cbc tiuttiatiffdè itn)t~){i)«} tU
ooa K<te~C!t itmoutm ortogMttthttfttto t't'qxotun'; twr )M(B) tM di-

!<taui<:)t)t«))et<c)idM':fraA,Bè<)t)t))<)))

3==R~K ABM,MJ. j.

Httfgnendo ta proicxione o~togott)t)e sn) pinou <!eH' equat«t-<' <ti

A, B, Af~, M, it) A', B', M, M, H) riacontt'a Hnbi~ che

(A'B'M.M.)==(AHM,M,)',(-)

oquutd;)tettRt'Mppr<!)M'))tf)xtMM<U R'-)trtUHtht<'or)nM)))(B)si'-i)))nia
oeO'ttttttt

(~ ~=~)utf(A'){'M,Af,).

P"ssi)Ht)o ttUit tniHuraziono ))eg)i nnK")'. Siam) a, due tangenti
i)t on punto M atta afem ioctu-teoti l' tnxfoto 9, <;))c è pure )~t)t{"to
t)e) ~))8o ttott eut'Mdeo. Per h) furmota ttt Ln~Herre, ai pno sorivere

6–)og(<(~),
J

f~etuto <y,).' ().).! generatrici (isotrope) <]e))n aft.t-)t usceuii <)ttM.
Projettando Ot-to~oo~tnentf !)tt) piano de))' eqatttorc, «, ai prqjet-
tano in dne rette ,S' useenti dal pnntu M' pr~pKinnM di M, e

< y, )t<-))t)K)ttf!tangenti << hnmagin~rie conin~atf, tiMtte dtt M'
a! circolo titxitp, ootie ta formota

:') SHpp..o)!aai i) cerchto .<*+y'=: 1 e MpM di .Mo ,i due p.t.tti A. B di
anomalie Q,, 9, ed i puut! Mt. M, d' MMnu~ieK, 0; i) bir.t).potto (ABM.M. ) h

80

dat.K27)<)atK~e)wopr..iMioMi~)()iaMH.tr..M,M,).)mno)<.
MciMe o<.s~ coe~, t, -t- 1 e il loro bimpp.tfto it )) qtMdrtttode) precedaMte.
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(M) ?==
~t!<<).
Y

Ht'«r)t,u))tma')tuo{;M<h~t)'Mfut'ttHMnt<)n<'in!o)f<)it)tiu'h) ono

qt)K)))))qne<)uni< t-t~r,)'* t<M')))(t)e(U),(t':)yu8tan< pt-r )!t ttnu

nMmt'ttpr"j''t.tiva, )))))))nt)tt<H)h)t<'<)MtunMr)tpp)em't)ta}:iont'K'dc

ttCtt de))n )uoKiptitt!t& psettdtmffcit'tt <'nn-u ta ~"niot )in)ih- )', ''))t-

raptt!'esM)ttt l' it)t«!oef)H!bit<*det)a tnett'ictt ()' MMotuto).

Lit tfgge <U )ntm)ntZ)on<i ttette <ii(ttm)xe e que)ht 'h<f:)i M)){j'o)iMuttO

date, in questa Mtetriot che vettoe studiaht por priMto <))t) C«j)/~

(tmifriortneote ft))e ricercht' dei Be))Dtn)i), dottf t'ttrtnoh' pt'oiett.ivt'

(D), (H), lu pHft'ieotore due rette uact'nti da tt)t punto M i))t<'rnu n))n

ooMica santono fra loro pertMndicotMri, ne) 8<*t)8ooott-HocHdfo, qntmd"

siiU)o divine t)rtuonioan)&Mte d~tte duo tuogeMti per M u)))t couicM.

osaia Dwe ~«e eoMc ortogonali )te/ MK<fOM~t c«c<jMf'u ~M<!t«<otfon~

contM~te <'t<pe«o alla conioa <!M<t<t<<<t.

A vremo o<'oi)8ione di ntornare in aoguito 8)))))t metrica de! OMy)y
ne))*' Hjmzio a U'e o u') ttUtoero qutt)n)tquedidimet)sio!u,ed nXt'nt

ootopietoremo le pt'imf nozioxi qui atabitite.

~.M7.

Le coordinate d) Weierstrass ne) piano non-auclideo.

h) moite rioerohe di geometria nonenctidea rieace ntite l'nso di

un pMticotare aiatetna di coordinate o)Mftg<*nee (norn)atiz!tt«), le

OtMM'~Mto~di We<et'~f<!M, ohé corriapondono aile coordinate X, Y, Z

di an pnnto mobile anUtt afera. DednoMtno qnmte coorditMte da)~

ordinario coordio~te earteaitme orh'gonati X, Y della rappreKenta-

iiiotte gcodetica di Be!tnuni (~. pre<<* ), aoatitttendovi coordinate omn

genef col pon-e

X==~, ï~.x y
a:, ic.

Perb ut) puoto rotta deUM )))o)tip)icitA eaaendo rttpprpapntoto dM

un punto interno a! cerchio limite, nbhiamo X* -{- Y*< cioè

~+~<X. :1:1 o' 1

ed ora de) fattore HrbitDtrio di proporxionaHtà in a* x,, .<, dispo

nitttnoioguiaaohesia
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(20) ~t-==t.

oda))o(18),)Mt))<'t)dopM-W)t))'ticit&)t toggio K d~))M mottipHeità
pHt<udt)f)~ricM ovretuo

(2t) .== eoahM, .<==))e<)hM c<wp, ~~aeohw aeoc.

Questn soxo le <'oo)di))t)te 'H Weteratraax, le quati oi espruMono,
et))) qoeste fortootf, per )<*gt'fMtctiebe )'otari (u, f) ehe <tAnoo ai <h'

)afw)t)n

(28) d~+~oh'tt~'

iM ttMM!oat)tt)<tt:o corne sn!))t ufera i ooaent ~irfxione do! ra~to con

X'"aet)Mooao, Y==feu<t8et)f, Z=:ooa«.

EsBentio ora Pf=(.c.:t:,a,)~ P'ss(~.r/!C/) due pooti quatanque
della mottipticità, soriviamo i)) primo luogo la fortnota che dà JMdi.

stanza Hon-eooHde~ 9 dei dne pnnt). Queuta ai pub deaumere datta

formolit (D) catootando i) bimpporto (PP'M,M,) dei punti P, P' coi

punti M,, M, ove la loro congiHngpnte incontra )) oerchio limite;
ovvero ai pu~ rioorrere aile formole di trtgottometria non eacHdea,
oaabrvando ohp posto corne nette (21)

.c.' ':osh u', .f/ seoh M'ces < = aenh sen f',

ai ha

ooah 8 == eoalt « eoa)) <(' opnh u 8cnh M' cof)(w f' ),

oaaia

(E!) cotth $==.< a:/ a:, .r/ x, a:

ftiaieme aUe ooordinate (a: .c~, x, ) di puntointroductamo anche

t<' ooordinat<' (~ $,, ~) deHe t'ette non.eucHdee, rappresentate dattf

corde de) oerohio limite; prenderemo per $., te coordinate de)

polo di una ta)e conta, e aiocome qxeato polo è eaterno al cerchio

aat'à

<+~>

Normafizzituno nnohe queste eoordinate prendeodo i) fattore di

onogeoeità in gaiaa che sia
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(23) ~-L~==l; i

l' eqHMzi~ne dottn rettM (& et, !,), potxre dei puuto oon qu<*at.eooor.

t!iuate&(tm)que

(24) -)-6,.<0.

ConaidetiotMO ora i due «temeoti ))«?)))') 6< npiecftH dot puoto

(w, N) ai punti ( u + du, < + ), ( « au, -}- ec ), e si osofi-vi ohé

dtttte (21), (22) a) trae Hobito

~S. (<!<'==~+~<<~
==.

6.f,' e.c/ ex,

Pef l' angolo Q fra i due etetnenti tineari si ha dfdtM (22)

d« tM-t- 8<<nh*w<!<p
COB6==–ooSu=

(~ a<

faic'iome

~)t Mt-)- aenh~« <<p :o =, a~, d.t, ta', <!a:. !a:.

poasiatno anche ncrtvere

(36) ces Û== ~+~

Supponottao ora ohé il panto (a; a:) e la retta (; tj
siano incident!, talohè valga ta (24); t' etemento Hnearo <? aia t<or-

'na)e alla retta ($) net detto punto (x) e t' nttro as giaocia an!)a retta

(6). Suoststeranno insietae le coppie d' equaMONi

( ~.{,+:.t!M'6,=0 0

a:+a:,6,&. 0

t e:f,. <<a;,-)- ta- dx, ~a'. = 0

) ~+a-<c.~==0 0

e varranno peroiô le proporzioni

dx, $, <,

e quindi per le (33), (36)
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6==~ ~f ~==~`
<<< d8

Dunque le ccoWtMa~ di M~/e~f~M <<< (««t re«<t c<~<HoMo)Mcolle

~Wp<tte, M< a~Mo KonM<(<ealla t'e~H, <M<<!coo~~tH~e <~ MH <t«cpwM<o

(~MaMaM~.

8i)tt('< Wtt (S., 6,, 6,), (6< 6/, ~') <hw rette nventi il t~ru puntu

c«)H')ne (.t., a* ?,) cutro il cerchio tinf)it«; il toro )u<go)o e aorA

tniHuroto (la queito <!<*)due e)eu)entt tittettt'i <!<, 6<t rispettivamentM

nonnaii aile (tue rette it) (~, !< a;, Per l' osBM'vnzio)~ anpedore,

la formota (26) si aorive quindi

(F) cc89-+~j

ff'rmottt che, per lu metrioa aogotttre, è la du~te <tettn (E) cho serve

alla tniaura (ie))e' distauze. ht particoture te t!no retto suranuo orte..

gouHHse

S,~+~==0 0

oioë se le due rette wuo oontugate rispetto aH'ttsaotuto (Ut'. prec.").

NoHtt formota (F) si è an~posto che il pnnto d' incontro delle

due rette (S. 6, S,), (!</ 5/ !) a!~ interna a))'it88<)h)to (cerchio )).

M'ite), ed a)!o)'a in eNëtto il seconde otembro detta (F) ha tttt vatore

assoluto < 1. Se al contrario s' incoutrasaero fnori del cerchio Hmite,

il valore assoluto del seconde membro in (F) ftarobbe > 1 e la for-

mota darebbe per N nu vatore (puramente) itnmaginario. Ë note vole

il caso iotermedio in oui nia

(27) el~/+~==d=l.
net qua) caso le due rette si tagtiano sui oircofo limite i oioè Le

~«~ rette (S., {,, 6,), (6(/, 6/, ) <wto pMt'aMe~ Me~aea<o MOMe«cM<feo

<jfMNM(foM(M<~e la (~7).

Prendiatno ora nua retta (eo 6, ), ed in n)) suo panto a; !Bj

(intorno at cerchio limite) eteviamo )a normale, e ataochiamo su di

(') Per la metrica noo-ettc)i<tea'jueBta &)' «natoga della formola dt geometria
an&titiett

CM)O'-XX'+Yy'-rZZ'

per )e <))otm)~ean~o)<ttieattm afeM.
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<Mt))tMMst<g)unt)tM di tao~tx'xxtt H<<*uo)i<)fa t dotoaxdiatHo ttt c"or-

dioate .t., .r,, j?, <)«))'fst~mo. ~tccotnf tx dfttft tmrfnotM ttMttfMpet

po)o(<t)t)M)ht)'<tmav)ff))'<

~~=A~+jJL~, s i<==/.a:r-S,, .==~+~.6,

ed il v~totx dei )M<)H,ip)i<:ttt.<wt). Mi ttoh'tmu'erà (tttHK (H) u)

). s==<!«sh 6.

Hu<M6iMivM'net)te (ht == 1, av)Rmo pur (~3), (2t)

jj.' == HHtttt' e,

inditefortuotfritihieate

(28) a'.=a'.G08))!6.Sft))):, ~==.~<iu8he±:Sjt)OU.he,

iC,==~<'(M)ta±E,af))b!

Diquideduoianh)

(89) ~'<en))6==6,6,

forntotft cho ossegua tu <tist)tMa ')) ttt) ponto qnatnnqtte a; a:,)

daUttrett<t(!(,,S,,6,).

~.238.

Le equazion) a derivate parzta)) d) Weingarten

par le coordinate di Weierstrass.

Per 8tabi)ir« in unn mottiptioit~ pM'mtoafet'iotn)' siato)M)tdiooo)'-

dinate di WeieratraMS ~B., !C,, f<oo<!<)n'c<)om'ao«rG,aeco)tdo)e(8t',

le Hnee geottetichc.

Se è data aottaoto noa for«)tt ditt't'reuziatc qnndt'Kt.itiu

<h'== E~M* + du dv + U <!e'

di (iurvatnra ooatanto negativit K=-–1, Mppartenente quindi ''om<'

d<* al piano M0t)"euc)i<te<~ per tt'ovm-o ntt siatomt* (~. if,, a?,) <))
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ooordUMUe <~ Weieratraaa «ocorre ttetermtoarc x,, .c~ a:, Italie ceM-

(Uztotn

(30}
~==1

<da!<<a-==:K(<<t'~}-Fa)M<!o+G<(e'.

Importa osservare ohé qxcate tre fHttifiooi x f) sooo itttegratt

di un notevote sistetna oima)tKt)eo d) cqa)ti:)oM) H <iortvate parziati

M a<'coM<tuorditte, ttffatto MXttogo et qttet)<t oui ftod'tiatttMO le ooot-

diuttte X, Y, Z <!i mt pouto deOn MR't'n tmttoria, deCttitt ao)t<tut<t

<)at)&ana prima forum fbMdamentttte (formole (IV) 86). Per for-

marf l' indiomo atatetn~ di eqHaz!oai a dertvHte parziati si pub pro

cedere dite6t<t)neMte auUe (KO), o più aentpttcemeMte ricondurre il

otttcoto a quello gi& eaegttito a) 86, oaaervHnfto ohe ae st pone

~=X. ~==<Y, .c,'=<Z

le (30) diventano

t X' + Y' + Z' =1

X' + d Y' + <! Z* = ( E ~M<-}- 2 F ttf + & dw' )

e aiccome la forma (E <!«' 2 F <<Mdo + G ) ))a ))* ourvatar~

= -t- 1, aiatao a<mtit:cament<' ru'ondotti at)e eqnftzioni (IV) 86,

dove è da S~rsi

e==–E,/==–F~F==–C!.

Uoncindiaxto qnunt)

Data una forma <M~fMM~!e ~tMt~ftt~a~~M~a~Mf~ EdM*+

-j- 2 F <!M<!c+ G de' <Mo!«'M<«f<t K == 1, <tFP<e"<e quindi eewM

piano )!<Mt-e«eM~ ooordinate di tf~M'<(r«M a: ~t,

?? punto M piano MHO M~W~OMtd'e! ~<eM<! <<WMM<!tt~di ~<t~CM<(')

~~(.(~.+E~
t)tt' ) 1 '~M <2 ~f

~'a: )~3) 12) x
~ib+ 2!ai,O*v¡l\au 2 au

a'a! i22a.):.)22)~––J.' }––4-UfE,
) t~M 2 ~0

(') Wa)t!a*RT<tt CteUa't JontM) Bd. 9~.
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« brevonente, o't(t<* ttHhtzioni dette derivttte teeottde cev~rotott

(G*) :<==E.<B,==t''f,f'M–~<ic.

Ue) r*'t«~, per ht u~Utt'tt invariattth'tt di questo sistetMX(Q)~ buta

)i)M)t&)'ft)!t vet'ittotdo p. e. fer lit (~r<t)Mgeodetica potHre (22) e a<

ve'te Mtte ?.?,, x, d.t)te (21) ue sono appunto tre aotuzioni

Huwrtttettte !')'))p')ettti.

8uppo))iMnxt «Dt in )Mttti't)tto ~ite il 'tuto (?<~sia di forma orto-

got)&)a (F'='0)

d~== M <<«'+(: de',

dette («' .f,, .e,) te coontit~te (H WeierBtrassdi mtpuuto («,«),

si indichino ooo

r S,.t 6,

< ~i.

te riapett-ivo <!<'o)-din~te'teHe rette (non-eoctidee) t)'n~<'nti tille tinee

~oordin~te « oost. v oo~t. onde avremo

1 ~.r. s~J_~i .=J_

(31)
*"t/E~'7u t/E~' ~E~

1 1 t Sa:,
'G~'

Seoraneïïefonnote(G)soatitniamoai simbotidi Ohriatoa'e)i
lorovalorieSTettivi,le (G)ai nmtanonelaistem~lineareaeguente

~==~E~L~+~, E
~M ï/G ~P ~G

~G,, ~J=~~ q ~=-JL~,+~ xi
~t) y ab ~'E VK

dei qaate sono ao)azioni le tre terne

(~ ~), (~. S,, 1),), («! 6,. ~).
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Qnf'ntct'~t''nM)atct)j;Mn<)))ttt<'Ko,pt*i) )"")«) t)t)n.euo)i(!eo ri<h

rit') a ooor'thtMtf <n-to<;MH)'))(«, c), <te)h' funtx'tf (~) t81 (pag.470)

~)gMMtMt)iaHf)int'f.

~9.

L' equazione d) Riccatt per la rtcerca delle geodet!che.

Hituntmt))0)')Mt)SugeuerM)o

E <<«'+ 2 P <<«~e -f C!de',

M<t quale lit rioct'ot <)e))e coot4litiate di WeiorstraBa (oaain (iett'equa-

xioat) in termi))) Onitt ttette tiuee t{e"<!otic))e) nbbi)H))o viatu ridurai

itH* totegmzione '~e) sistfmft 'tiH'et'enxitdc (U).

Om tm'Uauio dimostrat-e ohé: L* <M~«<'<OMe ~M'~«~<oMe <«/

~)'M2!t<t<edelle ~ode~ete <~< <MMM<!(6*~ <! WcM~ee a qM<M<!~t

«?' e~ta~Mte ~M'e~ta~e <M jpt')mc o<'<!tKefM tipo dl ~cea<t.

Oaserviamo che h), quentium' si riporta )t trovare m) aistema d)

oriototi pin~Ue); f delle )oru gco'tetiobe nortOtti), p)trat)e)e m!) souso

non-enoHdeo, poichè, uppena noto m) tale <!oppio siHtmutt ortogonate~

si pub eseguire ttt Mppr)'ttent~xio"o eonf"t')ue t)o) sonipiMno (~. 286)

e le gMOttatiehe aono ttttto note.

lottichiamo cou 8 l' ~ttgoto ohé le geo(tetio)w det 8istem<t par)~-

lelo auppoxte fnuno colle ):)tee e–cost. axgolo ttfHttito d)t!)a for-

mo)ft(pag.HC)

tg
~EG F''etf

tg 9= ftg
Et~F~c

esaendo dM, gli htcremeoti <!p))e of'ot'diuate o(tt'vU!n<'e tango Utm

geo(tettcade)H)sten)K.

Se la funzione a ~x, sMrà "ota, )' equazione io tennini Nutt:

delle dett« ge'xietiche ai ~vrA ifttcgrando )*eqoHziooe diSereuziate

(a) E sen 0 e!M-)- (F sen 8 ~EG F' coa 0 ) <<<'= 0,1

ohé, pet teoretna di Lie (~. 81), Mi <tvrA cou qua<!)-ntt)re. H aimi!

mente eoH qnadmtnre si i))tegrer& l' eqMaziooa difrcreHzittte degli

oricicti ortogonati.

(b) H coa 8~)t -)- (F (MM9 -{- ËQ–F* sen 9) do == 0
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t'~p)'h)tiM)t)u nt'M, ttfdittttte ta t'onnotit tti Bonnet 99 ()Mg. 209)
che ))t t!urv)tt)u'M s;t""t dette t'"ff fw) è mttta. f quetta dette (b)
èf{;Uf()cMl;tt'')v<')'')t)<)ooMt(c<tnf equMX)M))i

/F ;Kd–I'"
t'UMn KP))

Q ) (t ').: e(tK 9 ) U
t"M ~H

<

/t/iS()'–t'" F c

C~\-M j/H

'<

~R Sft.

«

H- et'
(t"E 8<.P')) -= ~K(~

ôn l JI Ji;

"ux n

,/g,
-i dr

(y'E xcsu9; ~I~:li .Ne.

EMeKt)ftx!u )f t)erh'!txiotti, f risotvpttdo t'apporto a –,<iot-
~M

t' it)tro')urre i si)nbo)i di Cht-ixtoiff) e )' !)))K")" <Mdetie tinee coordi-

ttttte (tfHnito tIttHe fmmotc

F t/KG F'
C08 0)== tf)) (« ===c·,uxut

j/H~

.rRUw

;KG

trov)tt)))o )n'r ta fxnxittnp )Hf'oK"itf) 9 (M. )<. <))te cqtMxiott) Hitxu)'

))tne«

~+,K~.+.=., u
~< ~2' H

(H)

~+,C~(.)~==0.
ft-

-L t.i 111'11( o cn
t

r r

K
-u' (l,

It)tr<«htcand« cotua tunxitme ixt'u~hit!) tK–, Hi httun'cqnMiiionf'

ai difFet-enziaU tot~))i t)c) tipo tti Riccati, t'h<i è certo HOtnptetHtm'otc

iategmbitc, onne riaxtta « ~Wo; da <'hc csiste mm 8fmp)ice infhnta

diHiaten)idi8-a«deti<i))f!))i)r)t))e)t;,«pet'oiù)Mso)ni!i()t)f 8 p:<!t)erate
contienp m)~ coKtMotciubitraritt. Questa i))itt)itatn intcgnthititA de)

aiatenttt (H) Ni pub <H)(ibevcriHcMre tenoudo oonto che ht cnrvMturtt
è qui K==–1~ f ntttizztUtdo )n fOt-tnotM§. 41 pat;. t02 )'t'r la «Mt

vatnra.



CAPtTOLO XV.

Lesuperficiea curvaturacostal e la trasïormazione

complementaredelleSMpeffidepSMdosfenche.
i

!t pfoMotXtdt Canohy per tu ttUperSetea cutvataM eottaate. S'tperaote peau.
deofertM eoMdue aMegtmte Mtetottche o ecMMMjpa~titXnea dt nnrvatura.
Le oupet-aeiea ourvatura eoetMto )'tfe<'iteaUe loro ttnM dt ourvatura. La
tMtfortUMtoM HMeidtttia. Le tnpettete a cnnatnra medht oottamt*t la
trMfurmMiont <ti Bonnet'Lte. Le oxperBeieeHoohMi e le oupertiole d' Eo-

«epef « MtrYtttuMM<t~at< La trMtortuMtone c«mp)M'MtaM delle Mpto'Me
pMMdoeho'icbe. 1 ))))t6tMiote)!ci ftt Rtbaneont a r~gto eoatfmte. AppUet-
Biooeaooeeootvtt<te)tatrMfo)'mM)Ot)eoomplementare.

840.

Probtema dl Gauchy per le super~cte a curvatura costante.

Ne) présente Capitolo iaizMXto )o stadio dette effettive fODne neU~

apazio dette snper8''te a cnrvatmtt ooatante K potitiv~ o ufgtttiv~.

Le prime aono le anperHtjje Kpp)io)bi)i a'tHa sfera, le HMOond&

quelle appUotbiH SK)))t paeudottffra, (o sferw d! ra);gio poramente i)N

mag!))ario), esotndetxto ttatHrabneote il caao delle superHoie? onrva-

tura onUa K==*0, ohé ci soxo già tntte ooto conte le superOoie evi-

luppabili.

Se rt)'erh)no la auperticie S ad assi MOordioMti ortogonat), e ne

sorivîamo t'eqoazione Mtto la f~rota ordixaria .=.(~, y), da))t< for-

mola (S2) 88, ~bbiam~ subito Le «<p<t)'/<o« <t OM~atwfa oo<<<tM<~

K M!M <«Mee <o~ <apM'c~ <M<e~'aMdell' egM<M<MMa ~<t<e p«f*
i~aM dei <<!co)t<!oordine.

(1) W a' =a K ( 1 + p* -{- a* )' (E ooatante).

Diciamo subito ohé l' Anattai oot) potMiede Nno ad ora 'u<'zzi per

eaprimere l' integtttte ~«Mra<e di questa equazione a diHereozft di
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qttetto tthe nocadfv~ p. < per le OMperacie d' aren minima, deMttitf

<!aH'q)t))i:iotte

~)~(1~~)~0.

di oui Sttppiauxt tt'ovttt'e l' ixtegtitto geoetatf.

SvitMpperetno oe) negnito gli itnpot'Mxt! tnetodi di iutegt'uxione

p«f~a<e o «fcceMtMt de))a (t) cho si Hoxo svotti <h<na geometria,
<!a)n)o )uon'« nit)t teoria cielle tnMtfonnMxmtti. P~r ora <'«tBi)tcntm<)da)

/<w<M~ <<'<-w~M degli int~Htti detttt (1)~ HoMo date oot)diz)0t)i ai

tituiti, oe)))t quxt Hoaa ~rô conv<'rr& '))))~«-itM)t Htui~rai, ttett' ipoteM)

K~Mt-atM ?) 0))~ <tM~((K!o,pH) qutt) ot)t<t ao)tHHtQ va<KO"o ix tutta

gettctttHtA, o<)t)n' già xbt.huno Mvnt't M ricordare nei 18g a 137

a propoatt" della t«oti)t 'tetht <)<'f![<rt))af!ione,i teorelui ioM<i)tn)ent~)i

9))))' csMtettzn 'h'~ti h)tegt')))t.

Tt'attMtoo !') ('t'hn') tout!" '~tp~oMewa d< C«MoAy)'er tfsupfrC'-ie
? t'm-vatm'H ctwttmte e oi'tè «Me~t~a MHa <<t'M<Xt<aKaH«c<tyef wt<t

sM~e<e<e <~<!<<te«fM<Kt'<t co<<<!M<eK fur p<!Mo'fe p<M' questa una

cofW~aa~M~ tM~c~e~ (analitioa).

Afse~Uttre nMft cm-VMU, pft' ))' qun)e <)''bb)t poaaHrc )tt «opei-ticio

8, « ton~o cli tioatt t piani tM))t!)ti 'ti 8. equivate a dare tuogo 0

y. <. j?, <?

qna)i funzioni (<'))<' ft)ppo<t)«tt)o «ttstitiche) cli aH par«m«tro, p. e.

<!e)t' Mroo < di C. 1 tfû)')')ui Kenerati di CMaohy (') aaaicurKOo ohé

eaMt" nt)& ed n)Xt 8")a sutuziooe antttitioa deUM (1), che aoddi~ aile

con'tizioni tnizitt)) imposte, eccetuato il c<Mo ee<)fMMKt<ein cui si <tM'<<t

!MH~P0

(2) <<.f dp 0

Ê StOite vedere il sig'titicato geometrioM <)iqueattt condizxote (~!),

poiohè, Mt'bMMdHper )ft ourvtt U le consulte notazioni, ni htt per

tpotest

p«+~<==0 U

e, diffBMazfando tango U. vedituno ohé lit (3) cquiv~te att'tdtnt

p6+<n–c-o,

(') V.t p. e. QooM*T JSqMttoMtnx dariv~M partiette)) da premierordM p. SX.
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tt<<)Ht'tp('pri)Mf<:)te))tttg')U)n n<)ttttttk'('ti)t(:t))ittedi<Jj)i)H)e net

ptottu htttj{e))tc di R, cioè C 6 'm' ttsiot'ttictt dtsUft HupBrttci*' sMppo.

!<t)t. DtUtquf itthmtu (t) ~er <Mt<t«(Ttftc~t <t<t«<t<tCf<(~a<<t~a«ff< «Ma

<M<<tM<t<o~<~«pe<c<e ttM«/tMc<t<<t <<<t<<tctt)'M<Mr<t co.itt<!KteKj, FMfoA~

~Ke/~ <t~'MC!<t)tOK<'M«Kt ith'MCHt<tttta<o<<eM~e«<t «<cff.

Il ctMo <t'MOo~!tiot)M)'~tM )tH)nrtt)tH<<)tt:eexc)uso se K~>0, perche

ttHot'tt xon vi !<))))o)t8intô)i<!hM re~!). Ma pt'oHCK'ti~ neHa dmens-

HioM G aupponimtto cho (o8~tx)oK<;0), tttt~ftjoatt'iM'apreacritttt

abbia htogo ta (2). A)tota )A t<wt'itt ~eoorate ci <)«? <'ho tt probte'tta

propotttu è iMpOMt&~c, af htt)~ h) C Mf'o wuHfiotf tioHtt (3) axche

r altra.

~R(t+p'+~)~.f~==0,

oto chf eqniv)de per )H (2) a)!' attra

(3) ~K(l+p~+~')'=0.

Se K~>0 qneftbt naturajtneote nou pub ventioarxi, ofone già ai

è <!etto. Ma se K <0, poniHtno K == "i vettt* faciimente obe t)t
R

(8) eitpttmf dover esat't't* )~ tot'ttioftM <)<')))<<'mvt) coxtmtte ==dL:(3) exlrriwe ciover etirlr·re lsv tnrNirrne. rlellrr c·nrvtr r,us,trsnte
R

oioè ncouduee, pfr ~u~to t;aa'), n) tt'oro'tttt di Bpttnuoi-EtXtepor.

? mftttt.i, aveo'tosi

f

MO<knvia)M<'< ao))« f<n'tno)e <)i Prend, tenen<)« conto della (3), tro-

viatoo

1 1

~i~'

Dan<)"<' M~!cf'M cAe ~rMo~tt pfM<!f<)!<a<<e&t«W~M~fe <M<M<c'

t<C<it, p~oMeNte <'H~O<~M<CM eMyt'<î C «M~ttC ~H<t <M<N t)Wt

a <eM<oMecf<<<tM<e±:
R

Ed in qneet' attimo <M(ao,cotne t'isatt~ gi& dat teoremu a)))t)e a)

&0, retotivo a))' esiatenza ed nnicit& <!e!)n anporHeie t'aendcaffrion

ooo due aaseguate asintotiche, il prob!em!t ë ttO'tttto in<t<'tcr)nioato.

Qneato r!suttM'& nnovamente (Hmostr)t)f) <)itH6 rioerohe dei pa!'agraH
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4"

Hesufttti, dovc SM'à to)t< ff il 0)w K <0, ht t;<~t)ix"')te di H<)«

)tt"'itA t<" qui supputa. M.) ~'ixot oxsct'viittm) Httcotit che i) t'isn)h)t<t

orincipit)~)') ""né <:h''itt')'«))))tK'Gr)t)')i<)ft<"m"xi«tt<svih)))-

pato nfi fttatt 135 f t30, apptt~tt~ nt ~'a~ ~tutic.)))))-~ datif M)

xerOcie <tcf"rt))t<tM'h'HH stt-nt '!<')<!) j)f)cu<to~'r!t. K ixtotti t~ia !td

t'a. tn-<'8)-r)tt!tm)aMt)')M<!i)tHtt!t)iti''ft(!'))ianm-V)tC')in<)Mte(;nt),pt'r))t

qnMh'
ni v"g)ia fm' )~M«t~ uno s(t)x'['<i<'i<'S (h'foxunta <))tHa sfont <!i

m~gi~R.

(J<))H)S(;iMH)'t')i C tu om'vi't'u'tt xKHointn in f)))t!<i<)tx'<)<;))'«'<')<a

<-d <u)chf ta <:mvfttm'a t:ti<-tt ..1 <'b<' tt<'voHVf!'f Mttttt S: ~r

<!<o<)e))tt8n.)H')ts<ut'n)itfitsfG)tOt)t' <-ono)<cia)t)<)ht''m-vtHunt K~

tioa ('ome tuuKiow' deU' ?)-<) s ')! r, ()))in'!i r è ~'ri'fttontonn' ')e-

termittttt" sutta xf~t-a a ox'txt ')) )t)ofittt6nti. )t t))'"b)H))'x <)'VM)ta

qni)x!i Defcrttttn'' )a .sffm iu gHisa chH ht .sna '-u)') r ttt'qni~ti )M

t'ot'mx pre!<tMbi)itH C. SiattXt <'<~) t-ioon'totti a't no <:ns() jmrticotm'e

t)<')prob)et)):ta)~. t36.<i)tos<)tto)<'<'f)tt<))xi('ttiivift)))')"t~
f f)ui

veriHcat< tmxoetH' !)p))Ht)t't un~ ett nmt sofa sotuziuno.

L<' Htess~ <!ica!<ise iovece 'te)!tt sff't'H si t'o))si<t<')'ata )'f<ct)')o«f'')-a

)'tt*m)et)<'t'nm)ate,ai))v(tn!tf(tnth))f))tfi)<!aHOchf lit «t.nacia pro

~or)tt)t8iat)ait)t<'ticM,t'hi'nn<)rai)pt~)))t'))))<o(!))np''s8ibi)e,~<'it'-

')6tM<-tttinfto, comf già itbbiitttx~ o~ft'v'tto sopnt e cf~tnp 'tt-x iuxirotx)

f)H«VHtt)e))tc a «onatittixc.

~.241.

3uperf)c)e pseudosfertca con due assegnate a~htottche.

II morenttt )it)tttf) de) 90, a')j)m rioor<tat< che assion'it )'<'si

steuxft e runicitA <le))it snpft'ticie )<spn<tf)8fe)'ic!)'ii m~h' KohfM))).

mette cotnt* Miutotm)~' <ht<' nasegnut? <'ut'v<' U, C' oot)<' t~t'aiooi co.

otatiti Il l, f4eg +
1 l,

fil uustanti <~Mti e ')' s~no contt'at-io + it~r<)t:i)U'ti'<i in uu
K K

)tt)))to 0 <)e)to spaxio, a\'et)()o ivi sa cotoxue il piH))« <~ct))ato)f. ma

tangenti clistinte, è stato ivi de'!otto dai tporemi gexemti 't'esi

ateMiMt dalle reti di Teh«hy<;hpf. a degli ~ntegraH delle corriapondfnti

«qnaiiio))) di Servant <t di Dm'boax.

~ta, tte) <M8oatttiale, po8'<.i&9 prooedare aopM un' H'tiott equa.

zione de! seconde ortline (di tipo iperbotioo) di fonna più aemptice,
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<:h<:ô d' ~ttr'tttde )' tM~.txmtto f't))da))tft)t)t)f di tntttt h' te"ria delle

Mt~Mt'Mc~()ttf)tdof)fet')ch<<'ft)m<!tiune:

,.t c'~
(!) -=~<M.

pa~

Ponendo par soMpticitA =~ 1 il rw~io R dcttx ttuperttote paeudo

affrtfx~ xi 6 vMto che it <<<*t)f)))t Mttperttcie, t'it'entu H))e Haintotich*

(a, p), proxdf ht f~mm outtttMt'itttit'a dette reti di TMhebychff

(4) < = <~ + Meus Mcht -)-

dove m è anft s«)u!!io')e (tf))M (t); viceverMt par ttgtti sotuzioue M

d<*)ht(t) 8i hM una o'n'r)xp<')tdct)te MttpHt'HtiiHpsenttoaffrictt 8 deBoita

<M<nKMe<t)HMt(ë<t)t)tt) (4). K si oaservi otte p<'i coeNniexti P, D', D"

detta sctiooda fomut t'uudtuuenttttt) di 8 riMuttit

D==)y'==0, D'==±:aenm;

ae nce~tiamo p. «. D'ap«M, cië signiâM ohé te Huée aaintotiohe

<t=:uoat. sono M torttione -}- 1, inveoe te [3'c<M! atorsiuue 1

(V.' 77 eq. (43), (43*) ).

Se ca)oo)ia)t)o ora le «urvatMt'e geodetiehe di qoefte
P. Pftp

Hnee, da))H (0) 99 )Mg. 270 nbbiamo

JL.==,L JL_
P<.

w
P~"

mentre d'attM parte P è ('aroo delle )iMeea == oost. ed <t qne)to det)e

tineep-.ooat.<Mt)tMt.o p. e. dal pmtto a==0, P'O. Supponiamo ont

ohé le <tne cnrve <x 0,
=* 0 sitmo preacritte di forma, e «Mno le aase-

gnate curve C, 0' inorociauttNi in 0, avendo ivi a comune H piano oaou-

)atore. aoMo an aogoto '0~contpreatt fnt e e a, e cotte riapettive toraiont

J, –1. CouoMiMum iuottrM di 0 ta prima curvatura in funzioac

P

deH'arcop, eqnesta <!oi))cide col valore <!Mc<M<ode))a oarvaUtra geodetioa

ntit pt)a)tiat«o aupporre, Meuita a)t«rajr« ta geneïatità, che aia p. e.
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(.P. Pa \f'«

ctù equiva)emiu si tismtt'e il st'nao puaitivo di t').

M)ie)6t))~)ttit;ft'tttt<tri<)ip)'t'8t!ritt)!)HM~M)U)odt)t'qm'itva)ort; di

f
t -~t ))titU)i6)Ot'<'t))j!
\0 U

t–t ~«/? =.0 mfuttxifmediet;

e attiootMe oottoaoituxu M i)) o['==M, ~==0 cotMf ==M., HarA Utjttt M

toago ta N==0 «orne f)H)i!ioue di c tuttgo ht p~=0 corne fm~io

ne<<ix.

Put' riattivero thmq'tf il p)'obf<')nM ))i««K"" trovore <)t)a No)ut:ion<'

? (!<'))« (I), aaaeg<mti che ne sittuo i vaturi )nt)t;u )M rispeMive CMfa<-

<ef~<c/<e <t='0, p~='0. Mit vxievcraM, mtppostoqunstopt'obtetottttua-

Ut!o<) riso)nt«, )<t sottMiotte m ind)vidaet'&))n)tM))p«t-aoiepaeu<)oat~rio(t

BH!)a quatf )« riapettiv~ Maintoticbt' K=0, p'-O avratmo le att'sse

equMxioai ixtriMxeche delle <hm ourvH aKsegottte C, 0' ~tte quati

coiucideraMno riapettiv'unettte di f~fttm, e baster&, corne subito ai

vede, utt tnovittx'ttto rigitto <)e)))t aapHrttcie pseudoBferioH trovtttx 8,

per aovrapporre ittsietoe la ot==0 tttttt C e ttt p==0 <tHa C'.

SiatNO cos) ridotti a <t))nosttnre il segnexte teorona d' anft)Mi

L' <9M<M«M)<« <feWca~ poftta~ <?e/ oecoM~oM*d<Me

~'JT
(ï) ==M. x

C~O~J

<t<MNteM~«Ma e~ ??? M<<t<(e<M~<ott<'cAe per .y–0 M ft~Mee ad una

J<t<~ /«M<!tOMe della :t, e per <p==0 ad Maa data ft<M.!<oH<'<)'

<!e~0t y, MM« t~o<«< 'j) (0)~~(0). Sapporrono )U)ohM dt*) refto obe

~)< ? (y) 'n"ttt<t)0 derivnte prime (.<-), (y) Moite e <!<'uHnue

conte h* primitive (')

~) Net pnnte 0 te txttM~ti principttt) di C, C' hmtM «Mai pooitividéterminât',

e si viene eott ?fiacre ne) texto eho )<t ~ifetioue poaitivtt di C' h) 0 facoia aM

annota acnt<tco)~ prinm nornxtte principate aitnitmeate qneUa di C eoU«second*.

(*; QoMto eorrfoponde <))ecireo«t<t))i!ec'<M)eh<t «xppoote nette carve C, C'

per )e qattti funtnettiatno te Mtito o"adi)!)oo)de) 1.



<!6() CAptTOht) x\. t!42

~.2~.

Appttcazione de! metodo delle approsstmaxtoni succe$stve.

P(!t'<bi)irfi! tt'<M'H))titetmtt('itttu)'('tt't*t)H))<)t')eh')ttttin'Mi!t pro-

(triotA g~tetttti d<:Uf equHxiom dft ttt'ot'ottf) ontiuc de) t))'o i)'erh«tioc,

t!otnt)tn.uo!)t.nt(U)"q"i.pf' '<" t')<t't)c<tt)u'f chu ci Mt'Mtw,

vugHi'mt) ttVotgft'M ta 'tito'Mtntxiooe fH'ctth'M ('ut ux~todo (h't)e approa-

sintazi'tt)) au<!<ie«<nvHdi 'Pic'tt'd, ))t'<*8f))tHH<)«)<ittel ottan uoNtro oh'co'

xttmxf obB ))ou)p)tt4c)u«) te d<'tt"Xtuni c<) MMaiou'tUto ettiatenm (teiïa

Motuxiuoo <M«? catMpo ~faKefe <t<<«)'<K<W«pet' K, y, purchè te c~tuti-

xiôui per<p (.<'),')'(y) reaUtio ftextpre xoddist'xttti'. (')

l'~u()ia)uu dapprunt) )<t tuniiiottM

= ? (-) (y) ~) == ?(.f) -1 <) (M),

chf ttxhtistK ~!te oonttMtMti ioixiati

(~o=='p(.r), ~,).r-.t)=~(y)

mi aUtt cqnaxione

~L==.
.L y

Il,

M't).j/

tndi costrniHmo )tt fmtxionc chM aoddtat'!) <f~ewteff~ttweco)«<«tOK<

<~t.t<t ed aHa pqottzioue

c'
-t-z = 11(111ZI==ttp)t?.

c'.t~

cio6pt'()))t)itt)no

.=:<)-)
i
f aen <<.<?<f{/.

U

<jMt MXttinmtuno indeHnitatnf))~, coatruendo )a Merie inCoita di

fttnzioni aamtittrie

(S) << f,),

(t) tfo) eMoj(enera)e inveto <=~t'y,j,) )'«<i))tenMde))& tohMiene h

aaatcorat.~ M)t&ateper nn cxtnp" m<)!of<')t<<tHM<ep<ceo<eoett'iHtfrno dtt.pnnto ini-
zitte :f='0, y–0.
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e sictiomp ) scu ?, j 1

(9) ). i ) )

poi

t'HHtt tc~e ttuunet'n:

(0) == <,

-r sen -)

<~

t~tetiè te t'm~oot 'tetta sorif (5) aono tutto t'uoziot)) ttxittt e cun.

HttUti di ia u)t citmpo cottttHtqtte exteao, sud'ttsf'Mxo xw)[t'<' ttttte

atte <xmdixi0)ti inixiati, « in geoerak alla retHXi'tnc

(?)
di xn

aen z"(?) ~L.==Mn~

DhHcatreremo obe )tt ?* fuxzioue nuainm'itt ~a <tt o'eBOHre iu-

thtito doit' indice M, coK<t<r~ <? e~«~ ~<!t<!ec~~ «M<t/«M~OMe ~mt~

~(a:,y~ ohc 6 appunto ta sotozione oeroata t!e)<M(I). Oi<)eqtuva)f

a ttire ohé la aerte

(8) ~(~)+~)+-r(~+."

couver~ io eguat grade uet detto muMpo, e ta sna aommK rappre-

eeuta la funz!one oeroata. DimoHtreremo ax~i <!i più che la oottver-

g~niia <<6Haaerie (S) 6 oot)verge)UM aMo~x~o, ohé cioè converge (in

eguat gnuto) tu série

Abbiamo intanto

== "ast-n

't ~Jî~
z,

7" n
911~1I d.l' dg

== < «eo dx

dx ~y

) ) )
n =::2

J* Ù

.'y

.('
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cd t'ttttWtd~Il cos ~L ~t, ~r ht («~

< 2
't.

2 2

navieno

f" t~)'

'L r 1JJ o o _o. ( 1 2)2

tng6neM)exitn't'à)}<))tnit(txi<me

(10) t )
(1.3.3.(M-1))'

poxibè da questa, !<npt'o'*t" vs' P<*f ri.-<tt)tn pet'l'

~*f~~ /t\ /tn-.t\
~n+t

= < t

2 8t-n t t (,f,s f t dZn+ 1 Zn

J'O~t 0

2 HI'll da: d

t)t)i)))itttzione

/'(*)/

j~+, )

~J
)~). <~

x.z.a.ta-i)~ U 0

Of))H!t

xn t 2"
).c'/)"

n

f
~-(1. (1. a 3.. tt )'

ohe è tft (t6) steaaa OMngixto K in K t. Pootn dnnquo j a'y )1
taaertf

~-L JL J_ -L J"L+
(i. ~Q)e + ci' .2.3,

.(1.8,.n)' .f
(1.3)< (1.2.3)' '(t.3.3..tt)'

convergente lit egnat grodo iti quatuuque cntMpo t)nito,è~ta~tOfaM<<

riapetto alla nostra

2 ( ) )



At't'tJCAi!.t)KL~)KTO)tU))KLLH~Pt'MUMStMAX.CCK8St\<:()<<

che & thmqtto cuttvet-tteato it< ~'t'tt K" <'<))uc ~)'!)MJ «sK<'r:t. Xn

"Pf:)"n'"ee=.)'(a')<)")))tKfrie (8) t!)mttfm)}!)f')t''ti)):[)t
e <!(t))tnm)t t)i .t'.y, o vo'Ho di fusa ouMVGt-gc«t f~KM/ ~ff<~M ht <')))).
i!iM)f (u ~)) )~ t-n'ao~n' h)tittit« <).-)t'in~i~ tt; t))Mtt))o)-n b))xt)t

pa~u'e tt) ):))titf })<<)-0==~ uetht )-~))txi')t)t' (C) jtf) th'thnm' <'ht<

fM«h)iaf)t ftH'<'<tU)tKi"ot' i))~))))~ (')

~J-f <
IM<));</y, 1

/))'" a

ciô cht; 6 !o atesso, z poaaiede ta dfrivattt HMt:u!)<!aOtittttt-L.a,
M~j/

s= x'')) f MxhHaf)~ corne < MUf oottdiKioni iuiziidt.

l'x~ttht <s) )' ettift~uza '~Ha sotnzionn ocre~to, <' MMtc<<«(ti sta.

bi)i)t<'t'n))b)to('))(')tnod<)))if) setxpticf Of)tao)ito pmoo'titn~~fti

G")n-i.)!tt.Snpp<'stut:h<'sia K')'n)tt-am))))!{i(tt)t't)t't)it(t~ft<x)t))!<fa

')f')ttc)tttpKte8a<'co)t<ti!:ioniinixiM)i.)t\')<')tn)

~==~t+
< f at'h~.<

Jo/o o

i)x!i

––ff"(")'(~)"
rlu

o J Jo

per cib

/'w/w)
)!

X~ <–7 e e

~') )!i modo più precixo, M ei fa )ft diOfôroMMfra )e duo q))~ntit& (indiptndentf
()ax)

f f f Mn< <<y tK
< )

Mn < -1 == e.
j'y" 0 /.ye o

<)i~r«))!~d)tt<tt)t

/< Y

(<–<«)+
< t (M))<)–Mt)<')Ar~Jejo 0

ni vede cht, da nn certo Mh) )M))e Mt'MM'teMMmx~))<.< y M<<MtMpa,txdifhrenza

~pi''eo)a)tpttce)-e,indi)nt)))t.
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8nppM<toctn'mHtttoi<Nm)pt)tti)t

~C–~j <M, (Mco~)M)tt'attit!<)

ne Mfgne a<t<'<:<'faiv)t<tt''t)to

i~t <M(.~), t:)

<

)" x" )<)

'();3.r

e quindi ai Ct'eH<iere itt(tuit« <ti 't ttt eun verge vott<" per oie

!?,e. ~.ë.

Di)t)ostn)to cMt )' enmtct~to teotetmt < tH))t)i)~ ttobbiatuo t'fue

oaaervttt'e ohe~ ueU' a~pticazione a) probtentM {{eometfico, esifttenxa

de))u sttpet-<it:ie ~o<<tfe paeadoafft'tctt rpattt Mooertabt a«tt(t))tt' uei

<:am))opet'9,~ove)a~)aziot)fa(!e))tt(f)))ouMtgghu)getvMto)'i

eatremi o M < oio che ha tuogo ccrttunpnte in un iHtorno Huito di

a-.O, ~==0 poichè ivi M–m. 6 <!iaooatû '!«) thioU eittrenn.

~.343.

Il caso anattttco.

Supponintuo om ohé )e due onrve C, 0', preact'iMa ootne Hsinto-

tiche (!e))a snperticia pscmtoaferica S, atauo curve anHHtiohe, e <ti

moatritHHO che ta ~Mpe~~ pMx~o~t'fcK f~ MM det<'ymt)t<t<a Kn<!

<~e~e<<' <M«tM<)t.

t~ aoatt'it usaerxiottti «qnivate tt)t' ottra ohé ae, oeXe condfzitmi

de! tet)re)))t< ni pantgmfo precedentf, anppootmno te due fuxzioni

f (~, (y) funziot)) analitiobe otonorfe di a', y riapettivtuneote, an-

ohe lu aohtziooe .?=*%(~, y) de))<t (I), hxUvidutttH datte condizioni

inixiati, è tnoxicoe anatiti<M o)o(u«t'6t <ti .c,

Por queat«, suppoato che ? (a;) SM avitnppabi!~ in tterie di po-

tenz« di ?, convergente <« un certo <:en;h)o, e mpdeaintfnoente t (y)

iu sari~ < potenze di (iet'cttptetnn <t) acd<)iafare M))a (t) ed atte

condixioniittiziati

(JI )
t ~==~(~) per y==0 0

<!==:')<(y) per .?=:<)U



IL CAt-50 AXAtJTÏCO <i'!5

cou una doppm aerif di Taylur

m r. w

~œ
ot

(12) ~T.
S'

m'<' ~-O ()

coMverfjreoteh) nocerto ''tttnpo. jtttm'to )e<'t))t')iMO))iinizinti(t!)

iuBietUMcoHtt

x
a<'Dz

e le eqnazioni ohe He (u'ovongo)"* per 8uooefMiv(t tterivazhtne, deter

tn)uanooo)MptetameMt6M~pMM<e~KM«!<e<F==0,y!=H i vah'ri di

totte !e <rivate

/e""+"~

t~

e riaattaxu per oib dftpru'itmti, in txodt) ))tu<!u, i coeMcienti <!m,mn

de))o avituppo (12), det quale reattt aoto a provare la coovetgenitH.

Queata riautta, per Mt) certf) o<mtpo Moito, da un teot'etnu gène) «te

'M CtonratH. (') a <:Mipotretntno qui t'ioorrere.

Ma ne! caao oostro s)<c<:iM)epoM)ia)))<)itaaicurare ht oonvpt'genztt

det)o avituppo (t.2) in un catnpo piu tuupio e megHo preoisato, pa

rttgonau~o )a nostra eqttaxiotx* (t) oolla ben Hota equHxione di Lio))-

viUe

(13) ~~<"

·

Di quoata è tt~to )' iotegt'ate gem't'ate date da

~X'Y'

(X+Y)''

dove X, Y aouo fnnzioni arbiM'Mrie di .t', y riapettivann'nte, (toite M

cootinne coite derivate X', Y~ e <tx))H fortoa eap)i<:itn <tet)' int~.

gmte poaaiamo subito ttednrre qne)tn sohtKione porticotare <te))Mcqua-

ziotte (t3) (ti Liouvitte ohé aoddiafa ~)e condizioni iniziati date (U).

(') V. Ëqoatient <mx <Mtiv<«)p~ttieUM dn Meond or<)MT. ï 69 p. )«.
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Queatft è mta funxiot~ xH~titioft di x, utuMorfn n~tt' intorno det.

origine e avitxppabiio quitt'ti in a«rio dt poteuxe

(ia*) ~-22 < y"

w 't

Paragouianx' i Cfte<!)t'i<'nt)0m.< «'M. H't' ''vi)())'pi (t~), (t2*)

))np)Mn)et)tto, par Ha~n'e le i')pe, cttf il V)t)u)'<' iniziMte ?=:~(«)–<)'(0)

«in pusitivo

~)j 0

Si ved<~ mxoediMtMtnphtc <'ht) tutt! i oofmcieMti <t'n tt<<) tM'<'o))<to

ssviluppo sono positivi e it)")t''e ë oftttpt-o

1 "«..M t < <t'M.n.

Per oio, MBHo'to cot)v<<)'g<'tite il ae<!on()f) «vituppo (12*), è pure

convergente, ne) tMC'tMsit))')cntttp~. il pt'ifno (12) c<) è qmo'ti provato

che ta aotuzit'xe della (I). ')eter«)i)<Ht)t<))()ie dutocondizinni txizia)),

ë otomorftt net)' intoroo de))' 'M-if;<

Un caso )mrtio')tare dt't riftohxto genet'ate merita attCH~ione, il

f'aao in oui le due t'nnxioni ? ?), (y) ai riducattc aUa atessa cMttan-

te a (con sen a={'=0). tn qn~tf t~soi vx)ori i)))!!)!)))per ~=.0. t
Mt+ 0

di tntt,e qneUe dMnvtth* nette qua)iM==-M sono nutti e s

riautta qni)Mti funzionc dei ttrodotto Poxto

-:==:~ <==/'(T),

ta /(T~ aoddisfa aO'eqnnxifOte d!Serp")a)<' ordinariM de! aecondo

ordine

'r~+~)=="en/(T),

e ristilta dal ttoatro ot)<;o)n steMo che qnp8ta antmette una ed Ut)a

sola a~tuzioMe M~o~ye nell' intorno det)'w!gn)e t==0 oot valore ini

xiate y(0)==a-)=~0. Qua)e è i) aigtnHoato geont-trico <!i siNatta so-

tazione Le oaservttztfnn al 341 ditnostraoo ohe qnesto eqoivatc

ad aiMegnare qnatt aauttotiche C, C' due ratte inorooiantisi in UM

pnnto sotto l' ao~oto ?. thmquo ~Ke t'e«e ~Mt<M« tM<!(ot<h«M<e

ftna jwpef/!c!e p~«)!M/e~'<! ~tH<!H<tc<~ oAe eoMMeoe. Qx~ate singo.

))M'i soperacie pMudosferioha dipe))dotx' da nna coNtantp arbitraria,

l' angotc a aottn oui si ~(îti~no le dnf rette.



<??

244.

5uperftc!e p$eudosfertca con un' assegnata ttnea

di curvatura.

Cot metudu dftte ttppt'ositumtin'toi euoeoMivc )M)ttQttnuottptfttdci'c,

p~f 'm<t supft'ttcie pfMudutd'enca, il prohiema di Cauchy t)tu')httu a)

~40 per il <<so nuatitico e tmtttn')u ura <'on )t)o)ttt maggiorc gehf-

mHtà, Huppot~ado che Hht 'Lth) non (jxohotqnf aU'iacia non NM"<<<<p<t

ttettasu)tertiui~ net quat Ottf<«exinta tU)Cf))-atutucdann MotaauperMcie

chf oontieue ht atriteio itaoe~ni)~). Ci ti'utt~')'ett)0, per nMggi"n' <)e-

tertnioMtezza, x) omo in oui t~ MOiscia xxsf~uttttt Mit) una i<WM)<t <ï<

CM<'p<t<Kf<t,e Nupporretuo dunquc datM uni)qua)uMquMcm'vaC''<t Utfa

svituppitbite per easa, MeUa quale si vu~tia ioso'iv~re, )uu}{<)U, u))M

supet'tioie paeo'toHt~'iOtt H di detet'mixato t'uggio K*='l.

Veditttuo in pri)no iuogo in qnate probte<n)t tuuditico per ))t oor-

nspmxtpott' Motuxittne M della (1) si traduce il nostn* ptobteom gco-

metnco.

Avettdo il <t<* lu fotOtM(4) ')) Tohehycbef, t'equazioue dift'o-c))-

xia)e dette tinc~ 'H on'vtttm'tt '<n)& (')

dp' 0

e pefcib le )or<' <'q()H!tin))iitoite f<i am'ivnc

? g OftSt. Ot-}- tit'St."

e auppougaai p. e. che la ti))<'ftpt'ptx!)')tta0dicun'attn't)aia)a<!°-'p.

In primo tnogo ofMK't'viatm)«hc «on'Mtiopn)" i) Vittore di a )nugo la

tiueaCcio&M (ot,<t). H int'Mttidette'htPcurvutureprmoipMH .1
r, <

(') Si eonaider) che le Uneedi cMtvatnrxsot)" le biMttrit'i delle afiotottehe, o

6t ricorra <tH'eqt)(ti:i<)U6({eoerate

K~-j-Ft~ Me+G~
U

!)(f«+ ))'f~ !) <~+ U" )

Coli E'-H~-), P~t-Mm; ))=.))"< n'==~.t)w.
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tegattt datt&rphtzi«Me––==– no: cotxitaoiamtt, per i nuatri datt

geoMtt'trtoi, (t. n. ht ~eoohttu ohé t)<Msi<n)toHupporrH ta poftitivo.
~<

Ot'MftbbijUtHo

t t 2t.))'
my Q!~ J!

EM-F' w

1

=
Ji,I"

2

-L–1,
f, )-,

itxi)

(1. L\L 4 4-4==-
f, f, 8<'))'M aeo' M

e per oib

J- 'L -L
w

_L J~
2

Sft) <e f, 86X M

<MtBia

(tS) -L=.o<,t, l.==-tg-
f, 8 < 3

Qttpate moatruno appuoto ahe M & nota tango to U. In aecoudo

!aogo è pm' notft ftt onrvatnnt geodctiott cho deve avère la C
Pu

nnna superHMe M))poat«, e <r nttronde <htt)tt fot'tnota di Bomtet per

(pag. 269 ) ove ai ponga '=- si tm«

P?
t 1 ~M CM

"'Toos~3

Oonoaoen'~ dnnqne htn~f) C (<t ===~) i valori <)) w e di –,<'o
P~

noeotamo attres) que)!! '!i
'aa-'

o insotonM tungo U sono p~'
OCC ~p

aoritti i vnfori di i) vatore di m net ponto ioixiate (0, M).
ça <<~
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tt pm)t)f)t))t j!;po)tn't')tM) ctUtttoittto si couverte dopo oiu ne) se

,;m't)tt'<t'm)ttti~i:

7't'OMt'f «M<tM~)t~WM<' -= ~f. ~e~f< ~«<M<m«f /«tt<(«tH<*M~t/C(1)

p- w
st~itZ–ftt'h.:

<~ fi.);

c~KMfett~ ~<M~ <« MM~tfef ;<-= </ ~<-Mc<<u'«/<e<'M<c/«' .<' (),' t/ 0

< M<0t'< <<< a Hf<?)<))? ~K~M~ (U, 0) il CCfot'e ~<
ë.<

L' e8i!tt<*))Z)tc t* t))))'')t& <))-))!<Motnzxotti M) ()imostt':t eut tuetw)"

'(<'t)f ttpjn'osainotxioni xnooMttive of! nxtdu stf~so chc sen'G per te

f·qnstxirmi linc·srri -.d~ x__ u._~z L dx._ c.z iususf·.~s:·ytH (LY.
t).<'~</ o.r ë</

-,r C~ (Cf.

242). KaaMOtio y(.t), 'j<(~) i vi))"n pn'sot-itti )')' tu <teriV!tt~ <ti f Im)-

Ko la hisett''ic<' a:==! poucaft

(14) = ~<t (a-) dx + < .;<~) s
n .'uu

sicchè )? M'tdixt'~ t<))e cundixiu))) ixixi!))) atta t'quoxiom' -().
c.<'~t/

Ora per il puoto gt'nMico (~, y) <!et (Knupo mi ('onttncaoo te ptn-ft)

tête agli aasi e si indichi ent) T il tn!m);o)<' racchiufodaquenh' due

t~rnUete ag)i aasi û da))}) biwtt)'io< )t)n per tiaHar'< )<' idt'e suppo

niamo ili restare ncU' ottant~ cotopMSo fra la <)trezinne positivi) <tc)-

)' asBe O.c e !a biaettrice .v'<: '!<*))<' ditMioni positive 'tef: asai,
tahiM 0 <y < Se <;ot)/(~,7j) si itxticn )UM quidnnqno t'unxione

ttnittt & contmatt <H Yj, l' intfj{m)û <!oppio

(1S)«(.<)=-
~/(6.T))~~=-

~/H..fj)(<.<j=-<~ r/<i)d<
u

è nua fnxitione cnntinna «'=*'t< (.c,~), che st)<)t)t8t'ita))'t't)tMxio))<'

~(.-r.~
~a!

ll)
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Il'' Il l, t
CM «M

1 1& ut M«nt))a inwtMe <')))« '<n6 <tHfiv)tte pt'ittm tm'go ht

<~

b!aettrice .c == y. (')

Oi& protoesao, pttt'temto thdtn (nimn fxnxump tmsiHftrht <, ftfttt

(!tt)!tt (14), M coat-roixot ht ~rie itttit)it<t

~i t < < ~.t

data dtt)!e fortoote t')CM<t'«t)fi

=c aen ~)
1'

(16) ~:=~t)eu~,<~<~

=j' -~e.)~-t~~
-t

In generata tM'r ttt ( n 1 ). abbi~mo

]j~~ i

~!B~

e tango ht biaettrice a:==y ta a<Mt'!)8f&aHe medeahne con(~z!oa!

iniziati deUa Se <)i'nof<tt'iatn" ta co)tverf:et)za)negaat grade de)t<t

série (8), te ct~nsK~rxisiotti atosse'de) 348 provutto oh~ la Mmrn~

%+(.?,)+(~)+..

da la soltMione cerm~m. Or: al xostro o~getto, bttatK prooedefo a

oonveMienti txaitaziot)) (te! vatori aMotnti dette diNerettite f

Ma ai ha <)a!)a prima <tet!e (16)

(') Cf. p. e. GooMATOom-a<t'Anatyae 3~ Edtttott T. ï. pag. SH.

S) oMervi che !a fegote di deftvMiooe «otto i) M){"<'dt. anbito

-~==-<j)~, ~==~({~)~
r s,

.(.)<).c~y

attmoia cho ttfmestnmote pMpriet& ettonei~tenet texto.



ttUPJBJM- MMUDOSi' <'OK t'N'A~HK~XATA LINEA )ti CU~VATUKA (!7t

.=== < f(~t)

tM..t ) ==
3 8<'n

coa

(l?) b,-<'<<

poi<)(t

T

l ,u

oaitft'vatntu )tt HtttttHxiott'' (17), tiauha

!< ~W ~<f~<(–< tt c

ci<~

x~ x!
(:'t âlia

~<

lu getteratM ai h« la tuttitozion'*

'<i))!
f

t'he M prowa uol sotitu pronetMo rieHn'eMte. (') Si vede cbe ta aetif

(~ 8) ba t

%t~t–~M ==~(se))~~t–ae))~)~

ind:

j~~t- j<(~)~i t<~

e tHppofta !itnitazi«ne (a) dei te<to

,S(~f"
)~

'(~r~Il Il (~~»".1))!

(s-y)* ~y)"'

f y (2n--1)1 (2»)1<7~~i)r~ (2.)!

che &ta («), oanglato <t in t) + 1.
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)~t-H~t+- .h")+.

tttiout'tott~ t'ispftto a))' ttthtt fM))\'erge)t)<' !t) f6'UH) gnuto

-}- -<s~ooith~–1 1
t.2 ~2.4 4 l.S-.3..(~)

(;=:;(–

<< per oi& è coovergeote cs~t Ktcsstt ill «goa) ~nM)" e.

Per t)itoo8tt')u'e it) tioc )' t)ni('it& ttcOa sotuiiioMe bHHttt ttn'iorn xp-

ptienre il procottitoento <H (~an-Hot (Cf. 34!!). H nnov<t)))ente ai

t<uô couctmtet'e Hho ove ht stt'iaOM tti ottn'tttm'a afHe~ttatft fooM)tUta-

iitictt )mche la superiicie pacmtottffnca ittdivi'htttta sut'ebbetumtitica.

1 t'ituttttti utteoati in qoestu t* ttfi prectnte))ti pM'Mgrittt, i)t mp-

porto aHe superHeie ~)tpndosf'<rtche, t'onfcrtmtno ht profotxtit (UN!6-

t'Hum fra queato ottao e que))u delle ()otbrtt)ttto .<te))a sfet'i). C)& di-

pende h) aoatanzM <ia che t'fquttzioue tbtxiatueMhtte apportioxe net

primo Maso tt! tipo iperbotico, ne) aecondo td tipoetttttico.

~.245.

Le superf)c!e pseudo~fertche rtfertte a))e loro )tnM

dl curvatura.

Abbiasi <)<)«superacie jMundoafct'iot di roggio B, riferita dap-

prima. ~Hf âne tinee aMntotiche (x, ~). Pel anu <<<' xbbittmo 34t.

344)

~*=R'(~)-2coam~~+~),

esaeudo M una aotuzione <teHa (I), p tM) ntggi principatt Ai ourvatura

)'.==–Btg- )',==:Rcot-
2 S

Se introttuciamo invfoe le tinee di oo-vatant M, f ponondo

M==a~-p, e=M–~

e iuoltre

M==20,
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ria't!ta

) 18) <!<"=- B' ( eus' 6 <<«' sut)' 0tfc*).

o0t'

(19)
== H cot 0,1 )-, =; H te e,

mentre t'pqKMt" fuodmnentide (!) preode, xoOf' ooonthtato ~K,t'),

ta fbrtxa

e e
Hsn 6 cossuMI) –=8et)6c0!)".

~M'

Um<qna Z/' e/«Me<t<~~taeare «?« a«pe<c~ ~ex~tca dé ''«)/-

~o R, f~~<<! <tHe<«e ~we <tt CMfMtMM (w, e), pt-M~e <a /'«rMt(t

e<t~a~'t<(<c« (t8), <~M t r<t~t jx'mctpftH <~ csrM(w)'<t /t<tMK«< !)<t~t-<

(1&) C 6 MM<!M~KStOMedeM'~MtMMae (H) ftCeMt'M ad C~Mt M<M-

.?~Ke 9 della (tt) cM't-MpoM~eMtt<t~pe~cte pMM<:e~Ma ~t )'~«) B,

d~M~a <t«He (18), (19) (').

Anche a dit oaaervMsi che )*etemonto )i))ear« <h' 'tettu <'tt)'pre

aentxztone aferiea pren'te ta fur'na Mtxttogit aUa (t8)

(1~*)
==R«n*9 <!«' coa* 9 i

e vioevers~, qutmdo )'e)etnento ))Mttre aferico ha qnesttt t'onna (':on

E+&==3l), le )inoe aferiche t~ aotx) le imm<tK:'ti 'tette UMedi

cnrvtttnra fU m'a auperticie paeMdosferioft.

(') Totto e!& ai ded))ûe (te) rexto aNoht direttamente daUe formote xeneraU

15T relative ad nna eMperttc'e8 rifertta tt))e t)M UMeedl cnrvatxra ('<.)" euu

ch* E d<t'+ G dt-

Se <tiexftpoM in6ttti )t attperHeiepxtodo~fertoadl raggit R, e) poMono f~re

le po~itioni (t9) e iNtrodneendo qnMti vttori di t' f, aeUeeqnaisioni<tiCon~zt

(2*) 167, ne viene

~)og~E ae))8 ? ~t<'g~ë_
':f"'0 M

Ofta9 ~f ~x "p)) 0 3K

Cangtando i pMametr) f ai p"~ f~e

j(/E==Rc<M<, j~==RMn6,

e si ottiene la (t8). Q)t)H)toa)))t (m «M aoo & attro ohé )' eqtmzionedi GAUfs

f2) ibid.
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Mantt'xentto h) MHt!Wt;t' mttitxioxi <)t'Htt tt~ritt gen<'t'!()e, («it'ivit~-

ot<t ~ta )Mfut'Ntuh' (A) 157 t"<) "its't tttftt.tto n''t Mt*g))<'))tt)t}H)t<h'o,

.tc«i<)«v)'Mt)n)fpox«n('i<)t')'~)'t'ttt'iott)ott)in('{;(tnt)ti:

/c~ t)X, f)X, e").. ML
== R 0. X,, X, ?.. CX,. == X,, ?.. `

~f)t
1

<?« 00 <)« t)c <)?
1

M n v ~t t)X, ~X,f–== MoeH9. X., =. X, X, -4- nu" 0 X,, j–*= Of)~

~c an ~M 't)p (~ <~

t)tit)!tanpet'ftcM(Meu'tu~fet'i(}!(S'Mt)t<i')oritm(om))t<)o))e<)aoHt)'tc

deH' evotutt~ p. e. <? ))t'it))!t <tat'< <ht

~=: .c X, ==.B -{-R tg 6 X~ tw.

D''t'ivat)d'tmpport')n')!t,c)tbt)i))mo'!)'ne(A)'

<u)M9X.+– X,)
c.M'e "~M

R

~<)f coa'Oëc

e qttiudi per t'etftnettto tinptU'û della pritna f))t'tn.

==

R'( –4- –).

·
1

~CM'e 9 MOH'O;0

ohé ponendo

Ktg6=:p

ai trasformtt in

~p'-}-(p'-(-B')~,

appartenexto a) catfuotde < pttfHtttetro R, prupri~tà queetttche ci è

ben nota (~.171).

Si oaaervi <tnche ohé per t~ soperOoie paeadoaf~rica S si h<t

P G
D == == B aan 6 ooa 9, D' == 0, D" == ==- R aen 9 oos

f, t-,

oioè M ~<eMm (tt, e) tteth KMMdf <)MfM<Mf<t<!<«Ma M<j)et'<XepMM-

dtM/~fMa Mo<ef))to*ooM<x~<t<û(§. 79). Ma anche anHe due fatde <tet-



HtJPHKt'. PMHm<)~t\ tttt-'HXt'fHAt~E M)tt0 t~KKH MC<;m'TCK.\ <tT~

t'<}Vf))))t.ti).s-<[t'ttt)t (K,f)''ift')tM'tt(ut-.u))itt)!H<).Mht('tttti)n't')~)')-i-

ma <t))t!t8,')'')t'<'vot"))titt'))i.<tt)<)

u~- n, 0, ~J~ y1
<s0</r il l'

1 1 1
t'os~t'c iit:

1

ei)'t!th)g.))"u)H))t'r)ttH('t!')U').).))!<~U!<iv't'))H<)Vtmt<-))t''(~00)

ehe Lc <tJ!M<~<M'<~eMe </t«'y«<<<C<<<!M'et)M/K('!<<« <«~<'<<C~ /W<'M

~</e~'<m( ('0!'<OK~KM «</< Mt'M<C<:cA<!(~«' tCC/MM~.

SHW!t(i')t)Xi<)<'t'i!tft)oi) )))<)~')''))fn<)tUt<di!dht '<u))t'rti<'m ~~u-

do8F<*t'i<!ah)tt~n"Hmt"t)<!M, t')x'ëu)))tt!t)t'vt(a tot'sio'tf oostitt't''

-<Ut)<<Mt.))èht'-)!{.)rMUfi)'' hittWtttMti ')<'))'~si))t<)H':)tXt''M)«( <'

M

quin<<t:tppiit!)tbi)e sut OtH'noido (:i"e ")'i)'t oorn~j)"tt(~'MtH f)))'))t <)<~

l'<'vft)t)ta.

La (h'tft t'it; ''ppu"t" il 'K" ')' n'"S' ')''f't<'

dt'iHmti'<h(tu<h'tt!at<')n)i.t«("'h't)''i{t'"<'r"t))ot ')))))'e)i<:u)t)'' H~t))

ad arfit toiMinxt) tm)~" ht o"rt'in)t<))h)<'t)toitxixtotJHtt. H si \'t')-itif!" )'))-

chefaMi))))<'))t<<,M)))'~t')tt())('K))p«t-it)<'i,ot)t'))ft)a<)t't'ot-t)m!tt"tt<'<)t')it'

rig'ttM che tu )()<p)i<Mts't!i't 'h'tt.t t!ttdtt')e))'<'v")ttttt/~WM<~<eH<<t<;«K

<ofMofM<'<tW~N.Q)<estom)t)6')<'t mstochc un ':af<o jmt'tiootnn'

de) t<'ore)t)!t di Om'tH (-~ 1M).

246.

Le superf!c)e a curvatura costante posltiva

rtfertte allé (tnee di curvatura.

Couni'tfrituno om 'nm !<n))erttt:ie S a oof'VMtnt'a (x'atm'te positivtt

K:=:-l-J-. oioè uxtt tteformata detift afent tti mgf;i" K, e ciferitttno

H'

la S a!)e une tince <t) curvatura (M, o). 1 due rang! )n'inoipH)i di <!or.

vatxra f,, f, scoo tegxti dHtht rotazione

<=R'

ed ))Kt)))o 10 atftMo ae~oo, ohé poMiaoto snpporre sia il poainvu.

Suppottitnno p. e. rt > B t < R o iudiomxto <'o)t 9=9 (x, ?) nt))t

fnnzionc po<«t<?<td) M, v poni~nx)

(20) t', R coth '), <=. R tgh 0.
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t)ttt'od))<iC))do<t))fst)\')t)~t'int'H<'tt)))n<ttt''HU)t))xMi(~*) t&?,

)tf<tt)t)t

~)ottj(K ~)uK"f"t' b c<)t<t{~U f))t)).!c«tth00

f)c f~C aut)« <)t<

<<ca)tgia<t't<'i(Mtr'ttuet'-)K,f)'tM'))"f'tt'ff«'t)x'nttn'

~K==RMub<' o ~G==Itc<)Kh",

aicohè po' t* etetncnto )tUt'«)'« de)))t sn)'«t'ttMt< uhbix't'o

(21) <h':=:K'(8<'f))t'Cdf)<{-<'(~h'<'<), 1

eperqut)))tt<tp))Mm)a!)nn)Hi!eHt'e)it'

(31*) == cosh' 9 ~<' setth* <h'

Resta Hncom <ta tener cont<' <!<'))'<'<))<t):!)"ne'ti U)H)!Mpor Kspri

lI1erl\ (silo la eurvlltU:'1 Qellst fornsst dift't'I'6I1zllllt' (21) è 1111ta da -(-
1tuer'* che t:t curVMttntt (teUft fot'nnt ()iN'c)'ot)z)a)f f~l) <:duLa (ta
R

(ovvM-oquHHnde)))t f'n')))!t (!~1*) '))< -t-1); q~'sttt ai tt'KducM pMt-

!<:=')(«, e) ))a)t'e()HM!ti<))'~'t <te)'i\))e p!))!ti)t)i Ht-cundc (do) tif" o)

titttco)

~jn )
-i -)- gctth 9 <:08))0 == 0.

<)«'

V<eeveMtt,aMeôn))ttito)n<t)ttedi qttûstn '-quazitmM, Ht: t'c~M

'tetittitA i))trh)seo<nnente, 'ht)!)t (81), utttt def'tt'~Mttt 8 d<')tit «tera per

la quate le )ineo u, v suou le ))t)<*cdi om'vutnm M) nt{;t;! principMti

'H CMrvatm'a Houo dati da))e (30).

Anxi MMerviatno subito <;h< pMendt) MquttZHH)'!simutetricH iu

M, o, 6 tet'ito net rt~uttatc pn'oedentM StiMtubitn'e Moon <*(r, con t',),

unde hantta

La <!e<M'mtKa~~o)te<<e«6de/'ot-Mate <M<<t x/eftt (ft~eH~c (~M'e~Ka

~<o)te <t derivate p<tM«t<< Meowdo o~MK' (Ht). Ad o~tK «e~MMe

Q 9 ~<, di yKMta co<')'t<tpotM!eKH<tco~p«t 8, 8' di <tMp<!t'cM de.

/orN<a~e della ~ra <<<fa~<o R, < oui e~MMt~ lineari <t<, ds', <t/<~

<)!<? ~tMe di Ct<fMt<M'<t(M, 0), <CMOdati ~peM<MMM<e <<«

(~)
dt'=K'(se))h'e<<M'ooHh'6dn')

~R'((!08h'e<<M*+aenh'0~'),
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M<ex<)<'t <<'t'« ~«j~t ~'t«t'tp«/< <<<e«<'f<t<«~w A~MMci tM~W

(''t==tt''otha,)'tttgh6~t'<«8 H

==« tfj-h8, = Jt cttttt 9 8

loro <'<CM</fM<< t'<fM)t'MM<tM««t't~t/eWct sono

<!<== cash*')</x'-)-Mt't))~ a~c* per <(t t')

) =' set)))' 0 ~tf' -)- c<~h' 6 de' per /« M'.

C<)t)))n)nMqne, ooD'ixpomtt'tttoneHte aiïe su)))!)! ttuf!~ (11!), t'*

do~rmMte <)et)a ofem »i tx'MsettttUto NMtopt'cMtMocitttein coj~pM(S, 8'),
ed un~ HMperMciadetttt eop~iit det6t')ui))a pet't'etttUoextM )' attrt). L<'

f«)'tt)M)<tpt'eoedettti reodonu ovideote ')UM)t' è ht retaxione gMOtx'tt'icit

fm le <tuo 0))j)erB<:ie 8, 8'. DiNtoNden'~ S «u)ht atent, le sno tittec

<)) cttt'vntnt'tt Mi (!isten't<Hm 8n)tf imtnagit)i sferiche dt'tte )))tM' di o)t)

vtttnra tte)!' ttttrft S', e xiinihnMnte invertomto 8 tiox 8'. Dmtqne ogoi

<!f~H'H)tttM8 <!p!)a sO~rtt <)<'<)«te)'M)iMauna secMxht oolla cM)truzioH<'

t)egu<'t)te ? f'apprealtntl 8 <«/<<!s/erM (<« <'<t~<eR) «< Nto~o di ûaMM

e «< coMftMeWNOle ttHMa~tttt ~ne/te delle ~KM di eM~<!<Mfe. ~~<f

MM<t<fe/!n'N«M<OMedella </MYÏdopo la ~t«if7e ~«Oirte tMMN~tNt <MMK<<!W

H«ee d!~«M~ntKM MtMftdeformata, oAe è la <ecott(<f<SMpM'/Me ~<MM<nt-.

~O/HM'.

Qttfsht tn'Hffn'ootxxme meoj't<<o)'~ (teHe defor)t)tttc ')e))ft f<fer<t f

atttttt m!0})ertmda /7<tz~«!a<;Mt('~ e si <))t'& ta trttsfort!)M!n<~)f di Ma/.

xtdttkiM.

Osservituno ancont ohé, xppiicMndc autht afern, ugni m)n geo

detiot 'tivfottt m) t:iroo)o tntmaitno; ont queata & )'i)nmng)HH 'ti un:)

Hnc))Ldi8))U)go)<tqu'«)e Je nortoaH a)ta superficie sooo tntt<'

perpPMd{cot)m a nna direxione Hssa, o)nte se {?) puot) di L si (h'Mtt"

le pMraXete )) q)te)h~ dirfzinne si fortoa nn citindt'o oh'coacriMo i)tht

8 tMngo L, K<)))egenen~trici pMH))e)e M qneHtt dit'exione. Dnoqne L

è M)t«t d'ombra f<u 8 par raggi paratteti a qnetta direzionc.

Netht <!Ot'riatM)nde))ZHfra i punti delle due traat'o<')t)ate di HHxxi

dak'a si risoontnmo quhxti le itegnenti p)'opri<'tà

a) ht n)p[)r<<8p))toxi<tne di 8 an S* p fqaiv)t)ont« (coowt'va )<*

«we).

b) le )h)fe di cm'Vtttnt'a si c~rrispondono e i t'~ggi principa)!

di Gtn'vatnt'a haoMo gli ateffsi valori (pet'))U)tat)).

~)Cre))e'oJnt))-n«)J!<).M.
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(!)sic(M'ttst)f)ttdun")M~î"~(')- ).

<))n))Mt{<)<'ti<!))Mditt)t)t')t<ttt)d))t'HU)n'rtt«i<'('t))t't)t)Mmdut)o)<t

tjtt')'«ntht'itKtd)'!dt)t).

~.247.

Le formole per la trasformaztonedl Hazzidakis.

Abbituno d<'d'<ttu ta t)Hi'tto)'t)nxiun" di Hitxxi'htkis nt'<'tf))duoi a)te

)ittf6t)ictttVi)t)n'M')6t)t't!t'fot'ttt!)t~ <!<')):) tif('r)(,)(t!tHipnotmc)tf de.

<hn't<'it))ttn'd))thn))t'xte i) riMuttatftdtttt~ f"t't)tu)f fondatoentftti de!

Cap. tV. S))j))M)))g)(i'nt)ntv<'reu)i)t dt~urmata 8 'te)))) xfet'ft~hepreu-

<))!tH)u pft' aotttjtticità <ti 'gt~if H'=*l, e "ht

(23) Mof«' + F ~t<< + Q ~)"

ht ~W/M<ttbr)t)M <bmtt))))ft)tt))e ')! S, f )'< <ef.« sitt dat') <!a

(~2*) H' d«' + 3 F' ~< ~p + (/ <h'

tOt'ntre cou !)<<«'-{-2 i/<t<tdc-~U"~p' )))<)iohiMtt)on) soiito )H 8f-

coo'iu t'ot'tna fondiUtx'nttde, Le due f")')t)p tteHnite pfMtitive (22), (32*)

sottu Mmbfdtteit c'n'vnmnt K=-)-l fd È KG–F'=~.E'G'–F",

inottM i 'ioeftiuit'ttti H, U', D" Hw)disft)oo !)))e equoxio))! di UcdaiMii

ediG)tua!tttt))tot'i8p<'t,u'f)))tt tonna (22) che tdht(22*). Uunqne:

M<!M!&&tM<~ola pWMtc e la <e)'~ /b)'M)<tfrit h''o ne resta <i'e/!tt«<!MM«

seconda ~oM)!<tt<t S' ~eMa ft/b'tt, (!t te/co'oMe <K~o<«<of«t COH 8 e

<' e~MteM/oHMMt'e <M<' «Maco~toMe tMMMt~OMtCtt~ ec~' f/eme~o della

/'a~fMe)t<o~oae ~<c<t per a~t'a. Qu''tt)t è oppnoto la ttaafor

tn)tzioncdiHMXzi<)nki9.

In pttrt.iootMre 8Ut))wn));"si che, fttxpndo tmte auptu S le gt'odeti-

che, Mmai ridotto )' <'IfH)ent<) tinenre t)t)K fonn~ geodetictt potttre

= <!)<'-}- HG))'Mde.

('~ 1 v<)or! di D, D', D'' ftott«gli otexai per le duo ttupertieioe oie&

D == D" == Rsexh e c««h e, D' = 0 1

onde ao~HetnoidentatMeot~: &'pr<to~ot<)</itrma<oMa ft/tfa <<MoM (<<ourratura

y~r'MOMe«a <<«ef)<tf<««nnoeo)t<tt~a<o.
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QuMto fMtra td toopo HtesHO )' Mtonct't" sfft'i' n)j~u'('t!<'tttnti\'M

pcr ht trasfornutta di HititzidakiM S', i-oni ccst'n) <ti <tin'io))o <)f)ht

t)ort)m)e X', Y', Z' potMtmo tttM'tttMt'midnti di)t)f sotitc fonnute

X' =" sett MeoH<~ Y' =s sot t<~'n t'. Z' <io««

~op« eiô (e t~rtttofti gettft)t)i 'ti rttppt'fst'tttitxmftt' stuix')) (V) 8<t

(jMtg. H~4) 'tnmx) )t<tHK'<)iatn)tte)ttt!~cf ~«at/~f/Kre tu cfwt'tthmtt' a: <

de! punto (t<, f) Ht)Hf)8' eu))'* tonxott'

=== j) oos « cox )) aen p, == D co!) acn t' <!tMr.
cM sen w c'!<

y

?'01<u
-=- J> oO/jU ('011V+-8fll' -=-])nOIl1t

:= Dt<e« K

l'.

CMtt

(~)

o.~
rsos~tr coa

D"
ar~u aos tr ssr~nr

U"
cosi,––==– D coaMcos f-}- –M'nf, ––=== u Cf)HK scn f eoaf,

(~
r

HettM ~P SO) M

âw
== D' aen « 1

ce

dove <!a osservare che to ootttHziotn < )nt<'nntbi)ttA 8on<t totte

ftod'HsUttte in virtù dette equaKioni <)i Uo<tazxi, ):he si p<'a8ono aori-

vet'e aotto la fbrtNa

~(Dseu«) ~(I/at-t!K)

)
~0 ~M

)

( ..1~
} == D <!08K

~M \)'C)t ?/ ~C \M'n M/

DaUn (83) risn)ta, c)ie le )inee <f<HM<<o.ï'=ooat.a)t)iM S' tumno

per eqMttzione diBfereoNMJû

D<!w+D'~==0,

che è attrea) qaetta dette tinee a tfmgent.i cooingate cotie geodotiohe

o==oo8t. au))a S, onde aegne ohe attHn, 8' te ]iMe <t taogcnti co.

ttitïgttte cotte tinee di ))ve!!o == coat. cioè MMe <f'o~<6ra reta'

tive a raggi pat'aiïeM a))a giaoitnrK de! piano .r~ (~. 78) con'ispo))

donc aUe Hnee geodeticbe de) R<soio t)-='cnat." M 8. Qaeata è ta

pr~prietà <<)det pMrttgrsfo preocdeote.
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U't'xttru notevote propriété deU:t trattfortuazione di Htt!!j!td)tkit<

xi ottiene oomideM)~) due ttidf oxtottime det~ evotattt per )e due

M)per(t< S, 8' p. e. le prime falde tuogo dei centri di oarwtum

delle riapetUve tmeo di ourvtH'tttt M.-ooat. Ut queste due pritue

~tdo in'Hchimno i ritpettivi eJetneutilineari oon < dw,' e da))M

fbrmota (6) t87 (pf'g. 418), poMexdo tuentH xtte (tt), (b) dei puM.

(ït'Kt'Mprécédente, avremo «Hb~to

~B. r /+.
18etdt~ ~h<8~

< ~B./
01

J-d8 x=( a_d' + du'
l

1 das"=
Rf of)mll,"é+~),\~h'e .9;'

che si posaono ridurre alla forma tipica di HOpM'ttcie dt fotaztone

poueudo a–cothe net prhuo caso, a–tghe net seconde, e cost

(Uf. ~.171)

===H') <<9!(~–t)af«'! 1

<f<t/R'!do['+(t–~)~'t.

SappiiHHO dal 160 che ai sistetoi coxittgtttf dettu e~otyoHte 8

corriapoudoM aiatetui ooniugttti della evotata, St, e oosl per 8', 8/; i

M aioooma au 8, 8' si eorrtspondouo i statenti cuniugati, )o otemo

ttooade per 8,, S/. Ma mottro dioiiuno ohé la oorrispôNdeuat atabi-

lita fra H~ 8/ ftt corrispoudere ad ogai geodetioa- dt 8, una geode-

tica f!i S/.

E iufatti per la prhna auperacie 8, l' mtegt'ate primo, dato dal

te&rotHa di Utairaut~ ë

( a' aeuh' 0 ) du' d6' = 0 (a oostttute)

ousi lier la Mcondtt

(6<–cosh* 6)~<<<)'=: 0 (b cosMNte),

e hanta tegare le doe ooatftoti a, b colla relazione

&<'== 1

per far coincidere le due cqnoxio))). Uuoque
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Due /OM< OMOM~Me<~<'eNO<M~ due ~«<'m«<C S, ?' de~ t/CfN,
in tffM/'OfHt<t.<etM< B<t~~<tt«, Wt'<«pOMd'OMOttM~MMper N~eMtt

con~K~aM e per «Mee ~eo<!et«)Ae.Per qoeatM propriété le dnesHperiieie

(eotnpteMteomri) S/ si coxtpurttux) ootne due qMMdtiohe tt Gpntro

<o omograSa ga<M<etica (~. H&), ''it'costxnztt qoextn Mu coi ttvrexn'

occasione di ritor)t0)'e i)) tpj;uito (Vol. !)).

248.

Le superftde a curvatura med!a costante
e Il teorema d! Bonnet.

(Jotte auperttote a curvatm'a oostaote positivx K. ===: attumoitt
?'

retazfonp to superade a CMf<'<t<«)'aw<e<<t<(co«<M<~ («OMMt<M<t),aeoondo

questo aetuptiee teorema <)et Boooet

8e la «(pef~oMH « c)<fM<t<f<t co<<<tM~epM<<<M K te <<«e
R*

<Mpet~c<e p<tfe«e~ alla 8 e distanti da questa B /<anMo cwt'a

tura media «MteM~e ±: o~MfMt ad o~ <MpM~!c<e<t ourvatura
R

tue~a CMtct~e ±: po)'a<M<t «?« <MpM~C!e a c!<fc<t<Mfa co~aK<e
R

pe<tMp<)t Mt «Mft M<M)ttot<t<:K~f/<c<e a OMt-ca~MMmedia OM<<tM<e

1
+I~~B~'

Qapato riantt~ setnptioempMte <!ati'oMt'rvMre ottoaeanasttpot'ticie

(qaajunque) Sha i raggi print'tpMti di etirvatitra i',=M,M, r, M, M,

ua<t eupertioie S' para))e)<t )t questn e distante (~ casa di. M'M==< 1

(i eoataate) ttvrà i raggi princip~i di ourvatum

f,' == M, M' )-, )-/ = M~M' ===f, <.

Se dNxqae )~ 8 è dot'ornMta di una sfera Ui mggio R, eM6)x)o

~f, = R', i ragg! prinoipa)! (H cnrvutnm della S' farMttttM )eg«ti datt.t

relazione

(~+')(<)-~)-H'.
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cioè <ta!)s rett~t'Mte bUinMf~ ainuxetrieH

t- t- + < (! -f- ) + B' =. M. ('~

Pren<teudo orn := ip H riauhtt

t 11
–=~ 1

f/ f/ K

<'«me è naxento netht (M'itna ptn'tM <!«) t~f'rt'tHt).

Se MUppouiatDo inveco oho )<(? a)M ft ottrvatum txedia coatHntt)

indi
«

f,)-,<==ft(~+<)

ne verra

<+<)('+<)=«'«+' 2 n1

'+(<)('+')=~2«-/)

o pt'ettdendo <== ?a

t-/<=<

cib che ditoostra la aecoo'ht partf.

(') In geneMte M ana taperSoie S ha i raggi priactptti dt ourvatura taxât) da

nna retattoae Mtinetre «hametric~

a~ + (~ -)- t-, ) -}- <t–. 0 (H,&,e ocattaHj,

(ehe &quanto dire le <!t)eottrvatnro H, K legato da on<t retazione ))n<MtMinterft <

eK + m + <t=: 0 ). ta <tMm aecade di ugni <ua paM))e)a a))a diotXttM e tti-

vero riantta

.+f(~'+~)+<0,

con

.'=.<, ~t+«t, f/e-~M+a!'

Se ed:0 0 poô rendeM –0
(

poModo <=-– –) ed <t))oM)'/f,'=: oott.
a/

Se inveee a 0 indi 4 d: C, B) pub Tendere ttnohe </==()poaendo f *=*
3&

danqae:

j~ <xp<r/)o(<eeHo ettrMtftra m«!<<t< h<<t<<~<t<t H))Mf))t«t<<woo <w«<< <ete <<

<t<~e~o)<pafetMe <t~«~ <!fM~tt<t<f<t))«<!<«eotMM<<fft e<!<<t<jp<~<!<<)Mf)thM.
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Importa, per future ricerche MttHt' d~KM'mttt~ detk 't'onh'ic):)) ro

ton'te (teot'emi di Ouiottitn)), fntOtciat'e il riaultuto di Bomft; emtto

<(neat'a)tm formit equivatfxtc: Ne ttM« <fM <~ fa~o Kf<N<opf~

«KH <Ka ~f/ofMt«<« ~tt«' «N<t c <f< «?'? /ace~a) il ceMft'o della a/t~a

<fMC.)'<pet<H<t<t«~e~c« a ct<fMt«f« Me~a ooe<<ttt<ed: p<ceM~'M
it

~Kt <M~et~tf<e« ct~'M~Mt'a <Me<<tCM<aM<e ~<!tt~'«<'t~ <? ~!<e~<uModH.

Si veth' tnht'tqtH! chf il )))'ob)ettt)t <)i trovare le tteforM)))to dt'Dtt

ffertt u<))t)ci<)eMotta ncereft delle xnpet'Bcio M cun'nttUtt t)t<'<ti(t <'u-

atante, e <tip<'t«)<)))ottaoqtto l' m)" H t' ttttro doUtt equazionn )t <ten-

Yftti pat'zi)))) nH). EsaminitUtto tt))om quitte fortn~ assume il di

nna snperttcie )) cttrvaMn'a mo<ii!) ('"sttmtf, nft'ritn aïïe su<' tixee <t!

curvaturtt K~ f. !a n'e'o tta ~i mt!t xu)'frticte 8 connittetituoo tft

pat'a))eta 8 atht tHHttXtZKl, ohbitixtn

.p==~ lX, y==jy ~Y.==?–/Z, 1

in~i (riferendoo) aHe )iu~e <)! ottt'vxtt)))))

~L~)~
a~~
ôi

-(
1

-) l ntt a~-1,(
J

-) da.1~K < CM ~f )-
c per ci6 (indif'aodo con nt) aopt'afMegtx) le quantità relative alla 8)

(24) E-t'!
t–

,F-0, G'=.G[1– rt ¡

(sa)
b-ft--L~ n'-o. n"=-i-< t-, < )-,

lu particot~re se <tppliohiamo qn<'fte formole aUa aapGrttcio 8 de-

formata <)e)ta afera di rnggio R corrispondente ntip (20), (21) S46

a poNiamo inoltre

~=~:K

avremo

(26) == R'<~ ( <?«' )l
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t~*t e*<*
(20') =. y + R =. < =. ± R

ttenhO /}' <'w)t"

i_ + _L = -<- J.
t* r Mu

8e ttpptichimno le metteaittte formole )tt)e [wra))ete S' ttUtt 'Ustat).

m R daUtt truoformatu 8' 'ti Uxzxidttkis (te)ht 8, i~rono H))ni).

meoto

(27) ~<~ K' c ( <!<('+<)')

e*< e~~
(27*) f'

= d= R 1 f:itr~
oosho1) seohe 0

nitanto poaaitxno formtthtre i risultati otteuot! oot teorona

J~e!emcM<o KtM<M'e<« ogni s<tp~)~ a cKff<!<wr<t Me<<~ co<<<tM<e

± t~f~a eHe <MMedi ourvatura «, p, «M«)Me forma (26)~
B

<<oee9 )t!t<t M~tOKe e<j;a<<~<OMea derivate pttt'~«t« (tH)

a~û .awn

+ -4-aenh 9 cosh 0 == 0.
~M''

FtO~MfM se 8 è una M~tMMM <H questa, vi COn't~WM<<<M<0due 00p.

pie ~t aM~Mf/Mf p«!'<tM~ <ï c«r!«r<t m~ot ec~M~ ~K<~ <?<w'

Mo~ (36), (26*): (87). (27*).

E in particolare, siccotue il dfa' ~e))~ forma (26) o (27) hR forma

isoterma abbiamo il risnttato Nop)'<t o~M<<)tp~<te a e)M~<t(«ftt me-

dia costante, co)tM<« 9<teMe «d area minima, le ~tee <« CKn'a<Mf«

<M<«<M~COMOun 0<<eM<t«0<ef'HO.

Si os8erver& p"i ehe, <t ctHaoMtxt <teUe dxe aaperftoie pamUete

netttt coppin (86), ne cttrnapontte utttt noll' attra coppm <'o)to steoBo

elemento tinexre, Hoee <H onrvatum con-ispoodenti e cnrvature prin

oipttti permntate. Dnnqno

O~M! M< OMttM<M~ MC<f~ CO~a~e 8 ~!<~ ~raKtMt ~M

un' altra 8' della «<eMa <pecM coMaet'MMdo le sue M<t<e<!<««'<'<!<«}'<!e

per)M«)f<Mt<!oN«ioW dei f«~t pnMCtpa~.
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t~aettttt tHogohn'H '(efOt'tMttxxxtf, MMtten~tfMt pft tu aupecttMM tt

Cttrvatm'tt)Ht'))mt!ttsttH)~(')c<tn'it)))Ot)d'< tn.mif«xt)U))«t)te a))a trft

HtbrxtttKtottM <<)HitXKi'tttkis per <<t«oj~t'Hoi~ (titUtOeto M ourftttura eu

'!t<tnt<<w!t)VM.

A ':o)up)t')nf)tto 'U queute pr~ptiftà 'te))'' Mnj'ertioie n em'vatnrft

tM<'<H)tcuHttUttf, i« re)nx)o)te (iot)f p!HM))~te dffomMte de))H sfpt'tt, si

tmttMft qoest) ttth'i f)ne teore))))

ot) Se 8 MMa <tMpef/tc<f<oM)t<t(« <M~< */ent e<<8 WH((p<!t~
~a a e«)'pa<)fra w<~«t c<~<t~, ~M~~N< eci«M~<!f< 8 co'WfpettdoMo

< <<~e~<t ot'~OMa~ wpf« 8.

P) <S'f 8, 8 «MM <!Me<K/M~CM ~Ht'~Me « CKfMt~Mf'<tM<d)'« CO-

<(aM<e, !o f<t~MfffH<<t2tOKedeM' )<M«wM' a«<'« ooM/'oftHe.

QM6tttii riantttmo snhit«, iome)))*' coi loro ixversi, <!nt)t*formole (84),

(25). Sappongtm! infHtH cbf, enseutto S, 8 noa coppitt di aapertioie

parttHete, ai aistotti oftogonati di S o~n'tHpoo'hoto atMtetni CMOiugMti

8opr!t 8, ci6 ''hf si fMpritt'f oolla ))t«po)-z)OMf

t):E–D":C

cioèpe)-)e(~B)

(\L~+±\(~.

('~ Che aitt caMttertaHca per qneoto MM rioMha p. e. <)Ml)cequfiiiotti di Co.

MXXtrifcnteaHetineedtcnrvatnrtt

.-L ~<'g~E_ /jL\

\t-, y,; e'o\<'J

/-1

1
~'o~G. /l\, u.

~-J <~ ~J

Se queate debtxtoo eMere tmoom verifiettte perouttftndo )-, coa r,, MMHMnOo

tisatta

j -)=-:«. -–)–)'-=
0,

~\< r,' f.<r.
t

etoè -) --e~cMt.
''t *'<
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Kachtdeodo i) oaft" «vvio dctht xfom ( ) uo t'isutfn -L

1 2
cif'è 8 è st out'vatttnt tneditt ootttttt't~ e<t S ))< ottroHett)

a Mm'VMtum totale costante.

Itt aeootxto hma'o snppottgHsi tionfoome ht rnppwaenttMionû <)i 8

aopDt a, eioè

E G-.E:G.

Per le (24) ovremo

(~~(.-J/)\

ossia

'3-~ ~L..L\<n±_±~~
.-J' <-J

e() eactudando nnova)M6)tte i) OM80della sfera

±+.L~.

L<t anperHoie 8 è curvHtura metHa coataote e la 8 )ft ana pa*

rat!eta, e. a.

249.

Le trasformaztont d) Bonnet-Lieper le $uperf!c)e
a curvatura costante.

La forma (!e)t'eqaHziot)c (ni) retxte avi'teoto ohé se s! esoguiscc
sulle variabih M, w uu~ soatituziotte ortogonate

<oQ\ ( «–M~coso–caeno o
("°/

( e m
«~ set) o + c,

cos o

(a costante)

la fanzione

(29) 9, ( M,,oj o (M,cou o aeo o, M, aoo o cos o )
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soddiafK tmumn~nK* itti' M~u'xwte

Ój 0, -j- seula thrtuxlt 8`ao 0~A -}- se. <)M<hC, 0.

o«~ c~c/
¥

1§01111'1

UoM da uoa Motnitiotte «"tu 9 <~ 'icHtt (1H) si ottengotto, oo<'

queata :ton)p)i<!t' <M8Mt'V)t!!i"))c,ac* x'ttuzxmi. 1) !<it{niticttto goonx~rîco

tt! tfueMt)t <!))'co.')tt)t)x~xi fkunos'w ne) mu<to più opportuna osMet'

vando ohé n))tt prituttivM s<))t)Mu"e 0~t,o) oorriapouJcutta aupet'tioie

it out'Vtttut'tt tOMditt c<Mta))tc 't'etutuotto )i))t)n'c

~=.e~ (<<K'+<)l

coi raggi pt'ittcip)))) di on'vatum

e" e~
)'1 U -= lt

hft) h 6 cush 9

M tm.t)ogtU))extu aH'ttttra fxtoxiuue e~ («,, f,) la tmperHcie 8~ a cu)-

vaturM Utfdia costHUt~ eut)

<< (~}-~)

H i raggi priocipH!) tti cmvttmm

R~B~
sooh 0, out;h

Ma tu virt& dette (M) è («,, p,) e (w, <), iod)i

'( + d~) e~< (~M~'+ <?f/ ),e

oude le due supprttoie S, S- fono ftppticabiH od hanno in punti cor

riapondenti eguati i oot't')sp<nx!ent! raggi <ti om'vaturtt. Dalle formole

(28) è poi évidente cht) tt! nnovo tince <)) om'vtttnm (M~, v,) di 8,

tt~gliano aottot'tmgoto oostante a le M))tiche Huée dionrvnmri) (M,o).

Danquo:

O~M~<Kpc<<)fe a oKrp<t<Mf«Mca[«t <wt<<M<e <M«*e«~<~ <<<mt<t de-

/OttMM~tM OOM<tN<t<Me//tf ~M«~ i <tt<0/ t'<t~t p~KO<F<!H<<<C!«'M««-t

fM<<tMO<~o!<M'MeM<e tttp<t)'M<t e ? MMOMMMee c<t)'oa~()'<t <ot~«M'o

Mt<0 angolo CM~«M(e«t'M~<t) Mle <tMt<Ct<
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Qu~ftte def<M')n)Mi<mi,tt'~vate dit Bmmet, so)t« avideMtemettte te

aM!t)Ot;)'e di quette tt) § ~7 pur le auperticie tt* ttt'ex mioinut (a cnr-

vatura média, Mu!)a.

È dit ttnhtt'xi il outto pxfticotaM di qufHtt MttpetttMie a cm'vtttm'a

toedm cottt!t)tt<* per h' t))))))) è MOtt fmtitione <)en'))rg")oet)to

t 1 ( zt' + '1").
y

(«'+<).

Poato 8'=-0(t), eftse xono detM'mittMtf daH'eqnMzioneditfereuziate

<tetttt'ooad«0t'')ine

~T~+i~'+aenhe~.O

o <t&Htt<tefor)tt)ti{io(te di Bomet vettgooo tmafortaata iu se medMi-

lùe. E~M '«)ttu apptiottbi)) sopt'tt xoperSoie di rotazioxe e le Uoee

w'-t-ooat.~ sono le tri)st'onM)Hw dei pantiteti (').
Auohe per le Huperttcie paeodoaferh'he nbbhuMO una trasforma-

zione che <:ornapo)t<te tttht preoedente per )o aMperScie a ourvatura

ooatttttte positiva. ? qu<Mht lot <)'<M/o)'m<t.(ooe<<! JMe che tisuita aaa-

litioa'ueotedttU'oaservarfohe, 8H M(<t,~) è onu aotuziooe della

equi)xiot<t!futt(h)tne))tate(t)~.2<H

M
–= set) M.

se ue htt subito utt~ tmova coH «K<t co<<ftM(e<tf&tt)'<tW«& ponendo

~(~
~-M( ~).

Se ci' riffriatuft Mi partuoetri M, o dettM thtee tU curvatura, ta tra-

aforntKziooe di Lie cousiste tte) cangiare M, < riapettivameute in

« cosh o -(- o seoh o, Mttenh a c oosh o (o oostimte).
Si osserverà otx' la trttsfortnaMoxe cli Me, ootne que))K di Box-

uet, eondnce ad uh cioto cM<Mo di ac' anperiioie a outvatartt oo'

at~ute negxtivttu puaitiva. Ben preHtotroveretnodenetnMfonnaNoni

di be)) attnt natnr)t e di signiBcnto geometrioo, aile qaa)i aono do-

vati i più importanti progrpsai di questtt teori~.

(') Ineietne colle sapetaeie eUeoid&tiftono le uniche eaperaeit a carvatora me-

dia ooataote applicabili eoptu enperacie di rotaaione (Cf. Ctnm Qiernate di ma.

tontat)chet8M).



<iW

X

~60.

Le superftcfe ~OcoidaUa curvatura costant9.

Abbiamo f{'~ "vnt" (Mcttxtutte 'ti cotttxder'u't'. a) 13~, te e)i<'uidt

de) Dix) )t t'tu'Vi~'tt'a o~ttmtf tt<'t:ntiv)t. Vcgtitmt" f'n t'ioMUiU-t', in

gen''n<)< le etiMoidi M t'ot'vt~m'n c'Mhmte )f q')n)i (iipon'tonu daitt'

fuMziMtd t~Hictiohe, ohf t)oHt)')to ne) MMOdp) i)!)ti si tx'tnptitiottn') ht

(iirct~tu'i.

~<oo<<<<p«')«?o<t/<:)'fe/te.Pxr ttWttt'e quettw ftiouitU dobbituoo

cet'ottrf que))c particohu') t«))u)!)Ottt8'tM))Hequ))!:)"wftH)d<M<tf))tM)<-(H)

~'h ~'8(j
––a.. se)) 0 oos t

~«' ~e*

per le qmtti t.t t'orriapou~ettte supet'ttoie jm'u'totforiot ()8) <)'<')('-

tnento thx'nre

<f~ =- R' ( cos' e ftM'-t- apt)' 8 <<!?*l

amxteLte m) movifuento oontiuuo u) ? aceaMt.

In qHMto tnovitMento 'tovt'.mtto stnat'mre in se tne'teoitne tf tioe''

(e)ichc) e~cost. j~rchù t)mi{<)q't6)tto )ittCH ft~no !tp)tttt)t" œtttMMti

i r:tggi prino)p!t)i <!t cnt'vatm'a, p htogo qneste tittee d"vnmno pu'

nmaxaro coatiu'ti le curvatnm ~on<)etio))e 1 'M)*' )"<* <!i

f~a

curvtttnrx. Mt si hx

1 1 1 1 ~6

ji., R Wt) R CM

·

H 'S e

e per ciô Hvrooo

~==/(<.)
«f

e sarà quindi (')

(') Da)f&MadiztoM d' )utef:Mbn!tA

/)= ~(~
ft-r· f'K

ritattH

=,

f per ei0 =: (o cuntante).
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/'(")-'<(") (c'!tMtHt)t(<),s

Mi«è<ft')t)t}!)ut)<}')t'))'Mrt{')j)tt'ntt<

T='CM}-t'.

Vice\)Wt se <"=-W(t) 6 mm xuttMt.uxt <)<<)).<(11~, ht <!<'n-ixp«))d<'t)h'

MUpM)'(i<)it<)w'udusft')'i<-)(è<'ti<'«i<)M)e,p<'rc)tt'!)))unt)i)ptimttu)t)!<f-
condit tttrmit ('«f)d)tfttt'ttt)t)o <t'tt'))t'ct«fto il tf'f')w coutittuu

«=-</+/(, c-.p'–c/t (la ptmunctro)

oLt('tr!t!)t'()tiU!toit)MOUtt)t.h<))of()r))t(.inH~4tu8~(Cf. t89t)«ta).
L~uttquM: «tpe~e~ pw<t«<M/'e)'<('/te e«eoMM<<« ~<e«~eMo pt-tM~tt~
~M« ~M~MMC 9 (<t!M«(U) eA<!Wt /«M~MHe </t )(M~ COMt6t)t(M«)MeM)tC<t<-e
(lei ju<t)'«Hte<<'t«, i'. It) tjm.sh- stXHt inotuse )t) ttnpft-ttt-te psonttoitfM
richc~i ruti)i;iot)t' uh~ cotTisjKtmtono m):nifet.:tt)t))<'utc<t pn'txtM'M
<:=.0 ~wero <;==?). M)t imxi, ri('(tn-f)t))o !))))( tt')ti<H)t'tn.txi<)tt<'<)iM<\
ti VMde<-)te le o~t.-te ~w«'<c~'«'/M e/<c«Ma~ ~Mo ~<M/<~<~<'
(<<Z.<'ed'tf/)M<~d'<<«.!<M<<

Ahbtxttxt <)it<t,i)tt.«<~)Mtc ttttixie it) 127 m'i tr<! M))! ptn'n.
uolioo, <'))itt;io~ et) ijtH)-bo)ico. che ritntvitUtto ortt 'ti uuovu oer<:}md«
le aMiuzioxi 9=.o(t<) t)t.)),t (H) fooxiottt tte))a s~tit «, du cui )'<.qna..
xiooe diil'M'pox)!~

~(«j =8Ct) 0(!OSQ

'nqttt!Mt.!t)thh).n))t)sn):)it~t'!))~tntMpt'itt)0

0' = ou~ 8 (a oostfmtc),

e ai hatxx) i tr~ diveMi tipi sm-oodu oho «*==!, <(~1 ovvero

0!' <( 1. N'-t pruno easo )' iutfgmzione si ooxtpic par fnnx!(Hti ordi.
narie oottf tbrtxote

e.a 8 = tgh w, ae.. 9 = -1- P')ic.

oosh rs pt)e'tdoafet'ioo))

upg)i altri due caai pet- fut~ioni e)))tt)o)te,di tnodnto A==-Ltt«)s<i
a

coodo <M)S~()i otodntu A=f())<') t<'rzu e coat abbituno gli idtri duo

tipi:



M!')'Httt'tCtt.: HtJ<;UU)AU A (;Ui{VAT);tt.t C<MTA\T): <<!

<'t)xf)==~t( ),
')

s)-))e–<'M(" )
I
I

(t.)tttt<'))it.tt<-<.)

<W)'M)f,..<f't)0~(~f)fIf (t)))uij)<'))n))~.(.).
BtMtn'))'« a)))'m'<'u)U)t)itnt'<))'tt)HZ)~t)t''t)iJt')tt')-')tt''))(')t' i tt'-

tipi <))<')«'<))')) ('wt)')<t''f(')i(')t''cu)'<iM)w))t)t'))t'"))<'<!<)))«;)<'

A) (iose'='t;K))(M''M.')h')-<'H''))h-?~, m'x~c-
'-OM))(tf'sh'! ;-Pfi)'))t)" rs

M\n .«'+''St-)thT!\ 1 /<tC')th~<')«-))))
M)MMO=<M) -.j. -), tO'ttO~f'M)

ellllh I~iii'Il Il
)

M' /t'

0) <)S 0 a=jt<M(« t'O.s)) -)- C.S''t))t 0 ),1 MPt)0 <<Mf Mt'').h )' )«'tt)t )

Lt'<')i<'oi')i't(')))t-hnot,!p<)u"))i<ot)u )))))'<)oh'')'' ''th-ontttit') !)<

"i(~. 1.38). !)<*):)))t)t~ti<)not)))t xi )t'<tVi)t)()m)<'i)t'f.)(!)))t)('))t')))')'f]ua-
ztonii)) [t'))Mit)i)t)j)).itfO)-f))tM)f))ji<<)))ttioh<<' .~if).f.s't')-!l) <;))'' il

sfM<'))d"t.i)M'f)&))tni <)!)') Htnite !)pri)))'< (''))<)!()) d<')))i)ti)<)t):u)')"
it)t)<tth))"AKtti)0<!)x==l.

HHMi <!)t)(!«))()ft<u'vattu'!t!<<'ti'!i) '('')! t'H<'))''f=='t;(Mt.

()(-'t'<]ttt'atH<')ic«idi(<<tt))))t'")t))'))M(h')B"))ne))Ki tt'<)V)tpt')'t')it;')i<ti

<<H)n<'c~)(d<)tip<' ·

1 11 (<M*~ t<)st~O-t'S)')~ 's

p'a~'M' &'fM.'nh'o~'T)
r

indi

) 1 1 t oo~h' o

p'e' R' ~j-'(st.tt))')-'CM'~

i)n))qn«: Me<«eo~M~o <~o B~ < c~'M~ ~c~tc) ë== <-«!<t." MM~ n

ceM<t*ot'e~t~ <c cosh'a < ccM<ro «/<;<t/eM uoxh't)~- «t-
f

J~MCûWc<cMMPe<Mt<?)(* 0
== a

!~ot tt't't!" tipo (~) «i trovo

t e=
A'<

r T==KCOS))')-t'Mfn))0 a
!<'H )t' S~h* ~M't



<;? CAPtTOM) XV. x. !M(t

in'ti

1 ) 1 ~'+a<'))h'~

R* P't K" ~"))'~ !i:
i

<t~ << <<~ U) t c~'c«H ~e<M!e<<c<6 == <;nttt. ootto « c<H<t'o t<<eo~ (p«-

ra</e<< a«<t ~eo<<e<<o<tsa K ).

Un' ittttK uotevoie ))r<rieM ttH))e HHt'oiJi tMt'ttthMfet'iobe ai «ttio-

ttf ccrcttttd~ )« equaztoni ixtrixftechM 'tt'Oo hx'') )i))«e iMhttoHotw, de)

primu o d~! Recoudo oistonu, tinef uhf ttono in <:i))acnu aiatotna fra

toro c«NK'et)ti. La tomiottf di una ttUf tiuett è costaut~, prociea-

)no)t<'

~t-1
'r t(

« ura n<- ctdcotimno h) Bestonne–.i)t ho~tooe d«H'ar<'o a oaMt'van-

P

du obe qucHtK f~no~HM )a corvatnnt gcode~ot. Preudiatno por es.

t'aaintotiMt M–e per )a duale abbiatt~ dottu (t8)

H«

<' p<'t' ta ctttVittttt'a geodetioa (dtdtit tbrmojx de) Bomet, o an

P

che dMDe (a))
·

i1 11
J"' J~ 1

°*' tt ~w <)f i'

EsegUMUdt) il netup)i'!<* on)oo)«, ttovituno pet' il tipo H)

== 3 M ~M( )'« ), <'<)N'? ===e~

P
= 2 /Il dit ( 11111),cuu

=p At{

f nt') tipo U) invece

)
== 2m <:)t MM Mt==/<

R K

Le astutotiche deHe eticoidi ptteudosfenohe ba)U)o dmtqnf te aqua'

xioni intrinseohc



t~'t'KMMOtKEHC<Mt)At,tA CURVATUMACt~TANTH <it~!

JL~. t.. L-2M~(m<), tx'ttijM.H)
T tt p

~2M«'M< tn.-tt.ip..(~.
T K p R

S« Mi <!<t))fronttt)'o qopHf t'<a'to")<'''<"t qtn'ttc dxtc <):) H'')'t))i)f ')

par cMnttt<'r)i!Z(tre le fbr))(t< a totaiouf c<Mt«)'t<' {dt'ttu cK~'t'a <fM~c«.

si vede che ease ooixotdo))~. Dm)que: le <!StMto<'te/fedelle <'<<w«<<~<'K

<~oa/~<cAeMMOeurve e<e<MeA<'a <o)'«eMe <'M~<M<e;fteff~'w o</K< ct«-<

elastioa a <or~oHe eot~M<e, per e<'Mf<t)MM<eM«'(e f/tc~<<a/<! f<<fo<t)<'a/

~MO<tMC,~MM MK'eM<Wt<~<fpMK~M/WX'a M<CM!nM<ff~C~MtM~tMf.

b) J~Mcet~t ta CMt'Mt(Wt'<tcostante pO&t<<M<1-
K

CooM !«') caao precedeote t<i vmte o))<* Ztf <<</f«'M<!<~<'<«'<))<<<!<<

deKa a/~M'asono <<<f<t</brMa(<i ~t JKoMte<-J!«ed! ~xeMe ~t t~<«~'«M<.

Qneate forme (il rotazione già psaxtionte a) 1~0 <' c<)))t)M(tdi

stintc nei due tipi 'tette Hg.4* f 6*(pt'g. 348) <'<mi8))0))d<) ))f))<'

for<n")'' atma)i tt pn'u'tet'e

<toah~== <<K aetth
6 = CM

( ~n

forwule uhe

A? \/t

al

? '?

ulFUtrc'formote che <'urrM)M'ndotx' prfeiftMtoeott' a) secondo tt<*i tipi, ox'otrc

il primo HMne ottiene po' trHsforotOziouf di HaxxidoktH.

Le eHooidi a carvatura coattUttc poaith'tt risnttHtn~ doHe fot'too)~

précèdent) cou trast'onnazione <t) Bonnet mt)t<n)dovi u in «coio–

–~aeno (oeost.). A"cha '!i qm"'t<* ftionidi ai htumo )<' cqHMzinni

in t~rtnini nniti per funziofii )'))ittichf!, otte nel (Mao tttttmte j't'ro ncn

degenerano mai in ciroo)))ri.

~6L.

Le superftcte pseudosfertchecon un si3tema d! )!nee
d) curvatura piane.

Si ottiene nna interM'Mtnt.p <:)asa<'di aupernoie st <-)n'vntnr)t en-

atattte oercando IN fmperncie d) qt)<*8taapecie <:M) tnx'f di cnr\nt))):)

(*) Murqnetqaee applications des fonctions etUptiqxe* (t'ttrie G&uthicr-Vntxrt

t886).
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)'i:HH))t)ntt'tist'')n)t;tc('iic<'hti')t')J)hti )t(t)Mt)'~)tt;«Ho appu))t<' a

<)'H'M))t<')!)Sf<t'.

St)p('t)))iit)n" '))<)))<)i)))ttchc si trotti di nux HM~ttioic tMcud'taf~-
) ifa il t;ni rx~i" axsmnhttno ))f[' m't)))))icit& di HOt'tttunt == 1 eU

!'bbi<).-<j,st.<)n<)<))t-(i«).(H)),([8")

~<' == t-os' 0 <<«'-f- sen' 0 </f'

~= KCft' 9 (<«' -T- C<t!)' 8 <<p*

'\=–tgO, ~==cct0.

Kd')tttM))(t)W))iMt))o')i)'ittc))<i)t))i)teotU cut'vittur)ttti un si'

steotit ;). c. h* e~.cost. ai)U)o (thux', pe)' tx quat cosit ë uoceftMftrio

<- sufUoit'tttt) <:hc !(' toru ittm)i){{'") Hh'riuhM siatto eit'coti. Ma )a uur-

Vittom t{t'wh'ti<;a <U qu<'tttH tioet' È (sntvo il tM*{{)tu)

u

1 ap
a IIII~tif

2

scnO oc <)f

ta CM)h)ixio)te i)))po8ta cqui\t)<' !<))'Httt'a che qm'Mta Min noa fuu-

xiuot' 'it')))tMoht<<ti<~8i))bbia

~t!
(BO)

f~xC)-~o;
i

il )))'oh)ema )u'o))«ato è oos~ t-i<'o)nh)tt.«K tn'vxre )en«h)!tioni«o)ttuni

Hq)teat!tMt}))ai!i')t)<'t)i!<t)<:ondf)u)-diHCM!))t'a)tnt(n).t))tCt{r)(nd<t)M

(30) id'hiium)

9 t7+r i'
tf{ ==e8

i!

<:ou U t'ttttxiottt* tH M Mftttaoto e V di N, (!<) oui

co~ 0 tgh~ (U + V). L

co8h'()J+V)

= tKh'( U' + V)~+
coa~(U-)-V)



SL'f'HHt'tCM MH(~'M!HM<'HH C<W t'N SMTKMA M HXHH M'S

Sie'xMM MtM!n)!hnMOit t'xmt «vvio d~He <M'nn'di rotuxiuxc f (t)tht

ttinètJ,Vt<f)'honori')m'H))) contt)))ti, pott'f't))') pn'txh')'' V

cotMo uttovi pttrHnx'tTi <' xcrivcre il d<* sf'tt't )t) furnot

(31) ~=~(.+.)~+.~ l~t- W nHlr' ( 96 t· )

ttvc))df)ttinn<n'')t))ditMt« oo)) {~V'ht<'<'tH)xi""iri')"'t.(iyn~nt<'<!t

K,Rt'atM')nt'!))')'itu<et-))et!)f-ttr\ttu)t)K<t<'))a <)')))tt ')itt'<')'fn-

xt!)te C3t) è K 1 il '-))<' ')&

(V v' D 0')cuHh(M +f)=.( V* U'+ 1 )~n)t(« +<-). ·

8'* ))('t)i))t))u

==?("), v'=='Kf). ·

ta pr<'c<)t')ttpsiM'rive

(3H) .==2 (')')'+t)tt:("+''),

e' f))Ceu'!Mit) (~UMt.Mp. c. o=)MMt. tx< r)H)))tt) n))'<.qtt!txio))e titx'o'-e

df) ordine lier y («) che Hi itth'gt'it anbito c ')A

(«) ===C Aooith 2 M-}- BM'tt!) 2 x

<<8s<')tdo A, B, 0 cnstMXti. Dopt) ciô, aostttnettdo ncttH (3~)Bi«ttieue

<))(<') M= A eosh~f+B~'oh 3e~-C 1

<' tutte )'' coudixion! xooo 80<)')iafatt<<.N« coootndhut)') 7«! pt& ye-

M~)-«~ sMp<t~e<epMK~M/'cftc<t M~to R J, con /~ee cKt')'<t<<nw

w jxatte, è <M<<<! tH<f<H<eo<tMOt<edalle /b<-ato!e

rFx' ( u
'C!-A's))2M+Hsc))))2M u

1
_f__

t'<t.))'(K-) Arui.)h2')-Ht)t'))))2c i-C–1

(34) <
'== )--==– Kt'n)) ( K + f

e il <v~<Mt~eM/e </fWco ~<c da
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1 <<M*

'M) </<t-.!:3r~ (la
cosb~ ( « + e ) C A cush M-L j; aenh 81<1«

4- tfh* ( « p )
l'A ~ottb p + B wt.i) c + U 1

Si osst'tvi t't'rô subito t'hf i" r<'Mità <]n<<te sttpet'H'iit' dipendono

t)o)o da due cottt~tti arbit-ntric, t'"ichè OHttginndo «, f in «+A,

N–jijj/t coat.), ove le coHtantt A, B noM sifmo ff;< ai pH6

taudero ttu))~ atm tU esHe. Qu<'ate HHperacie pfteuttoaferitihe, vexoerc

t)eter't)inate tht Eoneper (t808), come te MttfH defot'tnate ()e)ttt afera

di oui al paragrafo se~nent< M ai dicono saperacie d' Kntfpp)'. Fra

caae te più aemptici, ttfuggite ott'Hnniia) di Exnepfr, oorriapondoHo

at oaBO A == B e furouo ftudiate dtt Kueu.

263.

Le deformate della sfera con un st$tema di ttnee

dl curvatura ptane.

tn modo afTatto Ht)otoa;o deternnoionw nna otaaaf di de~nnote

deïïa afem <ii nt~gif B con un aistetna di iit'ef t)–cost.di curva-

tura pitme. Facendo aoMcra R'~1, sn~ponittux) p. < che ta <tett)t

aupert!oie sia d<'t<'nnh'atn tnh'tnMOtmettte dattf fonootf ~46

MMb*6 <<«'+ cosh* a (tt*

r, == coth 6, == tgh 9,

easendo e uoa sotuziooH dettit (ttt)

~i 8M)))9 cost) t == 0
ai6' ~n.+a~l1hl)cHIIIII)=O.~<t' ~c*

Lo tince dt enrvatuM e==oo8t. saranno pia))~ quaodo le toro

im<Magini sffriche oe)

tiush* 0 ~x' sent)' 6 dt"

siatto ':irco)i, quando ai abbix cioè

e < 1 n

i,
( c:II_II ==0<<<)< <)' p<'



RMMMtMATE MKLLA St'~RA CON UN StSTBMA DI UXHK tMI

UNfH't

-L
,t:tgf tgh

~=

u.
~M~

àtâlt*

2/

t))qM),))ttHffra)tdM,posain)no)wn'e

'< U+V~

~"T-T" T
)'

'~c. 2

t

esaeMdo U, V t'uuziooi t'if)pMttivu)))e<tte di « )H print)), di f h) Kf'ontta.

Ne deducianto

apt)h9'–cot(U-4-V), tioshe– J
yaeli)à 0 eût t-014b0

seu(U+V)'

e= oot' (U 4- V) <<«'4-da' == aot' ( U-`- V) d9t~+
c.8'(U4-V)

formola che, eschttteMdo il otao <)) auporNoie di rotaziottp, e (i)m.

git~do i {Mnnnetri M,? putretno SMnvm'e h) anatogitt ~) pmHgt~t" 1

précédente

~«' 1 <<~
d<' oo~ ( M4- f ) -4-

0' 'Mn'(M-+-~

Resta aoto da deter<t)it)are U (M), V (c) in guisil ohé qoestu

abbia la curvatura = 4-1, il elle <tA l' equttztoue diNerenzitttf

)JO'+VV'=(U'4-V'+l)cot(n+<').

Frocedendo oone al pm'agrafo )H'<'oe')ente trovituno

)J* == B sen 3 « A 000 <f C ]

V~ == A coa 2 o + B aen 2 c -{- 0

cou A, B, (J coatanti. Pt'r6 ae eangiatOt) <t. v it) « 4- c A <'

preudiamo oonvenieotetoente k, M vede ohc, aenza tt)t«)')u'o la séné

rMHtà, si pnô t'ondere qui por M. A'='0. Danque: ~e/b<'M<!<e

della <f<t «««(tt'ta, ooM lince v=.OtMt.'° di Htee dt c)<f''<o<t piatte,

MKo <~<Mt<etH<f<NMO<n)tMt<edalle formole
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'/M* 1 <<P'
j~<'<(t<4-f) J-

i
tlH";l'ut' (te+v)

t{s<.t.R«–C-t i ~.t.'(Ki-piHt«'t)2c-C

(8û)
,.=- <=t).(M+f)

MttS.«-)-<-) )

t ~M* <!<
d/= 1

-l-i,(,~L.)–
)«.).'(« + f ) H .'< a C' )i B feu 3 p -f- C

.COMB,CctM!(aM«ar<'t<f<tf«'.

Beue inteso, è qui auppooto ohé il minore rH~gio di ourvatura

sift r,; attrimenti bi'<uK'"t sostituh'e a))t< HUj'frticio tHHuntraBfMDtmm

di H<M<ztdakis (~. 347).

~.353.

Lesuperficie d' Enn~per a curvatura coûtante
corne superftcie dl Joachtmstha!.

Quefttf superHcie d' Muoeper M om'vtttut'tt coshtntM aotto cost in-

trinsectunente detinite daHe fot'toott) xupfriot'i, ont ora vogUamo di

pttt aooenxttre ootuo )e tor" <*q'utzioni m tert))U)i Huit) ai txtnoo per

qu)«!mt.t)t'e (cou fttoziooi t))HM)oht'). Per qoexto cotuinciouto (ht)io

ahtbiUre )H aeKU6ut« toro outevutu propriété: fw c~«m<pe~cM<!e!<)'-

e<!<M~'<:co<tatt<e, coM «K <M~MM ~t linee oo'M/Kt'M p«t)!e, t p«!Mt <!<

~Me~<-«MM~<M<«KOper Mtt<t re«« j~Ma, c pe)' cM (~. 193) le linee (<<

c)M'p<~xt'<t<<eM*<t«t'o SM(eMt.tMMO<t'<MO<a<eMp~t ~<*e ot'<o~oM<t« aMa

Mtpe~ote cet cea<)'t <<t<<<<)Mt<t<«Mo ye«« /(««?.

Per queato comiociatnf) <i)tU'oaHervat'e <:he in o~ui tatH ttaperCoie,

onUû )i)teec==coat.)i om'VMtm'ttpitme, qnaOe <)«))')t)trc Histema

«'oost. sono la cnrvfnut'a geodetiott c<MbmtM (circoti geodetici).

Preudaa! p. e. il oMo paKn'tosferico doyc itt oondiitiooe porche le ·

tioee p'cost. sitmo piaoe è <)at)t da

t
t) i t~\

t)K\).<'))<' t~/

:1

Ont lu cnrvttt.tuft geodetic~ dette K'='ooat.casfndo dota da

P.

t t

St'ttO~«



MU)')':Kt')Ut)< U' HK~Kt'EM A CUJtVATUKA t'OSTAKTM (!{)')

)nct<))t))xi<tttt<st-)ittat'qt)h'tde)dt'!dh'n

f-'

l

)==0,
<p.

<ii6t-ht'dit))<)stntt''nniti)xi<')te; :))tXt)ifristd~udipiu:'b'e le <<Me<!

di (;<ff(<«)'« f!f «M fM~'Mttt <f0~tY<)<M(t<tMpMy<C«!M CM)'P«<«t'<<CM(<tM<<'

w~f <<'«/t ~w~fet, ~M<e ~c~' <t/~« «<«~tM<t~M« yt«t« e lit M~e<

/f(!<e «~«t'<<eMe <t/~<o/<«w <<t 7~««~e<

Dopo ci« ncotTiMtMMit) fx~tx'ttte teotem~ dot'utf M Briosoht <S~

MtteCMttMtdi OM!T«<«fMC </< KM««f~t'~OtC /tf< C<«<<Mt<<''~M il f<t~

<<(ot<fp<t<t<r<t~<;c<<e<<c«,MM< è ~c<'tf(t<; ~o~<(t w))<t x/efM <?< t'a~w f{

«Ae <«~«<t eWo~ott~Kt~e <« <')(~)'~<'<e.jt teor~<t)it ni stttbitisce subito

ncurrfudo ))))« o(Mt)'uz)ouf (li Be)tra'ni (~. 15S) ~'t- il oentro tti onr-

t'-ttttt'it geo<fetioa, "ode titt'))ht che ue)h< uostt~ Jpotcai tM Mvjh)~)tt-

hile cit'oosot'ttta a))t) supfrftcie deve xchttsi a<! m' (!<tHosu) quat~ la

<!tu-)t C tagtia ortog'~tthncnte le {{eueratrici, itHa diMtittt~ <t dei

VHtH<;<' )tt't <() ta af~ra des<:rittK co) <tfntt'n in (j'tfsto Vt't'tice e di

m~K'o ==« <atit'))« ta cm'va C tungu ta (ju-tto ta~iit orto~onutotente

).) M))))e)'0t:)p.

J)unt)nc )tc)k* HUjtprtid~ d' Enoepe) M om-Vtttxttt coat'tnh', co))''

th)*'M t'<!<'f<t.tf[ cut'vatHt'a piitm', )c a)tfe M'cot<t.fto!io tfw:ci)ttc

aojtm ttt'"t'c'))ht}:H "Ha aupet'tlcu',t<quit)diipia)t) delle p'oos~

)MH)H!tnt')n't'nnat'<'tt:t ti!<sa.<;t)eèi))mt{î0tteioe)ttri()<'t)e8f)'t'<'oon-

teno~i )<! !hn'f !<. )n tiotmhttiione: le SM~e~cx; ~oe~e)' « ct<)'t!H-

t)<t'<t CM~<M<eM~f<~eK~)KM alla ~«MC di Joac/<ftM«</t«~.

Ont, se si pan'm«t« tf t~)')(t«i<' o~tte ~tutti MbbitUtw «f)pn) th-C-

oito ittt<'it)xe'!))t))ontf qncstf Mttjx'ttttiit' t'on qttt'))<' ~num)) (~. !93)

pet' le supt't'Hcie di J<Mt<:h)tt)!<th)t)si vede oht* hastaoo qt)KdntU))ti pM'

ut~Ut'te )'!<)t'ttt)<iof)xio))e; onzi piA in ~"cn'te & fnoi~pt'uvtu'e <'))e:

Ne Jt <fM<t«t~e~cfe di Jof<c/«M<J!</«f/MMo note la pt'tmM e /<f <et'<'«

~b~'Mt~ /'fM~meM/M/< )'f/e;'</<' «Me /u)<'e f/t C)<rt'«)'« ~«, f), /« ~e/M'Mtt

H<~tOHedella NK~ef/fOte ~e«M« eu)) ~««dt'atKt'e (').
X<'( otft" d«))<* fn)'<')'Oo)H d'Houepct' M ont votant coMtttntc queste

quadrature pnrttunt )<<)<'fM))}!)Ot))~))itt)<!)x'.

(') V.' 2" edixinMo<)i.)))Mt« ]ihro V..) )I. MS.
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2<H.

La trasformazlone complementare per le superftcte

p$eudo$fer)che.

Ahhan')«t)i)H)(o f~n'stH t'<'cr<:h'' sopnt ch~m xpfciat) di HuperN'ih'
)t 'nu'VMtm-tt o'MtxotH M votgtmotu;) <t qtx']t)t ~ot'«t delle ~«~nn~tont,
~))< q'))t)MftO))<)<!«vut) i )m) imjwrtottti progrès) ))<'tionmdiodi que.
.ste HU(teWh-ie. Le tri~torotitzioui tii t'oi vo~tiittou ont <M<:ntMrciaono
di nitt.t)~ bett <))Vt'rMM,oottu* già ab(')tt)u~ )t<!W)n)t)to )t) 249, ()«))e
tmsfurtttKKiottt tti Bonnet Lw, o ()t'Ua n-MSt~rno~ione tti HtMxxhtkiB.

QufHte u~ito< Mp())i<-ate<n! mot at))«'<-H<-iea cm'VHtttDt oostaote

Mott), nH f))t)))o t)p)'iv)t)'e sottttttttt un ci<')u ehinao tti w' t)))i HM)«'rH
oie, sicchè ta trM~t'tMniiiutx' <)i Hoxoet Lit', t-ipptxtft Hopm uoft qna
)un()Mo Htt))prfioi<' det cie lu, cottthx'f :ht on' tt)tnt superacie ttf) citito

Hteaso tnve<'<* )<' )m<tVt' t.n'n<'ot')t)!(zioni io vistn pennettono tt( dû
'tut-rc s<'t~prM ttttuvf snpcWioie, ))Mttft)do <)Mona inixiate xotn, <' in
rroth!o«))o oeth' con-tapoxttmtti aohMioni -tte ~nazio))) f«))(hm)f)tta))

(H), (Ht) (~. ~45~ 246) «)) tttUttp)-)) Mt-bitt'ariu <H coMumti xrbitrttrip
~HenxiHti. Hsfte ooxtitmst-ooo ill sostttnxtt dei toftotH tti tM~'a~o~
<Kcc<!w«p~ed ~Mm<<<«<tpf)- ~test~ f(tuaxi<'m, u~t'uti ohé ai eaten-
.tono )).)i .t tt)o)ti8sit))i «ttri pr.thtt.u)) .): ff<.o..tt.tt-i)). intittitesitnMte,
f'oma VMtreuh) in H~xim.

L~ pritxtt di qnfate H-a8t'o)')t)i<xion)che si cot)o)tbe s) rifet-i~ce a)ie

SHperacie paendoNf~riottH e port!) il omnt. ()i ~-<fMt<!MOtM ec~
Mt~N~ ('J. La proposixiooo i'u)t.)t<t)tt'))t)))n n'tHtivH è ata~ stahi.
tittt a) 170 ne) teoretnn

tS'f sopra KM<t«Mp~Cte pMM~/ft-tM <t CCHAM~-« Mtt qualunque
s~em~ ce' oWcMMjyeo<~e<(e<tMfM<«~<tM<M<, <Mo~odei ~<M-oCM<W
di CKt-Ca~M~~<M~M<t MK<tMMOMsuperficie pM«~/f~-M< (<~eMo<<CMO

raggio).

Colle MOisionid! Keonx'triM tMftutoHft'rx:!) (oox.fthttideH). ttuquiatnt~
al Capitoto p)'e<!e<)e.t)te, poMiamofurMOthu-o il )-)~))t))tf) collet coatru-

('~ ~'t<Mt< traftfMtxxztone veone )nt.)-<«t..tttt tx-Utt tMi <t'at)i)it)t!!).)ne deU'tmh.tt.:
RiMt-oAo MMe Mpfr/tofe a et<t-M<'«'« c.t~tt<e. Aonttti della R. Senota Noftoate 8tt
pt-ttor. di P!~ t. tl) e Math. Am.a)ett M<). XV! (tX~. per ). retazioai co.{)i
aoteee~ent) rionttftti <)).vati tt Kft.Mocoor Cf. 257.
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XtttXt' <S'<t MMff~M/~t'/t'CK-~tt«<0~'t')'fC<t M di !'<t~<0 K <" <r«<'t.t MM

~M«<M«~MC««ttesM <c o!t ~fu~th'cAf <y~<n'«M< KW"MM MOtteKcMw,

e ceH~tt~f le t<tM~«(f n ~t<M<e~t<~<f)'c/x' x<'pt'« MawKa di MMt.

<t p~t'~<f<* ~<t<~MM~ M <<tt'«M~<««C uel t<;MO<(t'MO det pHt'tttMMMO,

si ~aec/<! Mo M~tMOt~ co«<<tKh MM'== K <e~-t( 8' <Ma~fd~t
M<reMt è MM*«<« )(K~<ct< ~t-«<~f/'<-t-«~ <<o ft/etM r<t~<'< li.

8«))t<itt))t't itx<)u<' ch~ )<' thn' st)))f)'tit'i<' )'m'u't<tnf<'ri<a' <!<)))'(<)<)-

tMR'ttttti 8~ !*4'tti tx~i'nu h''))'' (tn'th'Mitnf (!<«t')ixn))ti('t't)rnxt)to)t''tm'

ftthtft <!<)' t'\o)ut)t t)i )))<« sojH't'tteif cfm

f.=t<.

le <:ni ))o)-t))!t)) mxx* )~ ce~ tttn~cttt) costruite <)))<'t:ti<Cjydi S,
<<pet- lit tt)<'t)<'t)iu)'t t!){:i'))n' )nvHu)tp!U)o pun' sot'n)8'"tt siiftemit

<U geo'tMtiehe di S" pamOete oe) «fuso oon-enojidfo ('). Ricor'Hit'

)no ittottrf, diu ? tOO. t6t, J86, e)«- <)<')),( corftHpomt~ttxo fm le

dne a)))'<')<t(!it' ('omp)('m<'))t!)ri S, S' hanm' t(K)g« le 8~)<'t)ti xkpt'iwi

prupcietà

M) &))'« S, S' <! Cf)T/<~OM~OKOle /<MM</< CK!'e~Mr<t.

)') <t< m<'<'f'~o«~«n le /<M~ ~M/K~M'Ac (f j<M/m« MMw~)~.

<~ /ot co<')'M~oK~<'M~f/r<! /<* <t.«'H/«'A<' A~ /</cjy<'~c/' /'<'eAt ejj'M«/?.

2N5.

Le formole per la trasformazione comptementare

r)fer!te aile tinee d) curvatura.

Aodiamo ora a t'icctt'nt'x le f«f)))o)t' pfr tn tfft8f")))tt)Z)<)))<*co)))

ptetoentttre t'iffrendo ta snpt'rtiox' S psf'ttdoMffrit!!) inixiatt* «He aw

)ineH di (!)n'atnr)) (~. 245); f )'p)' qucsto ('otHhxtitUtf in o~ti pxnto

M~(K, f) d) S utt afgmfttto MM'.='K ttt))gt<nte!d))tS)))<ertioic,cet.
tttmtto di det.ctXtinarnt' /'o)'<e«~M«)M<' in ~nisa chc ta sojtO'Ht'ie

)uoK" ')''gti fan'ot))) M' tot'ehi )()):t su!) v'tttt in M' il <h'tto sc~txpnto.
*'<! ~bbin ht soit <ntfn)tt)e ()'of))t'))')ic't))U)' x) ttcHo )}6g)nento) dht'tht

xft pitUt" tangentp <ti 8. N"i !<!)p))i!)t)«'tf"~ ohf questo f (xtM'ottth' tn

(') A ftCMt)"di eqxhoci 6 hene t-it'ord~tet-he qMeste ){e<)de(if')x')ntn)tf''te <~S
t)0)t <!0)'ft~oM<te)tOttfte cet'detit'he <)isi. f)))''en<'fttte loro )in<x'ft txo~ettti t'<t.

Mitt~to.
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~')tt<tf)i,)nfti(:a)m)Hs<;t!"ë))t:i)n'.tm'.ntth)m).t totuVit t'tmtt-tottte e

))at'isut6Mrtt)m<)tm<n'iH)t"))h'd)'nustt'!t~t,t)Ltn t« )tm)))h-tttft).tt),c)

m<'gH!))at.)t))t)tr!tt;)'Mh)ttr<'ce')etttn.

At)Mmt)i!Unoo«t)H)i))uuKH'['t t'i)H(j[u)« ~==!,)(M,<;) 't'imittH)tX)<)))(t

'tf)n))j)pf)t(tom'K)))Mntt)MM't<nHK)it)''t'<)i<'t)t\itttn'.)<'==<'t'st.fti8,

!<t<!t!h'<i<:()M''ttt<nt)ir('!t)<)tB<t,d(')<h.tt<.Mt'{{)<)"))tt' MM'(mg-

j~H)dt'))!t<!(H)t;t-m)nzit)'8<'tht(j.-tt'<'riC!t)nttm)tttt)

(37) s == M~ ? X, -}- ~'tt <c X,, K) <M y Y, -{- seu ? Y~ oos ?Z, -}- wn ?

e)e<:o')r<)matM.t'<iiM'ttinm)Ht)

(38) ~=.t.-t-R~ ~=:y+RY;, <'=~-rR:

fVVt't'u

(38*) .c'=.)-M(c.'s?X,-r-sf))?X,), M-o.

te f)H!t)i ft)rnxt!e dttrtmn" h' M()m)zin))ipttnutx'tt'it'ht' '~tttt supt'rHcie 8'.

j~rivtux!)) !)ppot'to ad M, )', coH~ t'ortttoh' de) qnath'o (A) 345

(t'f.<t74).tn)\'im))o

=R'()af)–M<'n?~t-–)X,cu)t<)'t-X,–<!o8?Kt'u<'X'¿'/ iC da 1 dO)]
X +

( aa< êi )"
X (1'

t~'
=

'[
I!O/l0 111'11

\c« ~e/J
'1

\~M c~/
I!IIII<9IIt'U

(39,Ri
-J~+-

X.+ Le.+. (~+'~X.-
if' ~</ ) ~CM/J

-j- HO) f (!0f<')

X~

f))<tiou)))o con )tc<'<'t)ti to qu!)))tit& t'etative i)))Hsu~et-tiMie S', dob-

bjtuno avère per ipoteai oho i ''oseni :)i 'tit'fxitxx!

A~ 13,

de))tt sua t)ort))tt)o <!obbono eH~'t'c 'tat-i doXa t'ut'tuota

(39*) X/==Mt.u~X,–<!ua~X,.

ad!)Hea)tredueat))t)og))f.l'ro)ô)tt<hb()t)ovct'it)M<trs))c<tm.' coi!-

'tixioni
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MX/=0, 8X/ ~==0,
e'K c"

te qnutt, OittcohttK <'«He ))t't«'Md<'nt;t, tt&otto nnhito il aiatema t'unda

tncntata d<') ?)-))« ordim* oui <ve Hod'ti~fin'Mlit fnoMotte inc<)K'"t" f

PT f~
~HII ~QJL =; t!<M6KH))tf

C~(1V)
60vo

aeu 6 eu>s~.?L -L- ==: «<'« 9 c<~y
~C ()M

QucMt.f Hooo le eqt)ni!io)ti <t)Holit pt'itoit votttt <ttt Durboux, ootttu

''8))rHt<niouH i)))atiti(M 'tf)!a 'm.sftft'otitxiotx' f:))t))))tct)t('t)ha'H. Si ofisct'vi

itubito oh« il aistatoa (tV), o )'KjU!Mon<' !t dia't'rt'nxiati tota)) pt)"i.

V)U<')'t<' pt't' )Mfu)'Zt'")f ))tfM~))it!t <p

(IV) <~ +1- c'M fi f '<« + ( °- s't" o oosf ) </t) <)

t)P C~W

M)Mp<<'<«MM)t(etN<e</n<M<e,i<))))tmto m K' c)~ fq))!tziunf(H)oui

sod<!iat'n 8

~e ~')
== SOt 6 «os 0

~e*

ed nuzi 8t denvx ta )nnu:t ttfth' (tV) rHp)'")-to ad M, )a secooda

rappt'rto a v e si soLtrac, viene fut <')i))ti))at'M o, e M vfde ctn' !a

fnnzione 6 a))a Hua vo)ta utta s~htxiMte (te))a tnedcsinta Hqua-

zioae (M)

(¢p)
~t ~?

~m·n cprxssp.(~0) –t=,Ht'n <)<<!<)8
OM* CO'

Inottre 6 'h) osscrvat-e cho prcndfndf) p~r inco~oita in h)OK~ (H

A=t~,

)ft (IV*) assutne in A ta forma <)i Riocati. <*basta qnindi t'otx'~GDn'

una aotuztoue pattioohu'o fer dcdurtte ht ~nerate oon qnattritturc.
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~.2M.

Vertf!che delle propftet~t della trasformaztone comptementare.

8uttpo))i{ttfi«<'hMper~fin prefM mm delle <?' H~nxioni <tet)f

(IV), e MU'Htttno a venHoarc bhe Ist MUt~tHoia <<ettoit)t paramc-

n'i<M)et)te <))t))c (38), è p9eadonH't-)c~ <teUo !<t<o rH~io R e gcd«

t)itnttf)eattr«pr<)pt'iotAaottnts<'g<)ntate.

ttthmto le (39), osxervtnnto le (tV), <!&uno

bit,*
n OCIISop1 eOH0 (CON X, + aeu '1'X,) 11(>1190,X, 1

t~
–R cfM~)<:Ot)e(cu8tX,-)-8e)t?X.)*-W)t9X,)

(41)
i 9./

–Rwnvt~"9(oos?X, -)-8Ct)?X,(-ooseX,},
ce

(tacui

8~~)LB. r .=0, 0,
S~.Y==R'

\OM/
CW df)

1

pp~r t'ftftnetttotineMe di~'

(42) =- t~ ( .;«a' <<)t* aen~ ? ).

8tt'ccmM -)) !«x!t)iftt~itHn (tH) (nt)~ (40)), t'esht gi&<'onfer)))<ttoohe

)a 8' è paeudoaferit'a 'ieUo stesao rugifio R. Se om deriviamo rap

porto ad w, f i vatori (39*) t)i X/, Y, Z, avendo riguardo aile

(IV) <*<<ntte (A) ~46, troviMmo subito le fonnote

~X. )1 o~ <-X' J o~
h

tg
= c<~t <p

~M H
b

~Ksi CC R f/rv

le ())tati 'H)no8tr<mo 1' eAe linee ~<, t'~ <OKO<tMoAeM<M<tS' Huée

<!<<W)'r<<~ 3* ohe t f«~ ~WKC~M~ y/, della 8' M«o

<==–RtKf, <===Rcot<p,

da oui i lI1,or.an.ente ~'=–B~.
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0

C'~tt<()m(ft')')t)nt~tit(tt'")n'int&f~§.2M.<*Mt vfttfidm's) <'))"

ttMtOt'* )"!f )«'~o )f e), )wt'<!)tè )<*fhtecxHitttotiohe « J-<'=:c<

t(–tt–tiOttt. tt) OtM')is)Mt))t)<HMtM) f' <*tt htttttX' .m'[t) dt f~

h~~h~z~.

U!d)''(4t)de')u<)ii<)t)")t'f)')t))u)<' t'))f')''Hnit)t'<))tt' MtXt'tH dM):

'tit'Miotti )<)'im'i)tit)i X/. X/ )"'t- ht 8,' nt~ qmtH ttst!t: tf~

))('r )6X/<tt)b))i))t))~t)q)tf)'))-'<

X/ C<'S8 <i"t< X, <!<'?6 fCt)? X, Kt-t) 9 X

(H~ X/ N6))0 t-tt8 X, -t- Hf))9 f)C<)f X, M)MHX,

X/:='Mn<fX,–co~X,.

8eu)')tt'()))(.t:))))di':h).ttm))f!C()t)t''U)ttttf<te)pt'it«o cot-

tr't <t) onrvMtnnt M, di S e oon (~ y,, ~) <)tt<'i)t' ')<') HeM'ndu M,

abbouno

x:, =:.< R tK <'X, 1 .e– K <'ot 6 X,. ''<'c.

o))'t<<t<ejsr')t))t'))<'tbnHo)'*

.c' == x/, = X/.
coa e "<'<'

ohf ci <'spt-itn<mo it teormutt segMcntf <<tMj/eM<talle ~Hce 00.

MtMfM e–tttMt. <~M« co~<emeM<«fe 8' <« 8 ~HOOM~Mola Mft'M<«/<'

<!<~MC~'K«tMH W<pe<~MMteM~)M<pt'tMMe MOOM~ ceM<fO~<CMt-M~M)'«

8. M ooa) put't' i 'tue nentri 'ti <!tu'vnMr~ dotia M' sooM nei dm'

pant) < moontro della nortnate <)) colle ttUt~enti )'))e Hoef < 00

vatuM di S.

Si <M9ervi «rtt ahe le fortuote (IV) tti Marboux si potevMf onchf

acrivere subito ootnp caso pHrtiooture delle formole (H) §. 239 ppr

t'ttUgotoyd'inotioazioueHutte !)=:<!oat.~ delle gendettch'' di nn

')M~e~~)apat~Oetn uel xettao noo-enoHdeo e uel <!eb!t<' verso.

Tutto eio ai oonfertnn anche oo))o formote «e~uettti. Le tutpc in-

vihtpp~t~ ftf'pM 8 dtn n)g):t MM' dettu oottgrneni!)* h)U)on j'er <*()na-

xione diffarenzint~

(43) ''oa 9 HHny ~M oen 8 cox ~)' == 0

« eqnMione diffarenzit~e delle toro trajattorh' "rtf~m)!))i (ot'icicti

))arat)f!!i)ëquind)
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(44) c<Me <:u(t <ft(-(- sott 9 xt'tt du = 0.

A ottuw dette (<V), H pritu') )m')))bt« di qm~ttt 6und)trere))ziato

ettatto, e poxtu

<j)== ( eoa « <;<()) </<(-)- sfu 9t)"n<f<<)'),

pei piu'moetri <)iT''t'et)}nat) <)i 'j<(<ispetto at <<<*'H S) ti trova

~-1, ~~==-t,

qmudi (pttg.131) ai hit un t'iHtore mtegt'~ttt.edet pri)no taetubro della

(43) 'tttto da e't' comM si vft itto~ noche subito dit'eUMtueute. Ponpxdo

t e' ( t!«a 6 set) <p dw se)) 0 coa <!c),e

ue t'ian)t)t

oca eooa y <<?+ afn 9 «en de d'j)

coa9 xen <<M a<'h 9 o<M<)<<<e.B.e" ttï, r

onde qumirau<to e sotUMmmto

(45) < -= co~ e dM*-}- af))' 9 de' dt~ -{- e

fbrtnobt ohé poue appuxto m évident il <h" UcUn 8 riferito ttHe

geodefiobe pamttetH t==:c<Mt. e't orinieU ortogomti 'j'cost.

SaUtt snperUoie omotttMxxiottu'e S' l' oqttaxiouo diNereuzmte delle

geodettuhe pttrttttMtc, otHtttiche deOn outtgrtmnxtt, È )nve'!t)

aen 0 (:<M y<!« co88HOt Cfde 0,

e qui il pfittto tnetnhro n)))tt)ette il t'attorf ixttignmte e' Poato

st ==< < ( aMt)« eus !p dtt coa 9têt) df ),

He vienM )n formotn )t)))t)o~ Mittt (46)

(45*) <~ ==<a' ?t<M*-{- MO)' y <~ = e dt,

In Une se cMtûotiinoo le dt:r!vnt« t'Mp(t"rt(' 'td et, e de) ccaeni <ti

direzione t), dei rftg~i de)))t ('ougt'tte))!!it(t)ort!)!t)t')ps<'ndosferi<Mt,

abbiittno
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t == )),;{) .t)' x, -{- t:«x e xt't) y <'o.s y X, "f" « o"n X~
<~Mt!

) <)<?

xt't) ?sft) <:<)H X, St'tt ? <i«t'' X, -}- ''«s t'Met) X,

ttquitxH

<<{'+ < << <= ((!< a sen -t <<« tft 0 'M'a <<f)* 1-

( )«'n &<'«!< du <f '<t«itt y de )',

od imch''

-j- << == e" dï' + c ~t,

Qnest)) fxt'tnotH ci 'M )' <<t<*)nf*')t')tiotiuro xt'ft'iMu tMp)n't't)<'ot'ttn'<'

)<e!)t< e<tt)t!n)''ni!a ps<'mto!*fMi<])tm)t't)t))c riferito ttHe it))t)tagit)i T. t,

deUe KVttup)))tM)i. Qnest.e tinef, cottforox'mft))'' «))e (M!te<'vnxio(ti itt

dne a) 182, dividono )a ttfertt )« ret-tougoi) inOuiteaint) <)'ttrot <:o-

ataute iovwstHxentf 0! "t*t <t)-tot;o'"t)e nnUn Ht'fï'tt ')utMto tU

qufabt proprietA si ottieite <'o!)e formote Ht))K<riuti.

M7.

) sistem! ctcttc) d) Rtbaucour di raaoto costante.

DtXf pt'")t<-iHt&'t)'t trtmt'trtuaifiotM <)t))t))t)etu''t)t!trc xoj)rt) MttHHatf

r!au)t)t ot'a Mvi'h'ttte ohf )<*oe* superMoif 8' cotn)))H))x')tt)tt'i <)i xua

tnedeaitMa saperticie jMetxtnat'Mrx'H S hxHfto p~r tt'HJfttori)' orto~rooK))

i eirco)) ')i ntg~io R tntcoitt);) t)ei pitmi tMogooti <)i 8 <'o) t'ontro ne)

ponte 'ti oontatto. OrM t)it)x'st.t'i«'))<' chc qn~to co* Mttpt'rtioie, iuaie-

me colle ttuperOcie )n'~o <h'i 'tetti oi)'t'<')i ttasociftU h)t)K<' le !«e <!i

eurvotum della 8, 8t)p<T<toiMche di~tn" rmp~t.tivttm~tttf X,. X,, t'or

tn~no nn tM~M<t <ftp<o of<o~<ta<e. totxoto ht Il tuo~" ')< c't'coH U

h)))~<) atm tinett di etn'vatum w–fxtst.)) 8 monstre q)t<'sH chcoti

per tin~ di cnrvtttura (~. 194), e )'' s"" 'torttttt)~ in o~tti punto M'

<ti C è la co))~iu))get)tM M' e')t prittto Cftttm di <'t))'vattu'a MI de!)n

8 in M, 'iioe è pr<'ei9nmf))t« (~. preo.~ ) h) tMn~<'))te aUM tioen di

curvatm'a ? =-<!t)8t.~ detht S' naceott' da M'.

Pft' ta atfma t'agiotxt la Mormate in M' ttt)~ Et f* t'ahm tangente

pt-incipt~e M' M, dt'Ua S', ttopo di chc è tmutifMto obf le tre super-
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ficitti'{'u!<cfntid!tM'M'i')('f'fit).<)t~~)t"}{'d'm'ntt',)(!)ot'o
tre tt'tttutttt f«rtt)«Md<' t<tt Niedt'u trit'ft~h~uJM. juotttc, ai<'t;tn))f atta

tittHM di cttrvtttont dt S <'«n)t)(M))f<hw' )t' )itH* di oxvKttun'h'OH!
ni vde ';he )<<tr<' fx'rif tti .~«pcrttoif H', M) tittftittou <ttutu.t.

tn''nta))t))(!~t<e'ti<!m'~ttm'i<.cf))t{«tt«fM<<:<ii<<br<' tMjn'ttjH 'H

Unpm .tui sjstfmi trifti ')) t<'(fttft)i, di <'td fi occuj~'K'ttf diH'ostttneotc

))) Me~u'to.

Q)tenttsit)<{o)ar)M)i)tfM)tn-t())inft<tj.fo<)a)itCUtt ))tM)«'<if<iis)))«')'-
tiuit' p8eudoittft'i<:he Ri )'!tj{j;;i<'R )tVf«tt p<<t' tf«jettorie ~rtf~o«a)i dei

cirt'uti di qm~ato rat;). t~ron" scopcrti <tit MihHOt'otn' nf) t870e t<)

<tir:ittt(o M«~<M<e«'~c< <~ ?&«)«'<))<)'<<f t'a~M ctM<<~e.

AHe (ionHtdft'Mitioni ({t)<ttn*'tri<'h<'fupft'iori si poo mtt'hfi sot)tit«i)e

un bt'ove Ma)<'o)o,<M8Ht\'t)n<t<'oh<' se si iodicH <;mt M )a c<Mtaot<' H['-

hitt'm')!<~)Mran)ftt'oGhetti;u)')t))p)t)tMf')nxi<'))''?<)''Ht'(tV), )<<for-

'notc (38*) vettgotx) M ()e6)ti)~ )t<coordiHatf .< < <' di m) punto
')e)t<t itpHzio esprfMf) per le trc VMrittbiH itx)!pendentt «, c, <c. Mit

a))<H-!t, se a))e t'ortnotH (4t. f) associnoft )p Kttrf t-ta' (JHnnc te deri.

vttte <)i x', y', 2' rHpjtorto M w

<<'
-==R(–<'n?X,f'fX.)

t.a7r.- C~rr·.

t'nt<i.tft;«).()'t~e't)fttt<))i)<e:trf ~))«'<p?)X)oit)C<tur(ti)t!<t<'«,{',«'du

(~ ==<t-(<t-

s)t,)'"V)<St)bitt'

dx' Ft' cuxr drr3 -seu=cp ü7·~ a j$ rh~,atR* cos' dtf sen' <?<<)'' f f/i~ j
\oK'/ l,

thr<t~)« cf<f pot)~ !t)'j<))))tf ))) fndenza il Mis~toM tripto ottogooato

()(,c,M').

Un csfmpio p<tt'[i<~t)xrt) ttotfvotc <H questi sifttf'oft cictici di Ri

bancont- si ottienf «~tnn~nft~ per soperMûif [MendMaferiHtt inMiatf 8

<!i t'aggif R «fta qotthmqop dei trf tipi <)i rotaxif'!)<

L<' oon)p)etn<'t)tMt-) 8' <)) 8 sono )<' tt-~jettorio ort"gMM)i dei fiir-

c<)!t C di rf~gio R tnx'otitti n<'i p)!)tti tang-ftfM di S <~) <:<'nn-« no)

punto di eontatt~. e !p onpert!ci« S,. X,, che comtf~tnttM cottp S' i)

aiate)))M tt'ipto ortaK' ~mn t tno~t)i dei «iffo)) C )m)~n i pora).
)<d) td i nx'ridiani di 8. Si<'<'fm)e )' int<'rf aiat<'tna ciotico titom~ in

se per rotazio))~ attorno at)' aaw, e evidentf <-he in q~eato oaaf) tutte
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t<<ttp<'t-ttnie~t<u(Ht<'ut)K'M<'()titrHtM«,)Kd6pttn'Hvident''t'h(-
cia!u)tt ftopfrttoie S, mw sfer~ *'<d cfo't'o xttn'tttttf (tto) c~nU'udi

eurvatm-tt t-ftxtivo td pi<rit)t'd«). Duoqn~ )a H' htt tim-f di MntVtUm'a

d:nnsistt'ttm(t<'«=~t:<Mt.")trit<'c)!)~8«p)-itsfcrf' ''h'*tMgtitux' ad

itt~ofo r~tto lit M~ '-d hitttuu il ceott-o su))' H~f, huti )f )itK«' tti otn'

vatm-H o=~<M)'<L"' in )<i)t))i ))M' l' i<K.«'. V<'()i)m)o co!') ohé: Ae <M~<

~Ct< coM~entat-t delle <t<~e<c(e ~<'M<<<x/e!'<c/)fdi <'«<«2t<~te«/~Mu'~M-

yen~ «</<te/«Me ~< ~MMejw. ? pe)-<) vitibih' <-hf nott e')aur)H<:ot)<) ht

';)aNs". })«!))<) dipfndom* soto du nxa Msti)))te m-hitmt-ia fUf. Mt).

~.258.

Appttcaz'one successiva della trasformazlone complementare.

P«r tr'jVMrtt tK tr<t!for)Hatecott)t))'-tt)e))t:u'i8'diutt<t<))Httnnpct'
<i';ie pxemtnsfm-xia 8, huat~ (iOttoat'p)- tt'')):) S le )me<' ~tut~tXihf, o cio

ohc è to xtcMo avère )))tCt!rato t'equtMiottc <)t RiccMti <)<<oui )« t'if~r'-a

dipenth' (§. 339), oWMro il Kint'<<ttH(tV) 8.5<ti )~)H'buux.Atn)'n'tt.
diamo "rit uttit quatmtquf di qu~tf <))n)))ft)x't)ttn'i. six )K M~, f xp-

)t)ich!Htno tmovittm'ntu ta tra)!f"nnMZiottt) cotttph'xx'nt.ttt't'; siocotnf fut

le notnpte'neotitri 'H 8' vi è lu 8 ioixott' <h'i)a w'~tiva ~ott~ne
')i Ricoat! <M)fto'«;t(t)huufta sotozione tM)tic«)!tr< f ))< ~otMndf -<) ))H

t)uit)')i cott q)M<trat'<re. AI 'oedesimo rist))mh) ~i arriva oKxwtmdo

ohcM)si~tt'n)))<Horici(dip<n'M))e!)8u8<!orrMp')ndf))))))<)t)-ftta)<'si.
atetna Hopra 8' e haatftno qnind) qnadratn)« )'<'t' tr~varo le jîfodt'tichp

ttaS',(')d()t)0<Uc))<*Gitr<)vi)))n')Cf)t)8'n<;ne)t)<<d~i))wc<n)di!!i()Mi

corne pritoa cot) S. Ne cottotodiaux) oh'~ L' o~/tc~wKe i!KceM«)')'«

ed <«it~«f<t« <<e<~Mc~M <~ ~'<M/o'M<MMMeeo)Kp/e?Me«~<~ f«'/Me<<<'sul.

<<tH~ooMcceM~e ~«<t<fr<t~K)'e.P~r fit) ntodn, pot-tendo da axH .w)))t!i«))f

nota '}--=.<)(«,p~ t)c))' eqnaxi'ttte t'')))dfnn<'ttta)e (U), con ~t<«~-<t<)t)'e,sf
ne <)tt<'t)g<mo d<'H<' tn)ov<' o'nttettf'tt) ut) mut~t'o K''M"d~ ad tutntrio

di caj!(«M<t MMM~<tM. Il ri.snttHto, già a queato puoto ))<'t<'vo)f. v<')'t&

ntK*nxrtt)<'))tf p<'rfe!:ifmato ne) Capittd'~ sft;u<nt<
C!ot)fttdari!)tt)<)«rx in pHrti<'o).nt'o)it )')))xi'we t'r)) doe ~npxrMcip

psendost't'tiohe det-ivitn' t' uoa dit!)' attm ;M'r ntm doppia tmsfM-ma-

ziom' <'on)p)et))<*ntKr". Simm dnuquc S,. 8, dut'MOttptfxn'xtaridi mtH

(') Opp"re xi ~aservi che MutitteMXtx' .)) ){eo<)<-t)"hep)tMHe)<-,!« xeno' Mon-

ea<:Udeu.)t)-M.!i<tt<tt<t)8d~t))tti);)i)t)t)-))'<)rr'.(<<ei'.nt-&ttorn''KU'ftMe.

(')t~e')))tt')n)t~n-)t<')<)n(-cM))Miot)<'ti<));<htt'')!e))6font)u)<-a)~.i!r'C.
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)npdeni)H!tS,6))«)tt:)n!HM<t<!uhM,,M,,M'ttmtpr)ttt')ip<n)ti cor

)')t))M<t)dot))t't)S,,H,L<'duf))«)H)!t)ii)) A! M, a))e 8., 8~,
<««)<' t~nf;c"t' M,, M, xt co't'ttx; di rxKgio K <<f)tcritt« net pitttto

'a~tt~'t'' 't' H, f'd t'fntMt in M, f' h)""tttfi)t)o in tttt punto M. equi*

<titth<nte da M,, M,. Am))M)noa<)ituoxtt!(tt' ch* /<a«Mpe)~<'<e8 <xo~o

<<e<~MM<oM e np~-fftit/e ~w/~t <Mpet~!ctf ~<tW<t<ttC<tdi ro(<t.:<OMe.Per

<tneMto tMtwrviaxx) chc i nt~tt' MM~ MM~ <)<!))<-rispettiveMtngt'xexzt'

)tm'tt<t')t<ft'ti<!))t!ttt))-m!!H.t)it:))i(8,~).~8,M,))«))H' h'fH)d<'f«6t<)!,

'<«))o le t!ttt(fe))ti n ttue divers) sistOHJ di Kcm)~ti<'h<*parattete HH S,
« vi è (jxixdi Hna {{eodetioa y t)i M ftpptH'tt'nfnte ad ixohfdue i f)!

st<')))i, oioè pMrHHetaix un v<'M« xttM pt'hnc, tte) vfrn~ opposto )<))<'

Mecondc. Rituriattu) la S a) sistenw <)e))e ~(Mtt'txihe o==eo8t. nor

))):tti aUit fd <d!e hn'x t<'ftj<'tt.ofi<' ortof; f' t<' ')") tu «–0 0

'<)H )H Ke<'d<'tic!t onde il of~ ttsitUttu't'A ))t t'ornu' ipe)'bo)ictt

(46) =: (~ + c..s))' ( <!)-(46; d¡¡"l= du1 +
cl/¡.;h' lt )-)'

dl,t,

\M/

0('!t)'!tnj;th)M,M.\).)'i)')<'p)'i<)()td)')Htgt))o')tdi pt<ra))ehM)))0

t'<')i)tiv«!)))t)!(')<'t'H~t'dM)p))))t" ~t,)t))M distança gt'odctictt M

d!t~,)'!<t))!t<)H)))t)i(~2&)

<'os~=tKh)
( L

1~1I1i=

R/

A\'t')tdud))ttq))fi))'!icatoc"t)Mi)pt))tto d'itx:m)t)<) ()<'))<' due

nonnaH in M,, M,d)d t.rimtK")" MM, M x'ttMo~toiu M,, <'o)cateto

MM,==R f )'tU){;"t<' in M ''):)))do in) .i rifMtva

MM ===-J~ K cot).
~). )(;"SO! \R

Mit :t)'pu))to neXa f«ttt)n (t6) de) )H curvat~nr~ Keodetit'H
P..

dci oirc'di ){pottetioi M===oost." data <<

==-J-f-"Lp. R \K~

eioèaih~

p,, == ) MM
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t)i qui xi ve<h* cheit pmtt.o M f prft'ifMmfotf ittipottodiourvu-

tnM geodûtiea ')<'))« !i<)t*a Ms~tioxt. ehe p)t«M)tpft M, oioè h' ttt-

perM<!)e è la <!0)t)p)fttK'"tit)f 'ti S <t~<<' o//e ~tMMtf'/<e <-= oost.

oortHaH Mt)a K' ~) t~'i t<f"" "t t70 è ttuiott! ttjtpuntu

)tp)))icabi)o sn))tt sxp~t'timM )<'{{< 'ti <t)txi'")e.

Mi o88<*rvi oa che H<'<'«) <'<'nt)'" itt M ti) décrive ))< «tt'ttt ')i

R

roggio MM,== MM,Ht}{<=' qtx'~tft t:t\'))) to''t'!t it! )t. lu

m'ob n.

K

8,, in M, )a 8,, e d'attronde il auo rHggio y. t'n"a

seo))
J{

pre''isamente il tM~t! <*~) p))nd)t')f) detht aupt't'tioie )«g)u'ittt)it'!), (')

)Net)tt'«!ft8È lapiùgcncrHtt! <h'fo)t)t)(t.!)<UqnMta m)pcrtt(!i< Vt'tHi'too

a'hmqne ohé: Ne «<«« <M~«'/(CM~«n~MMft di <«<aj:w«' xi ~McWt'oKc

/e <e~e c/<e AftMKe< ceM~Wnei p«M<) della ffM~e~oe e ~ceotto «Me,

<Md< si cfe/ot'Mta ooMMt~Me <xpe~eM cite «fco ~<~oW< </et'e,

<'<av~Mppodi ~MMto «rc~«t ttt~N~M <~tff/'efe~*ot<t<f)M(~ <'oM<a~MK~re

di due «tpef~o~ ~MM<~<M/en'e/teS,, 8, eMMp~meM<t<ft<h «M<tM<e<?M<N«!.

8) :)}{~iuug!t poi che le asi)tt"tit:))(< di 8 cott'ispondt'txt tonto aa

qnt'Ue di 8., 8, eomn tt quette <H S, e pRr <:i<) 7/e afo'M~tcAe delle

due /'<!Me 8,, S, ~e~' ntpt/Mppo di s/~re con')'<pOK<<CKOMM)~<'ef<<~<t<t<t-

MtoAe della ~xpef/Me 8 /«c~o dei ceHtt't. Ë queatu m) pci'no fst'tnpio

di cit'coatattze geutnetnohe ohé vettremo VfriHcarsi iu itttri otsi <t)ta-

toffhi.

2S9.

Le comp!ementar) delle superficie d' En~eper.

Si è viMto, ai HS7, <'ho )'' cotnptetnent!))') <~))« fotpfcHcie pscu-

doxh'rictx' <U ruti~ione Sfoo tutte anpfrfttiit' d' Et)tte))<*)',<'<!ont pro-

(') Secondn ta formo))t c) t. t70 il M{ff!i" 'M paratteto <)e))Ksuperficie to~'

ritmie~ di fottmione a appnxto

1/.08h't
l,

H<h(-'L)
I

\H/ ~R~
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ixtttu che (ft~stM pfxprietà è e<M'<t«~«M )'<'r le &a'n)« <!i t'utt~ioMt'.

S')(<)'«t'taKW <})ted<<)))tftM~eriicif p~M'h~fettMt 8, deHtxta 'ht

(~' = R<( cos* 9 <<«*-j- HMn'0 <<f*).

fM~f le MU)))p)e)t'<'nt<n'i(') S' xhhiMno ~ittoe )ti tixfe ')t t!t)t'VMtu)'x<ti

'Ht )-:i!<te)t)'t)p, f. <<*c. Avrftuo tt))<H (~. 2Nt)

A.~L.~=~ 1
~K MU<f ÔP

equaziooe ~)t agginugetsi aile eqHaziox; (IV) di traa<br)<MZ)one, U)

virtù delle quali la condiitiotte Bcritta diveutt

~(~L.+cot~6\=t),
Ott \8e)Cp~M

= O.

et! ~seguetjt!~ le (lerivazioili col tcuet' oouto delle (IV) BteMe e dûHtt

(H), risutttt

1} 09

~+'=="-

Ove qneuttt non foxae un' ideotità in y, thu'fbbt' )d tonaei)))~ <<«<'

eventn)')i ootxptetoentMri <)i S oolle linee f pitme pfr (!<ô dcvretttf
~n

avère ––=M) vi~v~t'Ht) ix qnesto caao ta coudixtooe MrA sod
f)p

'tiafattM. Ma, eMendo 9 untt funziooe tU M. ht S è <ti rotazione e le

K== coat. ne sooo i )Mt':tt)e)i, dunque se <M<tele compfetMeotat' <?<

Mxa «t~e~toe S jMexdo-tMt sono <Kpe~o<e d' RHtMper, ~t 8 e df

«)<Ot~MM<

Con tnetfMto !U)a)~K~ poaaiatno tntttat'p « t-i8<')vere i' aegnfote prn

)')<jtt'a

Quitti sono le )tM)"'rHcte pticudosift-iche tU oui tutte le <!0)t)ptf-

)Hft)tMri hnt)))o tt'Mt'iohc te ))))''e tti curvutura di un «iHtetnH î

Hft'M)t)<) il ti8u)t<tt.o t!t))tte <h') 199, vo)endo scrivere ohé )«

sxpcrH'tift (i0)n)))p)nfnta)'i 8' ))))n)x' sfariohe )c tioee di onrvatnm

o'–f'cxt. dohhi))))t<t jx~rre ht coo'tiMOtie

:') Pfttprimt'eutt)dalla <)itt'ostra!!i<j))et~t teoto ri<)t))taehe oe cib accède ))et)<ih
<))<t'tf '-«))tp)e)n<'nmri,ttoeMtejn't tntte.
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~i »eu
/3ce ce ë'ae

A == Heoe (-t + ooa o
Il

l.j r;°~p
)"

°o» tl
Il

y,,r, qH == eoa 0 + o')!t se;) t

(;==!<e)~9 + ~'<<'s
Il ¡,q a

t)« ~r f« 'rp/ f'Mff f' ft<p)'' f'Mtt'f)"

C"Ir '1; '.t 1 c?T
..f.f,.p=:«.r,:

sf'oy ne

<w))'K,~fttttX)"))id)pt<))))U)H),<!h<riv)tn')')n)])))')n').)'tMftifneK<'

Hotto))ti'<n't)t)t<'(}uiv't)fntf

(48) .+~ (
( .=0..

·
(48)

se"pc'M c«~et'f cf.'
U. o..

Dov~ndu quest't co~tsterM oo)t' n)tnt chf "f provien'' )'m- n)ta

ttnovtt derivaxiout) )'!)pp«rto w) M avwt~

oy

c 1 p~\aeo'f~x CM ~s<'n? o<

(40) =0.

-.JL.
-('

( lCM\Mt)'?c!K/' C)' !«'t)?C<

Vx'cver~ <ht que~tM akhott tti nw <:)~ ttttMsiste ta (4S), oppun'

)' a)tm (- =0 sit'ottc tx (4U) fitjtt-ittu' che le tinee di

ëtt~wx'p Cf cc/

ourvaturu p–oost." 'tftht S' sono o 8~'ric)t<' u pifut'

Oie ponto, svitupt'an'io )tt (49) soatitth'txtovi per v'<)o-
CK ff

ri tratti dalle (tV), si ottiexe )~ eqnHXxme tittcarc in oos:p, sft)~

(50) A Ot's v B fiet) -}- (' ~= «

<tovt<i<!oe<tio)pt)tiA,CtM))))')iva)fn-is<~))t't)ti:

~M ~P CMMOC

f~9~. e~ 11 cO r'M

C'«~ dMCC ~K PC
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La (50) 'tovot'to ettaptf un* identité m'rcmx neM'sffaoontonte

A–0, H=-0, U-M. (')

fM
Ma

ftoppoato– j-0(it)nn))t'))ti))t8Ht))<')))x' di mtaxt")~ f
t)«

toDterootuo at pt'i")" <'tt~<t),):t t'om)i!!i")t<' A ="0 M)t)iv)d<*tttht

'=.t)f~C<)Mt c«/

= 0

la qna)e cspritne che tixee <ti em-vtttm'a x==(-o8t. ttf)h) 8 souu

piMue.Esicuut))t!Ct)n A~U sono Vt'titicittt' !t))<:ht<)e))t<;)-<' dnp

B==(J==0,8iv<'det'ht'it)t!)tt'iMotutte[c8'a\'rfHH)())c tine~r v

tti otn'VMtunt <' xffriohe u pione tt)K l' ntUtto oirt-ootmtzn pott'à ve

t'i<ic))rsi)tttt)!))<8itt)()pMrdtt6<tf)~'c<mtph'm''t)ttui,<)fia8 ))<))) è't)

t'otaxionc. VcdittOtu mtttt))" t'hf le c~M~~tt<:M~at< ~) <();« «MMet'/Mf

pMMdo~eWea 8 /MM«c <w~e s/eftt'Ae le linee ~t cwrM~MM u, ~M<r~f~/«
S /)? le linee v p«Me (è ")<? sujtMt'Hon' Il' H)mf))pt-). tov<'<'e )« thx'c

diom'vatn)'act)M))e8',e«m!<po)t<)Mtttia)t<')ti))M<'diSnot)Hn)-i))H)(~
t/t generale, )M piittx; t)e sfcrichc. Pt'r !t)t)'u f)t<'i)f v<'()<'r<'chc {ta

qut'ste ce' cutttph'toextan <)<')):)M))))t')'<)<!i<~St)'M)tn<'jx'r\'t')))'!<t)tto<tup

(rpMHoditntnftginariP) colle linee tti <'m'v)ttt))-t'))in))t'. Pt'r <)nMto
hasta v<'t'iH<'t<rc,MC<'(t))doi t'isuttati «th'ttuti ))) j't'ixcipio de) pf~t-a-

t.:r!)ft), che i Vidori di ? [mtti <itt))M(47) \'<'t'itit'))))« le due pqnaxiotti

(tV) di trasforxtMxioxf. t\'t- qnento basta tcuet- eooto ohé, avendo

ht 8 le Htn'e di ctn'Vittm-a f piattf, M) htt

t)' 9 ~t o"
_n- tot t 0

C'MM'
~.COtO

t~ ~t'

fd nHora derivtmdo h) (47) t'Hpporto a') M,r. si ve<)e ohû ne f«'K'~tto

ftpptmf.'t le (tV). ConehxtiMnx) qoindi ~</M< attpo'/ffte pseM<f')</eWcN
d' ~'MHepM' pOMMf~ ~«' <~Mtp/<*M<'?t<<tW(?' JF~HepO'()'e()/) od «KMtO~Mt-

r~; le <!7<recott!p<e<HeM<<!t'</t<tMM~<o~aM<<'<et'<e/<e le linee di <'«<fa-

<Mr<t<<<«? <tM<<WM,<jfM«M«cetvt~cM~Mte aile N/~f<cAedella tKp~ctp
iniziale.

Uoat abhtMtnu fmchp st)thi))ta l' esistenxa di anppraotf psendoafe-
t'i<:h<' onn nn sistfttM notttxttf' di )tn<')<di ourvatnm aferiche (*).

(') Si oMarvi di MUovo(-h<!ta la ~U) ou)) i) on' i<)entit4doe ai )n)t8f)intf)poa-
aono exstre le eomptooentari ann tixee )' <Uotrv~tnrx aferiehe )" ))!<me).

(') tn ){enat~tt)le tmpeïHetepxmtttuohtiehe '<) qneota opecioMoo tttate tttutt~te
<)&)Do«tt)MXK(Aeta Math. T. !') che ne eitpritxe le eqoaziunl paMmettiche per
faniiioni 9 di dxe vttriabiti. Lu <)tj)t)rf!e)ecoaaidtrate uot tetto ne iono un CMC

p)trt)co)are.
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La trasformazione di Bâcklund per le superficie

a curvatura costante e il teorema di permutabi!iià.

Lt trttxforHtMtuuedi Biiektund de!)<-xope~th'if ptietxtutiferichfe le eue px'ptietA
fond&oxutati. ScotritOMntudn))o t-'n t'<-))ti)tyt'hnt')tttnt'f)))perfi<'ie« rxtvtt.

tura cootttnte. AppUettbittta «))e''i)t)'' t)<-)i'-')!<" ti))<te(lioua eont< )"'ea.
do*f«'<"t. 11teureto~ di p))t')n)ttttbi)!)ae le ).m' cottse~HfMM.(;<m)))<t)ii!!iono
di tratfonoHxioui oppoote di Biichhu«) tf:t)i puntOtoMteitt)t!))tt!i'!«)if. Tra.

xfufm~tioni (huota~ixarie) di Biiektuod p~r le defuttt~te de))a xt'cm. tt re'

htttvu te<tt"M)Mdi permxmhititft. f'<t)ttpo<ti!cton«)h <rMt)(<!ntt<txi""itea)i.
Retttxione e«))e def"r))"'te delle ')))tn)ri<')t*imtoude fcUiiMuMett)h)t)~!)t« f ipM-
hotuida a due falde). A)tptic)t!!iut)idet touratuu di )tt-rtnntM))i)it&.

~<'

Preliminari sulla trasformazione d! Backtund.

f~t t)'HSfutt))it}ii"tt<'<'<')<))))cm<'t)t))rt'dt'))e snpottcx* p8<'udos<('ric))C'

veunf fe))<n't))t'))tt' {{'t Bin'ktuntt uf) !88K cotja tmsfor-

uMxinxM ohé portit il suu ))ut)te e di <itt) CM audi<"))<)Mtt oocupHn:

He ritomiaxtu xnH tmsfut'ottMi'me comph'tnentMt'p, vedianio che

<)ue snpftHt'te p8t'm)«8ft*)')f!)t<' cotnptftttentot'i S, 8' ))<))< sono ttttt'o

chf )e ttnn toh)'' ftx'M)) di unit cot~t'nc))!!)) pxpu'tnaforiot Morma~ sic

<'hë )' ~ttistfttXtt <h'))e tt'ttxtut'tot~i'mt <!0)))p)''))t<')ttHfiper HUHsnpft'HcM

)m<'ndost~)'ieH 8 c<n't')Kp«))<h')t))n p)'«)))')ctt) 8('t<!))te:

~M< SM~e~ete ~MMdo~'tCH 8 pt'MM /~M<t ~w/e di oc' <!OK

jift'xeM~ pMM(<o</e)'<c/tt' MM'Mta/~le cxt oecoH~e/aMe~coH <ono le <M

pe)'/?<~ ~M«<e<t/<')'(cAt't'f«Mp<eweH<<t<'tdella 8.

Ora,h)sicn)eant' t'ot)grm'))x« pM'odoxf~richf tut)'))))~),esistono.cotnt'

ttbbituno <ti)))"8t)'!)<.<)xi 18~, t85, tt* cot~topttzc paetx)oaf<'t')':he

~<'M<fa<<m'))e fjHH)i é costitntf let diMhu)z<tR dei pont) )i)n)t) <'<t tM-

sicme ntx:))t' )')u)(;"t" M ~<<)pioni fot'idi h' 'tue fatde focati <)«nH

c'))t{:t'uf))Mt sotxt sopt't'ttciM p8'<n<t<'af<'rit!he')) ragt~' K. ~t segnito
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tt)fti''herc))Kt'«)tttpft<<'«))oi)M)tnp[c)))ett~)df<t'ttne'"h)M th'i pijun

<o<'<t)ii

='~ M,a
w

w r

Micohc)M'Unt)H)!:))<h'it't)<)t'hi!<))"t!))imt:t:AMc'MO.Ot')tt'<'si-

xteoxtt ')<<))«)H)ov« n'asftn'tttHxtotti (di Rt~ktmut) dipende dx) tx'tfxeutt*

teor<')Mtt not quttte Ht catotute a tntte le cfttgruenxt* pK~mtuot'erichf

la proprietà twpt'tt ritt'vnttt pet' il ot~o pin'ticu)m'f dette oongn)pox<-

uorntH)'

Data MM<(<ïM«<««~Mf!oM~cte pM)«~e<'<c« 8, e ~«tto (t<( «~<

<Wo <'<M~O<OM==-1 ~M«~ /oc<t~. e~<«t<MtOSe' COM~MMtf
2

p~M~a/t~tc/te <tMM(< per p<'tM«t /«<f<<tj~cH/e, e <'<tH~o w /!M«~ per

aM~oto de: p«tMt /cc<t<<.

Le Mcoutie ftttde f<t''<U)S' tt! qoeste t'ougrueoxt' sonotMo attt'Pt-

tunta nuov<<Mnpcrfh'ie ps<'m!offKrx'hf <!<<))oatesM) t'x~io K, e le <!i

retno ~crivnte daHM primitiva pcr ~'<t)'/bMM«?<oMe H
o!< B<'«!JM«Mf/.

pooeu'to ))) evideoxn ta costante «, <'))? è il t'otnptonpnto <)eU'an-

goto dei p)<n)i t'«t!ttti. L' tHtgoh) ~CM<<'3 )'otr& anche a~ndere )t xcrn,

e la corrixpoode'tte tt-aMfot'tntMwxn' B~ ?«& ott'n'H toatdfestntm'ntp ht

trattfut'tnMitione <!«tnp)e<nnntart).

No! tmditUtto ont a stabi))t'<* l' etffttiva <<ittpttxa dcHe trasfortua

xioni di BiKikhut't
H

Ofn'ando le fonxttte ohé, nM)t' tpotes) deU:'

)nro eaiat<'))XM,d<'bhono dcHnirtt' <<snU~ formote oos) trovxtf a))r&

facile effettuarc tntte le veritiehe riohieste. BoHterà ppr qucsto ri-

prenderf i (iatcoti «ae{;niti )t) 355 p''r la tri~fommxiottf coxtpte

ment"r<< B.. cotte genft'utizzoxiotti opportn«f.

In o~oi pHttto M~(~, c) di 8 oon'tnHiatn", net pia)H) tan

gente, un !)fKm~nto coatonte

MM~=.Kc<M<t.

la cul itt'iUottiiioxn xatta HttMa di ''Mrvaturu H==.t'<Mt.~ tndioherem«

con ?=='?(?, e); )o coordinatM s' <!et)'eaH'emo M' f~numo

(1) ~==a:-}-K<!oso(«f)s~X, -t-aen~X,),

colte ann)f!gho per gli ottri due nasi, c queate for)no)f dttrttnxo )<'

oqnazio))) pKratnctriMh~ detht superOcia 8' )ao}!0 deg)! t'stt'on) M'.
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<)).t (n'r Mxtdiathru <t tntt<~ h' tx'ttre 'Ht'tixxmi, mu-a, Mece<Mf<«?e

~«~t'ft-tt/t' Mxso~t'ttitt't* ht futtxionf ? M))'' cmntixxmi nf){Uft)ti

1.' x~MfM~ MM'==tt't~ <MC&t«t M' «<t~f~c<e 8'

H." dite MOt'mo/t tK M, M' «Me S, 8' W«tM'<«<WMM<(e/bnHtM~

/)'<t ~«'<' ~'«o~o <'fMtHK<t' Pfr f<d tuott" )t)tntti !« o~u~m~')

.<:ttî'*))t')-Mtttdfttff t''<ttt' MAI' «itm )~t'mhtMt'~it:)t. c<tK)i Mtfttu'xLi prc-

st-ritti, Hd ))Vt<tS t"'r (')mn) t')t)))Mt'n'Mtt', per Mm'oMtttt.

tn'tit'att'to cou m'o~uti )<' <)U)Htrit&tt'hnivt' nHa S', i oo~ui <U

'tit't'xn'nf dt'tiit x)H( not-t(tt)tt-X,Y/.Z/ (tot't'fuux) c<tt<!«)!<mi()H))f(h)e

*)HMXto))ii

S X,' ( <!<.Mf X, -T Ht't)~ X, ) = 0 S X/ X, =. ± se). 1

)<* quati H'Ht!tH!<H)t)itppmtto tf ')m* cothtixx'))) ~nmt~iM~, Mno. )))fh-
'tft't'tno sen}:' ttto'o, eoox' f' tt'cit"

(~ X,' <'<'s'a ( )«'t)v X, CMf X~)–«<')) a X,.

Hd o)-)) )«'<' )'t'f)tt) piu ttttro <the aMMogKfttn't' y n Moddisfttn' MUf

'htf oon~ixioui

SX,' ~==0. 0 SX,' "0.1 x~ ~Môu
1 ~4 X,'f)c

o.

tjnati os)'t't)t)0))« xppm)~ '*))'' X/, Y/, Z/ noxo i coMMxidi dhc.

xione df)))t normutp tttht S'.

Prowdfnd)) GOtM Ht 225, dfrivJHXXt in prin)~ hx't!" )f(l)tM))-

pot'to tt't M, f, nve)x)o riRU!))'')~ :)))(' fnrtnott* dot <))tttd)o (A) §. 245

())!<K. M72); tt'<'r'')t)"

)f ~t ? ) ~? c"
-=«'<'<?<OOHOWn?

/âx
) X.~HOMOCOST -X

~)<1111
=

1
1'\11\& 1\01\'3Mt'/I

'KÔII
XI "'i- COli"

\f)«¡¡Il f.t)/--)
Xt

<«)«9 tit'S t Xt'X X t
,1

(~(4.)
1

sr

1

"-<
-~R'('.OSOt«'t)!))

t ooata ssen
"S'

4- X.-)- 8«t)"COS3MM<9 -)- ~f, j HX..+=- (\oMa
ai, au

XI
I,

HNI fi -1- lJOK
ex.' ) .+

+ <'<)81 SfU!(!t'OSX
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o !e (3), <M)(Mt)ate,ai 't'tuoo (<et t' inoognittt ? il nixton!) «itnn)t)H)e<~

<;<M 9 nett y -{- )M'n 'J s<*t) 9 o<M f

~K c~P t'<M<!
(I)

ô~
+

(!01I9~ellIf+ M('11"9 «:t~

(1)

~e
sen e cof) f Me))o o"t< e se))

~W t)K CHU<!

QaaHtH aono le eqxaxiott: fuM'ht)t)«ntn)i per )n tr)Mfur))m!!tOt)e
B

'ti B!4oktmn), (') H ppr o~o M fi(Mn<tut:o)xt Mtte (tV) 3M <te)t'<

traafor)K<tziotM cumptomenhn'o B
Uoue !)t quentu otMo purttcohM~,

anche per a qutttunqu~ le (î) fo)'m))t)o un MStfmft oon)p<e<<m<eM<<tM-

<e~<!Me, )t cftHSft df))<t equ~ione eu) H<x!<))Nfae

~e ~'e
==ttct) 9 eoa0se~u9 6

e MM riMt)tit, cume al 355, chM ? aM è non nnova aotnxiotte, ci"~

~? l'
(6) MN<pCOtt~)t*

Prendetxto per iocognitn

A==~

ai htt n)hjva)nc)tte un' equttZttXtf tt ')itt'wfMzi)t)i tot~ti per A (te) tipo
di Rio'ati e vxtgfoat qnin'H le )ttf<)pMi)))ft'ooctuomt)) eoxte al 25N.

(Joa! è <)i)n<tStrMt!tt'eHiatti))xa d<)n n'Msf~t'tOtmiotti 'H B~okhtnd B

aectxxto t'eottttciaM) <)e) tforettti), )' si v~de oh~ ht sohtzioxe <p<)e))~

(!) tiwtttene mm <'ttst))t)<earbitt-atm c, oto'e tu tcriviatnf)

?=-?(«,p; o,c).

cï6 ohé !<)p)t& fMpt'itOt'rt' ~t'<t)))ft)'itMtttx't)tt' <!«!<)

~Mt <)t~f/!cM pMK<<M~<-<ca8 poM<ef/e MM <<oppt« ~M<<A di <«-

pe~<'<e pMM<<o<ywtcAed<«o ofeM.) y~M R CMttt~M <t«a8pef tt'a<fot"

('; Sottf)queota.foft))ttveMnaro')!'to ue)))tutetnorin dt:))'antote .~«<t{<«m<<f<-

pM oWo~ttoM<<<<F<-<«~r«t<.Anna)) 'ti nxUentttttL-aSedf !) T. XIV t886).
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)M<M~<Mtedi ~HC~~WM<<per ~<MM<MMuna t<t<<<t~M'e «f<)t<~Myt<tm<M<<

<H un pMM<«iniziale M <!< 8 il <e<<!«MM~MeH<0focale MM'<R M

~f<tMdfMa e po«~<MM<.

261.

Vertftche detta proprietà della trasformazione d) Backtund.

Noi pt~re'ut'xt ofH ittvncttrH le proptifta già ricM)08Minten)§.185

per la Horti8)'())t'tc))Zit ft'it i punti <)t<)h'due fttt'te fo)Mt)i<ti untt cun-

grm'xztt )'sfMt)ott)''ri<i)t, tôt) xitt'& ftppotuno pr<«!H')frc qui "<< '!Ut<

verittca c")~ ttHuati turotote. Si ossorvi ))) jn'itno )uogo ohé le (4),

avuto t'igttfo'd't a))e (t), diveutaoo

== ttt'OKy {(MMt'ttUStj' Mft)")Xft)9<H ~) X, -t- (MO~OttMU!p-(-
( ~M

= R IIIIJi!'f 1(1~1I14bIII)!I-.y !<IUII"MI!Ila \1,'11"f) Xl + (lJu:s9MI!llq>+

+ NCt)0 8)'!) t C«tt<f)X, <KM0 )M')t0 X, {

== R Ht')) ) (Met) 0 cun -j- Wt) o cott 6 Sfn t ) X, ( seh 9 tteo
~c

Xf)) 0 C'Me t!<t!t~) X, -t- 0<)<ficos 9 X, )

per oui l' titftm'nt" tim'MKi <<«''tf))a S' è dat-o <ttt

(6) <<«'* M' ( c"t<' dit' -)- «MU' << ),s

e a~dttiat'MOt'mto !p xHa (.) vi'-ttt) cht' ))t 8' è pacudosft'yimt <ti ntg-

gt« R. Ma itx'ttt'c <e liuee ~M, ~w <M<~ <<< CM~a~f<! ~<< S'.

Do!')v"n't<t ittt'Mtt) !<*(~) toppot-tt) tut «, o tt'ttvia'oo

ax/ 1 ~x,' i
t,~(p = OOtt

âlt-~ ~ï
t~~

~t~ av n
If

~~n-'~M tt ~M JP it ~f

le qHx)) p)'t)t')U)M':))« )<* !t, e mx)') h' )'n< 'ti u)nv!tt,tu'a s)) S'; di

piît i raKK' p''i'K'))'n)) <)i cnrv'ttum s<t))') 'tttt) <<)'

r/== Ktf;t, '== )t <-<*(?,

o)xt<' risnttH ))t)t)vxt)n')tt<' f/r/ -R*. tm'ttw s))))<' M, 8' xi <)'))-

apo)xton<' k' UuM MMiot.otit'hc x j-f ~oost. K–t'~t'ttHt.rat-

c&<eguali, oonx' ttià xi è t'icmxMt'ittto !)))<)Hop ')<'( 18~.
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Un' utteti~K' itttftftMtmto pn'pm~tà ~'MeU'i'Mt (k'Hn tt'ttut'wtntt-

xi<t)tediBa''k)t))td<!ht' {{f" quettit già n~otdattt n) ~.2M

t'er la n'ttftt'"ntt<txiMttf t-o)ttp)pm<'KttU~, 0 'tt<m 'ta) xp~Mt'' te"r<'mtt

t't)HM'Vtttoda)Um'b<tt)x:

J'M a~M< <p)'n M. M' < «t<pet-/?t«' ~e«d'fWeAe, ~-o</f)<-m<i!<<'<M

jB<<O~M<t<< MM~~«' «~<t, <<'M0f))<a<e~t MM<t~<«<!M)~<f<~ CMeMCCM.

h'e M~ «Mot <<weee~tt-t p)'{Me)pa<)<« CK?'«a<<«'(t< <<«ep'«M< yftMCtpa<t

Me~punto 0~<'<'Mp<'tt<<eM~<tfM'<t~«.

OHswvi~)n~<'h~t'p) <'<'?<'))) dt'))e<htt'dut'i{if't'it'r))t<)ip)t)i<ti 8', e

perqu<'ni')<'t)an('n)ttt)eri!<n)tH)t(t)ftbr))H))t'

X,' = ( Otts 6 t'os f spn scu 6 sex ) XI + ( <'o8"8<')t4-

t seu t «ft) 8 t;oa f ) X, c"Mo se)) 6 X~

(7) X/ ==( sf)) 6 c(M -r- scn 9 fof) 0 sen <f ) X, (Mex set)

t Sft) 0 ('«S 6 C"8? ) X,
-L- C<m'3COSt Xj

X~' == M)M set) ? X~ t'na o eus X, sen o X~.

8imf<' «Ht M, M' 'tuf ponti corrisjxMtdfuti 'H S, M' e ithtitihuuuo

<'on M M, '!m' wtttt-i pr)t)ui)M)ti <!) ctn-)ttm'ft Mntht ttortt)!~ in

Mft))M S, rfhttivi H))c risj'fttivM tioec )H ot)n'Htm'a «'"coat.

vonat. f :<i)tti))t)cnte <-()))M, M,' quetti «tnoh~hi su))tt ooftnt~e

iu M' a))n 8'. IndichiiUttu anche <:o)) 8,, 8, )e due futdo dett'evo.

))tt)tdi!'t,hu<Khir)~)ett)V'<'n<'tttedtM,,M,,ec<))) 8, S,'te xuft-

joghe per 8'; Mtppiattx' che qu~ste 'jtmttt'f) auperScic 8,, 8,; M/, 8/

sooo tntte )tt')')uM't'i)i au) <'xt,et)f'i<tf e Mic«n'if)'<'ndo))f< p)U)to 't pn"to

con cooHfrvaxiotx' <to))e t)8i))t<'ti'!he (eorrhj«)))<)f"t) H que))** <ti 8, 8').

(Jio ricorttftt", Ct'rohiaxtu p. c. in qnate pu)tto M la nf'rmHtc a))f) 8'

in M' incontra il pfMHo pitu'o pri))<i)tatH ')i 8 ))) M, cioè (~164) il

piano tangente in M~ ~)):' S,, i cuspoi ~i (th'fxif'ne ')e))a cni nor

taete (~. 157) ftono dati dit X,, Y,, Z,. Se prendismo p<'r inco~nita

T il Vtt)"rf :)){!fb)i.'<t de) tratto T==MM', te t'oot'dioHtP .c, ? di

M attmmx'

== .r' T X/
T Y, T Z,"1 · .1.:1' "=- r4:)'

e ht congitxtgcnte MM )tVt& cosft)) d! direxiox' pmpf'txiota)) a

T X/, -.y T Y, T Z,
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<?

QucaUtdirmtione dfvo f~et-e t~rpettttit-ohtre aHa X,, Y,,Z,,

Mt))<eri)ef«f))

TMX,X/=:SX,(~F),

itx)ip<'r)n(t),(3)

i1~ p
T=.-Rt<f~, f

va)«rB che cotobina pr~oiaatueute coo f/, dmtque la ttOt-toatK io M'
alla S' inoootrtt il primo piano prtncipttte di S m M ne) )n-iM)o <-ett.
tru <H ourvatum M/, aitnihNente il aecondo uel Moondo M, H h.
ateMO vate uattu'ttttuent~ per la normftte <!i S iu M, ehe ioconttera
i due piaui prhteipati di 8' in M,, e il) M,.

Riftutta di qui ehe, at. ni oon"i'te)tt il quadritatero M, M, M/M/,
o)nMHn aao iato deaorive uxa coMSTMenza i oui due tuochi Mono i
due vertici e le due rettttive Mde footti Bouo ttupet'ncie ttpptioHbf))
sa) 'itttenoidf, e antto due falde fouali di ctHSonna di qm-stf (-oa

groenze ai corrispondono le ttaiototiobe (oongruet)~ W).

362.

Le trasformate di Bâcklund tn coordinate astntottche.

Le formole (I) per ta traHformaxione
B di BHekhtMd K~utuotto

ia )oro forotft pi& aemptice se ai paratoetri us v delle )it)ef di eu)

vatura ai MoaMtuiaoouo qaeUi <t, delle Unac Maintctiohe, aecoudf te

formole (~. 346)

«=.<-j- ~ot-~

ovvero

<!t~=_(t<-}-c), p=-(“–<.). ).

da!)e quali risuita

-t- 'L- a
~.x ~w ~r ~t.

Somotando e aoMMendo le (t), qneate ai poasono aoatitMire co)te

equivalenti
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~(~-t-6) l-ttfno
-9-'LZ-J–)t(v ( –e )

é

~et

+ &)

c~~

(7*)
j ~(W–9) 8) t-)-X"t)~ o

xc~u 6
(Il

-L~ -~w,,(~(t), 1
II ~p <)'"<?s

i + l'

<t!)e <}ttnti, intt'cthtcendo tt) )xMto tH a )n eoMtMttte arbitrant)

t–xeno a
a

1 t-)-m*))<to
jt o

MMOo A Cf~a o

tbu'ftuu <? foi'ttttt <t<*tt)))tivx

i~+~)t 09

(U)

( ~+"'

Sa qaeat.n formtt 'tette equaifioni '!i tntafbrmttziotte a) riooooacono,
uel tuo<!o più aempHMe, te pn)pr!Ht& ~uatitiohe già oMorvate M)<.260

ittcoortHïMttfM,

Si otterrà io particotore ta traafbrtmtzioxe cotoptemeotHre B. dalle

(H), ponendovi &'=' e la cit'costMHZtt che a questo caao si ridace

il <MM<ogetten~e (tî), )MC<u<tendole eostanU &, uei tiapettivi pa-
/t:

nuMett'i et, <!ttM08tt'a gi& ohé )n tr~afortitazioue genen~e B~ <t)

B~ektautt si ridnoe que)))t cotnptemottitre ae si f~ a8o oppor-

tune <te))H tmafonnazione di Lie (~. 249). Per forn)a)Mt'e in modo più

précisa qHMtM rettMioMP, auppouttHMo te ttotxxioni y, 6 <!e)ja equazio
ue fbndatm'ot~e

~(2")
'8en2$. 9

OK~

gen ii 8

tegute datta tnMfo'nxMsioae comptemeutare B,,

~L+~(, ~(,+,).
0~
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e pKfMMtMOdM))<<ttOhtXtOtti 9, T )t!)6 MOOV 0, <t'~))M t.tMM~H'tHHi!iOMC

di Lie

t ~(«, ~==e(~, )<
( «, ~) =

f <K.,p)==v~).

ManifeatamaMte qaeate Une nuove sotaziout t), ')' tM~m'o if~tf

dalla traaform<t!:ione B<, <)i Backtnxd

~J"J~~A.). ~=1~.(~~k.4eit ..)) -fl!!U (41+9)
COt t

t ~==- t ~o o

Ct)H0

JI pMsaHggio da @ M che si conpie colla tmtttbrtMHXioop di

Bâcktund B~, oi pno dûcomporre oei tre Muoccssivi: t." da e a c

eott una tr~fortHttzioKe <H Lie, che iodiebwn)') t:u)) L 2." dit

e tt <p colla ttttStbnMaztone oomptetNeuhtra B, 3 da y tt coUa

trMafot-tnazioae ioveMtt L"~<H Lie, Poaaiamo duttqMe scriverf on).

botiMtmeote

(8) B.-LB.L-

o ix parole La trasformazione di B~M«tM~ <f<!N/<'nKN<<!t<M~<

ooMp~NMM<<M'e~t' me~ <« !<a<t<ra<t/M'<M<M<<M<e<<<JMe.

Se per ta) tnodo, da.) puoto di vista analitico, la ttits~rmaxiouf

di Backhmd ai t'iduce <t que))x cotuptetxeutttre, preoMtotH e se~uitit

dadue t.n<8for)ntM!)ot)i dt Lie inverae )'m)tt deH'a)tra, n«u se «<'

conctuda che sitt inntite !o studio direttu deUa tr)tstbr)naziot)e di

BSckinttd. Queata~ ootoe la cotupjemeobtt'e, ha un siguiBcato bet)

praeiso geometrico dipendeott' dttte ooxgro~txe paeotiottfttl'iobe, men

tre tttttht di aimite ha htOt:" P< trttaforo~xiotte tli Lie il oui si.

gniacHto )tp)MH-eaotttmto at)a)it!co ('). in o~'i «)<)<)"la dt-compos)

(') ht) <!OHt)id6MZ;ot)inet tettt't troverxn'x' ?)))?)« g'iuNtOieaziunettetfe rit-ot

che ftttxre de) Vol. !t «ni oiatem) tri)))) <)fto){<))<tt)iKon UM Mrie <<i onperticif

pteMdoaferiche. dove ai ve.trA che la tra<&rmM)ot)edi BSckt'tnd~mpie uu omeio

))enpi!< int)<"r'tt)te della <!on)p)ett)et)ttfe.(V.' anche )" pr<.o')i))<t)rieerohe «u) teo-

renm 'ti )'xnu')tn))i))t& 2SH a. «.).
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xiuuM sp~Htttitta netitt ttt!'ttt«(<t (8) & pcr né xotfvota <'puo pn'aeotat'a)

sottt) ~et~ !ttnt<. (brt)tK Le p<&~MeraH cox~'MM.K'~fMdc<<!r<<:Aesi

oM~M~OMOM~pMcaM<~0la <fa<[/0<M«MMM<<<< Lie «~f CMt~t'HMMC~MM~

ff/ertC~ MWM<tM.

§. 263.

La trasformazione d) Backtund ne))' tmmagine sfertca.

Miaoto mxxtfttti M ttnovf intet'extOtuti osHet'vxzi'M'i ant)M trMafonnft

ztoxe ()i Bitck)nn<), cot)tti)!en<nd"He t'e~ftto «MM'~otWta~He ~Wc<t

dette MmHtot.iche 'to))e «t)(tf)'tioio paethtuHt'ericht'. Staxo 8, S' duc su

))erHt'i« pa«mtoxferie!)C, tt'XMfortnate )'«))<( deU'ottnt par t.rMSt'MrmM-

zion<' Bg ')i Bi!okh)))d, e MooaitteritUt)" antta afcm te due ret) («~ ~)
'H Tchehychef itxtuitgmi delle )or<~riapettive tMiot-ottohn. Qtteatf dm'

reti Mutta st'ft'x td (!orn8pond~no pnoto per pnot" ))) n)t)do che Hsut-

tano sttddiitftUtf )t) (!<M)d)!!io))isettueuti

1 Se t))) pnoto P dp))t* pritoa rete dt't'Mrivc mot )uK't( 9=cut<t.

(o ~==(:tMt.), Il pt)t)t~ 1~ oot't'ixputtdeotti det))t xfcondi) dMMnv*' lu

cot'i)t))t)))det(to da))t* seoondtt ~ef «fcM e~«t<t

2.* Dm' pnoti cotriftpon'tettt;) P i'' dt'HK duc t<*ti Ht t.t't'Vtt))"

attit dist.ttOiM sterica oostnnte –o.
2

Dirt'xx' per cio che le dm* reti di T'ihebyKhet' ttntta xt'erM ttono

itpptiotbiU, tnetttt'n "Rni puoto si tn~porta Il dittt<mxn geodetica

tiostante, e dirotno tmehe che ni pHMn du mot t't)~ a))' attt'x y<ft'
KMo MOfWNteM<o.Ont dotnandiamo: Haiat.onu attri Mcot-riMunt.i di rati

di Tohebytihef i)) geoox'tria sferiox î La riapoatu è m'gativn, cotttf

<u'a ai vedrà, purchë ai presciod~ do) oaso ovvi" in oui o~ni pmtt<'

P vada uel pooto ditttnptrahneute oppoatt' I". ))i)n<mtri<t)))oaduHqno:

due reti (« 'i!'c~<6ycA~ sulla <t/H «< Mf<-M~oM~«oyMM<fper ~Ma<o

<M~WM<tche <!e<MMedelle due reti si oe)'fMpo~<t)tu per «feAt <~w«<<e

le COp~Mdi pMM~ CO<'ft<pOK<?M<KP, P' <t<MM<t<<t<!<a~M!<ta/«'M<! <!0<<<tM~

le due reti sono le tMMKt~tttt delle <t«M<o<(<<e<<<(h<e iOtpft~Me pMM<<o-

</<'t~eAeS, 8' coM~«e per <<'«N~na«~Me di J!«<'M<Mttf.

8'ttt" itttrft fornxt pnftsia)))~ cnmtoiHM il teoretott oo~ 8e dne

8uperacie paeadoafetictx' 8, 8' di «gmd MKgio ai corriapondono pm~(t

per punto )n gntMa che siMtx' w)(idiafMtt<~le cuadiziotti negtx'oti a)
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lu atthttotioho Ai oot'riaputtdtmo tt<<ttrchi ugnoti, ~t*% uurmuti h) pnnti

cun'(Mp<)t(<tehtit')Mwittn'')t))f!o)oou)<tttttte,t)}tHt)tt)t))ttrttM)axi<<t'<)t)u'

<tt<He'tm' m)))crttci<t p~r rfutterte Mde fo«ttti di «nu <«{:) (tf'niM p"en

dMHfft'K~.

Pt'r<!i)))<)'<t)')H'toa«nviMm"i)~ft'ri<:<trif'*rit" a))~ ~)i)~:t )ft''

di ÏMht'hyottKt' (w, ~)

== o<m3 e da d~ -{ << 1

ovvMt'o rif<'remto)t) inve<!<' ttHo eurve diagoMttti («, c) (b)Hert)'i<!i 'h'H:'

rete):

~a' == sett*e (~M*-)- c«8* 9 <<e',

nd ftvmtno <)<Mtle itntn~ghn aferiche 'te))e Hnee di cnrvMtor't 'ti unit

superficie pxonftoaferion 8 par )aqnate vtn'rmuio la t'ot'tnotf <ta) 285,

h) p~rttttot~M qnMttM det qntMh'o (A). tttd!o)Htd« tton X/, Y/. K~ te

coordhmta d''t pnnto P' detht oef'om)~ n'to, (iot't'iHpnxf~nte n) pnntn

P~(X; Y,, Z.,) <)et))t prima, p'ttr<'))<o tnxwnt MGt'iv~w ta f'o'moht

(3)§.3<!0.

(9) X'~ == <'oHo aen ? X, oaHa cfm <fX, SM))o X,

dova !{<=,~ («, e) ë un )U)Ko)o )t))ai)'a)'i" 'ta ')Htar«)itmt'si f o utu)

<i<Mt)U)t< Dt'rivtuxtn rHpporb' ad M, c, <!<)))'<ncordaf t<'rm")'' (A)

345, tthh!atno

C\' l /~?a~ C"\t /t~
â~.

't
–ttt'tt o wo 04-Mtft o oos ?) -)-

~r 1

X -t- <)!<a sot ? )
`\

+
) ~M nf/t \~< <

{

–<'<)8''))<(')) f)f-n-X.

<'«M<!nos f 4- ) X -}- M'no cot)9 -{- <:ettt aeo
~f \~N ~K/ ~K/'

–tMtSOCOX~COS.X,

owaru inh'ftduoRtxto phtt.toHto le do'ivttzio))) )'app<n'h' iwt x, j), !<n)u

ntax'to « !')<ttt)'n<'ndo (~. pr<!C.'°) <
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<
i <.<~ ~'± 'L <X. + !en

~±~ +001 Gt:08

-t- Ben a t'oa
a

X,

t
1

'a o <)<?(f ) X,+ IJ8UIJuoa
1)j

Xt IIu8GUUIJ(If fi1X,

cof) coa y aen o xet) 8 X. 4- cou a '?)) ti 8)

t <

8)

a<'uo (!oa 6
X, -t- oott o oos (~ 6) X,.

Le coxdiziotti de) probtem~ ai tradnooHo nette <<ae eqnazioni

/~v~\a /~v~\t

S~Y==l. S~l,

te qu<t)i oa)co)<tte colle ~recèdent! ')&t'ao

c~
J.+")Y

+ ae, o + 3 8en<. « M., (~ e) +
3a ow1

-t- coa* o coa* (y -'<)== i

coa*

o(–j -~«en~o–38eno<'<M<!aen(~-}-9)-J't` l

-t-COB'OC08'(<j'-)-6)==l,

che poaaiKmo acrivere

t coa o ~LiL~. -t- .<~ (~ a) <' = st.))' (? ")
<

cas o sen o aen ( f i 8 ) <"== "ft'' ( t + S ).
3~

Eatmendo )« radio! qattdrate 6 aigoiaatmdo e, t' )' anità t)o«itiv~

« négative, avremo

a(~-)-bj i s–Sf))0
a_srru 1~ )

l'

a

~a a

6

<)' o

(10)

~+0) e'+?..<!

~p C«89
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UfnVHMdo )H prhntt riapetto a JS, tu aecomta riapctto Md t e twt:.

tritfodoriautt:)

~.r'l~±' ~h ( )u !ll'II ( J (1)
f~~ <<'o 0

)n)tfi''o<))«"

.(~.
~f~!

ttnvtom"Hvere

(<–aen 9) ( e'-}-M)) o )==€<?'<

OVVftU

M'ae))<!(t t') =1, 1

oxte ai <'<mc)n')p

e=!t'==±l.(')

Mit possitono prendere s ===<'==-(-1, ohé t'ttttro oxMo:==:'==– 1

corrispcnde K eaugiare o in x-}-w, oi"è )t omgmrp ()'ar le (9) )~

aeeonthl rete netta ditHnetratmente oppoxta. Cosi )e (!0) si t'idncon')

preoisamente H)!e formole (H) <te))n tt')t8forn)'txt0t)e di Biiok)ntnt e ne

è provata )a ttostra propoaizione.

204.

Scorrimenti delle rett dt Tchebychef )n geometrta pseudosferica,

1) t'iftnttnto ottenuto al par~gr~fo precedente réfute nutinntto

<bt)))U)d& MM~otK'«!et'WtM6M<t<<eMereti dt Tc&e&yc/<c/'<'<He~<tMfe su.

p<f/!o(e <t CMfC«<<t)'<too<<aM<e,Me~M o M«M<! H pritoo caao <te)ta

oarvatara ttegtttiva è U piît intereasMte per noi, corne qneno ohé

ci c(t)t<(a)'r& ? note~oti consegnenze riapetto nU'app!iotbi)tt:& delle

dne fM)de di nna oongrnenKa pttendoaferiot (non normate). Prend itttno

il rn~gio B della antierHoiû paeudosferxM -.le, t.ntttandoat <ti etu-

diare propriftA ineretfti Mt)n geometria <te)))t auperticie, rignard~nto

(') L' attro cafK!t =. d: 1 <)arabbeMn< ±: '.<

reti ccin<')de)'e)'he)'oo Mttbbero difttxetmtmente oppo~te.
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qu~tttit 'hf t)t) piano uon'eMethte~ ttervemtoM) Me}<'at<!o)tdette aoor-

'tinate tti Wfh'rxtt'MM (~. ~37, ~38).

Abb)}'fi net pit~o Hox'euctideo U)Mt tH'h«a)'et6t)iTchebychefcMt)

~<)t'-t-2ooa(2a)~a[~

owerf, tit'efcmtoci alle bi.teUt'it'i (u, v) detto rete

da' =. COit*9 dtt' H6)t' 6 (~.

hxUchiuu .f., a' ;< le ooordinate di Wfiet'NtrMHadetpMUto («~~),

o (et, ~) deUa rete e mtTodaciatxo attreat )e ooor()i"ata <HWeieratHMS

t ~< t ~f ) m
,j=– 1 ~=– (t==0.t.~

ooM0 c« ttCtt 0 ce

delle rettt' tMMgcnt) aile tince coorcliuate c–coat. <te=coat.

Per le formole (32) 288 (pag. 681) avremo

M'f es; ce ~i1 =
i-- =MMO.=:, .+cttae.!r., -6<

<n)~
o« ~M ~C

,1j¡+ousl).æ¡, ~M

J og. M M-nf ))<). -f;<, –'M–[-t-Mfne..nC!) OP ~K ~f ~M

CoHduomtNo cru )wr ogtli punto Mss(~ a:~ .cj dei piaoo non'

euctidfu H!) afgment" rettilitreo MM' di tunghezza «'atoute 8 iocH-

xato 'tctt'angoto ~==~(x, c) autta tinfa f-'cuttt. per le coordi.

tmte .fj' dell' estremo M' ttvremo dalle fortoote (28) §. 387

(12) :~==c<M))S..c,ae<th~(<M)s?.<:{-{-xen<p.T)<) (~=0, t, H)

')!< «ni derivaudo rap)'<fto ad o trae per tu (H):

-~i– se)))) <'M <;(M9. a:. 4- ooah 3 coa 9 senh 3 M-n
{' -)- )')-Ott

se 1111C!Oi41#ef(!Os1).:1:, +
i oosh

q t:081) s('uh !WII + +
~« \~M ~t'

~<f
-)- W))t) C MOtt~

t –t-
)Y,f

~K ~e

"x', 1ô:p _ae~,t!t'))h~Mn?se))<a'< –st'nh~aeM~–+– )!( -coftt~f<'))6-)-
et' ~c ~«

~6
-)«-))<) $'-(?!)'

< -)- ~M t
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0(t aMeh<, intt'odnMM<tM le denvHtf t'npp<'Ft<t w) «, p, t:o) aotNtOtn'e e

aoUrarre

`
==aenh 9 cou( f–e ). a;< + cou!. $ CMs6 ~t.h ~t. ? +

t~

+ ae))h
ooBy 4- <:oah K~

(tS)

~MHhSco8(~4-e).< -t-~coBh$oo8e–sonh3aen<)' +
(1S) aâ I c-~

aeuh 8 aoa (yi" 6) · xi l oosl1Qooe Henll3 sen,
~pa (~a~

y

+
~P

4-} Hfuh~cose –i.– coah $ «ene ifj,
I

RE>ubr:()9~
~P

cosb 8 ilell
i r¡1

(JerebiMtuo ora di detertnmMre H) fnuzione di h' guiaa

che i) punto M' descrivn aUa au)t volta mut rete di Tohebychcf

(<t, p) corrtapomifote a))a primttivtt per archi <'{fUHf),i) ohé si tnt<!a

ce neHe condiziom necesaMrit! e Humcicott ~Ct'. (26) §. K37)

/Y_/r.
h~ \J ~J

1

~<Y+~<)')=i.
= 1.

Qaeate, catcotate colle (13), ri<'or<ttm't<t <:h(t ai ha

~+~==–1,
1

:+:==!. ~'+~=~

diventano

aenh' 8 ~~+~)Y (josh* S sent)' S cos* (<p e)

~<x

8 senh 8 cash 9 seu (<p 0)-~1~ == i
c<t

aenh*

9f~+M8h'a–ae.ttt'

S co~ (~+8)–

~P
+00811 a -sellht. COR (,+ 8

3 aenh 8 coah $ s«n ( ? + 9 ) ~?-~ =2 aenh Õc08h Õst\n ( + 9)
cp

1
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ovvero

<
aeutt $ -~?-i' cash 9aen (~ –e)} == aen' (? 0 )

f t)<t 1

j
MMhS -cMh~aeM (?+<)) (L )?.(?+9).

( fp

MatraeMdo )<t radioe quodmt~ e itxtKatutto con t, <' )' MMità, po-

aittva o negaMva, riaatta

B(*P+9) t-~cothS
.A-J=:a<'n (<F– ")

<~ a<'t)h$

(14)

~r~=~±~ (,+.);
Mnh3a

ed ora se si &wn& MoovamMfte la eondiziooe (t* integrabitità, der!'

vando la ptima mpporto a la aeot'nda rispetto «d M e sottraendo

(Of. preo." sî trova

M' ooah e (< +t') -{-1–0.

Dattqne <, e* haono tteMMariameate segno contratto, pontamo

= ± 1, < ==<

e le formote (14) ai identiiteano cotte (7*) detta trttsfo'Mazione Ba di

B&oMand pooeodo, in corriBpondet)~:

coac–tchS, aea'±–
cash o

fMtnote ohé. taaetaodo indetenninata !a cnrvatnra K == de)
R*

piano xon'euctideo, scriveretno

(16) aos o ~u~na t
t

(15) cos o t.t!t' t
M

). St*"
3

c") -–).
~tt/
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& notevote che la rehtzione fra o e 8 è preetsameote qaeU)t ohé

intercède fra Caogoio « di pttrattetiamo tn geo'nettia non-euettdea f

la 't~tMt~ $ du eui aono aptoone tlue parattete alla fetttt ttMt

fuotittftt (~. 2i~9).

tnttmtu si <i0)totnde di qui AtM~e m pf(MHet)t<tpoeMdoa/'eytco ~eo

Me Me~ t/~tca~, <~<t<oM<tper «~ rote di TcA<yo/<e/ <B*<ooff«MeM(</

<<tocoyWtHeHto <a<M<!<dMa<oappetut /!M<t<o« yttMto <Moui « M<«<eIra-

opef~'e «w <te<M'<MtM«<opunto della rote.

È poi da osaervtn'e che te t'o) (note (13), tettwndo eonto delle (14),

diveutano

-MhS cos(~– e)~x j MM)) OttS~c'M~–9) e tjt6tt<)'ae)) (~ –9)! S< -i-xi + 4-Ofili a 01l8'f0"" ( `w' ) ¡ R611moeil ('f el; 1e, +

-{- ) oosh aott (!0tt (~ 9) -j- cos v nf)) (y 9)) i~

<- '°'sc«)t8ooa(y-j-e)~ -j-}(MM))§cos')'cos(?-}-9)–))<'nTaMt(<?-p9))6< +
t ~!<

-}- { posh 3 Ben OM8(~ -)- 9) -)- 9' t't'x yRCt)(? -r- 0)<'!],

e <t) qui formitndo i) </a'* ri<~rifo ))))K )tt)"f rete 'ti Tehehyohff

<<<e
= + d~

Ni ottiene anbito

(i6) <~==da''+2<!oa8~<!p-)-<

Qtteato provtt ohé t* angoto 2 ha, per la Mnova rote <H Telle-

byohef, io atcaao aiguitiuatu ootne 39 per la rete pri'Mitiva.

~<MfC<M~OMe. Per cotnptetare i rianttati <<)qoeato e de) pré

cedexte pam(; oottoeroexti gli aoort'itneNti (teiïe reti di Tcheby-

chef 1 geometria aO~rica e ptMndOMferioa, ai pub oaaervat'e oht' eai*

atono pure di ta)! aGot't'hnexti in geonetriapiana euetidea.

Se ont)

= + 2 <'M26<!K + < (
==

0 j
«Mt~

~"== + 3 <a3<p + << (
~=

0 )dR" rla' -+- "mzi2 mda d~
<)<t
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ittdtMtxMttto i due <<«*dcU~ cftCfitt'tmfh'Mtt reti pisttM di Tchobyohet,
ttbbixnxt io jH'ixm )t)«jf<t gli )«!on'i))x'))ti <'he c'*rrMpo))d<MtMt) !f<ta<«-

;MOHtnet piitxu d:tti d~ttf f«)'m'tt~

~~+")==0 p ~==u.
du

tn<t esiste qui UMttHeconda MtxfMta<)! acturixtenti ohé oorriapotxtotMt

p. e. alle fonnotf

~±~=.~(,-9), ~==o~~t~).
COt

o een ('f ej, = 0 (0 uo»tantej.

In questi onu <)f))e due om've gcneratrtoi <]eUKrete ()H == <M)8t. )

resta im'nuttttH e l' attrft ttut'iaoe non tnmfortOMione geometrica ohé

Mrebhe faoita oaratterizeinre.

36S.

App))cabi))tàspeciale delle due falde di ut~acongruenza
pseudosfertca.

Le due fith!e footti S, 8' 'ti un~ ''ongruexztt psemhMferitM~ cotne

sapMrHcie <)et!<ttttMXtt curvatnnt ouataote (t)eg(tttVH), aoxo oerto ap-

p)i<!abi)i )' nnn f)nU' nth'tt in <?' )nodi. Ma frit qneate oe ttpp)i<Mbi)it&
ve oo hit t)'))t pftrticohtre notuvote c))e risutta faeihnettte dal con-

fronto fra le <brmot<}deUa tn~fMrmMtiooe Bj di B&oktand (~. 260,

361) colle tdtre ftabitite n) futn~rafo precedMnte per grti Noornmenti

delle reti di Tehebychef in geotnetria paeudoafcrioa. Siano

R* (.!<M*6 dM' -j- H«t)' 6 <)

R* (<!0t" <<!('-[- !)M)t* ~0*)

i rixpettivi etMtnfnti )i)t'')u'i df))e 8, 8' rit'et'iti alla Ht~ di otn'Vtt-

tura «, v. QneatH tocdesiotH fo))))fd« dAnno anehe i don etemottU

lineari de) pifmo n«)t euotidco fif<'nti a)~ ourva hiitettric) delle duc

reti di Tohebychef. Ino)t.)-e P att~oto ha i) toedeshno signiHottht
nei dne aistemi di foroxde ond~ «<'t!'M che l' aro~ gendeti<M di Inn-

ghexztt S che tHiJHcc sopra 8 il puoto M~ (~ T,) a) pnnto
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M,Bs(a?,' ;c/ <E,') toctMt iu M H ?"<;){'" MM' detht euxgt'ucttZh pxeu-

doxfortot* e j'fr ht fo)')oo))t ()5)

M t-<tMo = N tgh
)R

il xouMo dx M VfM" M, e t'ot)''ord)))tte cun quetto M vet'ao M'.

DotM qucatc «afK'tVMxtoo) po~MtttO fttrtoahtre )McotttrtMiotte Hegneute

ube tt& l' indtMtttu re)tMi<"w ~<'et«/e d' )t)tpUt)nhi)it& di 8 an 8':

<Se 8, S' MMo due /<tMe /MaH pMxdM/eWe&e d< raggio R <<<MM«

coMf~e~.m ~e«d<M/<Wea co«'aK~o<o <] <<etp<aMt /o<MM
(0

<~t <( -),2

jtfotKK~ il )'<<o MM' ~eMM'toc della ceM~rKeMM ~eo<~tO<tHteM<c

NM<<«<t«~tc<e H, <Mun M'co oea~Mte MM, S <<«<eda

tgh
t R )==

cet) o.tg"
1.lt l

COIJa

La MCMtda falda ~'oc<t~ S' aMo<'<t<t~~<tc<t6«e «(Ma pr!ma 8 M<

~MM<toAe o~Nt punto M' 4( S' ote«e a <!«de)'enel detto pMM<cM, cet'

WoROK~Mt~.

Oits~rvi~n" anhito ohc h) oostt'nxi"))'' <)ivt'))ta i))uH<ttm net cast'

<Ie))t~tntsfonntMiune co)tt))temet)H)rf a==0, perché t)))ont bia<'K"e)'eb

be prendere 9*-<o, e tutti i puoti di 8' vet'rebhero tra8p"rtttti, het

t' apptioubiUtA, a dMUmxtt mitoittt. lu scoondo tuogo si osservi che,

tt t:))M8)tde))' nfHoio t!i<nm<'tr)(!o o«)t)phtto nette xostre fortn'tte dagti

tmgo)! 8, ?, inverteado neUtt eoatrnziotM le due aupertioie S, S', t't

teg~M d* tt)<)'tioMbi)it&ffttt~ tu ntfdesitxt).

Pet contpiere etfetttVtunexto lit costtuzfoxe indicata battht ootto

seere le Uxee ~eodetictte di S, dopo di «h« ai oonoBoono anche quett~

di S', corne (torri~pondenti, net)' app)i'!nbititA oostirnitx, aile geod~ti-

ehe di 8. Se ne tme qu~tn notevotc conaegnenztt Se <t< MM<tsu.

petite S p<e«<fo~tCH « coKMeoMOle <«Me~eo<<e<M~<~ Mo<<t MM<!

MeoMda <«pe<cte p<e<tdM/et'!c<t 8' ~'(Mt<t da 8 per MM<ttraa/bt'Mta

~oxe Ba dt JSeM)M«H<<MCKMmp~)HeM<«)'e( o -t- 0 ), ~<M!<'<<oAedi

8' << &<tM)tO<M<!<!fm<M</tM«t.

Ne) OHM)della traafortMaziooe co)np)fmettt<tt'<< H,, pe)' de~et'))))-

nare le geodetiehe ftnHa snperttofe co)up)(!)n«nt)trt) 8' tton abbifuno

ttttro tne!:i!o ''ho di ea<'gtttre le qnttdnttnre ittdioate a) 258.
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§.266.

Prettmtnar)at teorema dt permutabtttta.

Ui vo)~ia)no ora a quel perf~zt~Mantento dei metodi di tr<M<bn)M

xioMe dette auperttoie « enrvatura ccatante ohé dipfode~dat cas)

detto t«M'«aa di pefM«<<~<K< (') teorema tu cni va!idit& ai estende

a moite altre teorie di trasformazioMo Me))a geometria itt«nitea!n)tt)e.

Cominoieremo la ttoetm nc«t'c~ tht un pouto di vtsta purameote

intrixaeco, o ftoxtitico, oo)t8ider<mdo queati tnetodi corne tMtod) di

traaibrmaziooe per le SMtuztoni 0 (a, ~) detht eqxazione ~ndatuetttate

r (28)
(A) ~~=M.t.(89),

~Ot

dati dal oiatema situutttmeo (H) p~. 7~S{ dMtte eqHMiotti di tr~ibr

MMioue. Parteodo dtt anH aoiuzione ittizittte 9 detta (A), e ixtfgraMdo

il oorrispondexte siate'ua di BieoKi (fi), at ottiette «Mo doppia w/t

Mt<Adi KMOM<o<Mi!!M)«<?, ootttcnent.i la cotttaote Mrhitraria k ed utia

«tMVtt coshutte U iotrod~tta dt))'int;<'gra!!)Mne. Tntte qxeate -0' so-

taM'tttt v ai diruMMo )6 onntigue alla inizi~e 9. Ora preudia)t)o duc

partiooiari Koluzioui 9,, 9, con~Uf Il e, e corrisp'mdettti ai vntori

& k, della eostaftte A, tegute quindi tt))a 9 <t<t))e riapettive eqaa

zioui <!) tMaforMtMziooe

;±~i==~(.9) ~.+A)..=~~(.)

(1î )

ax 8%
k~m·t1(81-- B)

(1î')

a.(.ea.-}'8~-ax
/;lxell.(ea-e)

(17)~

j t ~LL==±~<9 ) ~H) (17~ .==-~(<~). 1seil ((} T /j).

~?
1 t

Poaxituoo di)'c c)jt< )« flue <)t'~ti)'hcit& ce* di a<tiuzi<'ot, c<'nti<:ue

t'ittjMttivMOx'utM )t 9, e .'t 9,, h'unn) n tit'muttM ta Mttuzionf 9, e or!*

oi do)t)Mt)di)t)))" «H e8Mt«)M' ~ttre sotuzietti cotxnttt a))f due tuottipti

j') Qne))to teotemtt vanne at~bitib' da))' autore. Me)eMo parlioolara detttt tKt-

<for)Mt)!!ouaMouptfmenMfoeotnhiaat~ cuMntt~ tffu'fomt~ieiune di BiicKt.UNt', an

){~<)a) 1885 nella Il..lDloria:NM<th«m< di ~)<~«W<tt (AoMti 'U 'uat. Serte II*

T. XIV); pet, pei MeHUj;eneM)e, nei Rendicout) dei bittcM)de) )892.
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oitA < Dhnostt-et't'mo ntKi esiate oltre 6, Mtta e<<una <o<<t«oonAt m.

~<M~M<OONMMM0' <«<W'<t<tda 9, se A, ==[=& < eo<tMMM)<e<XMt9W«<<t

tttoMdc ~t,. QuM[t( ttotovote oh'OMtiauztttià )nogo,ootnevedromo,

t<<teoreMtH <i<~fnuuhtbitit&.

8t)ppot))n'no ehe ttttM titte aotuzione 9' cout-igna, come la 9, aile

6,, 9, eaiabt e ahttM A, va)"ri della o"8ttmte & oorriaptmdente,

tatehè tooienu' )tUe (17), (17') aotMiatano le corriBpottdentt formole di

tmMt~rtMMziooe

~±M~< ~±~(.)
Bat ~6t

"~A'(.+,, ,(.
'M-(.+,)..

cp Âj Pj) A,

h) ttdo i)wK'!<i, a~ttnx'n't't )'' (t7), ()7~ 'te))<t tuedeaitntt titu'a,

n"tttt)t

t "1 == Mn( 6, e ) A, wt) ( e, 9 )

(H)
I

~(9,-e,) t w,,(e,4-e)-sf))(e,+e),

o 8))ni)n)e)tte protie'~nd't xnHe (18), (~'), <fit) confmxto riauthtttu !c

')Hf eqnaxiot)i i)) tertnin! Hniti fm t, e,,

~~)t(9'–e,)–~ae)t(6'–e,)=&,t!t'))(t,–e)-j!8eti(e,-e)

(1~) <

rmn ( e' -e,)

i
aen ( e' -)- a, )

,i
aeu ( n~ e )aen(0'+9,)–– tten(6'+e,)= !t.(e,-}-")-–se))(0,6).

)., A,

8!oc<~))' p''t' ttn Vidot'f ittixiittc tu'hit.t'.n'if* di e, reHtHtx) ttffttto ar.

MtnKti que!)! <t) 0,, 9,, occorre it) pt-into txotfo che tc'hteeqn!Miw)i

pte<M~)onti aJono tiMMptttibiti oeH' itxiugHtM f', eom«tt~)« si pfett~Mo

e,8,e,.F"cen<!o')<'Ue (19)9,-=0,==0, rittuttH (\).,)sM)')'=

~=(&&,) "en 6, ( )
sf)) ===

( sen e e 'ti
k, ki

~-t ~t "'< *<

seii e

vidftxto

(20) A,= A-, A- e
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«M'tett) (19)pMMXMMUXCt'ivoMi

t ~aeu (e'– e,) \aen (8'-~0~ ==~n (~ –&) ~M(0, M)
(19')

f ~8e«(9'-j-0,)–~ MM("(-~)==~fMU ("}-0)~ MM(«,+t).

Se ht queateponiatttoper eH.~==<t, e~==: Meviene
o

t («*)<y -{-).,ces f == &~s<-n «(M9

ouf!)8' ~a 6'= nfoe ooft9

da oui qaattnmdoe ftomtnan<io

\'+~=~+~

e quindi per )? (20)

~=:A,. ~==!A, (:r'=l)

ovvero

).,=! A,==~, (<=±<).

Ma stocomeun ctmguntMtHK~aitnnttttneod! xe~m)iu eqai'
vtt)eMttamnentarMc' ()i ?, poMituno)t<nit<n'oia aupporres=&-1.
Ora it primoca'M~) cou ~==& \===~, t'orht « f=ee-}-)[, cioè
8oatat)Z)a)tnet)t«<t))atMetleahnasotuxiotte8. Reata banqueaottantot)a
''Nnninttrei) seeot)f)oeaso

\ii! \=~,

che M)jnutfrà ttpf'tmcoa) teore<Hadi permut!tbi!it&.Le (19*)diven-
tano ora

< A,ff<'t)(e'-e,)+8f))(~- '')]-.J![aen(e'–f),)+8en(e,-e)]

) A,[sen<')'+e,)-(a,-{-a)]-.&,[8.(e'+o,)-.Mn(e~-e)),

o coo aetaptioitrasformaziou!trigottotnetriche
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<T

~sett)
–t (!<)s '=-

3
l!tlll

2
1 '="

/() "< o't–h–t,
== A. Ht'M ) M)t< .JL

0 0, tt. 6' -)- a -{- 6. h.
A,ne))t–4- ')<:0tt -J-==

` 2 2
tsoN

2

/9'–0 '),-8\ O'-j-<j-6–6
== A. sot {– -1 coa= k,lo\('lI

8 27 1
cus

2
_I_~

Cttne si vede, queatc <:omtmuuM) neH' ucion

(-+ ~)- (-T- ~)

OMitt

(~)~(~1)~(~+~

a oui diamo )a forma

<
~('~)=~('~)- J -k, 2

In Ou~ ixtroftooendo a) poato <t) &~ t, i oot'r)M))ondet)ti vntori

o~, o,deU'augoto o netttt trasfortnazione Bg (ti BS.Mktun't, co) porre

:r. t 8<'n o~ 1.
1 m'u

t~

CUNO, C080.

activiamo la (Ht) sotto la forma equivatentp

0'-0

('II!I

( '1 'Jt_) '0-0

"('~)-~}'<)'

·

2

8

2

·11
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t)i qui intitnt't CMXitudmntu .S'e'< <aM MHf ftMM~Mt fM~<t

f~M~MtWK'/CM<<«Me<t<<t<e,<!eM<tj~K<f«C<<(M<tMt<'<~<'MM«9 per <f<M/!B)'M<M!<OMt

~t ~0. B~C~MMf~ e< ft/ Mt<M<ttMOMt<<!~MMf~ <?<<-M~t<'MC 6*

<'HM/~f« «woMWM~ « "4, f ~a~t fM~e<M«Mt~K~<~<~t/ot*m<t~t (ttt*).

~U7.

tt teorema (tntrinseco) di permutab)))tà.

Ont ()oa«M't)<) t'itcihnettte VHr'Hctn'e cht' ):< futtxi<me 9'9' (x, ~),

tteHoito '))))t~ t'orttHt)!) (Ht), 6 ht HttfUt) ttt)tt qmtrttt sotttziuoo della

oqt)!txi~tt<} t'tH!ttnHttt<t)H to~tit :t))M 9, <ta))t) fo)'tno)<' tt! trasfonna'

xi<H)t' (tS), !'m'i,i()e ('~MMttdo \°~ ~j) ')")! !«'K"<ti

-~±'.1~ (6' A~= ~n (.'

~).+..) 'l.+.t OP ?, O? ?,

.ntt basterà veriHcare )<' p.'i,))f, chè le aec<Mtde xttoo cottHMguenze di

queste e deHH equitzioni ht tet'tnini Hniti t))t))e qtXtti abbinmo deter-

minato 6'. Le for""))e 'tu v~'ittcarai, tene)H)o conto delle (17), aono

le He~uenti:

iJ(.ft-9)
= ae.. (')' e, ) &, "e.. ( 9, -e)

~«

(21)

A(~n(0'-)-)+ se., (.,+ 6).

Ora aa d~))M (tïl) ctttcoHtuno 009 (e'–e), afn (9'–9) abbiamo

~(6'-«)-
~+~)<8.-8.)-

~'+~-2~ "<<)

(IV)

(kt'+kl')I~flM(9t-9t) -2klk,

(IV)

sen ~e) = <
-L

<+&2<A,c..s(e,-e,)
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)<t'frftt!:ttKt<)<t)t)u)-im!)<i)<'ttin<M«ttt<).t.). )' t:<'<<iH'frett!<iim<t« lu
)))-it))a (i)''ni x('<i<t))<)t)t()).)t(b«)t-t'n))i'.i()hbti))ft)re

<t)'!Oft(0,–C,)))if))))ttt

Bw.(~-9)~0'–o)=. J~
s.('()W(.e)

~+~ ~A-,<0, .),))'

C)(tèttt!t'))tSf<Xtt)d!t

d(e'–o)-. ~(~

~+~-2~A,c.,M(e.)
i

ltt))ttrtt<to)atfnv)'f)nft

~(8'-9) <)(C.-e~

¡

h

~et < -}- A, A-, <M ( 9, f), ) f<-x

c~' ~0 ) _A,' i! e, )

*°*+~–2A,~ous(9,–<,)

? to fot')no)< (21) da veriticta'ai, t"))t)to coot'! <te))« (<!) )t) jot-i~mto

preoe<!pntc, div<'))t<un)

~-«'"(6'- OJ -A-.s<.n(f), -9)~ -7~ s.
A,&<('),)'

&, s.')) ( e ) t

1 1
__k,kr'

1

–8en(~-{-9,)-)-(8,+9)~r' J ~(O.+a)-&i ~'+~-2A-i:,<wC),-o,)~

1 m·t1 ( p~ 1~.n(«,-j-e)

Tntsp"rtt<m!') i tx'ootxti h'rtnitn net aecoudn tnfmht-.) M t-idncptxio,

qaestf) <'qniva)ROt)f) atto pquazi<mi segnenti

A,' (-&&(0,-9,){.'<(6'-e,)=~JbJA-,

,x ( ) ]. s..)) ( 6) ( &,<' ) < e,

)& i-~ -~A,~<-<.s(e, -t)~j.!«.(e'-)-e, ) 3A,jA-,<s(a, -'),<-

/5!,]we))(e, -j-o)p ( ) t«'tt ('+') 1)
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~VV<*)U,soittHUCtut" tt~'t) («'), !«')) (C'-t-f~) h«'S())-MM)u))tM)tH-
Vitt~nti

M~u(~ 0) t-«.s(~ 0 ) ( 9 ) m'h(0, 9)

~t)(o'–o)c<'i.t("a)-}-co)((8'–e)n<'))(a,')-')),

cimK'f' e<)uaxiu)n dit vt'riticxmi. <)nst'n')tt)t)o )f(tV;,tm))fMttrM

(& /) s<.n (0, e,) o(M 9)–[(&/ .M (~ –o,)-2AtA, ) Mt.t.('<,

==) A, A, A,' c..(t (t, 0, t j s. (~ 0) (~ ) tt..t, ('<,

(A,' A,' ) e, ) cuM(9,
-t- 9) A,') c~ (o~ '),) /<, ] ~.n (e, + ~<

=

==[ 3 eux (~ ~) 2 A', ) Mt-ot't, ')).)- (A-~ A~)se))

Semptitioiunto. <)U(~t<<si tuutatto nf))e MftnpHci hh'tttJtA

t (~);aet)('), -8).;«f<(et–6,)–cH8(6,–e)~))(f~ -~))==

t ==(~)8e..(~i)

( & ) i "ft) ( h, + 0 ) (.s ( 6~ f),~ o..s (e, -}- 9) ~n (0, ) j ==
f =(~)s~C),-j-

e le v<*ritich~ Mtxn) oon) <t))p)Hh'.

At'tHanh) dunque ttxbitit" i) teoroxit <)) jterttttttohiHtà

Ne (!att<t i)o<w2«MK6 tt<H« e~wMtOMe~'oM<!<ttHeM<a<e« p<MM ? dwe

oenM~Me e,~ 9, mediante le <t«e <f«f)/'M'tH<M'MwBo Bo
e~te ana ed

MK<tM<« qMar<f[<oh<~OMe8'/ <~<<fM)tt<t<a<? <en~tMt ~M~ dalla /bf

?«'<« (in"), cAe <'oK~«<t )'t&pe«M«meM<e<tMe MedM~Mc 81, t), per

due traejotmationi di .B<MM«Mt!B', B'a colle CO~<tM<t< 0, Mt.

oeft<<e.

PosaiHmoa){nmre)&re)az!')nefrH)equ!tttro sotnzioni 0, O,, 6'
de))' equaz)on<* fondumentttte (A) oetto schéma
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«n<t<t ai ve<t« oh" datht 0 jtfrvttixtno t<Hn "i~ fm~xotdu prixta H,,1

p"!H' 'tpptUt'primH H~itn)iB'xi))tbo)t'')tttn't)tf:

'=~ y

<t!t<!tni())<)tt)t't)itt'<t)'ft))Hthpcn))ut)t))i)i)tt.

~.2<!8.

tntegraztone successiva de))' equazlone fondamentale (A).

Da) teorettttt d) pfmnttttttitità jxMMitUttttont tmrre itttportMttti <;<)t)

ctut!!ot)it:h60oncem<)))o)'R))[))i<!a!ti')t)'<H')<!oestt)V)t ''d'it)it))it:tht d<'t

prooMttao '!i trt'aforxttMiotte. FttdhtmtX.f' dioxtatriamo )K )'r«(M)H)MO)te

8egn<'oto

Se di «M« Mh«t0t(e 9 eoMOM«tMo~««ej<e ~"ccn<<~)<e~~et'<)'<t)t/of.
<tMMtOMe~t JB<(eA~«M<<o<M't/'aoMt~'<tM<~«fMWMt (!I)pa<j). 7~ <<<c«t-

<cwMa <<<~xe«<e MMooeM/tMMM~f po<<'e<M«d<t<et'mtKa<'e ['uK<t~Me

CON Snn fAM'on ALQKBR)C) M M DEKfVAZtONK.

Nui supponittmo (utnoquf di Hv~n' (MHo~titttxx'ntf' iM(<'gntto il

s!atfu)tt (di Rhicati) ')<)<' eqnttzxn)) (H) ')) tr««f«t'nM!!ton< jM'r on

vat~ro Rfoerico <)i A; « Ma

~=?(<

ta aohtziont' g6))«r~)« contettentM le <h)f o«st'mti arbitrahe A, c. Si~

9, unR sntnxiooe p~rt)Co)Mr<' cfn-nHptXHieote p. < a

jj; c==c,.

onde

9,=~«t, <c,).

rn'Uchi ora (') nt)a xnova sotnzionf) contiRo~ 'tUH 8. pe) ona tt'n

xfortnazione M costattte A, ohx anppnnotnx) d:)ppr!m)t (tiveraa dx &
Per i) teommit di pet'tnntahiUtà, )a tema <H Ho)ai!iot)i



742 CAt'tTC~o x\'t 208

c cu)nph)tatit :u) utttt <)))n')t't't)Kt)tt mm qomtK stthtKi'oto, cohU~tM n s

)K'r mxt Ht,f)*t''t''n!' ("t'))<!t)W)'i)t<)f<'ait)t)t)t

?(* ~.t').

La t"t'H)ut.t(m)')t')tt'')t't'())at)ip<u''nt)tttbii)tA<')))àmht))<)H(t

~-("r'.)-(').

<'Mot)~)tMitt)tC!))uu))tt)t)t'i<)eO'cUo,h)tft't(uni ttt)tt.i,ut;uis<)tu!nouM
<~ <:u))titf"t 't)~ 8, jtet' t)t)K tt'!Mfm'))))MionM)) t'ottht'ttt) & quKhu)qu<

/~«'f/(~ <<«~<'<ma </tM<'M <~ A,. Ma o)t<, o<t<)un t«'tn)'ticM pMHfMggn'

attin)itt',<'on)p)et).u)HtHt')Mu))<ttut)'oVMtt<!<)<ttt<!hti)t)<x''H<'ht!{)<t))tM

''onti~Ut* !t)!" )?'' non tt'Hsftx'tttitxione « OM<«M<eA,. Par queatu ai

<MMet'viche ht ft't')))o)a (V) o

/M-.M\ /J-~ ,c)-i')\ 9
(23) t~t

I~);"
~J-L- .i

3 2 A--

V!t)eftt'tt)()rt',<}n)t)Ht)qneai))t')it)tt<)Avioin<)tt~.
Om p)'<')t'ti)ttn') per ta costante e in qneattt formol uoa fun~ione

tiui~, «ontinatt o <tt~rivt)-bi)f <)i &

o==o~

ooU'ant<t ttondixione <:h<}st ~bbiit p~~===:c~. aecoodu membro

'teiht (32) ton<!c, per ~==~, to) «)) timitc, e oioë verso

).
1:1

-L~~Lr.l~J =,
<,,r, ~t G·~

'*°°

A f-~
a~

4-
k, ( de)

·Il,
ak a~ x x,

H vatore dij ] è mm M~<!«<e<;rM<f<tWa, che indiohiamo

\t~tt
':o)) c', G lit t'tt)'mo)a (V) dà, a) )i)t)itt\ )' attra perfMtt)une))t<3 de-

terntitutttt
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(V!)
t.(" ~(.- ):oc fA

6,pM)t)tf<d~t<tMs<)<:u))t:tti )'!tbbi)Hnodedott!),t;tt))U!it't'!<'<'e))t'<s)t

daF&('<«<h<f)h)X)0)))<'tc"ntitf"t'"))"&,?' ttitst'ottOitzitmt- Il

ooatxnto~.

~.2M9.

S!gn)ftcato ~eomet''tco completo det teorema.

Fiuo 'td ora ~bbmtuo avitupptto )« f<a-)u')te do) tKon'uot <ti )M'r-

tuatttbitità (ht) pnnto (ïi viata iutriuaeoo, Hoto m riguitntu iti metodi

d' inte~friMione auocesaiva ohé ne derivuno per )' eqnitxxoh' tomht'

meutttte. Mu 6 bnportanto cotnptetm'o questi riHntt~ti c") 'tat'f il 8)-

gnittnttto geotnatrico 'te) too<'e)t)a, iu rignardo <tU''hf a)!~ tn~iKione

offettivtt delle MOt'riBpondetttt soperOcie paeudoBferiche oetto apaxio.

I) h'ut'exut s! punocitt attora, ttotto ta sua fornm co)))p)et~, eus)

Se <tH<!<Kpe)~!oMp.<e«~&/ef<ca S <WMoeoMf~Me f!Me«Kope«tpef/fCte

~~«doa/eWc/te 8,, S,, per ~<M/W)tt<M't<w<di B/to/~MMf!B, Bj <tco-

~aM~ o,, o, ~t~fe)t<~ ea<<e MM<!ed KMOt~ft <yMM~M/M!<c«'~<fX(<o

~ft'oa 8' coM/~Mft a<~ S, per «Ma
B,

<tM<t8~ per )(M<t
B~

lodiohiatno oott 9~ 9,, Q, te sotnzioni <te))'eq)))Mio)M tuadtmx'ntt))''

(A) cot'riapotxtonti HU(i superUcic ps<'u<!osferiche

8, S,, S,.

f con 9* ht quarts aotnzioae eha comptetH, a<*con<)o le fu)')t)o)e (Ht*)

e (tV) <M teoretOH iotrioaMon di perotut~hitiM, h' <))M<!Ht't)ft

r'
e n'

~"<

Deriv&ndo t& 8, daUa 8 pe' ht tfatt~rnuMiom' 'U Bttoktnud
Bj~,

i ooaeni dette direitioni pr:nt)ipa)i d<'))x 8, (dt'notat-i qni eoo acoMtti)

aono dati por !<! fonnota 361 (pap;. 730) da



744 CA~'roLO xvt. 2CM

A == R coa o, cot< e, Bcoa o, [ eos 9~co8(e'–9) + set) o, aea~aen 9 ) )¡

) B~Rcoa~8en9,Heoao,[8«))')~co8(e'–9)–8et)9,oost),8M)(y–9)

f C == R eoao, ces o~Hen(~ –~).

X/ = ( t'es fiCtM<t, aen <!)fen 9 )M.-n ) X, -r t "M 6<+

tM'n tt6t' a co86; ) X, 's o, «en 9 X,

(~3) x,' = ( ttpt) «eus 0, 4 Mftt o, ot)S6 acn ej X, T- ( xcnCMt'tt

m'n'('<M«t'<ta~)X,-i-M(M'))<'<M8Xjj

X,' := t'"K <~ti~)' f, X~ c<)8o, c<~ 0, X, t)ft) o, X,.

HJ ont «e ohiaoumtK' 8' lit auperHoie pf)e)tdof)fet'ioaderivata <)M))<t

8, colla B, a ftu)zio)'e tt-Haformattiee 9', per le foordmate .f'.

'te! punto ~M, <~ di S' avremo per le (1) 260

a;'==~ -)-RoMo,(e<M)6'X/at!na'X,'),

<!ovf X/, X/ hanoo i valori prpcp<!cnti (33) e

!et'-<i-Bco8<tt(<'oa8tX.aMt9,X<).

Scatitoendo, scriveremo

.=9:+AX,+BX,+CX,,

Hvendo poato

In qn«at! vatori <~ A, B, 0 aoatit.niHnx) le espreafioni (IV) t)i

,;08 (9'0), sen (~–e), «apritoettdov.: attreat coao,, coao,; af)te~

fK!<)3, per le coataxti ont)f fonnote

2 2 A-,`
00)0,== <<)X~==-

'+~ '+~

& 1t«')) == )«'na, === it
i +&/

t
1+~
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t)op<) tttc'tth' f)fntp)tt:) t't'h)!:i<nt), ).)'ovi)mm IN f<n')n«h'

Jt ( /f,' ) (') S. ( –~t')

(t+~)(l +~)'+A~ (Dé lit

(26) B == < ~J'
G

(~):A~(l-)-)' ~-i~2&(o,-h,)

4MA-(~ ~n(8,-e,)

(t + ~)( J -) ~') + -2 A.A,~ (9~ 8~'
s

le quoti j)0t)t; in t~)' ''hf A, B, C atm" <tMM«'<Wo/«'riH))ftt<)

(t))e oop~ie (0~ 9~); (A- ~). Dopo ciô ë cttitu'o ootne )<*fonnote (34)

t!ondttMO))o ~)h< )ne<)eoi)nM qntu'ttt aupet-Hfif pa~'t<)()t<f''rioH8\ sia ap

pticamto a))M 8 attoo<'Msivat)n't)tt< lot Ba chf la porM h) 8,, jtoi )aB~
che <!Mt)gia 8, i" 8'. <n'vt')'« pritnn )'t

?“
oho mnigia 8 ht S,, ittdi

la
B~

che t.raHporttt ta 8, it) H'; e qoesh' Hp(")"t<' qxMOt') è M

serttf) t)<'))' enuocittto supftitx'f! df) teorM)n)$ <)i pt'tumt.abitit.a.

Le formote (26) ttmxtt'nnft f:))it)ratn~t)t<' chc m') '80 0,==~, <'

~==~. i <Me)1R<'ic)ttiA, B, C Hi annuHftno ft)tqu:()-t))8t))Mt-t)ci<' 8'

de) teorema <!) pommtabitita viene K <w)))<:i<tf)-)'coHa p)i))))t.

Oaa<*t'vi)uno ont eho se pn'tt<Hatuo an)!f qoftttt'o snpet'titiie 8,8,. 8,, 8'

una qnHtunque qotMt'Toa F, F,, F,, F' <)' pnoti con-iHpottdettti, il

quadrilatero Rghonbo FF, F' Ft g'xie <)<'))eae~tentt proprictà

l." t lati in OMMOM~MppM (FFI F'Ft), (FF,. rF, ) /<(tMMO

<MM~&e.?xeco<<<tM<<eguali, tte~<t prima eHppta a It t'oH ?), )!eM«MeoM~t

a R cos e'<.

2.* o«MCMModei ~<«f<~<'<'piani <M ~««<~)'<7()<efo

F, FF,. FF, F', F, F' F,. F' F, F

/efMOf coi ~Ke COMt~K~gli <tM~M C0<!<«t~<–0,?,.

Qnesto q()!t<iri))tt<'ro aghptnhf) ftWtf' è <))'f«)-mMhi)(*ffttZH oh<'

varmw né le tt)n);hpzi!0 <!<') )Mt) ne K'i ""K")' dei )' (')

('; S! dev~ <t)DAttMttUXl' ixtereitafmteooftervMiotteohéIIqt)nttri)Mer<tnf:)'e'"ho

<Mteorema di pennotabititA offre )' anico caempio di «x TMd<-«o<<fo~«xte eA<

)<M«t<o<'xtaf<< oottMf)'<tn<tc<n)'<t)'ia<<le (ox~MM dei tMJ oft~o« e < <"e< «M~eti

<!Mft. (V.i I)ABB«t!X MMpfOtMMtffe!«~ <) la tMeWt!~M fOMftM~<!t<ct<t.

Parta 1908.
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pttttiuuhno qxi !ttthi)ttt)<t ))tt otovitm'uto U (iun ~ttMtttctr! tt~t qntt'h't-
htttTtt ttt'titiMhtt~ t)f) quitte i ftu'n quftttr" v'-t'tifi d''s(tt'iv<)o<) le qmn
tro xup~Wicie ptmudottferiotte <t<<treot'~ntt <)) pf)'tt)))ttthi)itA H i q'titt-
tro pi«)ti '))') qoadFitat.o'u !)«))<)c"ittM))K<tt)f"tt' i j'ioni tMH~t'ftt) <)«()<'

attpfrticif Mtcsse.

Si uS8frva oht' thtf )ati op~onti ')<') qoinhihttu~. ;('. FF,, F'F<,

tip8o'ivo))« <tu<<c<tt)K''m'n:<e))M('ttttfMt'eri«hHt)'<'f:'U)t<'<)))f{")"f~

dei (titttti tb<'M)i; pt~snmn) ,i)ttoht' 'tiff tita' MM<tf~M<M)Mte ~<

~«cA~MKd <r<«j/bMHa (MMt<;0«~«M.!<t HeM'««<'«.

Co~ p. c. ta tt'MorortUtMioneB,, otu~h) JM cu))j.H<x)t t'Heud~fe.
ricit (FF,) Mtttt (F< F') oHOKinmtoin) nu t~xpo S, S, it) 8t, 8' (').

Ct)' uttitoa (M.tervazione, tuxttitictunente ovvitt, o da fttt'fti itt n.

gutu-do de)~ t)t)ti}!i!i(zi<))t«t)i tmatortnttzi'~ti <MM«~K<tWedi fM<-k)u(t'
<!ioia)no che

Il <eo<'eM« <(t pefmMtft~H~ permette <« CMW~p)'t-«<)'<«/cfm<tjtM<

<M)M<t~«i(W<!~M<«~<t<<~di B<tct'ht)K<<M<MM/<'?'M<MMM<t'CO~.

S« )<)))t a<~ui!iot)e ~e<t<e6 dstht (A) ttpttttcht~txo, coUc fo)')nt))f(!7),
xna trasfut'))))t!<iottf

B,
« eH~tM~ coMp/eMO &, quatnnqne

== A f A-

!a t)nov:t 8o)uxi"t)e e, sfu'à Hsax stcttfM cutnp~tMa. MH ittt')t'a, d).)~

(17'),èt!Vi<)<')tt.cht;titt'"ttit)KHrtt8,tti8~ è tp~xta atht n)cdesima

h))i:i)))c
<'()M))}ttr!)nf<)t')n!)!!it't)t<B~«onit)}fMtt<dt')t!t )n'itt)itiv)t, a, co.

stantf

~==t–<A- t

(') Le q'tttttro toperhoie pxattdoefefiohe8, 8,, 8,, t5~dei teorema di permuta-
bUitA furmatto oo eieto ohtUM <)< taperHeie ttt) che oitMcuoa di 6<M ë ~g~ta
a))e due oot)ti){"e no) cicfo da doe tfMfftrmttZiotti B R

di Bttcktnnd. Prooexaen-

do qMeoti atttdi, M ad una oopertiete pMe))doafer)c<tS a) app)ic<m" n diverae tra.
efonnxx~ni di BitcHtxxt

B~ B~ B~
che la can~iuo nette x coot~ue S, 8,8 $n

e ai <tpptic<t ripetutameute l' tirifinario teorouot di p9)rmutaM)it& (ti ë cond«ttf ad

un eic<e eAtMMdi S* NaperNeiep<eudo))fer)eheeiHScnoa delle quat) a legata alla fi

continue da t) tmefouMMioni di KtcMand oo))r «teMe coBtfmti o~ 1,
V.' la ttxmoria dett' a'ttcre CeM/t~t'OtfoxJmoM<idi AM&<<Mnei Rendteont) del Cit-
00)0 n'atetoatteo di Patermo T. XXV (ta0)!).
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oottiugttttt detta prituitiva k,. K t't turtttMttt (Ht) do) tf'K'nttt <)) per

tn')t)d'i))tAd«tt<Mtra choit Mfu"t)')')<)t<'tttbtt)èt<t)'<'))ft'ci6 «etta

~UtutfUtx <ti M)tttzi~Mt deUa (A)

rU

la qum'tMO'è tente outMM t'ittizitttHh.AHa tut'o volta le forttto)''

(36)~ eoseudo 9. qt~utità oooiut; ~o' ~,< dhnoatnttu) <-h<'

le qaaxtità A, B, C )-isttttttt)û ren)i, Mquiudi per le (24) itttoh~ !C',y',<

Dunque MM<t««~/«'<e pM«~Of(/<'M« t'«</e M <fa</bt'/«ft, coKdue

B~, B, ooniugate <«tM~f.9fM)'M/'coMtM~<< /« quarta Mf~<-<?cM8' del

<<o<vtM«d< permM~&~tM « ~t'Mett~ ?tM~ff<M''H/<')-<'t'

27<

AppOcazione ad un partlcolare gruppo di superficie

pseudosfertchc.

8i 6 viatu che, tne'timtte il teorema di penMntttbiiitA, )' ttppfica-

zione i))ttc8t)ttamett<~ ripetntft dei pt'ooesao <!i traaforxtMzione si com-

pie tM <e<'M(t« jiniti, appeua che aittai intogr~tn IR pt'MHa equMziom'

di Riocttti ohé si présenta per trovare totte to oontigae de)!o snper-

ttcit' pseudoaterictt inizialmeute data. Le naove eqoazioni (!) Hiocati

per le HnperHciM o~xtigue aHa primitiva, per le cootigae t) <)UMttf e

coid via di H'');oit", s<t)tu (tnoqae tutte iutegrate inajone ccita pritos

a<tM<tche «ta jtt~ tteceM<tWa a<CMKa~M<M<f<t<<«'a.

In ptn'tim'hu'e di t))tL<*le xupfrtitiie derivate aloi <!f))toa<:er<'))~8<'))-

z'aitro )t' ));)<'<*t!tich< risHttHto già in (M'rtc cootennto nei too-

remi Mhtbititi Ht 265,

Per mosttare in 'tu setnpUce o!<e)npio )')tpp)ict)!!iouf di questi me.

todi pHt'tiM)))') d)d))t 8o)uxiHt)H «videttte essO de)!'<'qt)H!fi<)))e fonda

tHet)ta)e. A <)m'sm HotnxiooM oot) con-iaponftf pt'opritt'tx'xtM mm vera

aajx'rtioie pNOttduaferitMt, tua an suo oxHo thnite in oui )a anpertioi<'

si reatringo ad uxa wt.ta. Nd i)) atf''tLo gli xvihtppi retath'i aHa tra

sformazione <)i Bitcktnttd restât~ aocor~ appticabHi a questo caao li-

mite s=0, qnando )e qntH)tit&
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(~,y, (X,, ~Z,).(X,Y,ZJ, (X,Ï,ZJ

ti))<)'ft)')fUtun)K't~ xottdi~fm' )u cqutttiiuhi (<wtMH)<<)tt«)i'têt

qm'dr't (A) 343 ()')tiî. «74) ("')' «--O, pMF il ch« hanta ptetKh'n*

~==0. ~~0, ~==R«

X,r=(), 1 V.–O, Z,~=t 1

t X, = Meu Y, == "< v Z, == 0

( X, ===cas t'< Y, = senc, == 0,

fonnoteche nd))Cttt)o)a'<'))'t')'tioit'ftU'i)M~U~.

EasetHto 8-.0, )<<f<n'<tt~)M(<) p)))f. 718 pet' lit tt'Hsfortnxziooe B~

ttiv<'))tttno

5~ t«'t)!6 <~
–L. ~=–t.K08<'ny,
<~ f'o~'t a~' ce

<;h<*t' integrau') t)tthit« cou

tg~~=Ce\

'tove C è on~ M'Mtattte itt'bitrxt'itt f

M esen o

Ct)SOo

<na aenxM attcrat'f le ~Mnor~tità si pM~ t'are tntmift~ttuuenta C == 1.

Uoaittbbittmo

ttcn <p == (MM~==: tg)) T
COHbT

foroxtte ohé ourt'ittpuod'tn't H))e cticoidi de) Dit)) (~. 2SO) nel Ma"

<ti o quatunquf, h) part.ieohtre per -j-.O a))a paendosfo'a; e d<*t rc-

sto le h'rmote (t) 260, ttppHcMte a) ~<M)H<'attuote, d&ttnn ~ppnnto

per te eqa~iotti pantmetrioho <tf!)« anperttcx' tMondttfffnche conti-

gaa alla sotn~ione 9-.0:
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KcttKo Q i
=

nt!<M~ 6

.t:'==– -St<))<?. ~'=– 'tt', ~==K(«–C<M t~'t),
t'xHhi; 'C cttxht S

t)h''Mt<ptnt<*tt{{Mt)Ott)tn<')tc<'i'H')~)J~ttti.
t te<tt'e)t<i f{<'t)ut')t))ci ))«tt«!))tat))) «ta oh*' /«pp~te<t.<OHc de< pro-

CMM)'tM«<ttC (H ~fM/'<~Mt<t.)'OMepM' ~M~<t- e<)C~(<<(p)t6)K~/<<cAe, tK

p«t'«oo~<e per la p<ett<<«<t/<r<t,«t coM~te ofM~<(~c«M catoM~o<f'tM<ejjf)'<t-

«eMe. K t<)ftnif<Mtfum')tt<' ht)) grup)'" <~w~ ')) sopfrticio pttemtost'e-

t'tch<!<'hf))t<<)priv))tt<), )t'('qt)H}!n)t))pnt)tttt''n'u:ttM,tit'et'it«M)h')i))ef

')iotu'vat.tn'n, t'otttftt'ttmtu s«)t)mt"urdittt(ttf t'mtziMMi cirootat'i ed

tperhoHche.

Cou) p. f. sf ni (n'Modf )))«t jM)rti':t)t<tr<'ctx'uxtM ttft Dini

/e,\ M–pxt'to,
ttr(-)==~, ~=

-i-

\2/ '<

))t sua trxafortt'tht geocrica di B;tck)nt)t) i) (!<Mhtt)te o 8t nvrà subito

da))a fot'nx~M (ttl*) <)e) te'trt'tOtt <t) ))ert)tt)tttbititA

o
<-<)S )

) r ~s
/f.)\ e'–«'

tt; ) ==

\2!/ 94-il /0,-?\
1 +

~+~ -ri

( "y )

e

oi))vecet)Mt<iM8npH.t'ti<!tt)ttreo'btHut:m'ràrim)n'M'eMna
fonoota

HtMitfdiqueHttt

(

8 MHP)'~ –j-C' ·

t'oa<c')s))t,

E in particotare se in queat~ fttcoittttx' o,==0, i)«)) ~==M, avre-

mo la anpertioie <:oM)p)e<)tftttat'e deUtt pseudosfera, ove pottaituno

prend~re

/~L\

\2/ ooahM'

eaM è ana pMticotare auperitoie 'F Enneper (§. 3S9).

Le sue equMnon! paratnptriohe. nome m de~ncono dalle prece

dent), sono
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t 2tt<XMhtt

t <.<-== (!t)tt))*)t j --(wm't'.uxf)P*
xell r ·- ~·,urtv )

2 Il; l'OIiIarn"

3tt'nhMtt
~==– –(<)'M<)-<'it«t)f)

C<')th'M-(-t!'

8
tt

~aM)))ffC<)M!)«\

tt

<==M M–

t,y
j. ·.e-" 'U-

COS))'«+t'* t"

L.)t nnperHoiM ha '))«' iinf<< Hitttftttr) (cuspidati)

C–0 U c t–WMt) M

owr)H)tOH<)<)ti a H=~)), e==–; )<<p)'i)ox. è toxmurvi) )'M))tt ohc

ai htt <)ttt) tfattrx'f )))f)idi)'))M dt'tta (tafudoHfe))) co)))f tuugo degti

HHtt'emi di 8<'gtt)M)tt)== K ab«t''ttti ftoUt"mttc<ti nu) vprxo chf H' <t)-

)ont)'na da))'Hni))fot«, ))t sc<'ott<h<Htx'K <'<tHtm<n)<<t)H)t oorvaKnhha.

27t.

eompos)z!one di due trasformazion! reatt opposte

dl Packtund B< P-

Vottfinmooi on) a))" atndit) di «tt MtM))))U'tic<')<tre<!ft te«r«tn)t di

permnt.xhitit.A che conthx'H a') it)tMr<'ssMHti t'ottMegxftOtie ~«ttttfe <<

~Ma~o~o ~AeM~ FF, F' t', A<t < ~)MM<'o ~<M <t<aM e ~fm~

~MtM< MM<!~ftOM~<t~MM<'«. UiO ttVV)K))«HHtt)')t t'ht* tf <t)te tt'tM~r.

nxMtiotti di B&ok)Mt)d <'<))))ponf))t) B, B,,
txHtoo )« <'oata))ti o<, c,

MguxH f di M<*Kt)<)<i0!<trnric (').

== o

(ftvvfro, t'tt'~rendoHi ~))<' oostMnti A,, A,, A',==–). lo qm'atf) caso

ta, sitntuotrm <)eU<t)<Mtmg)t rondt* Mvi'tente ehe: le dtM KcyMMMin

(') Jfatnrattnent< <! atmtHdeil t-tmo –.9, ( o ~,c-t, ) peMh&~)ora ttqMfta
ooperttcio 8' <f)inei<)ere)))teco)))t prfnot.
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)' i<" «V<f ~M<-«ttp~c'e ~«</<M~)-t<'A<!«~w~f 8, 8' M~M<t/< «t

~«Mtt FF, F, F' F, K< ~<'«M <<MMM~W*tKCOK<t'«t<t«t «M ~MM<0 M.

<~)(Mt«<ïH(e F, F' <-*<Mt<w<-a<e d«<! Mfrm<t<< <? F,. F, «~

<~<re~Me 8,, H, MC<'K~'«H«in M pMt~o M/ ~«t~«(<tn/f <<« t\, F,.
/,« <<f< Mo M, e MtMMt/e<<<f<WH~;lu p<'f~e<KHo~<ft~MMMMCa~e due

)-~<<~t-~MMa/t~ FF', F, F, e le t'HCMM~aM<!<.<ot'<' pMtt~ w<'<<«.

h)'<tohitt)t)t) otHt S. ta !tn))ti)H''if tu"K" 'ti Mo. <' ''<'n S/ in super
tifif ht~K" 'H M/, e imdittmo a ditti'~trtU'M ohMquft)t<'()ut")))()et'Hci('

S., S(,' Wht t<)))t)t0!tbi)i nu)tH tttfttmt ttUpft'Ucif <ti rotaiiiotM', pn'eifMt-

M<'titn t!))t <K)t<'t)«i')f m!<'o)'<!i)tto(Cf. 13J c)) <!n<nMm)pf)'<iH)f<'om

ptftnextiui )' mM <)et)'a)t)'t).

P<'r qucttttt cotttitH'i.tm" 'hd <!)t)(!o)«rf tf H"or<))u<)te y,. 'te)

punto M~, ''ha jH'trftnu ttC)'iv<'rc

(27) ~==~+TX,. y.TY,. ~+T~,

nven'to ~)sh)

FM = T.

Si<'out))M ta <x)ttt!i""tf't'' M, <t<'ve <*88<')'<}h) normute ))) F' a)))t

in pat't.hit))M)'Mperpft)'ti<)wt'M n))a F' F~, <)Mvrf<tt)onvere

(88) 8 (.<t.) (;a:, )=0.

Ma pet' tf furow)'' (~4) 269 M) tM

~=.a:+AX,-t-BX,+UX,,

<t inott-rM

~E-j- Rcos9(oos~ X,"}-set) 6~X,),

o)n)e )H (28) divftfta

T.C-8(AX, ~-HX,+CX,).)AX,+ HX.-rCX~-

? <!<Ma ( ofM9, X, -)- fet) 8, X~ )}(

MMia

T C = A~ + B* + C* R c<Mo(A <:cs9, B sen ~).
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M)' le f'ttttwtn (?;) MM, OVtt W tMH~M

Ot == 0 =s 0

':it)à)H)o

A= K<'«H« ) COM~t <.(;S (?' 6 ) J SCt) <! HCH <?)) ( C )(

(38*) B ==!M coM« )M'n 0, { 1 -}- cw ( 9'– 0 ) sen o coa e, aen (")) 1

C==Rt-<M<'on<.))(6'–e)

e qui di

A'+B'-{-U'==2M'co.~o[l-)-co8(9'- a)]

Acoa~-}-Bften e,==R<;t)Hof 1 -{- t'as (6'– e)).

Betita attanqne

Ta(.))(6'-e)=:R[l-~o.M(~–6)j-,
eioè

T == K cet
2

e ae ricornttt'x) ))))« fbrxtt'tt) (Itt*) 2C6 <te) teot'enta <)i permnta

bi)it& (ponendovi o~==o, <==–o), abbiatoo in Boe

(29) T == B 8f.no eot
( ).(29) 'f = R sell 0

273.

ea)co!o de))' e!emento (ineare de))a S..

Ora pMndmmo te formote (tettf due traaformaziot)! opposte di

B!tcktuud B,, B_

cot)e8Gt)9t-t,cj)ospt)ecoa9,

~M <~ c"aaG

-L
°~

"t* 0 aen 9,
~« coa o
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<f

coa Oxft) 8, fffu
Mo <!«K o,

~K M<jt<~~s

oO t)0 Mt'OOCOttO~–MXtt~CU)46tift)9,

~p ()t( eux~~3

It)t.f0(!<)0('tnto)t)))08todf~t).<!ucfu)'}:i<'))i

H.=~ ~==<+~, f
2 2

qaeste H! sot'iVHtto aottM )M f<'tm)t pquiv«)entt'

~M oot)e 8fn -4- teu o sett 9 oos 8
coscos<'

<)« <:<moa

(.)
~M set) 8se)) 8 MM-?eus 9 cuB&

HHH <f

o~ vos a

~f M f'oaCocsa–aemsett~aena
sen (~

e~ ~p oo~oa

(?

_L cos a -t- feu a ooae seu
0

~p ~M*" oos~r

od anche, posto pur ttbbreviare

P es eos Caett Q aeo o aen <eos B

<

q m soli 0 Bell oeil (Ycos 0 (JO$Q a!*Mn e sen 8 seu a 0080 <:o8H

aotto queat' attra

P w)f.)' ~a Q a*')) 4'

t!f)HOa <?'' ('"SOa

~+~ ~+-~==-
<0.<

Je 'no ?
NRII

coaot'H
('.09

Cio prmBeaao, prendi'uno !a formole (37), ohé diveuttmo ora par

ta(a9)
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= x -}- R t~n? fot M. X,, eoc.

e dft'ivattdo ropportM xd ?, r. M))f t'xmx'te de) qHMdrc (A) 24S

(pt));. 674), ttvrotK'

aa'°a" i _1_ i(, ~aen 2
a>a

g (
~Mi~~ X.xJ

8et

H I_l~u
XI

_lie' e au 1<)« 'ttt'nS t)f))*Bt)M

(31)
j (j'X. R1) x ..sali(18uX 1~"==K X x i

)wnC MM'Map ')'

code of~tootamto l' etottcnto UtteHr~ <<~ fteth) 8. rianttx

(~) =
R' + ·

\S)'t)~ U He)t'i,:

M<t J~))e (30) (Mutttt ohé

P eus ~M + Q seo t dv

è nu diNfereuzittJo esatto, preoiaorneote

P oos du + Qa6u <&<!«==!oos o dM,

ed anche: P8eu<K<M–Qe<M<Wo è nu 'tiCi9reuziKteef)tttto,poni<nno

(38) PaeM'~(ht–Qooa<&o~==ooBo<<<t\

e quadraodo e nooxnando queato colla precedente ai ottiene

· P' dus + Q* =. cos*.( +

Cost la (32) diventM

(34) ~R'f"+' «n.+ -~L~i
t

aeo*~ aen'a U )

e pone i)) evidenza l' e)6M«'t)to tineare di aoa superMoie di rotMione,

prooia&mente qnet)o di nu CKtenoi(te Hocorci~to (~. 131), il oui raggio
dei paratteto è
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t'RfM'n9c'Mt))(~,

aveudftp«Mto

<!tttj~==SO))h(––).
\R/

Ë tMnoi~nt«<')w)<t SMxuxtttaop<'rHt!i«8/ )tt')go tti JM.t!<r&ptHt<
appti''nbi!M«nt ~ee)M<Mooittenoide wooroitttc,Mt fx-auontaMtttattro
<)Mprov~r«(the8., S/mnto ootnp)M))e))t<n'i)'))ttM<)<'t)'t))t)'n.Pf'r
qaeat') f<)osset-viohé <t))))efortuotc (~1),aorit~ t«)tm))t formn

-~° RP
-y _°" y~M '«'))~\ MMownU

Y tM'ttoW't

<)e'))M\ f(M<!a<'))~

aegoe ohé i ttomni di ttir&xinoedetttt nonoM)'')())M?. «ono jx-'tpo)'.
zi«ntt)iM))Mq)mnt)t&

cos<ï'X, -j- m'o<'Xt out0ne)) X.

e)t )()tfthw im&togtx~ttHe~Hn)i Moxopure proporxioottii,otttnc «i
<MnervaMnHe(28*),)n qnaxtità

AX, + BX, + CX,, f<.o.

oaaitt)<<difît'n'))!

~y, ~-2;

duoque <<piano /<tH~w<<'<MM. <~« 8. &«per MO)HK)<e~t eoM~wM-
~M/f P~ c~ <t«MM<7eeo/ ~MMwM. F) Ft. Per fa MtMHafHgioneH
piano tan~ote h) M.' n))~8/ è i) pxmo M. FF'; quettU<h)e pit~i
di aittnootritt<t<'t)t)htaMM~i)«! t~gtiano (ot'to~onHhnontf)tnngota rcttn

M, M.' ch<'è dnoqne tax~ente ix M. «))))8., in M.' «UaS. e h'
'tue snperfio!~t«tnoooxtptonenbtn cotnf t)i fnt uasetih).Kmpi)<~hiH.
MMiriauttttti ottennti ne) tforpma: ~~oaM~e/~coM~oot.HOtMdi <t«e
<f<i)~~OK< 0~<M~ ~<!<!<<(M~8. B 9«<!<M<!<<fO~<tM<'f
~< /M<-eM)«dt pM'M«<0)M<M<ftMM<<!MtM<OMK~e Me~~KtM<Kfe)'-
<<C<OM)M<( ptMMt<J'e~<t~<tO(M~MMtCCHft'Ot'MtK (<«<'pMtt<<M., M.'
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0&0 <<MMH~H« ~)M ~M~~Ctf <t~tP«6Mt <M/ M~~tW~ 0<t~wM<-<!CC<M'-
cM(u c ooMp<eM<)Mt<M'{una <<eM'<t«m.

<)tf<n<'tt)tt<MM)atttb)ttto6'tn<]onf)'ottttn'Ki <!<*<)')t)t)odft.3M
tetativo MUtt ooMtptMtinotttt tti ))'<« ~Mf<M'tntt!eion)ootttptexu'ota)'), oor-

riapondfuttittooftoo'O.

Agg'H"g""<)" et'e, invet'tiatnente, t)UAtn))q)tc oopjfitt <ti sMpcn-Hcie
compteta~ntati defortnnto ttft ot<tottoi<)e aownctMttt (o <!)'t)'eH<!<M<i6

h'ertu-it)ni<'M 131) dà )MO);o)t))a <i«nHtî))rMZi'")e qui atndiatH f~He

qMnttto mtperticic pspn()o<tt'e)ict)f S, Si, 8,. S' deat'ritte t)Hi qmutro
vortici dfHM tosangn ttt'ticotatH.

373.

Composizione di due trasformazton) tmmag~arie opposte
dt Backtund P, p~.

Abbiatno già caser vato, )t))a HtM de) §. 36&, che da« traaformtt-
!H(H)i iouuagioMrie ooningate <)i Bttok)uu<! ni cotxpox~xx) in antt t)-&-
xfbrtnaziooe re~te, in ptu'ticohtt'e queato v~te (ter due trasformazioni

~"i) coatanti ot, 9, pnnttxeote ionnuginafie oo~iugato

0,==~, o,==–t& (') (&<-ea)e).

In tale oaso vaigono axoom tntti i ca)oo)i eseguiti Mi due para.

~raH précède)) ti c sottaoto, per pt-eaontHre le formole définitive aotto

forma reale, oonverrà dappertutto aMpantt'6 il rcate dtdt'imtnx~MHrio,

ponendo

o == < &, aen o ==: < sfnh &, coa 9 c= coah t.

Le fnnzion) e~ aaranHo <:o)npte<Meconingttte, ponitHuo

~==-~+~< e,==f–<M,
dacni i

== no, <~==~

P i ( aoa9 Relit) co-i- Henll b sen e cool ul )

(35)
j

P == i ( coa e Heoh m-t- Ment)&sen a ooa)) m)

).( Q == t ( gen6 aenh o) –sexh &coa 9 <:oahm).

(') ï corrftpondeati valori delle ooBtenti t,, Mftmno qu<mt)t&eoto~BMeee.

ningtte <Mmodulo t
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t<<!mt)<xi'«)i<)itFMtf))xitdi(a)(p)t)t-(-Mi Mo-mmu o)')t<t«tto

furM))tr<*ttte:

Í
fM ':OM< aenh N a'*)th b sen &cutth<x

011>4"
t~M M0f<h&G

r

~M 8'')t$Ht't)h<t)–8«))t)&)!))HO<:tMh<e
rl

~j)
~f '!HM))<'b

f ~'p <!<? 9 ooKhM+ Hfuh tum) 8 st'nh <t)
t

~J- ~=

t «? c'c
=

<'oxh&b
-Ht'II 'f

~9 HentooKhm–HoohtcoaCMeohM
w 'f'

) ~C au <!<?))&

Lu qttMt't't M))}n'rHciHpftetKtoHh't'ictt S' <)<*)teur<'t))tt di pet'tntttttbi-

HtA 6 renie <' f'orriHjtonde M))t) imhtxiotw 6' d<'))a <t<)U))xtom'foad~-

a)f))t<t)« <!ah', M't'umto )ft (n I*) jH~. 737, '))<

tJ~S'

( 2 HC))t)&

Le nortoati in due punti <t)Tispo))(!onH F, F~ di S, S' a' ixoo))-

tnmo in ~nnto M, eqai'tisttmte d<t F, F' e ht aupet-ttote S. tu~go di

M. avrà HM etetnento tincMm chf Hi 0!ticoiet'& iutccm daHit (34)

dei }MM(;ra(b pcfo~teote, <)?« si ponga

He))o==<sonh< coso==<!<)))))&, ~==tm, wo~~twenhM;

ma aicootMe par le (35) le qutttttità P, Q aono pnr)tn)f))t~ utxoM!:)-

narie,ft)))M S)tr& pnrf T dMHnita <htt)n (33) e Me ponuuno 'P==<

avrt<nx'

«csh &~<j)== ( coa 0 86nhM-)- aenh &sen 9 cash m) dw-j-

-}- ( s~t 9 acoh m –senh b ens 6 oosh m) df.

Cos) la fo'oxtta (K4) per l' c)e<H<')tt« )ioeHt't< d<'i)K snperth'ie 8,
(~vw)ta

j < Q.tse))h*<t-c<)8h*&aet)h'<e dfu'
coah't

('< ==. R* ~m* –<tM (
aenh'M ou senh'M(il
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chM itpptu'ttexe <ti ttHuvt) ttt) uutt supet'ttuie di ruhtxiottc. ?M super

ttt')''tip)M)tt<ipM<)pre))deteqt)et))t'tcf)t)it<t<t)t

(NM)
i-==KKOt)htt)e))h~ \R/

!tve)n!opu)ttu

conh (
) ==' t'oth M,

nfoh [ ) ==
\R/ \K/ tffnhM

La mtpett!t:ie di M'tt(!!ic))<<(teH))it<t datttt (8(t) ai 'tira i! «<t«<o<<<<

iperbolice.

6: da <M8erv)trsi ohé )<}due t)nper«oie tMeu<t<Mt'Mriohe8,, 8, cou-
1

tit!uo M)ht S (cd aUtt 8') sotto imtMagiOMrie oooiugate f le two nor.

tuati it) t'unti c('t't-)8pom<eoti F,, F, (imotttgiaarie f'ottittgMte) H'inooM-

trimo i)) un puntu reato Mo* il qn)t)e <teMCtivela su()erMoio rcatM 8.'

t!Mtttptt'tn<'))tare')t)))ttS..

O'mutmtiHMto qnitnH Se <<t aMpet'/Me pMM<!os/M'<c<tfea<e S <t{

~p~<c<tM« due «'<t~btM<MtO!tt pMfa<K~<e <Mt<M<t~M<M'<econiugate di

c<r<MH<!a eo«~M<<' t==±:tt, <<t <t<!<tffa M~ef/tcte S' < <eot'<Mt<tdi

penM«<aM~A fe<t<e Ke~HaM pwntt cen'MpaM<teM<<F, F' aMe

S, 8' <*<M<WM<t'<tM<'in un punto M, e<!M«K~<Mt<<da F, F', cite <f<MWM

MM<t~Mpet'/fcM 8. ep~M«&<<e <«< «MtMOtde (pey&cKeo (36). La ~M'et col
Li

ceK~'o <? M~ e di M~o

T=rR8enh&M~h~-L~ 1

~R/

~«<'M )'«pe«~<ttHeN<e <M F, F' le <Mpet'« p«'«<fe~rMAe S', oha

<o<to ~Me /'<tMe <M<'tMp««p~ di ~M~e </ef<.

374. ::1

Trasformazton)((mmaginarte)d) Bëcktund

per le deformate della sfera.

Le c«))t)ide)'Mzi<'ui précèdent.) t<)t))n MUMpottiitioneill tmafor<uaz)oni

reitli di traafortnMiooi i)ntMHf:it'arie di Bt~kt'tttd ~cquiatano il S)((nt-

ttcatu piit tmportHttte neUH Moria <te))c anperHcic M cnrvutNr~ oo-

atante p<w<<tca. tx qoeato ottBo, invero, te trHafor<MHZ)0!)iMXtpKct d)

BSokiatx), pnre eaiatcxti dtt! pn))t<' f!i viata Ht~Hticc, HppUcate M
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MperMete reati <tondMCOMOdi nweMtita a Hupcrttoe immaginMrk', e<t
è aottaoto ootnbiMan'totx* opjmrtutxuof'ttte duc MueoeaMVf, a~coodo il

teorema di perM~tabitiM, eho si pervietto tt<t «Mettere ttHovnM~ttte

delle tm~formazioui rptt)i.

Non <;otnitM!ia)no f~teate ntthne rn!M)'t:be opttuoto ootto Mhd)i)m' tf

formole pet tf tn)ttf<n')naz)oni e~teM~W dt BiK'ktttttd HpptiMttf tt))a

aaperOtna a t'mvttttn'a coatMMte pusitivtr « <t)'fM'n)!)h' ~<'t).t xfon

·

d! rxggio == R.

L* e)eme))to tineore 'U una tale HttperHeie 8, nfentM aile )HK'c<ti

cnrvoturM «, v, pub afMtOMet'ftidatp da (Cf. 346)

(37) = R' ( ,?“),' 9 dM'+ cosh* e <!f ),

ooi raggi ptit)0)))H)i <ti onrvtttm'H

(38) f,=R ooth 8, t-, == R tt:h 6,

esaentto 6 u)m aotaxioxe deH' equaxiooe

(B) J~)- ~Heobecoshe~.o.
~«' ~t!'

S)e)'ivi<tmo anche subito le eqmmioni fondtuneMtati de) qm«)ro:

air
Bsenh ex,, ~'= ~"L

X,- ccsh 0 X,.~M au

~X. t~X,
X., = oosh <)X,

~< af ~<

(0)

-Rcoshex,, ~X,. ~X,e.,h6X,, s~< ~M

~aenheX,.~r
metili0XI.

Ont oondneiamo per ogni panto F ess di 8, no) piaoo tan

gente, un aegmento di tungheitM coatante FF' di cni iMttichia-

n)0 con <p'*<f~ <~ !'«M~oto d'inotinazione aa))e Mnec p°'co8t."(.)6r-

obiamo di detertninare la ooamnte ? c t' nngoto incognito in guiaa
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ohé per ht aaperttcM M' tuu~ <ti F' ttbbitUt~ tuM(;« )e propt'ietA <?-

gnfoti:

t" f< ~men~ FF' ~ooAt <MF' la c~ 8' <t~ de~M S, la

MCOM~«~<tM<!y<'<!«<<'<<<~<tCOM~~«tM«tFF'.

2* <e <<«eM0fm<< Mt F, F' «Me S, 8' /o)'m~te ~r<t ~o WM<tM-

~«~ CM(<ttt<f.

Per te coontiuttte i~, di F' Hbbiontx

(39) o/ a; -(- JKeoa ? X, -(- Mft) ? X, ), eeo.

'ttt cni ttertVfmdo c«))M (C) e poncndo per brevità

u
(40) A== B=:)-3« ~t' ~p ~K

tteducitntM

~M? -RMt)h6–&Aa<'nt.
B sou lr6 k sPn

<X,+<!Aco<~X,–tcoa~co9he.X,.X! -f-1~A co ~pX! k eoe ~peoeh e X"

(4!)

oC
––AB

s<'))<c.X,-}-}Bco).the-<Bcos<p!
X.–Jiisenfsenhe.X,

a~
'-k B seu vp.

X,-t-~

Bou.
0 + ¡ B COMfi' t x. heu fl'8enh9,X.

La prima condizioMe impoata si exprime co)t'at)t)oUaT8i de! de-

tertninante

ar'–a; j/–y ji!

~M aM

~C <)?

''he ai traduee per )e p)pc<*d<'oti nett* cqnttzion~ Xoeare fraL A e B:

(42) &sen ~aenh e. A &oos f cosh 9 B R ( eoa*f cosh*9

-)- aen* senh* C) == 0

Ltt normnte in F' Htttt 8' <t<'ve faaere perpendicotare tttie due di.

re!HOt)i coi coKt'tti riapettivHK'cttte t't'oporxiotMt!! a
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f~' oy c~
~< CM CM

~–X,

dnnquH i (x~ent <)i ttit-p~xote X, Y, Z/ di qu~ata non))tt)6)MH-)tttno

dfttidattafortnoht

X/
p j .<-u

X, <, X, + x
i

t
1

~OtH~t'Ott))')0 1

e dalle due anatoghf, con

i i /1 t
v

2,

P &<'OH~(!()Hh9 9

Ora la aeooadM cotutizione porta eho ai abbia

X, X/ + Y, Y/ + Z, Z/ == o<Mt.<

OMia

R aen aenh e A
~==o CI (o costantc)

1009 cash 9

Da questa e tiatta (42), a.vnto rigmu-'to rii vntori (401 <!iA, H, 8:

traggonotcfbrmote ·

t ~8 M
xen o coxt aen aenh 0 o coa coa)) 6

< c'K ctp &

(43)

8~s ar k

(48)

t –=! -<;oa~co8))6–cseo~aetthe,
e~ ~K &

CPcomil0 08011cpBellh

)e qnati eapritnooo le condizioni tMoeMaWee Nt(~!cMM«po) oootnt ~ro-

h)en)a.

Ma ont dobbiaoto tenet' cooto delle oondizio))) d'integraNtità per

qnesto aiH~)t)a, por !a qnatcoaa (teriviamo la pnma ~<te))e (43) t'ap-

porte a e la sooon'ta t'apporto ad 't e HOttragghiamo, ricordando ch*'

t è nna xotoxiftoe <te))a (B). Troviatno coN) oho le costanti o, k dab-

hono eaaere tegat~ datja retazione
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(44) <+~+i=o,

onde iutauto vedianto ohé ta traafonnaztone riohieata A necesaarta.

tMOMte<)!tM«~H~ta. Per aodd'a<at-e la (44), «et modo più gfnen~,

poniatMo

R
(4S) osaaenho, –!c=<ef.ah9,(45) O=Benhe,

A
=icoallq,

eMando o HMtt ooatftnte eotNpteaaa. tnottre acatitoi~mo aH'ineogttita~
P a!tra data d<t

?==-+'~
r

da Mui

aen == ooah oos v <=! <aenh

Le formole di trasfbnnazione (43) aaautnono coa) la tonna dea.

«itiva

t = senh o ooah e aeuh e, 4- coah f aenh e oosh t.
~M

(D)

t -)- = coah a e<Mt)9 aenh 9 aeub e aenh 9 eoeh 9..
~far ~K

mgit 3wsb 0 seuls 0, seub e seuh 0 01

SûttdiafMO~ndo 9 a))a (B), queate formtmo riapetto aïï' inoognita 9
un atatemtt comp!etamente itttegrabite, ootne Bègue già da) oatooti

aapenori di pi& se datte (D) etitniniamo per derivazione la 9, tro*

vianto ehe 9, aoddisfa a)<a ana votta la (B). Paru, montre la MJaztone

primitiva 9 erK reate, la nnnvtt 9~ è ttomxginar))).

Par la auperNoie (immaginaria) 8', eeoonda fa)da delta oongraen.
za coatfaita, !6 formole (39), (41) divt'ntiuto

(46) x' =«' ( aeHh9, X. 4- < ooah 9. X.),
coah o\
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*== Baetth ( 'w"h ~"h tgh o ouat) coxh e~) x,
cw

<(Hp))h o cust) e, + tgh ~o«tth e~tth C,) X, -{- X, )
0 + tgli c coiiii 0 iieiiii Di) X~.

cosh~ )

(47)

= B coah ej–{ (cosb 6 aenh e, + tgh oeeub &coah 6.) X,o~
coish (coeh0iletilà0,+ tghQ»ub 6COSI)0,)X,

+( coxh a coah e~ -t- tgh o Heu))6 seoh 9~ ) X,+ < X, <.
coah =

Per t' etemento ttoeare d~ do)))t S' "a ')<'dnci<u))o

<<~ ==R*( aenh*0, <ht' + <-0!tt)< 9,df* ),

ehe è la (ST) tMattttft C in 9~ e siccome (. M)~ sotuxione deth) (H),

at vede che la 8' ancottmMNrvKtMra
cotttaute–.

!)ttHe (47) tth-
R

bituno intioe pei ooseui <H <tirM!ot)6 X, Y, X/ ')<'))« )«')')))tt)6

xHa 8':

ccah e, X, + '«')<)) 6, X, + MO))) X,

w)a)) o

e ai ha quiudi

(49) X, X/ + Y, Y,' + Z, Z,' = tgh

formola ohé de~niace t'angoto (coatante) dei piani (bca)i nella oon-

gruettiM montre per la 'tistanz~ t==~ dei faoohi si lia

R*
(50) S'

cosh <'

87S.

)t teorema intrinseco d! permutabtUté
per le sotdtton! de)ta equazione (B).

GM avituppi tmaXtioi dati ai 266~ 867 p~t teorema di permu-

tttbitità sono appticabiti aoche ai caao ftttnate cou ae<Mp)ioi oatubia-

<MenMdi notazteoe, ehe t'iportano )' eqnozione fondamentale (B) alla
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(Aj 2Ctt. <~ni 'it'ttuohmtu diret.ttttuctttc !M fonnotM rehttive tt~te

t'ortnfttf 'H tmaH))H)Mzitthe «critte 8«tt« ta f<T)t)it MHn<t)o(!)). Suppo.
«mmo tti «verc 'todotte oon <)Ht!)ttHft<r)))«)o tta))tt (XttuxittttM txizoUe 9

dcHit (H) dn~ nnovt- ~h'xiuxi 9~, a~ )t'~tH tUht 9 ~nttu (D) coi vu-

lori o,, o, dM)!)t <wt)t!)))te o MMi tthb~ <tUUtt!i

-j- < r:ne)th i ('tM)to Ht'))))9 c<M!)o, ffnh &c'Mth Ot~M ~P
(~

ce. <M
t -(- = <'<Mt) t:<Mh9 <cnhe Menho, sext) 8 cush 0,

t)c ~«

t
08. -1-' ==se))))o.<;oM))88e<)))e.-+*c<)«h'J.tte)))te<MHh9.,

t oM oo

(~)

¡

~9 ~e
t + = coHh t'oah 9 !tf))))9, Hooh o, Mxh &ouatt 9,.~P ~M

D)tM(~t<'tM)no t'h<<eaiatc tum qnHftn sohtx~Me Q' tfgat~ ~tie m<

<<ea!me 9~, 9, t))i cmafora)ozioni co))e ateaae costKnt), t))ft it)v<'t'tit<\
t<t)oh<' ai nbhi~

-+- < == aenh o oosh C'seu)) 9.4- o<Mho.seoh 9' cash
~M ~w

(f)

ÔOI ,ôft

~c. sy
3

-a0r + ôte
uoah a~¡jollll 0' Heult0r stinh a~1!I(llIh0'

00sb8
<

~c ~M
coxho.cash0'se))))9, senho.Mt)))9'coshO

-)- < == s«t)h o. (toshO'Mnh e. -4-coah «. Hftt)) 9' cuah 0.~M ~c < t

(8)
Q~

–<i<)aho,<!<Mhe't«)t))) 0,–MMth~xenhe'ooah 9..~e ~M

Confrontando le (a), (p), (y), (~) fnt )or«, faoihnettte si ettmitMoo

le deriv~te e ai h~nno per determhMre f <<Meequazioni h) termite
Sniti ohé equivatgooo tt))e <tnf formote twgHfnti
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,)= '5 ~"M-i
1

<)<~))(e, ) MtK))(0, 9,)

(Ct)

¡

uOllh (9 -") =

--ol;"h-( 9. ~O~') :0111; ;)-

~h(o,)~nh(6, ") )
H''))))(V–8)s-=!

t'tMh(0,)–<!UH))(~ Ot –9,)

obcMOtht d'idtt'oodf <'o)upHt!bi)i, ht <ti)t'fm)t!<H.<h'i ~uitttmti (tfi ae-

cotn)i <nembti aM<*))(t<'== 1.

I)<t qn<*t)te (M) Nfgtt'' «ttra

(S2)
tgh ( ) -1~. ( ) c< ( )

thé pnô MtHtimimi td)e (SI). Ottmtute qneat" tbt-)<)o)e che d&uuo iu

termini iiniti la fnnziouc iocogoitH e', eut) wtcoH pet-fettatiieuto ai-

n)U<(t quetti esegMit! tU 867 ~i veriK<Mt che quesm hmKtoue f

Hoddia(!!t aHe cqMazioui (Uaiet-enziati (f), (S), ed è quiudi itpputtto ta

~«a~M <o~M.?«'KeWcMe<t<«del <eo)'e<Ha<<<pe~'MK<<!<'tHM.

Suppottgasi ora ohé )M HotnzioMc 8 iuiziate aitt t'e<t/f e oercbitHMO

(ti appUoare i) t.eorenttt tti pprmuti)bi)it& in modo ohé noehe )a quarta

8f)tnzioue 9' risntti r''a)e. Per questo prfndnsi T <:on)p)caNa ooatun

qoe, e indicaudo in gexerate coHa aeg)tatK!'H A ta quautit& coum-

gata di nna q))a))t!t& cotapteafM A, t't'end'tsi

.,=-

A))ora si oaaerva chf le «qnazioni diH'erenziati (~) rianttauo aod-

diafatte po))6u()o

~.=1t<–9,,

<tcpo di ohé )Mfortnot~ (52) diventM

.~)~(.~(~).
ClSS} tgh

-¡-
t.gh tgh

--2--

Ora il secondt) tootnhro è totXtifeatMtnent~ re&tc < in vatwt! as*

aotato, <" 1, indi la quarta H&htzioMe9' ë nnovamente reate.
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Per pto~MMu'e le annote pceeedettti totto <)M'<n)tt'enta baster&

ora wimtere i) reate 'taH* KotHt~htMio, poMemtw

<~==0:<6, 9,==:M-(-<

lMtrottucen<!o inottra !e M<ttMxi<H)t

A = sen!) a senh e aenh M cnah a coah Ccoah N

B == senh a coah 6 MOxhw -)- coah a aeoh coah M

0 == aeNh a senh 0 MoahM-)- ooah a cosh 0 aenh m

D =a (Mtth <tMoahN ''oah M-{- ooaha ~t))) 9 aenh <o

le eqMM!oni 'MC'ereuzittit (a) pt'MndoMo ))t ibrtnM xaguettte

–Bcos& oos~– AaeM 6aeny(f
~<

(M)
Bao) &cna<p–Ac<M&)M)) v

~c

.JL -== D co8!'aen<p-Caet)&eoa<)'~M Be
(54*)

=: D aen &Meo<p-t- C ooa &coa
Jtt

Dtienb 0cosbWB

e qaeato è no eiatema oomptetatneote integntbtte nelle iuoognite (M,f).

8t oaaervi ora ohé, eoegnen'to aaHf vaH~biH u, v !? aoatitnzione

ortogonale

(65)

t

j <t ==w'coa &-{- </ sen

t

~e=–M~aett~-t-f'Mat',

il aiNtema diNOreaziate prûce'tente pn'nde ta forma pi~ aemptice
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~M
B cos

<~M
== A sen y

f aw
B con ~p

aW
Oeil

t)M ~t)

ow t)e t)<p
~1-J.==DaenT, -==Ct:oB~,

ohé oeUe nnove vttr)xbi!i < w' è statextH tUBereuzi~te ateaao fat.

tovi t == 0. Ora la soatituz!one (5&) equivale at! una traa{!ortaaziot)e

reate di B"t)t)et.L)t< (~. 249), onde riantm ohé le attuali trasforma.

it<0tt<feaM delle ~<M-<H<t~ delta <<t si W~MOMtO,COMuna <f<M/<M~t<t.

«OMe <<<Bonnet a< ca<to & 0

27&.

Le formole effettlve par la quarta superOcie S'.

Da)k' f<u')note t'ettttive M) tforem" intrinseco ()i permnttthitità pas.

8ia)no o<tt x qm'th* pet ctt)oo)« efFettivo <te))a quarto superficie S'

nft)o spHzio. It)tH<:hia)tto <*on S~, 8, le <)ne snperHote coxtigne alla

S per le traafonnMioni o<~)Bi<!<*rMteIl coatHxti o,, o,, e deuotinmo

oon F, F,, F,, F' qttattt'" pnoti corriapondeMti sopr~ 8, Si. S, 8~

riapettivameote. Siano (.Ci < y,, ) le cottrdiHttte <ti F, e y,.

qH(.))a cli F,, F'. ill Hne(X,"),Y;"),Z,~).(X,Y,Z~')
~2)

i ooaent <U dh't'zioni de))<' nor<nn)i t)))e 8,, 8,. DMtte fortnotf a) 274.

~bbiamo

R
.B, ==a: (tx'oh 6, X, -)- i (ioeh e, X, )t'ttS)) 0,

(B6)

== ( nen)) 8, Xt cosh 8, X, )Ji iv

onsh Ot
9, Xi + i u08b 9 Xi

t'otth 0, Xt -)-1 Mot) t. X, -)- ttenh a, X~

''«sh o,

(67)

MMh9, Xt -{- t st'nh 0, X, -)- ''eoh X,
X,

12)=
cofth o.
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Par trovtue to t'«<t)'di))Ht&ce', (tt t<"aopttt S', M of~ervi ohé

questo puuU) «) trova sutta iott!t i*'F' i)tt«twxi<mc d<*i<!<«'fittot tttM-

KCHt! itt Ft. F, 'ttte ?<, ~t. t)~te (57) t-)8t))t)t anb<ttt ohf i «OHeu! 4t

ttire~totte <!i qttestM rutta Ft~ HOMOpf<t[tUtxi<tt)M(iH))e tre QHttntttà

a, ,), f dttte d~t)' <!fttn'e)ttnu)K'

(58) <x== ( seuh o, Menh61 ft-nh o, oenh ) X, -{- ( fteoh o, coatt

aftth a) (-oith ~) X, -)- se)))) ( P, 6j) X,, s

e tttttte due (matoghe per p, v~ o potrenx) q))i)x)i porn*, i))(!!oau(to

con A uua couvenieuK' inoogmt)t,

(S9) ;c'-j:~A..x, j,y~.Ap, ~At.

Secondo la ~xntoht (SO) i~74, dovretuo detorminare A ht gntaa
che s! abbia sOMuttaut'atneute

H* Hïic)~o B~? B
s

coat)~ o, coHh' 0,
s

oioè

S)A<+(<B-);'=- ooaho,
(60)

008b'°.

S;Aa+(~)}~ oos!)' 0(

Sottraeudo quet)te dne uiUtne, ricordando che ai ha

8(<p–a~'==- 8(<<)~=-
coah' o, cosh o,

ne viene

n 'M"<h*0. COttt)*0,
A S K (if, ) R'

ootth*"i eoah' <,

Ora at ha par ie (56)

<B, iCt =: K <) ) X, -t-1 ) ] X,}
1f coHhOt o~ah o, oo8h eeeh )
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48

t'fath'~Hfxt'~

S w( )

tuettitHttt))f{St()«) tt'ttvxp~r A))v)))'tn-

_RM6)t),(~j_
°°* <MmU3, coat) [f'~h (8, 9, ) eosh (<'<) )

<)o)qHM)<'VM)o)f)tt)tt«)<'nnoft'~ ctmfUxioM) sono Mtxtdixfottt'. Dopo

oib te fonnute (69), a~titnend« i Vt<)ori (38) per «. Y fd i) va!u)-e

(<tt) per (<~tMo, (e<'Mt(M</ÏM)(t, ta ~!«tWa tH(pe~c~8'~f< ~pt-cMH

ot< pefmM<a&tM<

Sttpponiatno Ottt, if) ptX'ticotor' ohé le due t.rttHt~rumKtooi B~.

B,
BittfX'Gonitt~K~ it))tt)~it)'n'i)}, ne) SHOso<)e)parM~rttfo jtrMi~dfnte,

cioèHit'bbiH

o, e,=:K< i

in t)t) eaao le formote (5$) dàotw per (a; ~), (ff.~ y,, ~,) va-

lori <)))iugatt inxnagimu'ii, ciuè te <)nc sopprtioip 8, 8, wn" !t))U)tt-

tfhnu'io ooxiu~atc, e le fonuott) (58). (6t) foruiM'.onc ('<')'

P.'f:\ .1

vatort Ma<t, otx!e ta quHt'ttt sMperHcif 8' dûttnittt <)a)t« (59) è ntx'va

mente rcate.

~.277.

693! in ou) le normat) a))e superf!c)e opposte S. 5'

$' tncontrano.

Dontaodiamoo! ora se~ in anatogia di qntmto nctiadeva per )<*au-

perHoie pMados<ër)che (~. 358, 271), pnô preitentarai il caao ''h<- le

normat) in punti corWspotxteati H))e <iae sxp~rftcie opposte 8, S' co

atantament~ a' inoontrino. Siano in ta!e ipotMi

(?2 ~==~+TX,, 1 y.-y+TY,, ~~+TZ,
ra
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~tfoutnmte <tf) (nutttt M. ')' ittc«tttt'< (t~)te due ttutotaH. Siocamw

ht ttirfitione M. F' dt'Vf extM't« )n'tpf)hti('<t))))'M ')Htt F, F dovremo

avéra

8(a:jc') )-0,

e!<tè

8(TX,- .«)(~)-0, f

chesiridMceaXa

S'x(a;}-

Qneata, cateM~m t'u))« (S6), (S8), <!&setnpHcetneute

(03) wh(o,+'j,)-0,

<: ht mettes;)))~ co)x!iinonM Mpriox' itttt'p~ (ctum' & via!bi)e n priori)
oh« s' inoontnmo le dne oortottti in punti F,, F, corrispottdettti )Ute

8,, 8~.

auppoata so<tt!if)ftttt!t tu (62) (oioè o,-)-o, tmjtttipto <ti ![t), ner.

chituno il corri'ip'ut'tente votoce <ti T, per tu qu~t <:o8n b&6ter&tener

couto <)i ciô chK ht dht<xio))H ~t. F' <)fvo p. c. rit)a<:ire nortn~e at)~

F' F~.

Queato d& per <)ft<*<')tm)!t<'eT tx tiotntiziooe

S(TX,<x)(~+;c–~)~0.

oi<tè

T8X, 'x= ~}-8tt(~– ip,).

Mtt dM))e (60). son))))!(te, riautta

~8a'-{-8a(.t:)=–8<!t(~-x,),

e da))e (B6), (58)

8<<(<p- .p,)== –S(~ahe,X -<oo8he,X,).<t
coah o,

~) aeoh o< a<'t)h o,ooab ( 6–
e. )oo8ho,f 1

8«X,==8Nnh(0,-e,),
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eqHhi'!ipMtv<tt<)t~erMHu<!iT

(64) T =- J~ ~A~J~' ~') 1
(64) 'j ·

M"s))'j,t«'n)t(~–e,)

Ap)))t<!hit)tt)<tq))fMt<'t'<n't))<t)Htttn()Ht.)<'ct)M~j))<)'ti<;«))tte)<) eni ht

qmtt'ttt fmt'<'tfic4~ 8' rixutt~ tea)' avt'ndoM 278)

0~=='X-<<< il -3, c= tt-~t~ b

Q~==<M-}- t <p 0, s < tM t- <q).

Lo e<m'tizi')«c ci' ittncmtro (63) per le t)ut'nt~)i <)i 8, 8' ''i d&

)«'n))(2<~)–0 s<'<)~~)=:(),

e ait'ootoo ttfttH furmo~ PtOttttfxettt!))' ('x) y. 270 si ?))« ittttttt'ntttre <'

di uu mott))')" di K (o, <U un tnnttiptu <)i Kt), ptucht' si «nxx'nti

C,dimt<'(t)m"t<)t))))<t')int, nenx)tt))t<'ritn' ht~HttfmtiM, )Mtt,)'ant"

iintitnroi et <)t8ti))«"<« ')"<* «"si Sf~m'Hti

C)M"t) &==<), CHRO!!) <<==!11H111) b = CJ CIIRO
2

6

Ont')'iatM)))'tt'ntfMt<')tt.<'i)Vt'ctn"')'<)))( (M)

(66) T–Ktgha t~hM, op) <?<) I)

(6n*) T =* Booth a coth M, tx't caso ï!),

e ai ostorvet~ ohé )«') ptitno coao T<~ K, tte) aecott<)<t T~R.

~.278.

La superf!c)e S. tuc~o det punto d' tncontro corne deformata

d) una quadrica rotonda.

Anatogamento cotn« oaXe rioerohe tti ~7t, ~73 par le traeH))-

tnaKioni delle soperticie pHCtt(tosferio))c, prctxtXuno ora si eonaitterare

la anpcrttote htogo <)e) pxnto M. iocuntro deHo nonnati in

pnnti corriapoudeoti ttttf <!<'fot))«tt« S, S' delta afera. Catcotando

Fetemento )h)eare verrcnto a conntatnre che ht aupcrOoie 8. è,
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net MMx<ttttttMtu, dofoi'tmtt~ d) m'a qututriw r<')t<c rMtuodft, nttnttato

<:ho M oun&t:)t ttd it)))"n'ta)tti tent-Mt di (T)t)oh)u<t i) cui xttxno vieuo

rtHMt'vitto n( ttecoudo Vutnm'' 't~t pro~'o~ trhUMto.

Mepin'iUttto )it tmtt!)K)'))tt' dt~t 'tue (MM), o<t)uhn'i«w U)d

C.<Mt t) Il ==. 0, T == K tf{h Il 'K'' M.

LM ouonHt't'tt'
')' M. s'nm

(6C) .~==~-+Kt.K''<)! X; ~==~+Htt:h(ttt[t'MY,,

==3 + H tf;h«tt!h<"Z.

<' tu t'ot-t))' (54), (54*), Mttte'"t" ~0, divott'Htu:

~M
eurs ~p,

~M
metsyB CM!) A m'u -t

~<
(67)

8 COli19, AKim"f

t67)
ae a? M

–)- -.Ufet)~, -==: Ceusv.
~M 9c

sels
3e ~«

coti

Jtcr'VModu le (66) nt)<pM'to tut M, f co))t' forotote tlel <}t<ndro(C)

<. 2Té, texcott't prfsenti tf (33*), trovittox*

= it X -)- X {
~K t <Mtt<tt? t'f)«))M

1
0«sh a (!<Mt~M ~MU

e'.f. ~A_ v j~ "Ct)t) <t__ j"~ )I

ooaha <!<"<))<o (;(?)) Mooxh~ M ~f

<' qniodi

R'
~)~< A.

M'set)h*<t
a~==' ( B*<~w*-{- A* ) -(- <fM

coab'aeoab'M ooah <to<t8h<M

Ma. caufM delle (C7), i'bbxuno

B <'oa<f<?« A sen ? <<e'<<M,

e d' ~hronde aoche t' papreasioMe

B sen v ~M+ A cott <~c
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è, ?''))<' f67)tt)p')''si'n<t)t<)itt)'t<'t)i<ittt"<!ttt<p<)tti)tttt«

H «<'))y </t<{ A 's y <<csM

dit''ttiqutKt))H)')"'<sf<tt))t)!)t"

jt' <<«'+ A~<<~ <<M'' + <<

C<)H))ttf<tnf))!t))f)t'i)<divft)')t

.M<)tth"M-<-t«}tt))'« Il < t
(68) -'tt' 1

.F'~iT"< C<)!th*<'C08h'M C<M))''ftt)<)8))"M'i

e pone in ovi'tfttiM t' ehonento tioattt'f di MtXt«oftoracia <)i t'ott~iott'

RigMM'tto (tttit cnrvK )Meri'!)tU)<txi vede sMhito c!M puo ttfMUttH'txi

datait

H
.t~.Ktgttw, s y

<'OM)t«<MMhMw

e<!<)tmqn<')'<))))«<«'

==t.
H' R'_

<M)ah'~a a

Si vo<ta che 8. ~p<tc<e MtM'eMtMcMe HH«M~fo ~<«-

~MtM00< MMM.<MMtMa~t~-e '=- R ~< M~<0 ~<~ </<!f<t~e dt weMt'aMf

Mt{t!<'M~=: ·
coahtt

Ë (t~ nssfrvat'si oha le sfo'H dcsoritt.(t co) ccutri ))<') punti M, <)i

B.eMtMnt~i"

T–Rr<fhM tghM

tocoono t-)«pHMivt<))x't)t<' it) F, F' le due dMt'or'notf 8, M' 'ic))a Mfp)-!<

<:he Mtm !« dnH M.t« (ton'iovihtppu. 8e tn htOKo 'Mie S, S' v'~iituon

MOHidemre (M'ocodo il h'<n'<'))).' <H Honuet) te <1))«coppi'' <))sop~rt!-

0~ pHr))))<')<'x qMos~' G <tiottt'v<ttn)'a tn~diit o«f!t)U)h' ±: (~. 24t<),
lt

baatfrtt t)n«fit.))irn 'tHn <)ptt<' s('<'re q)tc))f co)H't'')H'in)x' di t'offt:

Jt±T~.K(l~tgt'MtK').
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v)thH't'th&<~)t!t<{M!ttn)tt*<tM);!utitt< dt'[(:ef'tt"M.t!)t)<)uefuochi. Ri'

trovcr~x)~ <t))<*st<'))<)tt'\o)i oit'ooMtauKM,x~Mo («rmtt dirctta, ttetto fo'

t)tn'ri<:t*tt'))~Mttit<'tt)tu)n~iàito)'t'ttMco<'t)))!tHdiCuic))tn<t.

\'n))Ht)m'<tntt))t'ntt.n)M))M):

<jM8ott) &== T=K<t«t)tn<t))M

~)-t{<'<)tt)«<'(tt))MX,.

L''(54;,fNt*)')h'fhtit))oorit

== A M~t)v, !'c H o«H?q~
~M 9e

o? t m.¡.\(j) = thell !P,–-L.== Ct.t)x' ==–Uwn?,
CM ~C t)o f)tt

e)wr)<'<t<'t'tvnte<ti ~Mbbiitnx)

R' -x
'<t a ')e< j

(
~M H)'))))~t)<')t))M

1
St'))))<tHC))))'<" f<)< t 1

,.t `
H

<nhM_~v (

<?f ~f!))i)M t«<t))tM
t

8f)t)t(ta<'t)))*M ~f t t

tHttiper )'«)Mt))<'nt~))n<'arof~da))a!e

~u't .r-B'~ +
')th'<t 1M.Jt

i saa·nia' ~auiP a
f/Ot'

Hf))t)<tnfohM 8e))h'<!ft't)h<M

Ora te <!ne eaprMHmtt)

A act) !? ofM-j- Bcoa y == <<M

A <:oa<ff<M B set) y ~c==<{'

m)))o due tti<t'9ren:t)ttt) esatti, ()H 'iai qthxtnMHto e sotmotttt'to rM'))t~

A' ~<' -)- B' =: f/M*+

e)itt'ortnft)tt(«')~'Mit)Ct~vo

?'
+

~'+- <.o
< Kexh'n M'nt/M xexh <t 8eH))*m)l

·
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Q«eMt)tKp)'tti<'t)t'w')u)))tS))p<'rtt''t<<'H'«t"x'<'t)<'t'ont)om'va<t)e-
ridiaMtt

R
~==K'!Ott)M t'= t

m')!t)HS<'tt))'M

equiMhbint))()<htm)'UM i))t'tt"')ai(tc<)i)t)tt)!m)))fa due Cithh' <'<')

setotHnae t)-)M\t-t'i<t ==i! <' 'ti t<()t)i!).-<<'
<-<.))iut:itto= tt'hh't

Le sfe'

re(!oic<'nn't''u~,<'din)g}îiu

T'Root)tf< cottt M

ha"t'" per invituppo te due (!ffortnato <tfUtt sfera S, S' e si osaer-

verA''heattoo)aqtu)oqnat)tità

R<!Oth<tcot.hw±:R

(t&t)))'))e<)tt<imK)):!efu(M<)i.

~270.

Permutabttttà co))a trasformaztone d! Hazz)da)<)s.

Atxtia'no ora 'td ea)nnit)«re le )-e)))!!i'")i fM )« tritst'ortottzixtti di

Back)'tn<! <tet<e defunoate <)''t)a tfon « )t( tntMfonnoxiotx' H)vo)t)t<'ria

'UHfMxidHkia.

AbtHttsi (ttta deformatft S <)<')'" fft'rn ('<) nott sun t)'<Mfor)t)Ht)tdi

Bttck)nn<t 8, seoOKt" le fm-ntote <tet 2Ï4. SHfpottgM&i inottrû <U

ooooscet-c lit tt-aaformHttt S di S per la tMsfotmitMutte di H<t!Hn-

dakiacou

~=:B'( o'~h'e afM*-}- Renh* 6 of~);

nn<)M poaaiMtno dimostrat-e ~<e S, 8,, '8, poMMtMo <t'fMM !M

Mtttt ~Mt~ <r<Ot'Mt<t<"<~ J?<<~&)< S, ~ft S, cAe M!'A aMK

M« f0~<t alla S ~<! «K<! CO!')'MFOK<:<'M<e~H~HM~'OMe <<(

B~iMMM<f.

Per qn~sto dxretxo le f«rmote cBFeM.iv po- tft 8, « ttopra <<: esse

sar& fautte e8''t!e te ver)(t''he. U<'nftti)uno coo

.r, A:
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le qnttut~itA ohf per ht S tot~um* it poat~ <(eUM.r, X,, X,, X, per

ht 8 queute <))MMttt~,ohé ai fmppon((0t)u tt"t«, ao<t'!iaf)U(t' a))<*rota

xh'ni a"Mtug))e dt'tte (<J) ~74

< M< o X,. = X, «.).. X,.
CM t'W tp

1 ¡J.l~
R(\C)!lbO

M..8,.)etm SrUnV
c«

(<!H),

~–R~h.X., ~X.. ~X,).9X,,~C ~M ~N ~M

y
'o<MheX..
~f

Ax'~MtMu a varideare ohé te formole

(7~ + ( coatt X, + < aenh e, X, )
Mexh <t

':o))e anxioghe per ) deaniscoMo la anper)icie S, 'iotoamhtt))) tnt.

aformatu 'H Hnzxithtkta detttt S, e traaforMata di Bitokhm't detta S.

DenvtUtdo )e (70) cotte (69) e tenomto ''onto ttette <'<tnazioni (D)

<t) rnMfot'mMziono (~ ~74), troviatnc

= K ooxh t ( ooa))9 ooah 9t + oot)) o aenh 8 aenh 9, ) X, -)-
CMrt

+ i (ooa)t 9 MMh8, -<-ooth o set))) 9 coah ) X X,, {
aetth o

=
R aenh 9 {(sfnh 6'!nah 9~ <wt))o oosh 9 aexh 6, ) X,

~f <

–(~'t)))9aMh9,-)-f'othot!<Mh8c<Mh<') X, X'.
set))) o

e fti qui !ntM')t<)

djt,' '=' S~ K' ( ""sh* 9, <<M'-{- scMh' 0, <<e'),
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t'h~ oo)t)bi)ot tt'<t o)jt*ttftttt tnutfu) tH!tt:t di Httxxidttkia <)i 8,. Di ('ih

ttei c(M«)tj di tttFMXt'fttt'dotta ti«t')ttnt<* x)))t ttovituto

seoh 9, X, + i o"")) e, X, 'MMho X,

XfHh9

co)tH )t<Mt)of.!tieper Y,< M e'x) <)u<'Mtf tti vf«'tt)on subitt' cho

satta 8, te ))«<? «, w xono quft)<' <ti onrv~tura fd i t'aKK' priouipati
di curvatnrtt honno t valnri

RtKhe,. Jtcotb9~

ou'te ht 8, è tfttsfortxabt di HMXxidHkta <ti S,.
Ma ont le <brtno)e

8(~e)'- SX,(~)-U 8X,(.r,)==U 01 8t)Mh*o 1

8 X, X,<" = coth ooat.

provuno che la 8~ è ttoohe tn~fortoottt <)) Bnckh)n't <<<'))nS. P«B-

xhunoeMUOcittre il )'i8tt)tttto ottttmto sotto qaost'idtnt t'ot-ntx:

<~)McoppM (8, 8~) ~t de/b<'M<t<e <!<tM<t~<'<t /e~a<e da ww <MOt/ot'

tMOMTtOtMdi B~cA'~Mttd P~tM MtM~t<t~<!<!«««~'<M/b)'Ma.!ftO)t< B<M~«~<A'Mt

in MM'aMt'o tale ceppta f8, 8, ).
Ed ura, se <;ons)dM)'ht)))o tton qu)n!<<))t)t

r~~
8 8'

di <tt<f')nnatM de))~ afcttt uc))tt )'<')itzi<'t)M'h't t~n'etnx 'H jx'nnutahiJitA

(~. 370), è chiaro eho ))t tt'!tsf<))'tn!)z)o)h' <)i rtoxxxtitto)'! )f <<t)t!i<'ri\
ad m' tt'tnpo in uo' ttttm taie qna<t<'t))M

-r~
8 8'.

M.
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Pmticotftt'tttOttto iKh~tMUMte Att MtW quwtttM (8, M') fono rea!i

(~. 376), cou (S,, 8J <;«niu{j;'tt« ntttn~itmnf, <-))è ht att'ifm c«tUt ?0-

Ottdc t<et)tt ttccondit quttd~rntt n't)af"t'tttttt)t di Ht~iii'txkis. Hf ihottrf

fmpp'Mtin'n't '-hc )~ n<'rtn!t)i nd 8, !')' n'it)<i')))tt'i)H), t)i"6 &==0~<)6'=- 1

t(t Mtenao ~werrA per )(< tntutorxt)))~ di Httziiidokit 8, S' ove ai avrà

h) cort'iMpu)n)ft~<t t==-' (u &==0).

Lit aut~rHcia tnof{" 't~ P""t" M. d' ioeontro delle prune uor-

mfttf Hat'& appHc~hite ttuU' e)UM:<ni<!eMttuttgMto 'ti rotftxione, e )'attttt

Ho, t""go ttct pnnttt M. < itK''t))t.<'odoUf secoodf norxxtti, tMt)'&!uvM6

appHMtbite NUt)')perbo)oi')e rf~<nx)o ft due ftdde,e 6 pbl rMggtcTdette

9&re coi ceutr! un 8. HV)'p)t)o

T = H tgh a tgh w

par qne))e invee coi oHotti un M.

T =~ R fo' h <t c"th w

onde

T.T-B'.

A~<ï"S" o*'f) riguttt'thuxio (:<m)Hcoppfo d) punti corrispon.

denti aopnt S,, S,, pnnti M., M., queiitu oorrispof'tenzH oonaervK

i Kistem! coningati p )'* )in''t' ~o'teMfihe e le due q))<x!t'iche rotoudo

Na oui sono appticabi)) dànuo mm coppiM <ti qtia'h'ioht! !)) rappresen'

tainoue omog)t)Ho!t ~eodetictt df) §. 1)9.

280.

Applicazlone $uccesstva delle <rasformaz!on!.

Le ricerche pn'cpdcnti oi p<')t}!<"tf)in grndo di f'atcndero ai me-

todi tH traafOr'niMxme p«r )t' Hnjx'rft'tX' dffcrmtttt dottit «ffm te con-

8Cf;u<'))::Mt<r~ttH dit) tH«r)'tn« di p'Ttoot~bUità per le traBfornxMtioni

<tet!a «ttpertiHie paeMdosfe)'i<:ho. K pf)!<Mit)))t<)totUMoiare il riauttato
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'S? per MM«<Mpe~e<c .S ~Mfft« x/tm di r«~w B, de/?-
Mt<<t<<0

<f<* K' ( .«.tt).' 0 f/M< )

<t ~««MC<!<<t))'<' ~'«M<<'<<tm<'M<e<e <~«a.:jWt< di ~'aw/'f~M<fMWMe(D)

374, per ~/t ea~c' ~M~Wfo <Mf< CM~M~e o, ~~<co'~<cM<' .~t'

siva ed <M<)Mt~<<ade< ~'MMM t// ~'«</<M)«~MH<' «//c Mxcfe ~«~~o'e
<:<« via o«eKK<~ «< c~Mp)'~ cf~t c«/cc/< «~etrtet e f<<<~<'tp«~/«M('.

·
Voiendo thtmin'.siaicasojtii't intt'ttHtMn«-Ut-)h<!)ppticttitit))))di tt.ttttut-

mazioNirenH di '!t)))erRoiG rf!ti),)'!t''ttr.)!-u))))<)rn'it))tt<'o'4tMnt<'onc))c (U)

o nttvato~ rettte <a,ountah' vat.'n' i)tUt)cutttto di (§. 278), {:

attri (iasi doduoeudost da ~ut~to '!«H hitMfonnftim'tti di Bonnet-Lie.

ln ogni oaao poi, qutodo ioaietne ~))<t sttjx't'ttcie itHxiittt' S M cono-

sea la stitt trasformata 8 di nttxitidttkis (per il t-tn' tMstM conottx't-e

)e ~eo<)etiohe Mpt'a 8), tfarà seo)pr« ojtportnxo HppHcihe inafetoH le

<rM8for)))itxi«ni ttH'unM e a))'!t)t)'M HUpct'Huie ne))a coj~tiH (8, 8), ee

si oth'n'amxt oo.~ Hempre te uaove superHHio a <:op))it' <ti trasfor-

t)tMte di Hxziiiduki~, dupu di ohM au))' m)!t e ~n))'n)t!M «Mnomo note

le H))pe gfodt'tichc'.

Cotno eaotopio cottXhh't'ifU))" t))t
~t'))))))o intinito di dt'tot'tootR d<'))M

sferx (cM't'ispoa'tenti id };?)'" ~70 <)i su))cr<)(:i« pHeudoafpt')-

ct)M), )<*<!)ti <'<{))H!Ho))isi hamto in tft'tnitn tiniti ?<<<'fonzioni ot'di-

nat'ie.

P))rti))tt)u ))(')' oiô dt~tt) s«h)zi")tf évidente O~~O dt')ht fquHzx'op

t'Otdatuetttttte (B), «On qunte oct'tisptXtdt'rA ))t)Httupt'Wicie S dt'gene-
)ittH h) un<t Hoco (t'fUt)) c c<)t't'is))ond''))t<' )())<-t'<')'<no)e

~==0, y==0, z==Rf

I X, == t«')) «, Y, = cox M, Z, == 0

(71~

X,==C, Y,=.«, Z,=l 1

X, == cos «, Y, )«'))«, Z, ==:(),

le qutdi t)H)8tt'nno tx sxpcfftcte 8 t'iduth) tttt'xCM d<'))<' c quind)

))t an)) )M)'a)t<'))( Il otu'vntnrM me'Ht) <'o8t))))t<' (H"))))''t) o<'t))o ci-
R

)itx!ro tiin'ttjttrc tt'tto di t'xggio == K t'nX'nftttc Oz.
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M gtov&rA o<M)nidMt)r<*iMieme itootte <? atta ttaatbftttot~ 8 di

HtUHtidMkiM,ttdotttt pttt'e affûte 0~ xecoudo ht tbrtMute

x=:tt. y===<), ~== -MM

~1~.

X~==0, Y~==o, Z,– –1 1

(7~)

X,xexc, Y,==co8f, Z,==0

X~=cu8! Y,==M<'))i),Z~-=0. ·

LM equttxiftni (B) ttor 9<~U <)iv<'t)tt))tu

–L sc)~) <}aMxh9., <M<Mho sen h 8,
au <~t'

e M ittU'gratm euu

/a\ 1
,s

tt!!enh34-<<'<:<~)too
(72) ttft.

~-)-.<.
e

1I1!~lIhCI+ ¡ (1C"l\h
r

9,

t

ttveodo om'itHa ht cottHnto toottiptioMtivtt non eMenKinte. LaaoiKMdc

ftH~ Goattmte <t un vith~ra comptesao qmthtnqxM

'j <t <&,

« tMnen'to O~M-ty, ai septM'Htto subito «oHx (7~) le ~rti teM)i

«d i))nnaginnne, ott'ie bitatfrt'bbe tt~pticare le t'M'txote '!pt ~.276 pe)

dedtn'nM <?' <toformHte feaH de))a sfera (!i{)''))<)pt)ti thttte due coatauti

arbitrttrie a, &. Cf" HotMopem!!i<mi di derivttzitu))' avr<')))o di qoi il

{{cnppo iottMtto di (tehnmitto dfHa t)~ra <)i))e)t<!euti <tttH« fnnzioni

ordinarie, di oui soprn è dif«M<rsu.

Qai )in)itia)t)ooi !t preodere &–0,o da))e «uttet'ttoie t-etntivf a

qnest<' <!)ta<tHt nvmnuu tu sc"erM)i iodicate coo tfaffut'tnttxiotti di

Bonnet-Lie. Av~xdoai <'M

9. « fenh <t-t- )'ct~)) tt

~"(1)=~

e
rr l'euh « -t- i n coshrr

r
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'<fpo))iHt))"pe)br<'v)t~

(73) x,==t<m't))t~, <'j=t't'<t)(h«,

ft6f)<!t)(tt:it)t)tH

tioxh a, == t;<ttt)~«, t~jj, s<'oh 0~=

MfOhfM~-t-tf~Kl'ilh (u, é'rll

dftt!)Ut!f))ttt')t)n)oi))t')d(*dt)tt'i))))))))gintuio

rloxll 61 OI)$ tp
nf))hw.ot(itt)«..

r~ E:OH
·¢

M'tthM.com'
<jOShMCU8~==

ttf))))* «t -)- Ht'n* C( 8ett)tM(ifM~==– 8Mnb~
«~ -)- aen*

1108 (JI 8611 ~f
= tXtMhM.Mt'ttr.. 1 ((111(\111 = ttt'UfitiOKf.cosha)

!M}))~=~ 8W)))'*
M, + MP)t* )«'t)hM''to~== m't)h'«t -)- Hft)' f)

"quio'H

OOHf,
'gh M == ·

<iMhtt,

RicfrHhiMn'o d«))p)'i)t)t) )f duc Hnjx'rttoie 8., S. apptiottbiti riapet-

Uvatnento MH))'eHissoitte f nnU* ipftbotoi'tt' rotoodo oh« ne dériva)'"

!«}CO)tdoit~.3T8.

Avendosi net caso at,tu:df

T.-=R~.
(t0!t))<~

<!u"h«.
T ==-: R t'oth <' –L

COttW,

baBtfr&app)io)tr<<' formfth'

~=~+TX,, ~.===y+TÏ, ~.=-+TZ,

~=~+TX~ '~==.r+TY,. ~==~+TZ,.

SosUtaendo i vator) (7t), (71*), ot,tt!t)i)H)t<))o due anpetBoie

c<~o. VI <:<mc.VI
8.) R t~h a -L oos « y. <=R tgh o "eN «, '=' M''

<'<tf;))K, tiOMhM,

EsuNllu rsoxl!fi
8. a'. '=-R coth <: .L coa o R coth <t sen v, R«,

COS~~ CfttP,
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tt
ttuutteubtt! ttt pt'i)M<tMt))'t't)mt«t!dt'tdttmgttt" tt' "M'utn~i ( R. -),M)tth0/

tt

ta aoMOttdtt au))'iperb«)oidt' tt~mxto Mdnt< Md~ di «em'a~i

f M,
).

at'))h«/

tntroduceudo o(Mt'h*ttte «!Hn'<riche

t- ==~X')- 0 ==! «fOt~ } t

le oqtmittOtn <ti qt"tM fnperHcif haooo le !<fmt')i<'i t'mme

e cosh <t

S.) cofth ( e ''enh <t) == R tgh <t ).) r '~(JHJ¡(0 ~ellh a) = lt tgh Il

K

~) )'tt)M (9 <)'"<))«)== H MOMKf<'<?)))
x M'tth «

j.Ü ) r s;un (9 1) 1. Lt1 tc etrais !lIh
fi

)-
°0 )' 111111tj "III!' Il = .:1,lillt 1tC

M

Ê <tt 088eFVttr"i che i~ <tffor't'))tM dei ptnufteti <!ftia qott'tHoMxot)«,

topr~ 8., 8., 'e tint'p T 0 T==<Mt. ''ioè f~ouat.~ o aono

quiudi deacritM aopm ':iHttdt-i di ntbmiot)« ))tt<')-f)0 )d)' <MM

P~r )e defurtnitte comatwndeoti S', S' th-Ott steM av~mo

< < -.R'( wuh' O'~M* + Mf)ah*</<<<)

=. R'*( c~t)* 9' oht' + "eni)' 8' d<" ).

dove 6' 8ora diXa, t~t ~o''t (53) 27&')«) tet't-MttM di ))f)')))a.

mbitità. d:t

9' 'a )',
tnh –t– tKh «-

3 <MM)(M,

SttMbbe fMoUe aor!vere tornmte eaptioite per qt~ato auperticie,

ma qui et butera osaervaFM che esse ftj~fU-K'nffano tttttt ctaaae di

Eaneper (~ 252). E h.~tti eaaendo ttïh
f~-)

P"o di dw

fouzioni nnn detta at)))* «, t' attrM d<'Utt ne aegue che )a an

poraoie 8' &vrà piaue le tineo di otu-vatnM M-oost~, e a&r!ehe

le altre, e par n'aafMMMt.n S' di H.M:i<)akif saranno invece le

o–coat. ptM'e, le M–cost. aferiche.



APPMNDiUE

Notasu! metodode!triedromobile.

1. NttHo nvo)){inx')t<.o d:tto in qu~Hto tihm ai )))«tf"ti f<] atte

teorle de))tt geotuetcitt intittiteaitt~te f! itimtw Httt~utti «))' io'tirixzo

iHMngntttto d)t Gouat) oo))' ittt.nxtui!)('uo 'tette formo qutnh'utiotxt <tif

fereoiiiati f«mttttMft)ttt)i. Fnt gti ottri metodi equivtttcNti d! prffiextMt'e

le ftmnotM ~uerati dftht te~ria tit'tte aupMrncif hM BiMg<~re impor-

taoztt pt't' ht s«a t'<!tc))t:iM,e per l' <'t!e)tiv)' p't'tK che ha ))n'Mft ocHû

svi)t)))p" storio" ')oi)<' te'nic. il tttMtodo <'<t~<)<'t)"df) ~'<e<<foMt~~e.

m~tod" i))fo)')nxttt )t uotx't'tt) oittetottHei <h't movituotto t'o))tt)v<t. Ê

quexU) i) tnoto')" prch'ritu <)aH:t aotto))) t''m))'!eae ohé trovHHi ftvHnp

pato 8)Mtftt)))tict)tnfnt.<' nfttf o)MS8)<'ht' Lezioo) )h't Ditrtwox. Ci pro

p(H)itH)X))t«))i< px'Hftttc ttuto <U t'm'tx' ct'xoHcere )pft)t'tH'))ffo)tdH)))en-

ttt)i, H<!op''nu)')o, pe)' (()& ttgevute cont't-uot~, )MootaKXMn Hteaf«' nat)te

<!)t) Darhoux.

Dotit untt at)per(!<:w S, riferim )«! )«) si~tnft qnahufqnc ~)~ )'~l

di <M)<tnt))mt<*omvititx'p, i))di<:))tM)M<txt sotito ce))

(t) K ~M* 9 F ~< de + G

il qnndrttto <te)t' <')e)))ent« tinettrf, e )!) ogoi pnnto M ')) 8 <'<*)))<)

vertice pensiatno aitttxto tU) trie'!)'" trh'ettttn~to, <)) et)! nno api~")'<

t~bbift )<t direziotte (pttttidivM) <te))a nf'rtXMtc <i coafni <)i (tirezione

X,, T,, Z, e gli ottri dHf, coi <*<?<')))

(X.,Y,.Z,), (X,,Y.,Z,), >

gitMioiano cotnnnqMe n<*)piH))o f)U)ge))t<*<ti S. P<~r alt,ro ai aHpporrJt

tale giacitnr~ ttMttht Mchtaiv~tMente riapet.tn )t)ht prin)~ fortnn fon<!a-

mentale (1), chiche ~ttorqntoxto la 8, corne Httperttoi~ <ie8aihi)<*e ioe

stendibHe, vengH )t <)etbnntu'a) trascio) 8<'oo iovKt'ittbihneot~ je~att*

i) detto triedro.

Indiohiatno con <f<<p (M, t'MMgoto <t) cui <)eve rotHr~, futta

paginit positive dei piano tangente e net verao pnaitivo delle rota.



784 At't'RSMOE

xiwti, )«. dnoziutt)' (X,, Yf ~<) )'<*rMovntt~Kt~i t)t)tt dnexiouM poat

Hvtt detttt ti"f't p==:ctMt." 6 t<)tt&co~ dcM)tit)ft'<<tttM)e))tet'ot')en

twxt<mc. in "tUti {''ttttM ~<, ciel trifdnt tttuhth'

(X.,Y,), (X,.Y,,X,), (X,,Y~~). ·

(ttn' MUpp<xnn)nu'ih«tt)m)fut'' coogruHtttf out hiettro )!<tHH)it)ato 0

UotmittfrtfKttf) <tapp)UMtt il t['tt'<!ro t~n~'ttt~ ~n)))eh<meute H se

atessM, col yrtice net)' oriK" 0, sicebë il ouovo tnedn' che <t!re

tno T Mvrà il vertice tt~MM)ht 0 et) Ht VMriMre<<)u, < MsunK~A ant)

ttop~fa intttdtà <t: Miet't-azio))!. t )t«ve co~Mt <ti dtreKiohf dei aaoi

Mpi~oti dispooti Ï!et qnadro

X, Y, Z,

(2) X. Y, Z,

X, Y, Z,

sttt'))Ht)Mi o"e(Noientt ')i tttm aoMtttxziMto )ntut{t'))M)c<Ur«t.tM (det.~==

==-{-!) <)ipeM')fnti <t!t)te due vètriitbili «, f. Ora i)) uaa Hnett dei

qno'h'o (2) ~oftituituxu tu coetBoipMti le loro <!erivat.e parzutH r!apetto

wt M o v, il <t~rmi)taote curri8pot«t''))te è nuHo (perché il vtttore

riMttM SX, o === SX< ==

0
t)er ciô eiaauo'a 't! que!.

~M 00

le tre do)'iv«tc è mm t)tedoai)n)t MH))bi«t)!H<M)otioettre onogenett dei

eoaoni delle !tttre due tinoe. Scriv~')" per doteao le formule corri.

spottdeuti aile derivute dei coaet)! de!)<t primtt verticHte, ove si ~enga

oanto delle condixioni d' ortogouaHtà, si vodr& anbito che eaae aaatt.

mono )H fortua aeguNtte

~==~X.-<X,-=1' q X,, xt qi Xs
««u

1
df

(t) ~=.pX,-rX., 1 -=.~X,-<X,
~M ff

~.==~x,x.. ~.==~x,-p,x,
CW of
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n 4·1 I o~ a y· 1 umw .1àli. tnnmu ii ili m a. ,v
'!<~e(p,<j~)'),(j~,<~t',).wt)u ')nctt't'))e<)if')U!:i<~)i<))«j. f x

oui, pe) toro ttigttittott~ t;<'<t'tnco, ni titl il )t«tne (!i )'o<a~MK ~t

triettro. (') Atto t<t<'8Mfeqt))tzi«t)i (!) no<)<)isf«tm ('' ttttn' 'tue tt't-tx'

(Y,, Y,. Y,), r (X,,Z,,ZJ.

Ont M<irive)t')<)Je oottdixiotti 't')ntt'Kt'"Mtità <<<<))<*(1)~ Mi tn'vtt su-

bito che le )-otaK)<))ti <jf,f ;pt, ~1. )', dobb")to Ho<t<Hxi'ar<'!)H~ tn-

re)oziot))fM))'))H))K)tt)t)i

c'p e~
q ri "91

()c CM

'ë-
r,

0,
*<-

c'f f)K

Inveraatm'tttp se p~ r; p,, ~), f, a"n<t t'ttt)zi<t)ti di te, c s<u!di

a('M(ifnti a qnfHt<' n'taziott), )<*(t) tb)'t))!))x' ux si8t<'n)H eoM<j~e<f(H«'Mf<'

<M<e~'aM<e e<! of<o~oM<t~ e tx'f'tta tttbittm'mtnente oo'orit'ntaxiont'

ixixmtH 'têt tnettro T, 'ticiotno per «'"M., vc., lie rfHtetAin'tivi-

dnata t'oricntHzione g«ne)'i<~

j X, Y, Z,

X, Y. Z.

X, Y,
n

Xa Zo

per)tu)tcoppiait)bi<nu-iit (M, f) dt'ttc ntt'hthi)]. Posfiittot) fjttix'ii

conotn'tcre Le f<a.<o!M (M) CM<</KM<*M<~le <'on<<<z«'Kt Ot'ffMn)'~ <

aM~!ct«t« CMt deMoMOM<<<<M/'(«'ele <<'( )'0/<ï?<OMt«!( KM ~'«'<?~ WX/f/e

tM K!t<t~Opp<« <M/H'<<tdt <<'H<<).:MM<.

(')t))eittittop, 9.<")))o)ae<m)))f)t)0"ti.at)<'n)"t)t{)i') fti'f'M)or"tt'i!io«)'

inanité") m)toho<)))hiaceT<)'))tn<)<)f)imttK't'<t!

mentoperpj.~j.r,.
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2. Vouent!~ m-a tt cuHaidunn'o il n'i~th'u tHO~Uo T, )))tn~U")c x

T, '-«) vert'ce uct ~Ut~o M~(w, f) deittt ttn~et'Mcia 8, (x't'Mttu

))ui!ii'))te<)et")'mtMattti

~x f)<! ~y
c~ c~Më<t <)e 0 c'f

X, Y, Z, X, Yt Z,
r

X. Y, Z, X,t Y, Z,

)tMn'hèc)tti!Otttmvo)tit)MtrH (tin'xi't'ti our)'iM[«otdt't)tt )tt{H<'<t'et)t)

!<<'))''tt'ciin<'t<«t')!!K<)t)ttdi8<'nt)t:~tt)('ii)))i')').NHt'isu)ta ntn't~rn'ox'

)~tti'n

j~SX,+~X,. -Y,+~Y,, ~~+~Z,.

(Il

t CM
r 1 s

~K
s'i' e

CM
r ~t s y

-X,+~X., -Y.+~Y.. -Z.+~ce oP o~

dt'\<'s,Sj,aot)o<)))itttro ftmxioni'ti M.fuveutt t't8p<'tto)))

))'h''h'u mobite T il sigt)iH'!)tto ~o"t''nio di <<-<M!/<!2M'tf.

Uit))<: (ttt) M dénuée M~bito che )« tntahtXtu))! 8<'))o te~at~ t)t cot't'-

t)t-ie))t)(h-)~f!)))Mfu)-t))())e

(3, ~-T-~==H, ~,+-==F, ~-h-==G,

"t)<)<jt'i)<'V!'ni

(;?!<).,)'-Eu-r",

'<p<)t)C)«)'<()t;)'hrov)t&

A=:MG-F'!

!<iavt')q"")di

~=:±:jt/T,

itVM))<)<ti))')i''atoc'<mt)!t)s'ti)(« <n ~'fl il v'tt"~ )'<t'<)<.iv<'dt')fM

.))<)'
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L' inofftexiM de) ac~tK) io queuta furtxotft xi to):)i« Ouordatxto «he

tnha

~e
~M <)« <)M

J~_ !==-
e~ ~p

X, Y. Z.

d' altronde per te (!) h) HteHsodetcmnnaute 6 il prodotto dfi due

S 0 X, X, X,

Ë 0 X Y,à Y, Y,

0 0 1 X, Z, Z..

dei qaa!< il secondu è )' unitA positiva ai ha danque in tteOnitivft

(~ ~==~T.

Avendo riguardo a qncata ed n)!e (a), e )H!ordantto ohé t'angoto
M delle tinee ooordioatc è dettnito dalle turmote

(5) ooB m aen m y_~

~iR!G ~EG

poMiamo esprimere le quattro trastazioni S. € per nu aniM

angolo aasitiario y ne! modo aeguente

W
6 ==- Et'of)<p, == ~E w)) tp

6,===~'Goo8(M-{-p), ~===~Gst.n(m-).

Ed ora~ aveadoai daHe (3)

Xj ===coa <p, 8 X, == aot

j~/M ~/K
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Vtt'tmHtu ehe y wHM<f<t<<t)'<~<t<'MM<'~M~Mt eAe ~«w cfMjj~M «et

~<tMO <<t~Mt<e<<t<M<<MM (X., Y.. Xt) ~r «'en~cr~ alla <~WM

~s)<«<t <!e«<t tangente alla t~ea == ce~

3. t)~!wi)ttMO MM le )'«t)')i!ni 't')t)~tahi)it& 'tftte (Ut),avi.

)u)~nu)do t* eapreaaiotte

($X,+~X,)- (~.X.+~.X,).
.ay

(E y i- "SsXI
yss~

( xi n-1-y 1y)
~c

ehe par )<t (1} ai c~aKin iu m/expro.~i'tttM tinMU-f otoogaoeK in X,

X X oat Niago!t coeiMe~nti debbu))« faoere ))«))). Coat otte-

(tiamo le tre eoMdizton}

Ji-T~ r~nr

(IV)

tt 6 ~t

(V; 7)pt-~i+!P==~'

8o8ttta<&mo oca nette (IV) vatori (8) di 6, {,, ij, eaprimen.

(tovi le derivate dett' mt~o to coïïe formole

~?!j

a,Yér i ~~2~+_i
is2

~]

che ai ricavano p«r derivazione d)tHe(6).Riaotveadodopoo!bte (IV)

riapetto at)e deriv~te di f, otteuiamo

~L ~<-f r

(7)

~j-~ R 3)
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«n'te VMtttUttu i(ttttt<t« oh<' t~M~tt~ t, < ~M<~n<' «H~MM~

<f ~M~M~ ~Mtf~ <!e<~t <S!~«M~ Oft~~X'Me ~<« p~ ~f~t-0 T.

HHtntMH~to pot y 't~tte ~7) ttftjnf'iMtttft

j~ f~t)-. ~.f~' ~~f 1

~c M)2 'J <~ Ë 2 'J'

e ttieoHtne per ht fot'tnoh) (V) 41 il «foond~ ox'tnbtu oc)) è M)tro

tihe la curvHturH K ')<*)< moitij't'OtOt ~t' ~A, !tt p)Me<<e))tp Ht

f<Ot')V6

(8 ~=K~.
~e ~M

!Su)t)tont"Mt!t'))'tit)tt)<).tot')btt)))ti<t)'M))K"t<'v,<iH'"<

))entHZ)"MM<h<)t)ifdt<tT,h' t<'t-tt't))t'(7)')i)t)))t)t«iv<"<'i')''Her<)t(t

!<)<))))<f,<')<'n)tt'«qtt"ttt'u)'<tt."y.i""i

<t<)vmnuo8(Ktdia<t)re)f(H)e(V'i"èi)ftitt['t))M:

~p~L
~<

<?« 5o,
(A) <)p .L–L~ CM

pt't

M,p,K~/A

~,P-~<?+~ W.

'tovete trHstMzio":); 6,
rotMZxmi

y,f,)V~)ot-it)-Mtti<ht)t(! (7). M)t')<)))<'<'fmait)cf)'io')i fnpat-iuri ri

aat~ pare ohé ittvw~ntpntf Ne wt<t~Mt~ P~ ? < 9. «'<~<~«'

quattro e9M<t<{~ (A), eweK~Ot te < ~cW (6) <MK<e

MM« P augolo af&(«'<tW<'<t, e le )'of<o<~ r, f, t ca!oW tratti dalle

(7), )Mf<<M</(ef~~d<~<<««~ «M« <Mp<f/fo<eS det <<M<o~eM~~ <tMe<!fe(t).

H aiatetM') (A), inai<'t)x< a))<' fofox'te (6), (7), ti«nM pcr~ttiun<'Mt«

i) !oo~ nena t<'o)')<t (ft<))or~t< dp))'' axt~rttcie tteth' formote ~HutM-

mentati <te! metodo d) Gttntta (Clip, ÏV).
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Se ai dérivant te (tH) rapporte ad M, v e lier te derivate seuott

df) si MMttituiscott~ «<') primi tNftnb)') i vatori ohé riMuttMO')datte for.

tnote fbuthtmoutati

t. t.4-UA..== (<X,-t-~A.,)-t-
) )'~< "t~ h

+j'~(S,X,+~X,)+DX,,

f dalle (tttr<< ttU)t)ogho, basta paragouttre daH' U)ta e <!att' attra parte

i teDoiai :n X, per ottenere i vatori dei coeBoieMM 1), t)', U"<!eHa

fteconda fortua fontiatoext~te efpresai per )e tmataxtoui e per le ro.

tazioai ooHe formole Neguenti

/!)=Y}p- D'=~

(VI)

(ty~~p- D"=~pi-$,e..

E il paragone dei ooefBcieNti di X,, X, darebbe inveoo i vatoti

dei aimt'on < di Uhristoefet eapreaoi per le rotaziotd e per li,

traataNonL

FINE BEL VOLUME PRIMO



INDICEDELLEMAÎERtEDELVOLUMEL

CAPÏTOLO I.

Carvo a doppi& CMt'v~tura.

t.– 'rat)g<')ttat'p!at)on<t)'t))o)o. pag. ]

2.– Prima enrvwtnt'<t«<te))ftiot)e 2

3.– Piano (meutotore C

4.–THe<!fopri))<!ipate
8

5.–Seconda cttmttnrautoMione t0

6. –Fortook'diFfenet H

7.– 8ignifiottot))')eej;t)<t<)t'))atorftion<! » 14

8. Equttzxtni itttt'inaeche dette cm-ve U

9. t))tegr)t)!)<<ne delle eq'MZ)')t)i ixtrinoeche » 18

)0. Etiche citiodricha in geoerata 2!!

n. –'Etic)<ccit!t)dric))e8pocia)). M

tZ.–SttperOciainvihtppi 26

IS.–SnperNciectma)) » 29

]4.–8))perBciettf))uppftbi]) M

16. SvituppabUe t-ett:f!cante Xt

t6. Detet'minaitiottM deHe geodeticho di nna evituppabite. iM

)7.–Svitnppttbite poivre 36

)8. –ïjasfttt'ftoacMtutrice M

19. Curva luogo dei ~entri delle ofere oticutatrici » ~t

20. –Evtttventiedevotate. 44

21. Tfajettot-it! 'tt'togooati di Mn aifttetu~ oc' di pian! 47

22. Tm«t'<'r<t))t!!in))e di Cmnbt'xcMt'o delle cofve 60

23. AppticMxionM de))« tM"f<*)'m)H!i<')udi Co)))bef«'Mfe 5t

24. Trt~ethtrie nrt<'got)~)i di H)) oixtetna oc' di sthre t Mi

25. –Mftod«diD<trtM)ux M

26. A!tre fot'tootf getx'rati per le curve gobtn' x· 6('

27.–Locurvedi Bertrand <i2

28. Dt'tertnin)t!!io))f< di tuttp )'' fto'vc di ïtotrand (ifi



793

CAPITOM H.

F<n'Mtf <t!fR't'€Mi!iaH qaadfattche.

29.–if't't'')tu'('m'))'')t.)<n<n)geb)iche pag. M

:<0. –ur)))odittcfo)()!))t)i't')admti<:h<t. » 73

:<t. tnvttrit)))tittjMtr)HMet)'(<mte«)))M~)i 74

M.– P)tm)t<t))tidiO&:renxiM)i)tHMn~,U,v(U,V) » M

:<3. Hq))hit)''ni!tt d) furtHO quttdmtiche differeMziat!. Forn)cte

diCt)[i<tt'a'')L · M

;Pr<~n'ietitti)'i)tix)bo):atreit)di<:i 81

:M. Dt~rh'itte itecotx~ c<'VKt')Kntt e pMfitmett'o diHifMMiate

ttectttxht At U » 83

~6. EqtMzi'm! iH di<f<*fenzitt)) tut<t)t per le p~ 87

37. Le ettttdixitmi d' i))toj{n<bi)itA » 89

;M.–8tmtt"tidtR)o)))'mnt!)"wp)''tp)'ietA. » 91

:{9.–CM<tt)'it))))ntattti«to}!i'!tA. » M

~0. Ferme qxadMUctte (titt)nttanee ') fortMa trittneMe

OtmociHtx » 95

~t, t))V!tmmt<' Mtin)HtttK(t'nt't')thtM)d) an~t«rtn(tbjnM)~ » 100

4-2. –F<'r'nehi))Mie)tim')tt)tMee. 10S

CAPtTOLO ML

CoordtKatecm'viHttee snUe snper&cie
R)tppt'eaeHtax!on! conformi.

~S. CtWf(t<nate eurviUueo <M)(M'aH~tt xuperSeie pag. 108

tt. EtoxtMtte Hnettre e<t «tftnento d' area 110

45. Mott'tea «ngotMe t;n!h~ wu[)«)'t!t!<e » 114

~f;. tnvohMMne ot'to~oHute <li etetneuti titttM! ? » 117

47. ïnv<')n:tioni genaro)) di coppie < etementi linenri 119

48. 8i)Mbt')i<UChrieto<!b),pat'fm)et)ridiifefeMia!ieo))rvatnm 122

49. C)<))gi)t)m'Mtodi vartabiH Sisttmi ioctermt » 124

50. Parametri iftOMetric! » 129

ai. Tooretna di Un pf! «iotem! xotertMi 131

52. Rappfeaentt~ione di )tM superficie soprft on' altra ln

generate !32

!)3. Teoremtt di TiMot ËUtMMde!)e d))Mtaz!o))t, mad«)t

principa):
x 135

i!4. –R)tpprfMt))tM)"))ict<t)f«r)))i 189

35. Caxo df))<t MperOcie <)! wtaxxme » 141



79S

~.56.–Littfet~e"tt)ptefM)t. p~g. i43,

ST. i dopp! <t)xto)Miutt~<tMa)t <!i eifCttH eoXa <tfer<te xtt)

piaoo )46

58. Le a<BnKà cireuhtri di Mabi)<!< m') pxux~ l.t7

59. CoHiueaisfont detht <tf«M h) aè –Mt'vitm'nti )<;0

60. LorHti di TchebychefMtHe ttuperacie x tM

6t. K<))<)tzi«ni di ScfVtmt per )n rott dt Tchcbyt-het' JSO

02. E!tiat<mi!)t<<t'))e)-et!tti't'<;)n'byf)n't' <' h'to tttttio'ariett) ]{i8

C8. Le ret! <ti Tcttebychefttn) pinno u «u))tt «funt !«()

CAPITOLO IV.

Fot'mote fondamentati per la teoria delle SMpet'acie.

t. 'M. L)t tteconttn fot)n<t ~ttadntttca futtdMxxiUtttte per uoa

KMtXO'ttctH p~. JCtt

6S. E')U)t!tiot)i f«m)t(M)<'nt)tti per <' » ~t}7
()M,OK, ~y

M.– Leco))di<.iMi<t'it)tef!r)tbi!)ta » 171

67.–LecqHaziontttiG~UtttiMf'txloitxi » )74

68. Prt<n~ tUtno~traziooe <)e) tcot-t'ttot A) ('in eonxtitttttf <

générât!) w J77î

69. Seconde dttno~traxittnH (cet) )'if(!ri)))«t)t<' nHe tim'e di

enr't'tttum) ? » ]8U

70. Lineo di cKfvatuftt Pt'op)'ict& ftw))H))f))t)t)i )84

71. Loro Mqnaxtoni h) cout'ttitmto curvitinet' t !87

72. Le ourvtttut'e delle Hnoe ttscenti du m( punto sutta

mtperOcie t9()

73. Portnottt <)i E<t!er<* per le ettrvHtMre t)et)n sezioni

norttttt)! )t ]9~

7t. U)trvatu)'« mtotitt e <')n-V)tt-)n-)tttttate (di StnMN) t )96

75. Tangeott eooittgttte aec«))fto Dttpin · J9!)

76. Lfuee tMintotiche · ~02

77. Teoroott di Bottratni-Ëtmepor per )a t~rtione delle

tt!<tt)t«ticho b 204

78. P)-<'p)'i«tA f"ndH)t)fnt)tti dei aietemi ooniu~att » 208

79. Siittt!)))) iitoternx'-cotthtKati o tinee MtintoHehe ? » 2)0U

80.–Att'nnenpptiettiti'mt »2 2tH

8!tnv<'rt)<tr)<'perra};g)v<'ttttrin-cipr<)<:i >a 2t~fi

82. Catooto di par)HM«tn difrt'ren:!i)))i r~ 2177

83. R)o))U!)))t ttuUo eMpft'ftcie ))) <'<)<tr<)i)mt<'cat'tt'ttxme 221



7U4

CAPtTOLOV.

RapprescatM~oBe steric~ di Hawas. Coordinaie langenziali.

). 84. R~pMxentoitiouc di GxuBs per te t)Mp<-r<tcie)"'n avt-

luppubilt P~- M*

85. PMmcte tU W~HgarteM pe! ftimbaK di ChftatoM ? 928

86. Formole geaentt; di mpprfttentazioae afertftt » 233

87. CotMpteuteuti <tUe formole generali II) 285

88. tM)n)))g)ni friche dette aftietotiehe. Cond~tone det

U:K! » MS

89. Le Xnee iMiototiche Mulle snpe<8eio < tt~a minima » 241

90. Le imtatotiche sune auperticie pfMadoe&'riche » 248

9t. Lo f'tr'ttote <ti Letieuvre per le aaintoticho » 244

:M. App)ica!!ioni dotte fut-ax'te di Lotieuvre » Z<8

93. 8ttper(teie coo aasegoate tmmagine afwrtca ai nu Materna

conhtgato
261

94. Statem! tMter)Mo-<;oaingat! Ntw~e furMoto di Lo-

tieuvfe rr 269

i~S. Le formole di Wotngartot) in MOt~dinate hmgenitia)) 2S6

9t;Cot<fen)Manat)t:caon)t''rio)-tpMp)-!et& » 2M

07. Appt)etM)"ni delle h)')no)e in coordinate tan~en~iaU 262

OAPMOLO VI.

Cni'v~tufa tangenziale o geodetica Linee geedetiche.

j)g. CHfvatuM tangenzittte o gModeMca pag. 264

99. F<trtMo)a det Bonnet per la cot'vatttra geodettea 267

100. Formol del LittnviHe per la cnrvatnfa K 270

10t. Linee geodetiehe e [oro eqttMtono~ diNoyenzittie 278

102. Attre forme deM'eqoaxionediaet-eniiMe delle geedetiche » 276

]03. LM cntvutumtangenMate corne corvatora geodetica » 278

tOt. EqtMiiione diH'M-etU:iated; GMfM per le geodetiche » 282

lir5. Pft'prietA ~fnerttti delle tioee ~eodetiehe 284

]0g. Linee geodetietuneote pM'aUe)«
286

t07. P")''t)t Keodftica pntare d«t <!<* s ~88

108. EtHafti ed iperb")e geodet!che JI> 292

t()9. La toMtone dette H"t<! geodetiche
394

HO. Tofttitme get'detit'tt esua )-e))'ion<i cott'asaotnta » 297

111. 'reoroni itn!t' tnteRtaot'ne de!)' e<(t))t:!ionedi~Minxi~te

<te!)<' geodet)<')'<'
s 299



79S

$. HZ. Geodetiche ttttUe superficie di LittHviite pag. 3QS

tt8. Le goodottehe nutt~ tapM~eM di MtMiene 804

114. H twrema di Gaoq" «uHtt curvatura totale d! m' triaM

guto gMdetteu
» 806

115. SMteoti dopp!<ntog<)))MHditineeact)tvatM)-ttgeodetiea

ccatanto 308

tl6. Superficie titpprexeotabiii geodetieaDitnto ffu) pitmo.

TteroMa de) B<'ttr&tMi » 310

117. Probtetua generale dett~ r&pp)'e«entaieiot)e geodetioft.

Teorema dp) t)ini 818

US. QtMdrkhe in carfittpondenztt omogtaOea geodetica » 316

119. Le Ct'ppie di qnadriche a ceotro in t'eppfeaentafiioue

geodetica
» 3!7

CAP1TOLO Vil.

Superficie applicabili e tcoremi gênerait solla deformazione.

120. 8upertte:M applicabiti p"g. 321

121. Etemeuti lnvariabili per Besamne ta 324

)!!Z. RiMtMtoue del p)-i)no probtema dell' appHc~MHtà oet

caM) genen'te
n 326

t23. Et~tua det caoo aingftare (A)
x 3Z6

~4. Caao delle superHcie a cut-vatMftt coetante. » 830

125. LM appti~biHt& in 86 di uua tiupwMcie a curva.

(ttnt costanto s 333

!26. Lo tre forme tipichf de) <h' per una «nporiteie pMudo-

efertea 335

12T. Le aupertleie p~ndonfertehe ([; rotMiune » S3'!

1M. Région! di aaporBcie pMud<nferieh6app)if:abi)) su! tre

tipi di t'utaxioMe 341

129. Superficie cott un t;r"ppo c'mtittMo di oppticabitita in

aè. Eticoidi » 343

130. SaperCeie di n'toxioue apptieabiti » 845

131. E«e<npi di cUeoidi nppticabiti ttopra Ht)pert)ci<!di rota-.

itione » 349

1ÏZ. Elicoidi paeudn«ferie))e de) Dioi ? 393

133. H aecondo pfob)<:)nadet)')tpp)icab)))tA etaretativapn-

tna equaxione
» 3S?i

t34. Seconda dimostraxione–L)HK!c<)nda<'quMinn<' deU'ap-

pHcabtttta
f MM

13S. Indefo)')nabitH& di Mntt fuperHciM <tH)on)) )in<'a rigida

())<)))aMntfttit'n)
» 3(i)1



78~

). t3< Pe<~M)<tt!M)Mdi UM Mtt~ftt~ic, )t)W~HMt)ttt defMm~m

d!a'maMaeurv<t pag.

13?. Ver;aehe ratttttve td~ a<i<M''Oe:ad~tut~tt 967

!?. EqtMMinni di Darbo'tx per )" a"i)tt<ttiet)f ttttaaH » 37&

199. AppHeaxtOM )~ peubtotM) di <tof"M)a!:it'M~ » MM

HO. Le Miutotiehe wne Unee di p(ej!f)t')'eut"
S7S

CAPtTOLO VJIÏ.

t)efof))tazionedeMe MtpM*aciefigate.

!41. Teorem) di Bunnot e Bettfttmi per )t<tof«rmM!!oHe ttoUc

rigate pag. ~77

14! Second" tenmtnft d! Bonnet eutte r)g&te t)pptic&bi)t 880

143. E)etnent« tin~ro tU uo<t ri~ta 38i

144. Linett di "mnciMeMto e te<n-fm! di BManot » 885

145. P«Mb")t)i<te detto norm<di e fonw~ <H ChastM 388

146. Aaintoticho corvitittee TeofeMMt tU P. Sorret 392

147. Def'n'tMMtM)) dnUe ritptte «eMndo MindiMg 394

14J!M<it.<~ot):Be)tr)Mn).
s S97

149. Dtifoftnitzione <:he <:Mj{i~ tx ttirettrice in )Mi')t"tica » 399

150. Defbr)t)MJon) divertm ~1

191. Rigate ttt)p))ettbi)i ~pra MperScie di MtMtt'ne » 40S

152. Determinaziaoe di tutte qneftte t'tgfttc T<!<n'e)))i di

Lagaet-rHeBioche
~M

lS3.–nt.e"fe")a<tiCh:efa

CAPITOLO IX.

SaperSeie evolnte o teoremi <i! Weingaften.

). t54. Le dMe ffttde t!et)' evotutx di ')')« XHpft-acie pag 411

155. Evoh'fnti <ti KM~<<tttt<9t)perBc!e
rD 418

156. SMpfrMcie di en: a~ Mdtt 'Mt* ev<t]ntn riduce ad

nttttcnrvft »

t67. C~c<tt" <teg)i etement! ~ndtunentati dot)' ev~ut~ 416

!S8. C'Mtt-nzinne di Bfttt-ami p«t '-ttgg'o <<'CNfvatnt'tt geo-

detic. 419

159. Evotnta metUa fteeondo RHnt)tc<mr s 421

160. Le tmperacta W e le !<')-<)dne Mde de)P evotota » 423

161. Ctf<' h' oti s.<)))edite htdo <tt e<'rr:apo)td<mo le linee

dieorvxhtrft. »



797

t. !N2. Teut'ettHt tti Lif per t« tioeo di entVfttunt di uua xu-

pe'ttMcW pag. M?

J6S. H p):)oo tourema di Weif~artcn 429

1N4. !) teortmM ret'tpf't-n <ti Weingarten ?» 431

m6. Ktemeuto iiofHtc xftticu tapp)<!t!tntativo d! utm eu-

p«rneieW » 48S

t66. Ctamti c'oopttit~ <)) «npt'tticie » 436

167.–L6«t)('nrS<'iee"n)pttittn.)tt)t)i ? » 4M

[88. Ça"" 'ti "npc't)Mi(! ttpptiotbiti t«'))m «uperScie di ro-

t.txh'ttM · 44~

t69. App))CMXH))ttiotte <teftn''t)t')e ttfit' i~tb<')<ti()e rotoodo

a<)t)"fttt< » 443

170. Oo))tp)enn'))t<n'i dette ttupet-ticic n (ttx'otmx cootttute ? 445

171. Evututt: mt ovotveoti detto ttt))«-t)it-if a <-))t\')tt))rn eu-

stMttto 4M

CAt'ITOLO X.

S~temi ?' di ra~gt o cnttgfneniK' rftt)!in~

)72. Lt< d<)H forme di KomtoMt- p<'r )tic"t)K')et)ze t'ettitinee pag. 484

)73. Motnento e pM'innftto <)itttribttt<m' nf))e rigote della

coxgraenxM » 456

174. Ptutti limiti e fonnota vli Httmittot) » 460

)76. Con);me))![e ittotrope di Ribttnctmr » 462

176. AacieM de) pttnti Iliniti 464

177~ Mud" di \<n!Mioue de! pamtt~tn) (Utittihutotc ?» 466

t78. Fuxchi o svi)))pp«))i)i dftht <t)t{rxe))!eft 468

179. 8n)M't'ti'')c foMttH–Cttto !))C)ti coi))t'!d<wo(<-<'tt!;t'uonze

j[Mtt')tbo)ic)t(')
» 47)

180. Cont! "m'tti Tc<')'e)ni <)<Hfthumi e Mahtf).

Dopit)
» 474

)8). C't)tKmft)XMt'<'t) ntt!<ej;nat" )tn)))agineffMri<-Hdelle anper-

<t<;)Hpf)))t-)p<tti Ji> 47ti

)82. App)""zione a))e eonK'n!!f )8<)tr<tpe ed )t))e eut).

gnx'nMpHOtdMfoichf. 479

)83. C<m);M riferite )t))e tvi)Mpp)tbi)i 4M

]84. Eto'ocxt) <)<')tMdae t'tUde du))'t xupM'ttt-ie focate.. 485

t86. Appticaxtooe a))e c"))grnf )<<' W, i" particotHre )<))«

pfx'xdoMfetiehe. 489

]86. Cot'grnooM e Kupet'ftci« dt Gnichard » 491



798

$. 187. Permute ~nefttH de) Sntmm pM te dtto tortue fonda.

'Met)t<thdiu))ac<tnx'uen)t)t)'etti)i<)Mt p~g. 4M
~t. App)icMl<tn<i ttUMt-<')()fr)mt)!!ot-ettUttteo <tt Appet) (t:<"

MfM))!!)!)tt(') » <t;)j.j

CAt'tTOLOXf.

Le supet'Hcic cuit Mnsistema di Mnee di carvatttra t
piano 0 sferiche.

t89. Eiemeoto Htx'ot'o efetico rifo-ito ad un d'tppio aisto-

)tUt(trb)t{'t" (fiche")! pM. 002
190. C<wt.rHi6]Hnegen)tMtt'ien di Datboox dello t)npe)'Hcie a

tit)ft)dictu'vntnr)tpiMt)<' JI> 506
)S1. La f<Ut)Mt)c)MKt'n ))tt oitihtMot di titu-o di eorvtttuta

Pi' » 508
J82. Supetfteit) tttodauato (tuoutorew) » 510

]93.–Superficie dtJoachin~thM). JI> g~
191. 8npet'<)c)M coo «)) aix<e))t)t d) fixée di eorvatOM cir-

e" p 5m

)9S.–L.'suriMttioMpet'tieiHntittccdi cn)-\ftt)))-n circolari
aaH"cittte ttd nna MUpet-ttfie qonttux~te » 517

]96. Etenteuti otmttefistx-i <)<xntt MpHfHcia oon un tiittte-

)t)ttditit)eedica)'v<ttttmpiane s 518
'97. –Htent-et)md)Ki)))m<-<)t))- x 519
198. Soper(t(-!e a tineu (ii ctH'vatttta ofericht! in ))t) Hitttooa S22
199. Attra furtnft deïïa t'oudixi<tt)o (w) » 62S
200. DetertnitOMioM di txtte te t)ttp«rt)(:ie t'tta u!t xifttettxt

di tioae di ou-vatnrM MfHric)n< » 527

CAP1TOLO XII.

Le supct'<tc!e d* area tuinhna

~.20t.–Cenn<'xtot'ic<)))nH.ttM..)-)itdf))emtpe)-nciod')<rMttninima pag. 631
202. Le Mpet-Heit! mittime cuox) «xpHrftcie di tt'xatMziono » MM
2t)3. Fof)uo)M di WeioMtraoit {te)- te at)pt))-e<tic mittime 6S7
204. ~n~va formlt di <)ueate fortmde Superficie minitne

)ttf;ebrit:he b
206. S)tpt.rMc!<- mhtimt! doj.pie 5~~
206. SnpMfttcie tninitne co)) tinee di cHt'vttturH phme.. t S44
207. –SnperMcie)ni))imM)tp;di<')(bi)i s~y



79!)

!M«. f)Hpft<'<it cMtttttfftattt'he dette "MpfrMeio mtmime tm-

""cmtM pag. 05t

2~09. Supectieie Minitue at'pHettbiit t«p)n )tup<'f<(fin di r<tt<t-

'!)«))<! » 554

21t).–tjMt'«nt)o)Mdt8c))w<t)!:t) it prubteum eli Rjiir)!)));-

Cttuchy » CC~

211. –8up'irtt<-H)))pp)t<')tbHiMt)nt')n~frti<nt)ot)i)nt< » M~

OAt'tTOLO XHJ.

ttpt'«MetnadiHateaM

e la SMptt'ttetc tMittim~<ii Sehwtu'z.

~.i!P)'<:tittti<)<n'iet)t))n'btftM)ttt)Ptt<t<')m. pag. 66<i

Ït9. CMO <ti nn contorno tti Schwttt-x » 5(M

214. L)tr)!M<)ttHedt'icMKt)))~nffn) » 671

!!15.–C)t)<:<)t«t)t:)))tft)tt!!i"netttMt)){<')M)'<ie(T) » 673

!iI6. VeriHche relative alla MppM~tttMhute coniorme » 67<i

i!t7. DetertNinaiiione tteHit xxptit-Ot-ie mixttxtt di SchwtUT: » 6Tt)

218. Vttrttiche rftath'f a) oootonx) .? » 6M

219. Bitht!!innet'~intfg)-)t)i)'))ittit:i » CM

?0. C"otit)un!!i<))te on~MHeM de)ht ttu~t-rficit' <t) Sehwtt)' 58M

Ï~t. DiBc'uttittuitA proptin do) ~ntpp<' & 69S

222. La H))pe)<tcitt e<nuptct)t d! SchwtMit » 695

!!23. La aopet-Hcie cottittKMtn i)) ttppticobttitA ~697

224. !) pt'obtKma de! )))it)i'tt<t d'arett T<-<tremtt di SteittM » 600

225. Teoretni d) SehH'at'z f))))MV))t'i<Mx'))eoecottdtt 604

CAI'tTOM XIV.

La geom<'tt'!« paeMdosfet'ica

e la sma interpMtttzx'ne non-eucUdea.

t. 226. RapprefantiMiioxe c<mto))ue sut 'MitttipiatXt pag. 607

237. Eette non eoctidee Mit~tm de))<' diataMxe » 611

228. thtppt'enentMicne MMtx' il eerehio tiotite » 614

239. La MetricM pMMt'mi'erica cooe tnetricM non.enotidoa

Axgnt" di p~nUtetiotuo » 618

230. CtHMiOetMintX)dtt! moviotent! direKi nen-euctidei 6~t!

231. Movimenti inverai <' di Mccnda specie 626

232. I ch'coti non-ettetidoi delle t)-e opecie. » 038

233. 1 t)'iat)<)): non-encUdei <' t)t hn-f) area ~631



800

234. 1 tHang<di MM).euc)tdei n<'t)t <tM«t)d<thntt'agtM pag. M4

236. Le f")'))t")« di trit;<monwt)itt )t<m fochdett 6N8

~36. Rappt'enenMttiotte ~e~detio) d«i Bett~tttMt <t Motrice

Cay)ey«)tH s 64S).

2S7. Le c<Mt)'dtn)ttedi Wo~rtttnm" t)e) piano <"<)) fttciideo. t M6

23S. Le o<tU)Mi<)t')a dMivttt" ptt~i'tt) di Wf())t;t' f< le

Mordinat~ di Wt!twtrH)«t s 649

289. L' equMtuoM di Riccatt per la H'-er<;)td~)tt) geodetiche » 862

CAMTOLO XV.

Le aaperNcie a carvatura coattmte

e la tFMfonatMione eomptementare deHe saperaeie

pa€tKtoaf!erich«.

240. U pr'tb)f)M)t di C"nct)y pHf ie ttopt-fOcie a cnrvamrft

t<Mt)H)te. pag. 664

241. Suporacie paeadoitfwictt c<tt) due tt~egn~tti Msittt<ttict)« » 657

242. App)iM!!iot)e do) tnet<'d<t delle appt<M<tttMMt"nt 6Meef<.

t)iv< D 660

Z43. Il eM« tMMtitie" ~r 664

244 SopefOeie pwudt)ftfe)'ic<t c<m nn'tti'Mgn~tw ti"na di enr-

vatnra » 667

245. Le toperttoiM tMettdotfct'icttt- t'!f<'rite tttte toro (tnee di

otrv&tttra » 672

246. Le M)p<!t~cie a cnrvat'tM coxtnote powittvtt rit'tit'ite tille

)i"Me di eurvtUnt'a 678

247. Le fo) un'tf pof tu trn)iftM'«t)Mi)t))" di Ha:M!id))k!s.. » 67S

248. Le onpet'acte )t ourvtttofft ntoditt e<ntft"to o it t'etattvo

teurMttm d) B<n«)Mt » 68t

24)). Le tt'tmfuf))))Mi")'t di BHnttot-Lie per te snpttrOeie a

cmvtttftra «'xtonte. 6M

260. Le attperftcit) aUe«tdttti M extvatura etwtante 689

261. Le MpeWittie piteudn~fet'iche cot) on oiateuxt di tinae

di ctn'vatura pifUte r 663

2S2. Le de~omnte deUtt aff~a con nt) sisteMM di ttoee di

<mrv))t)tm piane 696

883. Le anpet'ttcie d' Eu'tepef a cnrvatntu cnsMnte corne

superficie di JuMhiuMthat s 698

264. La tnKf<'rtn<M!i'n)e et'tnpiementttre pw te MpMScie

paeudoa6)riot)e s 700

366. Le formote par ia trtMfortmMione comptetneotttre rife-

rite at)e linee di oarvatura ? » 701



801

266. VeriOehc dette pr«pnet& della trattfoftottitione comptt:.

tnent)tre. » 704

257. t fttat~)))) oicfici di Btbfttto'mr di M~gxt coattmte » 7U7

2B8. AppticMiitUte )t))<:<:ettftvHdalla trMft'ttttHiiiuttf cotnpto-

(nentnre. 709

25C. Lt utM)t)ptMmf)tt!ui doH« ~Mpet-Soied' MtttHipet » 711

CAPMOM XVI.

La tMMtfMt'KttMtone di Bicklund per le superficie

a cnrvatttfA c~stante e il teerema di permutabilttà.

).MO. Pfe)it))it))ni x)))))t tt'u<fo)'m!H!iot)ti<n Biickhmd pag. 7tB

261. Verittcho <('<))" pft)t)'iet& tJfUtt )r<tttfot-))t)Mt«nndi Mitck'

tund » 7)U

202. Lit tfttfttt'ma~ioxH <)! Hi~'khmd ht MoordittxtM a"mt))-

ti<i))M » 721

i!M. L't t)')t<fort)t)txiot)M (ti Ba'-khtod t~U' im'ttttgine Hterita 72~

264. Scot't'ituuxti <!«))<! foti di Tt-heby~hef tt) t!<'<'mnttm

pootutottfftx'a. ? » 7!!7

265. AppHc«bi)itA «pMuiatMd«)!e Une ftttdo <tt mtM <:ot)grn-

enMpfteottoitfettc~ .» 732

266. P)'o)tt))i'))n-: tt) teotettm di pet't))'ttMbi)it& » 734

267. La fot'mft iott'tntttt'a del t<-otHM)Mdi p«)'<OHtabitit& 1> 788

268. tutegnMionti am'CMt'ovtt doU' tiqnazioue foxdttmetttate » 74!

269. Sigttitteato geotoet' ieo <:o)n)t)ettt del teot'ema » 743

270. Apptiexxione )td u't p)H't:ioo)Mre grnppo di eupMtteie

pftottdofforiche 7477

271. Con))to«i<:)0))e <)) d'te tt-aBforMmztooi ten1i oppMte di

Mtkittod MO

272. C«)co)o tte))'«t<tttW)to Uoe~re detta 80 (etit-Mde loga-

273.

fittoica). ? ](Jo 7C2

273. Co))tp0t)!!ittt)t! di dne traxfot'xtMioni itntnaginMif oppo-

at.B,
fo ,B –fo

» 760

274. Tt'Mfottnftitioni (hn'MttginKrte) di Bitcktnnd pfr le de-

fHrt))))t«de))ttt<foftt. » 758

~7B. Il te<fe)ntt (iotrinxeco) di portt)Mt)tbi)itA per le <w)n-

Bioni<<e)))teq't«z)«))<!(B) a 7M

276. Le ~ftoote f~tti~e per la quarts superficie 8' ](Jo 767

277. Caeo in cul le t)or)n)tti n))e «uperttcie «ppnftta S, 8'

<i))c<n)tM<n<t. ? » 7<<



802

!!7''t. L« ftt)))«t<te!e 8. too~ th't p)mt<t M. d' incontro eotne

<!<'fbf)nt<tHdi)tn)tq))nKi)t<'an)t(H)()a pag. 7n

~79. Peftttn~bitittt coUft tMtfurtuaiitMte ttf Haztiidnk))) 778

280. Appticaxinne axct'eMivx <)o!)« tmftt'et'maxtoni » 778

APPBNDÏCK.

Nota sat )net"d<) det triedro mobito. pag. 78& {

Il





COMHK~t~Xt 1

Mrt'ttttt Cot't'igf

p"K.tS*)inett5*dH)))aM<) ,>t' U <0 U

M )!))<:?!< 't~) (48*)
< M fon))')te()4) <t=='A~"Mxt. ~.==.Ae*'c<)Ht.

x 73 titteK~* tjua'trtttriK)) qnttdratica

tt(M-t) ~("'t'~ J
< 8t IiMe<tU'

:g.

<f 87 tineftSdatbMM (t) (!*)

<'))I)ittHa6*))o))ftfot'-

!))o)a(3)Mt)e(ttra

·
H~

«mi ttttiom <tf<'==t'
)/H

tge==.~e
)/G

df
<f<' E~M

<ifl38)i))e)t4* p<-t-))t(3~ p<-r)a(M;

<!a<i fH)ti[tenu)ti))M )
,lti~

i ) jt~' {=0
x l;ili notilrenultiutn

1 t Z `=0

«2(H')i))Mt3":))tt 11

ba~.) (VII) (V!!i)

<i!):7!))))thua)i)n-a (\'J) (Xt)

<2C!))ittt'ft't" <'t).sta)))('fr ''«stantt'rt- r·

<f3M tinette </c==.<t~j-t-t'< .°<t+<
<2(!8 ))t)e)t(}<))Ubns)«) (~ <T,4')

«270 foruH)tit(I*) KFMF F' 2FMX

«2UZ nhittMtittfit ci-

tftZX)))'- ))!)~)i) ~J

~Y ~X ?T
«2!)4 )it)<4<tH)bn!<!<(. SX: –8-« 2;11 line" .t rlul IntsiHO y

iYXz <!<!YX!

«SSO t)))it)))ttint-)) !).=db))' Ut'~db-)''

<3.S~u)th))n)i))ua '<))t*==<f«; ~(yx*.

<.H'H )i)<M)5" ;Y, k c'2A~

n 4.11 lnnvt (i ilo( Iraerr~
ct!r~ f~y ~Cc~tty

tl
<44) ))t)<-Mti<)!)ftta.<).<'

=="

f'~f'' r· f'Mf/t' t'

<4)t tiNNt~' )<=. R'~

~~7 )h)M4" 4't p''=* ~'°*'





806

Ën'ttm Conit:

S< t~
pftj{. 468 !inea 8' 8 < 8 < =- 0

< 47X Uneft &'
p' =: r* p*

<( 489 Meth* ee<;oud<t

dette (M) K, K,
a t) ~<t* ?

<~99 Huott3"
r- a~

< Ci}9 ïuteatMioao DefuftMMiooB !)<ttt')')Ut))«i:io))<'

< 539 Unea 8" 1 1 -T~

545 ultima linea <,
'"+"+' 1

<.
+ + i

2

<649 tineaK)*
~'='+~/(~)~ ~K/(t+T')/(~'<T

«58* t:ne«5"
,iJ-i

1

,/7~1t~

t

<S8(! nH:tu&)u)c)t ±2~F('t')<n' ~F(~)(~
<' 631 iinea 2' <)uei)e quetto
< 646 Hnea 15' C~'ty CMyit-y
< 86& ttnea « dai tMMtfo ecee<!«t<o <ccf«fM<o


