












ETTOKE BORTOLOTTI

LEZIONI
DI

GEOMETRIA ANALITICA

VOLUME PRIMO

BOLOGNA

NICOLA ZANICHELLI
EDITORE



l'editore adempiuti I DOVERI

ESERCITERÀ I DIRITTI SANCITI DALLE LEGGI



-<

PEEFAZIONE

Questo libro completa la raccolta delle lezioni di matematica

date nel primo biennio della Università di Bologna,

Ho cercato di coordinare lo svolgimento della materia con

quello seguito dai colleghi di Facoltà, per evitare pericolosi anticipi

ed oziose ripetizioni; ed affinchè gli scolari ^ nel procedimento sin-

crono e concorde dei vari insegnamenti^ potessero piii facilmente

cogliere le analogie, percepire le differenziazioni, intendere come

le varie discipline matematiche procedano per diverse strade ad

uno stesso fine.

So trovato perciò opportuno il trattare anzitutto della pro-

iettività in forine di prima specie: argomento che può esser svolto

col sussidio delle sole nozioni apprese nei corsi liceali.

Segue lo studio delle proprietà relative alle rette ed ai piani,

nel quale trovano applicazione le dottrine dei determinanti e dei

sistemi di equazioni lineari, apprese nelle prime lezioni di Analisi

Algebrica,

Lo studio delle Coniche e delle Quadriche vien fatto quando

i giovani già si sono resi famigliari i concetti di derivata e di

limite, e procede parallelamente allo sviluppo che gli stessi argo-

menti hanno nel corso di Proiettiva,

Infine, gli elementi della teoria delle linee e delle superficie

sono trattati alla fine del corso, quando, nelle lezioni di Analisi,

già sono stati svolti i Capitoli di calcolo differenziale ed i fonda-

menti di calcolo integrale richiesti per lo sviluppo di questa teoria.

La necessità di preparare i giovani al corso di Meccanica

mi ha consigliato V introduzione di questi ultimi argomenti nelle

lezioni di Analitica; la quale introduzione si vede da tempo effet-

tuata nei libri pubblicati fuori d' Italia, ma non è comune fra noi,

A me parve che, avuto riguardo al presente ordinamento degli

studi nel primo biennio delle nostre facoltà, fosse opportuno il

dar qui notizia delle più interessanti applicazioni del metodo infi-
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ìiitesimale alle questioni geometriche; e l^ esperimento di questi

ultimi anni di scuola, mi conforta nella fiducia di aver fatto cosa

utile agli studi e gradita agli studiosi.

Ho seguito, nelle linee generali, la trattazione consacrata dalle

opere, ormai classiche, scritte ai tempi nostri dai geometri italiani,

ed, in particolare, da quelle del W Ovidio, del Bianchi, del Bbr-

ZOLARI, del Castblnuovo; opere che, nella compilazione delle

presenti Lezioni, sempre ho avuto dinanzi agli occhi, e delle quali

mi sono studiato di imitare il rigore del metodo, V eleganza degli

svolgimenti, la perspicuità della forma.

Ma, nella limitazione degli argomenti, nella proporzione delle

parti, nella interpretazione delle finalità didattiche; in tuttociò

insomma che può dare carattere individuale ad un' opera destinata

alV insegnamento, riconosco la ispirazione del mio illustre, venerato

maestro Salvatore Pincherle.

In qualche punto, tuttavia, ho ritenuto opportuno discostarmi

dalla trattazione consueta.

Mi è parso, fra V altro, di poter unificare le convenzioni che

nelle varie circostanze vengono fatte circa V orientamento delle rette

e dei piani nello spazio, in modo da togliere ogni arbitrarietà, e

quindi ogni dubbio, circa il segno da attribuire ad un segmento,

ad un angolo, o ad un' area, in relazione con un presupposto si-

stema di coordinate.

Fissato il verso positivo delle rotazioni, basta infatti che

venga determinato il segno di ogni segmento PiP^i ^^^^ mediante

le coordinate dei punti estremi Pi(^i3/iZi), Pì{^2.y%^%)} P^^ohè ri-

manga fissato il verso positivo di ogni retta dello spazio, la pa-

gina positiva di ogni piano, su questa il verso positivo delle ro-

tazioni, ed infine anche il segno delV angolo di due rette, comunque

date nello spazio.

Ed ho verificato che ciò può esser fatto con estrema semplicità,

ed in modo affatto generale fCfr, n,° 166, pag, 142), senza che le

applicazioni, che ad ogni tratto si presentano, conducano a ri-

sultati discordi da quelli comunemente accettati.

Ho premesso un breve saggio storico, poiché ben conosco

l'alto valore educativo della storia della scienza.

Uno storico illustre, che fu anche geometra insigne, lo

Zeuthen, disse molto giustamente che coloro, i quali vogliono

apprendere una scienza, « ont besoin, non seulement d' apprendre

« par coeur, mais d' assimiler et méme de reproduire ce qui pourra
« leur servir de point de départ pour des progrès ultérieurs, Pour
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« cela ih ont moins besoin des résultats tóut prets et completa

« transmis par leurs prédécesseurs, que des pensées et des impul-

« sions fécondes qu^ ils ont regues en ménte temps que les résultats ».

Le poche pagine da me scritte hanno appunto per iscopo di

dar notizia dello svolgersi e del progredire delle idee ohe hanno

condotto la Geometria Analitica al presente stato di perfezione.

Una vera e propria istoria di questa scienza non è stata

ancor scritta ; ma lo studioso che desiderasse più estese e più com-

plete notizie^ potrà leggere le opere dello stesso Zeuthen : Histoire

des Mathómatiques dans TAntiquité et le inoyen àge; - Gè-

schichte der Mathematik im XVI und XVII Jahrhundert:

e chi voglia approfondire V esame di qualche particolare questione^

troverà opportune indicazioni bibliografiche, anche nella breve

Introduzione a questo Volume,

Per non aggravar di troppo la mole del libro, ho qui tralasciato

i numerosi esercizi che accompagnano le mie lezioni universitarie,

senza dei quali V insegnamento sarebbe al tutto sterile. Tali esercizi

sono stati raccolti e coordinati, e saranno oggetto di una prossima

pubblicazione,

NelV atto di licenziare V operaj ormai compiuta, mi è caro il

ricordare V assidua, affettuosa ^ filiale assistenza prestatami da

Enea Bortolotti, acuto revisore del manoscritto, attento cor-

rettore delle bozze di stampa; con grato animo porgo i dovuti

ringraziamenti alla signorina dr, Sara Soldati valente dise-

gnatrice delle figure geometriche ; ed, in modo particolare, pro-

testo la più viva ed affettuosa riconoscenza al comm. O. Franchi,

intelligente direttore della Casa editrice N. Zanichelli, che, con

signorile larghezza, mise a mia disposizione tutti i mezzi più ac-

conci alla miglior riescila dell'opera.
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La storia della scieùza presenta momenti nei quali pare che tutto

si rinnovi: idee, metodi, indirizzi, principi.

Tali momenti solitamente succedono a periodi di intensa produzione;

quando il materiale raccolto pare debba soverchiare, con la sua mole
smisurata, la capacità di ogni mente umana.

Una idea generale e feconda, che molti confusamente percepivano,

che alcuni già avevano per qualche caso particolare introdotto, superato

il periodo di incubazione e di infanzia, improvvisamente giganteggia

nelle opere di qualche felice ingegno che seppe conoscerne la potenza

creatrice.

Ed allora si scuoprono insospettate analogie, si invertono le rela-

zioni di dipendenza, cambia il sistematico concatenamento delle verità

riconosciute, i principi appaiono piiì fecondi, inutili le distinzioni di casi

particolari e lo studio minuto dei dettagli, le eccezioni scompaiono, la

generalità e la uniformità dei metodi raccoglie sotto un unico punto di

vista teorie che parevano estranee.

Con sintesi nuova viene allora fondata una nuova dottrina, concet-

tualmente piiì semplice, logicamente piiì perfetta :
1' antica viene ripu-

diata come inutile e fallace, e presto scompare ogni traccia del faticoso

cammino, che attraverso le incertezze e gli errori aveva condotto alla

conoscenza del vero. Anche la memoria delle antiche scoperte, dei primi

scopritori, a poco a poco si dilegua.

Il ricercare le fonti delle nostre cognizioni è dunque opera di giu-

stizia, e vale, « non solo all' acquisto di sublime erudizione, ma a dar

« non fallibile regola di criterio per 1' apprezzamento delle verità conse-

« seguite, delle quali allora soltanto si fa debita stima, quando si sa

« bene tutto ciò che costano (^) ».

Seguiremo a grandi tratti lo sviluppo storico della Geometria Ana-
litica.

Vedremo questa scienza, dopo una prima fase di rigoglioso svi-

luppo, uscir dalle mani di Apollonio^ in forma ammirabilmente perfetta.

Cfr. V. Monti, DelVoòlligo di onorare i primi scopritori del vero. (Mi-

lano 1804, pag. 34).
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Poi, dopo lunghi secoli di abbandono, risorgere, col rifiorire delle

scienze, nel rinascimento italiano e ricever nuovo impulso e nuovo vigore

dalle due nuove dottrine, VAlgebra e la Prospettiva. Infine, nella seconda

metà del XVII secolo, iniziarsi per essa l'ultima fase, che solo nel se-

colo XIX doveva raggiungere il suo completo sviluppo.

Algebra Geometrica degli antichi.

E' opinione comune che la rappresentazione analitica di proprietà

relative ^la forma delle figure geometriche sia un portato della scienza

moderna, acquisito con 1' uso del metodo delle coordinate, all' apparire

della Geometria di Ca/rtesio.

Sta il fatto, invece, che anche gli antichi sapevano rappresentare,

con relazioni analitiche, non solo le proprietà metriche, ma anche quelle

di posizione ; e che, per la maggior parte delle curve conosciute dagli an-

tichi, le nostre equazioni cartesiane non sono che la traduzione in sim-

boli algebrici di quelle relazioni che, col nome di sintomo (^), erano state

stabilite ab antiquo, come costituenti il carattere geometrico di ogni

singola curva.

La sostanziale differenza consiste in ciò, che mentre gli antichi,

presso cui era estremamente sviluppato il senso geometrico, e che posse-

devano una teoria puramente sintetica delle forme geometriche, si gio-

vavano di quella rappresentazione per studiare, mediante procedimenti

di natura geometrica, le questioni aritmetiche: i moderni, che possiedono

un perfetto algoritmo numerico, si servono di questo per lo studio delle

figure geometriche.

L' uso di procedimenti geometrici in problemi di natura analitica

era, presso gli antichi, disciplinato da opportune regole, le quali costi-

tuivano uno speciale ramo di scienza, che con voce moderna, fu detto

Algebra Geometrica 0.
Alcune proposizioni di Euclide, di Apollonio, di Pappo, si pos-

sono sicuramente riferire a tale scienza ma, per se stesse non giovano

a dar chiara dimostrazione del pensiero greco. Più sicure notizie si pos-

sono ricavare dallo studio degli autori che, al primo rifiorir delle scienze

in Occidente, riportarono fra noi dall' Oriente, tutto ciò che ancor si era

conservato della tradizione classica.

O Hoc modo autem ceteri quoeque Mathematici de Lineis differere con-

sueverunt, uniuscuiusque speciei Symptomata tradentes. Apollonius namque
in qualibet Coniearum Linearum qi^id Symptoma sit ostendit, et Nicomedes
in Conchoidihus, et Hippias in Quadrantibus, Perseusque in Spirieis, nam post
ipsarum ortum quod ipsis per se, et secimdum quod ipsum inest, assumptum,
constituitam nobis formam a cunetis alijs distingult. Cfr. Procli Diadoohi,
{Patavii. 1560, pag. 214, Libr. I, prop. 27).

^
O Cfr. Zeuthen, Histoire dea Mathématiques dans l'Antiquité et le

Moyen-àge. (Paris, 1902, pa. 34 e segg.).
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Leonardo Pisano, nella introduzione al suo Liber Abbaci (1202)

chiaramente esprime la mutua dipendenza fra le dottrine geometriche

e le analitiche, scrivendo C) • " Et que arismetica et geometria (sic)

« scientia sunt connexe et suffragatone sibi ad invicem, non potest de

(( numero piena tradi doctrina, nisi intersecantur geometrica quedam, vel

« ad geometriam spectantia, que hic tantum juxta modum numeri ope-

«rantur; qui modus e&t sumptus ex multis probationibus et demonstra-

« tionibus, que figuris geometricis fiunt. Verum in alio libro, quem de

« practiea Geometrie eomposui, ea que ad Geometriam pertinent et alia

« plura copiosis explicavi, singula subiectis approbationibus geometricis

« demonstrando. Sane hic liber magis ad theoricam spectat quam ad

« praticam )).

Egli, infatti, sempre accompagna con figure geometriche esplicative,

non solo la esposizione delle regole per la risoluzione delle equazioni dei

primi due gradi, ma lo sviluppo del calcolo numerico in particolari que-

stioni prettamente aritmetiche.

E, nella Practiea Geometriae, egli tratta problemi di analisi inde-

terminata di secondo grado sotto il titolo: Expliciunt qiiestiones geome-

tricales : et incipiunt qtiestiones, quorum soìutiones non sunt terminate,

hoc est quod non cadunt ad unum terminum tantum, sed ad plures.

Mentre poi, molte questioni prettamente geometriche sono da lui riso-

lute secundum algebram (°), cioè con la traduzione del problema in equa-

zione algebrica.

Quando poi, all' inizio del secolo XVI, con la scoperta della risolu-

zione algebrica delle equazioni cubiche si iniziava una èra nuova per lo

sviluppo di ogni ramo delle matematiche pure ed applicate, troviamo

che, appresso i primi scopritori, la perizia nel calcolo algebrico era

accompagnata da squisito senso geometrico (*).

E sono sempre esclusivamente geometriche le dimostrazioni delle

formule di trasformazione e di risoluzione delle equazioni algebriche, che

(*) Scritti di Leonardo Pisano. Voi. I, (Roma, 1857, pag. 1).

C) Cfr, loc. cit. C), voi. II Pratica Geometriae, Dist. XVIII; De qui-

busdam subtilitatihus geometricis, pp. 207 e segg. La frase « secundum al-

gebram », si legge nel Liber Abbaci, pag. 455.

C) La risoluzione algebrica delle equazioni cubiche, fino ad allora rite-

nuta per impossibile, fu ritrovata da Scipione dal Ferro, del quale si sa che

fu maestro al Diirer di prospettiva, ed a cui il Ferrari, nel 5° Cartello, fa

risalire «quella bella invenzione di operare senza mutare l' apertura del com-

passo ». Ad attestare la perizia del Dal Ferro nel calcolo algebrico, baste-

rebbe d'altra parte la scoperta (a lui attribuita dal Cardano e dal Bombellij,

della regola per rendere razionale il denominatore di una frazione contenente

la somma di tre radicali cubici.

Anche il Tartaglia aveva fama di valentissimo geometra, e si ritiene

che con procedimenti di natura geometrica egli abbia potuto, a sua volta,

ritrovare la soluzione della equazione cubica. Zeuthen, Note II sur l ' histoire

des Mafhématiques. Bull. Acc. d. Se. Kiobenhawn, 1894, pag. 22.
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si trovano nei trattati di aritmetica del '500, nei quali, al tempo stesso,

è fatto posto onorevole a numerose questioni geometriche, risolute per

mezzo dell'algebra.

Lo stesso Vieta, che è riguardato come il fondatore dell' algebra

letterale, non crede di potersi esimere dal recar dimostrazione geome-

trica delle proposizioni e delle regole d' algebra, (( nam (egli dice) etsi

<( radices sint assymetrae (irrazionali) exibebuntur ea methodo {V alge-

(( brieo) veris proximae, accuratas autem exibere, est Geometrae potius

« quam Arithmetici » (').

Luoghi piani e solidi.

Seguendo il medesimo concetto che ha indotto i matematici moderni

a classificare i problemi secondo il grado della equazione cui essi danno

luogo, gli antichi distinguevano tre classi di problemi:

I. Problemi o luoghi piani, che potevano essere risolti con interse-

zioni di rette e cerchi (del V e del 2° grado).

II. Problemi o luoghi solidi, che richiedevano 1' uso di sezioni coniche

(del S" e del 4° grado).

III. Problemi supersolidi, (grammici o lineari)^ tutti gli altri.

La denominazione « lunghi solidi » (o problemi solidi) ricordava il

cono rotondo, onde provenivano le sezioni coniche, necessarie alla loro

risoluzione.

E pare che i modelli di dette linee che servivano, sia a scopo di studio

nelle scuole di geometria, sia nella pratica applicazione alla risoluzione

dei problemi solidi, fossero presentati, non come curve tracciate sul

piano del disegno; ma come effettive sezioni di solidi materiali di

legno C).

Leggiamo infatti, nella prefazione di Abramo Ecchellense alla

traduzione dall' arabo dei libri 5°, 6°, 7° delle Coniche di Apollonio, che,

appresso gli arabi, Apollonio ed Euclide erano appellati Fabri lignarii :

« Post Thaletem Celebris fuit in Geometricis praecipue disciplinis

« Apollonius Naggiar (idest faber lignarius). Is composuit tractatum

.« de Scientia Conicor. nempe de lineis, quae ncque rectae sunt, ncque ar-

ce cuate, scu curvae, seu inclinate. Notandum hic est vocem Naggiar, quae
« Apollonio tribuitur, ut cognomen, et nos fabrum lignarium vertimus,

« poni (ut opinor) prò Geometra, et id forte exinde, quod instrumenta,

« quibus utebantur Geometrae, ex lignis olim conficiebantur. Quod et inde
f( conijcio, quia hoc idem vocabulum Euclide quoque tribuitur apud eun-

(^) Cfr. De Emendatione Equationum Caput VI. (Opere, pag. 140, 141).

(') Nei vecchi trattati sulle Sezioni Coniche si davano anche regole op-

portune per la materiale costruzione di tali sezioni. Vedi p. es. B. Cavalieri,
Lo Specchio Ustorio, (Bologna, 1632), Cap. XLIV, De i modi particolari di

descrivere le Settioni Coniche, che s'aspettano ali ' invention solida.
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(( dem Gregorium sic de ilio scribentem. : At Euclides Naggiar ex Urbe

(( Tyro erat » (*).

E non è da tacere che anche il Bombelli^, volendo, nella sua « Al-

gebra », dar dimostrazione geometrica delle formule di risoluzione della

equazione cubica, avverte che « bisogna havere un cubo materiale.... nel

« quale si farà tre tagli equidistanti di linee e di superficie.... havendo

« tal cubo così tagliato, ci servirà a tutte le dimostrazioni dei Cubi ; che

(( senza esso difficilmente si intenderebbe » (").

Le coniche. Loro equazioni locali.

Abbiamo detto che le coniche furono dapprima considerate come se-

zioni piane di un cono rotondo.

Pare che, a principio, tali sezioni si facessero esclusivamente con

piani normali ad una generatrice ("); si ottenevano così curve apparte-

nenti ai generi ellissi, iperbole, parabola, secondo che il cono sezionato

era acutangolo, rettangolo, ottusangolo.

Menechmo/ (350 a C?) discepolo di Eudosso^ è considerato come

V inventore di queste curve, che da lui furono introdotte per la soluzione

del problema di Delo cioè della duplicazione del cubo.

Pappo Alessandrino nella introduzione al libro VII delle sue Col-

lezioni (") ci dà notizia di otto libri di Euclide su le coniche, e di altri

cinque di Aristeo (370 a. C), sui Luoghi Solidi, libri ora purtroppo

perduti; anche Archimede (287-212 a C.) tratta delle Coniche nella sua

Opera sui Conoidi e sugli Sferoidi. Questi autori, che sono anteriori ad

APOLLONIO;, distinguevano le tre specie di coniche coi nomi di Sezione del

cono acuto, Sezione del cono ottuso. Sezione del cono retto.

Ma presto si conobbero proprietà locali caratteristiche di queste curve,

considerate come curve piane.

La determinazione di tali proprietà si otteneva con mezzi estrema-

mente semplici, dei quali voglio ora dar cenno, perchè tuttora potrebbero

servire, in un primo studio di dette curve.

Si rappresenti con BAC una sezione del cono, fatta con un piano

per V asse AF, e per quella generatrice AB, che supponevasi normale

al piano della sezione conica MEN. La traccia di questo piano sul piano

C) Praefatio - Ciò ricorda, per analogia, la denominazione di cifre gobàr

(di polvere) data dagli arabi ai segni numerici da essi usati su gli abaehi a

polvere, e che noi ora adoperiamo nella numerazione scritta.

(") «L'Algebra-». Opera di Eafael Bombelli da Bologna. Bologna

1572, pag. 283.

(") Al n. 548 del nostro testo (voi. II, pag. 68) è dimostrato che una

conica qualsivoglia può sempre considerarsi come sezione di un cono rotondo

fatta al modo anzidetto.

(") Pappi Alexandrini, Mathematicae Collectiones, a Federico Comman-

dino in latinum conversae. (Bononiae MDCLX), pag. 24.
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della sezione, è indicata dalla EL, ed è V asse (asse traverso) di tale

sezione.

Se per un punto qualunque L di questo asse, conduciamo il piano

BNCM, normale alP asse del cono, esso intersecherà il piano della sezione

conica secondo la retta LM, ed il cono secondo il cerchio BMC.
I segmenti (come LM) normali all' asse della conica (nel punto L)

e terminati alla conica (in M) venivano detti ordinatamente applicati

alV asse ; o piiì semplicemente ordinate della conica corrispondenti alla

ascissa (porzione di asse) EL (").

E poiché tale segmento appartiene anche al cerchio BMC, ed è

normale al diametro BC, si avrà

(1) LM*= BL>LC,

Nel caso del cono rettan-

golo (a sezione parabolica)

si vede immediatamente che

BT.— '\/2»EL,

LC=EH—y2*EFy

così che

Ul*= 2EF'EL.

Indicando con y la lunghezza dell' ordinata LM, con x la porzione

(ascissa) di diametro corrispondente, con p il segmento EF, porzione fino

alV asse, (parametro) si ottiene V equazione normale della parabola (che

vedremo al n. 301 del nostro testo)

(2) 2/'= 2px,

Gli antichi, invece di scrivere questa formula, dicevano che nella

parabola i quadrati delle ordinate sono proporzionali alle corrispon-

denti ascisse (Apollonio, lib. I, prop. XX).

Pei coni acutangoli (a sezione ellittica) ed ottusangoli (a sezione

iperbolica), la ricerca della equazione locale è fondata sul seguente

Lemma :

Se da un punto L qualsiasi del piano deW angolo BAC, [escono

due rette BLC, ELD, parallele a due rette fisse, il rapporto BL LC:

(^^) Più generalmente si dicevano ordinatamente applicati ad %n diametro,

i segmenti uscenti da un punto del diametro, paralleli al diametro coniugato

e terminati alla conica. Questa denominazione è correntemente seguita nella

versione di Apollonio fatta dal Commandino. La voce ascissa si trova pure
nell 'Apollonio di Commandino (p. es. lib. Ili, prop. LUI) in un senso un pò '

più generale di quel che ora viene attribuito a tale parola, ed, in senso meglio
determinato, néìl'Apollonio di Borelli.
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EL LD dei prodotti dei segmenti intercetti fra il punto L ed i lati

délV angolo è costante.

Indicando con 2a il segmento ED {asse traverso della sezione co-

nica) e con p la porzione EF fino aU^ asse del cono, si vede faeilment&

che il valore costante di detto rapporto è zt -
,
onde la relazione
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del 2° grado nelle variabili x, y può sempre, con opportuna trasforma-

zione lineare di variabili, ridursi alla forma:

a^^x^ -H o^^y^ -f- 2^130?= ;

e, dal confronto con la

i/«= ± 2p:r zp - a?«,

si determinano immediatamente i valori

^2
a

a.

del parametro e delP asse trasverso.

Uso della equazione locale per la eostrazioue e lo stadio delle coniche.

E' interessante vedere come gli antichi costruivano per punti la

conica, data mediante la sua equazione:

y^=z±2px^^x\

(cioè determinata dal lato retto 2p, dal lato trasverso 2a, e dall' angolo

che il lato trasverso fa con la direzione ad esso coniugata) perchè questa

costruzione ci mostra la impalcatura algebrico-geometrica che regge tutta

la teoria ApoUoniana delle coniche, e ci offre, anche nella matematica

moderna, uno dei più semplici mezzi per la rappresentazione e lo studio

delle coniche.

Sia AB il diametro transverso (per semplicità supporremo che sia

1' asse transverso), in uno degli estremi di esso si innalzi la perpendi-

colare AC, si porti su questa un segmento AC eguale al doppio del

parametro (d' onde il nome di latum erectum — lato retto, dato ad

AC = 2p) e si congiunga CB.

Se da un punto qualunque L del diametro si conduce una retta LP

Ecco esplicitamente rappresentate, con una sola equazione, tutte e tre

le coniche, le quali dunque venivano fin d ' allora considerate varietà di wn
medesimo ente geometrico.
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ordinatamente applicata al diametro, si avrà su questa un punto M dellm

conica prendendo LM in modo che

(4) LM^=iAL'LP.

*H:

Si vede, infatti che, nel caso parabolico, LP = AC = 2p, da cui,

indicando AL con x,

2/*= 2px.

E, per le coniche a centro, si ha si-

milmente :

LP LB — AC — p:==.= , LPz=z=:LB=^LB,
AC AB AB a '

cioè

LP= ^(2azfzx)

e la (4) diventa

,t— db^ x(2a — x).

Non occorre notare che, assumendo come origine delle ascisse il centro

della conica, si ha

a' ap '

b*
e che basta fare p =^ {n. 365, Voi. I, pag. 297) per avere la equazione

a
canonica delle coniche a centro (n. 342, Voi. I, pag. 281).
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Non deve dunque far meraviglia se, anche gli antichi, dalla costru-

zione indicata ricavavano tutte le proprietà delle sezioni coniche, con

trasformazioni perfettamente anologhe a quelle che noi ora operiamo

su le equazioni loro.

E' opportuno a questo proposito osservare che la operazione che

si fa per trovare V ascissa

corrispondente ad una data ordinata y = LM, nel caso parabolico con-

siste nella applicazione pura e semplice sul tato retto AC di un rettan-

golo di area y^.

Una tale operazione era appunto detta dagli antichi: applicazione

d' area o paràbola.

Nei casi ellittico ed iperbolico, si tratta di dividere il lato retto AG
in due parti AQ, QC, (o di prolungare il lato retto AG di un segmento\

CQ) in modo che sui segmenti AQ, QG, si possano costruire due rettan-

goli, di eguale altezza, V uno ALPQ, equivalente al quadrato dato y^y

V altro QPBG, simite al rettangolo contenuto dal lato retto e dal lato'

trasverso.

Tali operazioni, che Euclide insegna nelle prop. XXVIII e XXIX
del libro VI, e che, nelP algebra geometrica, corrispondono alle formule

di risoluzione delle equazioni di 2" grado, erano notissime agli antichi,

che le usavano correntemente e le indicavano coi nomi di : applicazione

in difetto od in elMsse, applicazione in eccesso od in iperbole. Da ci^

le denominazioni di parabola, ellissi, iperbole date da Apollonio ai tre

generi di coniche.

Nomi dunque provenienti da proprietà analitiche delle equazioni

ad esse pertinenti.

In possesso di queste equazioni, gli antichi videro, anche prima di

Apollonio che non era necessario segare il cono con piani normali ad

una generatrice, e che da un qualunque cono era possibile ottenere una
sezione conica di genere qualunque.

Apollonio ha inoltre osservato che occorreva considerare tutti e

due i rami della iperbole, corrispondenti alle due falde del cono, come
costituenti una unica curva sola che egli chiamava: opposte sezioni.

Le Coniche di Apollonio.

U opera classica che contiene tutto quanto era noto agli antichi

su questo soggetto, è costituita dagli otto libri delle Coniche di Apol-
lonio, dei quali libri sette ci sono pervenuti. I primi 4 nell' originale

greco (pubblicati nel 1566 nella versione latina del Commandino) gli altri

tre in un testo arabo scoperto nella biblioteca medicea da Alfonso Bo-
relli, da questi e da Abramo Ecchellense voltato in latino, e pubbli-
cato nel 1661.
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Nel I Libro, dopo avere insegnato a costruire V equazione della co-

nica dato un diametro, la direzione delle corde ad esso coniugate ed

il lato retto, Apollonio dimostra che la equazione della conica non
cambia forma cambiando gli assi di riferimento (cioè scegliendo ad ar-

bitrio il diametro e quindi la direzione delle relative ordinate ad esso

applicate); insegna a costruire le tangenti alla conica, e studia le pro-

prietà ad esse relative.

Nel Libro II tratta dei diametri^ degli assi, degli asintoti, consi-

dera le iperbole coniugate (che hanno a comune gli asintoti), infine

stabilisce la equazione della iperbole riferita agli asintoti (").

Il Libro III considera anzitutto un sistema di ordinate, non neces-

sariamente parallele alla direzione coniugata al diametro cui si sup-

pongono applicate, e determina le relazioni metriche fra tali ordinate

e le corrispondenti ascisse. Stabilisce poi il cosidetto teorema di potenza

(cui si da impropriamente il nome di Teorema di Newton) e che si

enuncia dicendo che Se da un punto L del piano di una conica si con-

ducono due rette ALB, CLD, parallele a due direzioni fisse, è costante

il rapporto AL LB : CL LD dei prodotti dei segmenti che sopra ciascuna

retta sono terminati dal punto L e daUa conica.

Sono importanti le proprietà, contenute nelle prop. XXX-XL e

XLIII, relative ai poli ed alle polari (") e quelle dalla XLV alla LII,

riguardanti i fuochi, le proprietà focali e la podaria di un fuoco, per

ijoniche a centro ("). Le proposizioni XLI-XLIII esprimono proprietà

delle tangenti non dipendenti dal punto di contatto atte cioè a carat-

terizzare le curve come inviluppo di tangenti (").

Nel IV Libro, dopo aver dato qualche complemento sulla teoria dei

poli e delle polari, Apollonio studia le posizioni reciproche di due co-

(^") Prop. XII. E' costante il prodotto dei segmenti uscenti da un 'punto

comunque dato della iperbole, paralleli a direzioni fisse, e terminati agli

asintoti.

(^^ La prop. XXXVII dice che, per qualsiasi sezione conica, la retta che

congiunge i punti di contatto delle tangenti uscenti da un punto P esterno

alla conica è il luogo di coniugati armonici di P rispetto ai punti dove le

rette uscenti da P incontrano la conica.

(18) E' notevole il fatto di non riscontrare in Apollonio, notizia alcuna

circa il fuoco della parabola; ma non è ammissibile che ciò fosse sconosciuto

agli antichi Troviamo infatti, in Pappo, la relazione che esprime 1 ' equazione

della conica dati il fuoco, la direttrice e la eccentricità; esplicitamente enun-

ciata per tutti e tre i generi di coniche.

(^) Le tangenti alle iperbole determinano con gli asintoti triangoli di

area costante. Le tangenti alla ellisse od alla iperbole determinano, sulle tan-

genti condotte neUa estremità di un dato diametro, segmenti che contengono

un rettangolo di area costante.

Nella parabola una tangente variabile determina su due tangenti fisse

punteggiate simili.
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niche giacenti in uno stesso piano, ed in particolare determina il nu-

mero massimo delle loro intersezioni.

Il V Libro, tratta delle normali alla conica uscenti da un punto, e

dimostra che i piedi di queste normali sono nelle intersezioni della co-

nica con una iperbole equilatera. Cercando poi di determinare i punti

del piano, tali che la corrispondente iperbole risulti tangente alla conica,

trova r equazione della evoluta.

Nel Lemma VII, di questo libro si contiene la soluzione del Pro-

blema di Belo (duplicazione del cubo) ottenuta mediante la intersezione

di un cerchio con una iperbole equilatera.

Nel Libro VI si tratta delle coniche congruenti e delle coniche si-

mili.

Nel VII, infine, si raccolgono molte proposizioni su le relazioni

metriche riguardanti cerchi supplementari, diametri coniugati, e para-

metri. Notevoli le XII e XXII, che espongono i teoremi su la somma
o differenza dei quadrati di due diametri coniugati, e le XXXI, XXXII,
che enunciano la costanza dell'area del triangolo compreso da due semi-

diametri coniugati e dalla curva che ne congiunge gli estremi (*").

L' opera di Apollonio è un completo trattato delle sezioni coniche

che, per vastità di materia e rigore di esposizione, può stare al pari

delle migliori opere moderne. Anche il metodo di indagine ed i ragio-

namenti che conducono alle dimostrazioni, benché rivestano forma geo-

metrica, presentano la piiì grande analogia con la esposizione delle pro-

prietà delle curve di secondo ordine riferite a coordinate cartesiane.

Nelle scuole greche il Trattato di Apollonio era testo universale, e ve-

niva integrato con una importante collezione che comprendeva i Luoghi
Solidi di Aristeo, i Dati, i Porismi ed i Lunghi superficiaU di Euclide,

le Proposizioni di Eratostene, la Sezione di Ragione, la Sezione di

spazio, la Sezione determinata, i Luoghi piani, le Inclinazioni ed i Con-

tatti dello stesso Apollonio; un complesso di 31 libri, ricordati da
Pappo (^) come pertinenti ai luoghi resoluti, cioè : « propria quaedam est

(( materia post communium elementorum constitutionem ijs parata, qui

(( in geometricis sibi comparare volunt vim ac facultatem inveniendi

(( problemata, quae ipsis proponuntur; atque huius tantummodo utilitatis

{( gratia inventa est ».

Decadenza della Geometria greca, Pappo.

Ma la maggior parte di questi libri cessò presto di essere oggetto

di studio ed andò irremissibilmente perduta. Delle stesse Coniche di Apol-
lonio solo i primi 4 libri ci furono, in tarda età, restituiti nell' originale

('") Cfr. nel nostro testo 1 numeri 345, 346, voi. I, pag. 285.

(") Pappi Alexandrini, Mathematicae Collectiones, a F. Commandino int

latinum conversa©. (Bononiae 1660, pag. 240).



INTRODUZIONE STORICA XII

greco; e, tradotti in latino, ripresero a far da testo nelle scuole, dove

son rimasti fino a tempi a noi vicinissimi. La materia degli altri quattro

fu giudicata troppo astratta, troppo lontana dalle pratiche contingenze

della vita. La geometria greca, che nelle opere di Euclide, di Archi-

mede, di Apollonio e dei loro contemporanei, od immediati successori,

Ipsicle, Diocle, Nicomede, Perseo, Zenodoro, aveva raggiunto il mas-

simo suo splendore, lentamente, ma continuamente decadde.

Al periodo aureo, di intensa, rigogliosa produzione, successe un

periodo di rac<50glimento, di erudizione, di compilazione storica, nel quale

primeggiarono Gemino, Eutocio, Proclo, Teone, Sereno, Pappo....

Quest' ultimo merita un posto speciale, perchè nelle sue opere brilla

ancora qualche lampo del genio greco, rivive qualche impulso di nuova

forza produttiva.

Le collezioni matematiche di Pappo (") (verso la fine del IV secolo

d. C.) raccolgono le più interessanti proposizioni dei più celebri mate-

matici delPetà passata, insieme con molte notizie storiche, e con moltis-

simi Lemmi destinati a facilitare la lettura delle opere classiche.

Il VII libro tratta delle Coniche. Dalla materia in esso trattata si

rileva che al tempo di Pappo era conosciuta la invariabilità per proie-

zioni e sezioni del hirapporto di quattro elementi di una forma di prima

specie) la relazione fra i segmenti determinati su di una trasversale ar-

bitraria dai lati di un quadrangolo completo; le proprietà armoniche del

quadrilatero completo (ogni diagonale è divisa armonicamente dalle altre

due); il teorema delVesagono inscritto in due rette (i punti di concorso

dei lati opposti sono in linea retta) ; le proprietà fondamentali del gruppo

armonico ; le proprietà fondamentali della polarità rispetto ad un cerchio.

La proposizione CCXXXVIII dà inoltre Vequazione generale di una

conica determinata da uno dei suoi fuochi dalla corrispondente direttrice

e dalla eccentricità (^').

Ricorderemo ancora il Problema che fu detto di Pappo, ossia il pro-

blema delle 3 (o delle 4) rette, che si enuncia al modo seguente: date

sul piano tre {o quattro) rette fisse, trova/re il luogo dei punti P del.

piano, tali che il prodotto delle distanze di P da due delle rette date sia

in un rapporto costante col quadrato della distanza di P dalla terza (o

col prodotto delle distanze di P dalle altre due).

Questo luogo, come già ebbero a provare Euclide ed" Apollonio,

è una conica, e da ciò risulta il teorema: Quando un quadrilatero è in-

(^') Pappi Alexandrini, Mathematicae collectiones, a F. Commandino in

latinum conversae. Pisauri 1588, Bononiae 1660.

(") Sit recta linea positione data AB, et datiun punetum C, in eodem plano,

ducaturque CB et perpendicularis DB (perpendicolare ad AB). Proportio autem

data slt CB ad BE. Dico punetum B coni seetionem cantingere, et si quidem

proportio sit aequalis ad aequale, erit parabole; si vero minoris ad maius,

ellipsis; quod si maioris ad minus erit hyperbole.
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scritto in una conica, il prodotto delle distanze di un punto qualunque

della conica da due dei lati è in un rapporto costante col prodotto delle-

distanze dello stesso punto dagli altri due lati.

Proposizione generalissima, che comprende (come ha osservato Cha-

SLEs) quali casi speciali il teorema di Desargues su V involuzione dei

sei punti ed il famoso esagramma mistico di Pascal.

Noteremo infine che una proposizione enunciata nella introduzione-

al VII libro di Pappo coincide col Teorema, detto impropriamente di

GuLDiNO sui volumi dei solidi di rotazione (") [dato nella parte IV del

nostro testo al § 6 del Gap. 3*].

Tutti questi risultamenti, benché assai notevoli, non segnano nessun

essenziale progresso della geometria nei 5 secoli trascorsi dai tempi di

Apollonio a quelli di Pappo; che, anzi, la diligente premura di spia-

nare con molteplici lemmi, e con prolissi commenti ogni menoma diffi-

coltà nei più minuti particolari, dimostra (ai tempi di Pappo) scarsa

capacità di comprensione delP insieme e deficienza di idee generali.

L'ammirazione pel passato, piuttosto che un intimo trasporto per

la scienza, consigliava lo studio delle opere classiche, delle quali poco

a poco, si andò tralasciando tutto ciò che non offriva diretta ed imme-

diata applicazione agli scopi pratici di una vita civile, che andava di

continuo immiserendo in un gretto materialismo, e perdendo di artistica

finezza e di elevazione scientifica.

In occidente, la caduta delP impero romano e la rivoluzione sociale

provocata dalle invasioni barbariche spegnevano ogni luce di scienza;

per 10 lunghi secoli (secoli di ignoranza e di barbarie) tutta la scienza

geometrica si compendiava nel primo libro di Euclide, ed in poche re-

gole pratiche ad uso degli architetti e degli artisti.

Nel? Oriente qualche debole riflesso delP antico splendore continuava

tuttavia a diffondersi: quattro libri di Apollonio ci furono conservati

dai Bizantini, gli Arabi ne tradussero sette nella loro lingua.

Il Rinascimento italiano. La prospettiva.

I primi albori del rinascimento scientifico in Occidente si ebbero

all' inizio del secolo XIII, quando i viaggi degli industri mercanti ita-

liani misero la giovane e fiorente civiltà dei nostri comuni in contatta

con le millenarie civiltà orientali..

Le traduzioni dall'arabo di Gerardo Cremonese e di Platone Ti-

BURTiNo^ i magistrali volumi composti da Leonardo Pisano^ recarono fra

noi quel che di scienza greca era rimasto presso gli arabi e gli in-

diani
;

gli Elementi di Euclide ci furono restituiti nella versione di

Giovanni Campano. Ma tardo e lento fu nel suo primo inizio lo svi~

(") loc. cit. (^=) pag. 252.
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luppo della rinata scienza matematica: occorsero non meno di tre secoli

di laboriosa elaborazione, di divulgazione perseverante, di paziente pre-

parazione, per ristabilire fra noi la passione per la ricerca scientifica,

e per rendere patrimonio comune, il materiale raccolto da Leonardo.
I modesti maestri d' abbaco, i matematici mercanti, gli architetti

delle meravigliose basiliche, gli astrologhi, che nei nostri studi leggevano

Euclide e Tolomeo, contribuirono a cementare la base su cui doveva
elevarsi il possente edifizio della scienza moderna.

L' inizio della era nuova è segnato al principio del secolo XVI, dal

sorgere, a dignità di scienza, della « Regola d'Algebra » in seguito alla

scoperta della universale risoluzione delle equazioni cubiche, quando la

civiltà moderna per la prima volta si affermava, superando un osta-

colo, intorno a cui indarno gli antichi si erano affaticati. Lo sviluppo

delle matematiche fu d' allora in poi così rapido, così vigoroso, così

intenso, quale non s' era più avuto, dopo il migliore periodo Alessan-

drino.

La teoria delle coniche, fu rimessa in onore. Incominciarono ad
apparire brevi ristretti contenenti quelle sole proposizioni che servivano

direttamente all' ottica, all'astronomia, alla geodesia, alla prospettiva :

tali sono il Libellus super viginti duohus elementis conicis, pubblicato da
Giovanni Werner nel 1522; ed i tre libri, che col titolo di De lineis

horariis, sono contenuti negli Opuscoli Mathematici, composti nel 1533

dal Maurolico O per tacere delle notizie contenute nel Trattato di Ot-

tica scritto da Witelo nel XIII secolo.

Ma già nel 1501 il Valla (^°) aveva pubblicati alcuni frammenti di

una volgarizzazione delle Coniche di Apollonio, cui seguirono la tra-

duzione pili estesa, ma non più accurata del Memo O e finalmente quella

del CoMMANDiNO C) che divenne testo per tutte le scuole di Europa.

Contemporaneamente al rifiorire degli studi classici, il rinascimento

delle arti in Italia promuoveva lo sviluppo di un nuovo ramo di scienza

« La Prospettiva », che non tardò ad innestarsi nel vecchio ceppo della

geometria greca.

Due nuovi concetti, quelli di punto di fuga, e di linea di fuga, con-

cetti fecondissimi, d' onde nacque V idea di elementi improprii (all' infi-

nito) si vedono già introdotti nella pratica pittorica dei nostri grandi

artisti del '400, e sono chiaramente espressi nel Trattato della Pittura

composto da Leon Battista Alberti intorno al 1435 (") ove è per la

('*) Opuscula Mathematica, pp. 263-285 (Venezia, 1575).

(") Georgii Vallae, De Expetendis et fugiendis Eebus, opus. (Venetiis

MDI).
(") Apollonii Pergei philosophi mathematicique exeellentissimi. Opera.

(Venezia, 1537).

(") Apollonii Pergae, Conicorum Libri quatuor. (Bononia MDLXVI).
("") Contenuto nel t. IV deUe Opere Volgari di L. B. Alberti pubblicate

da A. Bonucci (Firenze, 1843-49).
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prima volta insegata la « costruzione legittima » che fa uso del punto

principale, immagine del punto alP infinito ove convergono tutte le rette

normali al quadro.

Piii tardi Baldassarre Peruzzi ('^) insegnava il procedimento, che è

fondato sulP uso del punto di distanza, immagine del punto improprio

appartenente a tutte le rette parallele all' orizzonte ed inclinate di 45"

sul piano del quadro. Infine Guidobaldo del Monte nel suo trattato f^)

dimostrava geometricamente la legge del punto di fuga da lui enun-

ciata al modo seguente : « tutte le rette parallele fra di esse ed all' oriz-

(( zonte, quantunque inclinate al piano del quadro, convergono sempre

« verso un punto della linea orizzontale, e questo punto è quello ove

« questa linea è incontrata dalla retta che è condotta parallelamente dal-

« l' occhio a quelle di prima » C)-

E frattanto il metodo insegnato da Pier della Francesca ('') per

costruire la prospettiva di una figura, riferita a due piani fra loro

ortogonali {pianta ed alzata) rispetto ad un quadro normale ad en-

trambi, veniva posto sopra basi geometriche da Federico Comman-

DiNO (^*) e da Gr. B. Benedetti O divulgata da Daniele Barbaro C")

e da Sebastiano Serlio (") arricchito da nuove costruzioni da Jacopo

C) Egnazio Danti nel commento alle Due Eegole della Prospettiva Pra-

tica di M. Jacomo Barozzi da Vignola (pp. 68), (Roma, M.DCXLIV), indica

questo procedimento col nome di Regola ordinaria di Baldassarre da Siena.

L'architetto Sebastiano Serlio nella introduzione al suo Libro di Pro-

spettiva (Libro II di Architettura di M. Sebastiano Serlio Bolognese, Ve-

nezia 1545), identifica Baldassarre da Siena in Baldassarre Peruzzi; egli

Infatti dice: Il eonsumatissimo Badaesar Peruzzi senese, fu ancor lui pit-

tore, et nelle prospettive tanto dotto, che volendo intendere alcune misure

di colonne et d'altre cose antiche per tirarle in prospettiva, se acoese tal-

mente di quelle proporzioni e misure, che alla Architettura al tutto si diede,

nella quale andò tanto avanti, che a nullo altro fu secondo. Su questo argo-

mento cfr. Zur Erfindung der verschiedenen Distanzkonstruktionen in der
malerisehen Perspektive, von H. Wieleitner. (Repertorium fur Kunstwissen-
schaft (1920).

(") Perspectivae libri sex. Pisauri 1600.

{'^) loc. eit.

e»') Nel Trattato «De Prospectiva Pingendi-» composto fra il 1470 e il

1490, pubblicato solo nel 1899 a cura di C. Winterberg, sotto il titolo:

Petrus Pictor Burgensis, de prospectiva pingendi. Cfr. Wieleitner (^).

(") Ptolemaei Planisfaerium. (Venezia, 1558).

C^) Jo. .Bat. .Benedictì. Diversarum Speculationum Matem. (Torino,
M.DLXXXY).

("') La pratica della Prospettiva di M. Daniele Barbaro, 'Eletto patriarca
di AquHeia. (Venezia M.DLXVIII).

(") Il Secondo Libro di Perspettive di M. Sebastiano Serlio Bolognese
(1545).
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Barozzi da Vignola O di dotti commenti da Egnazio Danti, ridotto

a corpo di scienza da Guidobaldo del Monte ('").

E, con lo studio delle relazioni geometriche fra la pianta e la fi-

gura prospettica, venivano introdotte nella scienza nuovi concetti e nuovi

metodi, che piii tardi dovevano costituire una nuova teoria : V omologia

piana.

Il Metodo delle proiezioni centrali.

DalF Italia, per la grandissima fama che gli artisti e gli architetti

italiani di quel tempo avevano acquistata in tutto il mondo civile, la

prospettiva passò )ai paesi ultramontani.

Alberto Durer, che per sua stessa dichiarazione studiò prospet-

tiva a Bologna nel 1506 (sotto la scuola di Scipione dal Ferro ("))

trattò di questa materia nell' opera « Underweysung der messung mit

dem Zirckel und Bichtscheyt », che, tradotta in latino e ripetutamente

stampata, ebbe grande celebrità e larga diffusione (").

In Francia all'originale ma sterile produzione di Viator (") seguiva

(ad un secolo di distanza) 1' opera di Fr. d' Aiguillon (") ispirata alla

prospettiva di Guidobaldo^ e nei Paesi Bassi un grande matematico,

Simone Stevin (**) dava già Pesempio della risoluzione del problema

inverso della prospettiva, cioè la determinazione del centro di proie-

zione, date due figure, V una prospettiva all' altra.

La ricerca, lo studio, la ^pratica delle costruzioni prospettiche, pas-

sarono così dagli artisti agli scienziati ; e divenne comune e volgare 1' uso

della proiezione centrale, nelle investigazioni geometriche.

Questo mezzo di indagine non poteva dirsi al tutto nuovo, poiché

anche gli antichi, quando definivano le coniche quali sezioni del cono

rotondo, consideravano implicitamente tali curve come proiezioni del

cerchio. Ma, non essendo essi abbastanza famigliari con la rappresenta-

zione prospettica di figure solide, piuttosto che giovarsi di tale modo
di generazione per dedurre dalle proprietà del cerchio quelle delle co-

niche, si studiavano di determinare per ogni curva una equazione locale,

e questa ponevano a fondamento delle loro ricerche.

C^) Le due Eegole della prospettiva pratica di M. J. Barozzi da Vignola

con i due commentari di Ernesto Danti (Eoma, 1582).

n loe. cit. (").

D Cfr. M. Cantor, Vorlesungen uber Gesch. d. Math, voi. II (1900) p. 468.

(*^) Cfr. AWrecht Durer, 'precursore di Monge, di F. Amodeo. [Atti B.

Aec. Se. di Napoli, voi. XIII, serie 2* (1907)].

(") Viator (Y. Pélérin), De artificiali perspective (Tulli, 1505).

(") Opticorum Lib. VI (Antwerpiae, 1613).

(**) Wisconstige Oedachtenissen (Leiden, 1605).
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I geometri del rinascimento riconobbero invece, nella proiezione

centrale, un mezzo generale e diretto di dimostrazione e di studio.

H nuovo metodo appare nei ristretti, (già citati) di Witelo^, di

Werner, di Maurolico ed in quello di Oronzio Fineo C"*) come parti-

colarmente idoneo ad una succinta esposizione delle proprietà più prati-

camente interessanti. Dello stesso metodo si valse Keplero nell' opera

intitolata: i(Ad ViteUionem pa/ralipomenay){^) quando la scoperta delle or-

bite planetarie aveva ricbiamato su le coniche V attenzione degli studiosi.

Keplero, in pocbe pagine ha esposto la proprietà di queste curve

che meglio giovano allo sviluppo delle sue teorie. La sua opera è note-

vole, oltre che per l'uso delle proiezioni, per la locuzione da lui usata

di punto a distanza inflmta, per la denominazione di fuoco da lui in-

trodotta e pel principio di analogia, dal quale egli è condotto a consi-

derare le tre coniche e la retta, come provenienti dalla deformazione

continua del cerchio. Il Keplero, inoltre ha considerato, anche per la

parabola, le proprietà dei fuochi (di cui uno a distanza infinita) (").

Le proposizioni trovate da Keplero per mezzo di considerazioni

di analogia e lasciate da lui senza dimostrazione, furono completate

e dimostrate dal Cavalieri « con la scorta della buona Geometria » nel

suo Opuscoletto « Lo Specchio Ustorio » O ove sono pure dimostrate

le regole date da Keplero e da altri per la descrizione delle coniche.

Il Cavalieri distingue tre modi di descrivere ìe Sezioni Coniche:

per invenzione solida (cioè direttamente dalla sezione del cono), per in-

venzione piana vera (« quando con qualche istrumento fondato sopra

« alcune loro proprietà le descriveremo nella superficie piana ») e per

invenzione piana per punti continuati.

Quest' ultimo modo è particolarmente interessante ed è insegnato

con due metodi diversi, che precorrono Fapplicazione di teorie generali,

solo molto piii tardi stabilite.

(") Dello Specchio che accende il Fuoco ad una data lontananza. Trat-

tato di Orontio Fineo del Befinato. Dal Sig. Cav. Hereole Bottrigaro tra-

dotto in lingua italiana, ridutto in molti luoghi alla sua vera lettione. (Ve-

nezia, 1587). L'edizione latina è del 1551.

(*') Francoforte 1604. Cfr. in particolare il paragrafo intitolato: De coni

Sectionibus.

{") L ' esistenza del fuoco della Parabola ed alcune delle proprietà ad
esso inerenti, si trovano già enunciate da Vitellione, dal Fineo (loc. cit.)

e da Marino Ghetaldo (Nonnullae propositiones de parabola, nunc primum
inventae. (Koma, 1603).

(*^) Lo Specchio Ustorio del P. F. Bonaventura Cavalieri Giesuato overo
Trattato delle Settioni Coniche, e di alcuni loro mirabili effetti intorno al

Lume, Caldo, Freddo, Suono, e Moto. (Bologna, 1632, una 2» edizione del

1650). Questo importante trattato era composto dal 1629. Cfr. pp. 131-132
della 2* edizione). Per i riferimenti all'opera di Keplero si vegga il Cap. Vili
«Pi un prìMcipio cavato dalla Prospettiva».
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Notevole è il secondo di questi metodi, solamente annunciato nella

2' Edizione dell'Opera (*) ma sviluppato, per quel che riguarda la pa-

rabola nella Esercitazione 6*
C*^), e, per tutte e tre le coniche nella lettera

al Torricelli del 15 giugno 1641 (").

Il Cavalieri insegna a descrivere la conica per punti, come luogo

delle intersezioni dei raggi corrispondenti in due particolari fasci pro-

iettivi.

Questa costruzione, che offre una diretta applicazione del celebre teo-

rema trovato nella sua forma generale due secoli dppo dallo Steiner,.

pare sfuggita alla maggior parte degli storici (^^).

Dosargues.

Ma il geometra che in quell' epoca più direttamente si valse, nello-

studio delle Coniche, di un metodo fondato sulla sistematica applicazione

della prospettiva, quello cui si debbono le idee più geniali e feconde,

è Gerard Desargues.

({ Il suo punto di vista è completamente geniale, e proiettivo-geo-

« metrico. Non solo egli considera le parallele come caso speciale di rette

« uscenti da un punto che si supponga trasportato alP infinito ; ma i

« punti air infinito del piano sono da lui concepiti come situati sopra

({ una retta all' infinito ; i cilindri come coni col vertice in un punto
« improprio ; le parabole aventi comune la direzione dei diametri, come
(( tangenti fra loro nel punto improprio, le iperbole con assintoti co-

« muni, come coniche bitangenti in due punti improprii. E dice che

« tutte queste proposizioni sono valide, perchè, mediante proiezione

« centrale, tali casi particolari possono ridursi nel caso generale, da cui

« si fanno dipendere » (").

Questo modo di vedere costituì un principio fecondissimo, che valse

ad estendere a casi della massima generalità le proprietà proiettive delle

figure, verificate per qualche anche specialissimo caso.

(«») Bologna, 1650, p. 133.

{^) Exercitationes Geom., Bon. 1647.

(") Cfr. Opere di Torricelli. Voi. Ili, pp. 53-54. Per la dimostrazione vedi

Torricelli, Opere, voi. I, parte 2% pp. 408-409.

('^) Lo Chasles ha giustamente apprezzata la costruzione della parabola

data dal Cavalieri, ma egli ignorava che il Cavalieri avesse dato analoghe

costruzioni anche per la Ellissi e la Iperbole, e perciò soggiungeva: mais

Cavalieri, s 'étant borné à un seul théorème, l 'un des plus restreints de cette

théorie qui est extrèmement feconde, 1 ' ouvrage de De Witt (che nel 1658

ha alla sua volta dato tali costruzioni) présente réellement un earactère d&

nouveauté qui mérite d ' étre temarqué dans 1 ' histoire de la Geometrie.

(Aper^u, pp. 101).

(") Zeuthen, Geschichte der Mathematik im XVI und XVII Jahrhundert

p. 180). Amodeo, I trattati delle sezioni coniche (Napoli, 1906).
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Il Desargues se ne valse per ritrovare le principali proposizioni

su la poìkirità rispetto ad una cornea, che gli antichi avevano solo per

casi speciali ritrovate, senza conoscerne la generalità ed il valore.

Un' altra idea fondamentale, per lo studio delle proprietà delle fi-

gure, quella di involuzione è dovuta al Desargues, (cui si deve anche il

nome di involuzione) ed è ben degno del nome di Desargues il teorema

del quadrangolo completo inscritto in una conica (") poiché non solo

egli lo ha dato sotto forma generale, ed esplicita, ma perchè egli ne

ha compreso la importanza come mezzo generalissimo di dimostrazione

e di studio C).

L' opera ove Desargues esprimeva queste sue mirabili scoperte ebbe

poca fortuna presso i suoi contemporanei. Egli l'aveva pubblicata nel

1639 col titolo uBrouillon project d' une atteinte aux événemens des ren-

contres d' un come avec un pian » ed è veramente un abbozzo, piuttosto

che un trattato organico: e perciò fu giudicato per cosa astrusa, pres-

soché inintelligibile.

Bisogna notare peraltro, che alla sua scuola si è formato uno dei

più illustri matematici dell' epoca : Biagio Pascal,, il quale, valendosi

delle idee e dei risultamenti ritrovati da Desargues, compose (a 16 anni)

un trattato sulle coniche, del quale pubblicò, nel 1640, come Saggio, un
opuscoletto di 6 pagine ove è contenuto il celebre teorema su 1' esagono

inscritto, che porta il suo nome.

Le direttive di Desargues furono in parte seguite da due geometri

francesi F. de la Hire O e Jacques le Poivre (") i quali considerarono

le coniche, indipendentemente dal cono, e costruite nel piano, quali fi-

gure omologiche del cerchio.

Ma solo più tardi venne 1' uomo di genio che seppe raccogliere tanti

sparsi elementi è formarne una scienza, organica e completa: la Geo-

metria Proiettiva. Questa scienza sorse nel 1822 col Traité des propriétés

projectives des flgures di Jean Victor Poncelet.

Il Poncelet pose, per primo, nella sua generalità, il problema di

studiare sistematicamente le proprietà delle figure geometriche che hanno
carattere di invarianza rispetto alle operazioni di proiezioni e sezioni,

intese nel senso più generale, cioè delle proprietà grafiche e di quelle

proprietà metriche che sono connesse alla nozione di birapporto.

La nuova geometria, è tutta basata su tre dottrine :
1' omologia so-

lida, la polarità rispetto ad una conica, il principio di continuità; delle

(") Cfr. il n. 388 (voi. I, p. 313) del nostro testo, ove è enunciato sotto

la forma: «Le coniche di un fascio determinano sopra una trasversale le

coppie di una involuzione ». Il quadrangolo inscritto è quello che ha per vertici

i punti base del fascio.

e») Cfr. Zeuthen, loc. cit., pag. 183-184.

C^") Nouvelle méthode en Geometrie pour les sections des superficies Co-
niques et Cylindriques (Paris, 1673).

('^) Traité des sections du cylindre et du cóne (Paris, 1704).
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quali il PoNCELET seppe dimostrare ^amplissima generalità, e la potenza

creatrice.

L'opera del Poncelet fu continuata dal Gergonne, dallo Chasles

e dal MÒBius, dalle opere dei quali emersero due nuovi principi generali :

quello di dualità^ e quello di corrispondenza biunivoca.

Al MÒBIUS O ed allo Chasles sono in ispeeial modo, dovute le

considerazioni generali delle omografie, e delle correlazioni o reciprocità,

cioè, in tutta la loro estensione, della proiettività fra forme geometriche.

Sono questi i principi che informano le geometria moderna, che nelle

opere di Plììcker C"), di Steiner ('*"), di Staudt ("), di Cremona ha

raggiunto il più elevato grado di sviluppo.

Il Metodo delle Coordinate.

L* introduzione dei nuovi concetti e dei nuovi metodi non impedì

lo sviluppo ulteriore dei metodi e delle idee, che formavano la carat-

teristica della geometria greca.

Abbiamo visto che gli antichi, quando dovevano studiare una curva^

consideravano come fìssa una retta del piano di essa (generalmente un

diametro), immaginavano poi un sistema di rette parallele (ordinata-

mente applicate al diametro) e si studiavano di determinare la relazione

che i segmenti di tali rette compresi fra la curva ed il diametro avevano

con le corrispondenti porzioni (ascisse) del diametro medesimo. Trovata

una tale relazione (sintomo o caratteristica della curva) da essa, con

opportune trasformazioni, deducevano tutte le altre proprietà grafiche

e metriche della figura.

Tale è Forigine del metodo delle coordinate (").

("*) Der harycentrisclie Calculy ein neues Hilfsmittel z. Analyt. BehandL
d. Geometrie (1823).

("*) P. PiLiJCKER, Analytisch-geometrische Entwicklungen (Essen, 1828).

(~) Steiner, Systematische Entwiclcelung (1832).

(") C. Staudt, Geometrie dar Lage (1847). Geometria di Posizione, tra-

dotta da M. Pieri (1889). Beitrage zur G. d. L. (1856-1860).

('^) Anche la terminologia da noi usata proviene dalle traduzioni latine

di Apollonio, fatte nel XVI e nel XVII secolo. La forma ascissa per segmento

si trova nell'Apollonio di F. Commandino [cfr. p. es. Lib. Ili, Prop. LUI,
cart. 98 verso (Bononiae, MDLXVI)] ed è usata nel senso attuale nell'Apol-

lonio di BoRELLi [Lib. V. lef. VI, pag. 1 (Florentiae MDCLXI)]. Cavalieri

e Torricelli, invece del termine generico « ascissa » usavano, di preferenza,

la voce «diametrale» od asintotale (Tom. I, pag. 249). Anche Cartesio e

Fermai usavano le locuzioni « segmentum diametri », « portio diametri »,

« intercepta diameter ». Con Leibniz, (dal 1675 in poi) è stato definitivamente

fissato il valore del termine matematico « ascissa ».

La voce « ordinata », vieaie dalla frase « ordinatim applicata » corrente-
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Nella applicazione di questo metodo, presso tutti gli autori che fin

verso la fine del secolo XVIII ne fecero uso, si vede rappresentato uno

solo degli assi coordinati (quello delle ascisse) ed a questo sono appli-

cati segmenti (paralleli ad una direzione data), terminati alla curva.

La posizione di tale asse è sempre determinata in dipendenza della

figura da studiare; e non si trova un sistema di assi fìsso, cui si sup-

pongano riferiti tutti i punti del piano, ne presso gli antichi, ne presso

gli autori moderni che si considerano quali fondatori della geometria ana-

litica n.
Non mancano tuttavia, in altri rami della matematica, esempi di

applicazione di un metodo delle coordinate che fa uso di un sistema di

assi fisso, cui si suppongano riferiti tutti i punti del piano o dello spazio.

Tali sono le coordinate geografiche. Chi legga infatti in Strahone il

passo e*).

« ... Sembra opportuno pigliare due linee rette, le quali tagliandosi

« fra di loro ad angoli retti, attraversino la Terra abitata ;
1' una se-

« condo la maggiore lunghezza, 1' altra secondo la maggiore larghezza :

<( e quella sarà uno dei paralleli, questa uno dei meridiani. Poi tornerà

mente usata nell'Apollonio di Commandino. Cavalieri, Torricelli, e più

tardi Eulero, invece di «ordinata» preferivano usare la voce «applicata»,

pure desunta da quella stessa frase di Apollonio.

('^) L'affermazione che nella Geometria di Cartesio esista quel sistema di

assi che è impropriamente detto Cartesiano (un sistema di assi fisso dato una
volta per tutte), benché confermata da storici autorevoli (Cfr. p. es. G. Loria,

Le Scienze esatte nella antica Grecia, Libro IL Appendice, n. I (Milano,

1914, pag. 425) non corrisponde ai fatti. Ciò è stato già osservato anche

dall' Enestrom (Biblioteca Math. 13, pag. 7) il quale, a proposito della

Geometria analitica di Cartesio, dice : « und man konnte darum mit besserem

« Kechte seiue Analytische Geometrie cine Ordinatengeometrie, als cine Koor-

« dinaten-Geometrie nennen». Cfr. anche E. Bompiani, «Che cosa contiene

la Geometria di Cartesio? ». Periodico di Matematica, Serie IV, v. I, 1921,

pag. 316 ove si leggono le conclusioni seguenti:

« Risulta evidente dalla genesi che ho tentato di ricostruire, del pensiero

di Cartesio:

1° che questi non fa una Geometria Analitica del piano, ma dà un me-
todo per studiare una curva nota la generazione meccanica;

2" che in conseguenza di ciò non hanno ragion d'essere le nozioni siste-

matiche che oggi ai usa di premettere alla trattazione dei luoghi. Gli assi dati

u priori, indipendentemente da un determinato problema, non ci sono.... ».

E ' del pari insussistente che nella geometria di Cartesio sieno considerate

coordinate negative. Lo stesso Tannery (Notions de Mathematique, Paris,

1903, pp. 333-335) riconosce che : '« On attribue souvent à tort à Descartes

1 ' introdution de la invention de compter positivement ou négativement les

eoordonnées ».

(") Geografia. Volgarizzata da Francesco Amlrosoli (Milano, 1832),
Libro II (voi. II, pag. 258).
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« bene V immaginare altre linee parallele a ciascuna delle due predette...

« Come poi queste linee rette si debbano condurre per luoghi conosciuti,

(( noi ne abbiamo già alcune, nelle quali questo requisito si trova, parlo

« delle due rette di mezzo che indicano la lunghezza e la larghezza.

(( Le altre si potranno facilmente condurre col soccorso di queste,...

<( e determinare gli altri accidenti dei siti abitabili rispetto al rimanente

<( della Terra.... »,

ravviserà quivi la descrizione di un sistema di coordinate ortogo-

nali, molto più simiglianti alle Cartesiane che non siano quelle che si

trovano nella Geometria di Cartesio.

Ma V uso delle coordinate geografiche non pare abbia avuto influenza

alcuna sullo sviluppo del metodo delle Coordinate nella Geometria Ana-

litica.

Ne maggior influenza ebbe la indicazione della costruzione di gra-

fiche rappresentanti la successiva variazione di elementi dati, nello svol-

gimento di fenomeni naturali, che si trova presso alcuni scolastici me-

dioevali, e segnatamente nel Tractatus de latitudinibus formarum scritto

nella seconda metà del secolo XIV da Oresme^ e pubblicato a Padova

nel 1482 C).

Ma non può dirsi sicuramente trascurabile l' influenza che sulP uso

delle coordinate ebbe lo studio del movimento fisico iniziato dal Galileo.

.Nel terzo dei suoi celebri Discorsi, Galileo rappresenta geometri-

camente il moto uniformemente accelerato prendendo il tempo per ascissa

e la velocità per ordinata. Il luogo dei punti così ottenuti è una retta ed

il cammino percorso è rappresentato dall' area di un triangolo.

Nel quarto Discorso, Galileo trova che la traiettoria di un corpo

pesante lanciato orizzontalmente con velocità data è una parabola, e che

in un punto qualunque della traiettoria, il rapporto delle due velocità,

oc
orizzontale e verticale è eguale al rapporto - del parametro alla ascissa

P
(supposto che X = 2py sia F equazione della parabola).

L'osservazione, fatta da Torricelli^ che questo rapporto rappre-

senta il coefficiente angolare della tangente alla parabola, e che quindi

il rapporto delle velocità fornisce la determinazione Apolloniana della

tangente, fu il punto di partenza del Metodo delle Tangenti, d' onde

nacque il calcolo differenziale (").

Torricelli.

Il metodo delle Coordinate, usato da Apollonio per lo studio delle

Coniche si mostrò idoneo allo studio di curve più generali, in seguito

(") Cfr. WiELEiTNER, Bibliotheca Mathematica, 13/3 pp. 115-145.

(") Cfr. H. Zeuthen, Notes sur l'histoire des mathématiques, VII. Bar-

row le maitre de Newton (Boll. Acad. di Danimarca (1697), pag. 573.
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alle ricerche che contemporaneamente venivano fatte, in Francia ed in

Italia.

La prima generalizzazione, suggerita dalla forma delle equazioni

Apolloniane della parabola e della iperbole, riguarda curve che furono

dette parabole ed iperboli generali, rappresentate da equazioni del tipo

In Italia tali curve furono principalmente studiate da Cavalieri e

da Torricelli.

Ed è notevole V esposizione che ne fa il Torricelli nelle sue memorie

intitolate: De Infinitis hyperbolis e De Infìnitis Parabolis O; poiché ivi

il Torricelli dimostra la esistenza di superficie infinitamente estese ed

aventi area finita; e, nella applicazione del metodo delle coordinate, usa

come asse delle ascisse una retta che non è diametro, ma asintoto della

curva.

Un' ulteriore applicazione del metodo delle Coordinate fatta dal Tor-

ricelli riguarda la ciirva esponenziale C^), la quale pure è riferita al-

l' asintoto quale asse delle ascisse ; mentre nella memoria Su le infinite

spirali O egli fa uso di un sistema di coordinate polari.

Fra le più notevoli scoperte fatte dal Torricelli, con V uso del metodo

delle coordinate, è da ricordare anche quelle delV inviluppo di una fa-

miglia di curve, di cui egli per primo ha dato esempio nel suo Opuscolo

De motu proiectorum C).

Fermat e Cartesio.

Ma il passo definitivo verso lo stabilimento dell' odierno sistema di

coordinate, fu fatto, in quell'epoca, dai matematici francesi P. de Fer-

(") Cfr. Opere di Torricelli. Voi. I. Geometria. Pubblicato per cura di

Gino Loria. Parte II (Faenza, 1919) pp. 231-328.

In questa memoria, dopo premessi alcuni lemmi per migliore intelligenza

del testo, si dà la definizione generale delle curve in questione (pag. 240.

Definitio). La stessa definizione insieme col Teor. I, si trovano ripetute alle

pagine seguenti. Tali notevolissime proposizioni sono la traduzione latina

della Definizione e del Teor. I dei Bacconti XL, XLI (voi. Ili, pag. 24-25).

(Cfr. l'Avvertimento dell'Editore, alla pag. 230, voi. I, parte II: «la de-

« finizione generale delle curve in questione, che si cerca indarno al prin-

€ cipio della memoria seguente, si trova invece nel XL Eacconto »)

.

("') De Eemyperbola Logarìtmica. Opere, loc. cit., voi. I, parte II, pa-

gine 337-347.

C) De Infinitis Spiralibus, loc. cit., pp. 351-410.

D Cfr. loc. cit., voi. II, pag. 178 (Prop. XXX). Vedi anche: E. Borto-
LOTTi, Gli inviluppi di linee curve... (Periodico di Matematiche, serie IV,
voi. I, 1921, pp. 263-276).
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MAT (") e R. Descartes O con la rappresentazione delle curve corri-

spondenti ad equazioni algebriche:

f(xy) = ax" +- bx"-^y -+- .... z=z 0.

Il grado di tale equazione, fu allora riconosciuto come elemento op-

portuno alla classificazione delle curve e dei problemi ad esse attinenti,

fu iniziata la ricerca sistematica delle curve mediante operazioni analitiche,

da eseguire sulle equazioni loro e fu trasportato nel campo geometrico,

V uso del suggestivo simbolismo algebrico, e del linguaggio ad esso perti-

nente.

JJ opera del Fermat^ benché abbia moltissimi punti di contatto con

quella di Cartesio, si proponga gli stessi obbiettivi e sostanzialmente

raggiunga il medesimo scopo con gli stessi mezzi, per esser stata pub-

blicata solo dopo la morte dell'Autore (40 anni dopo quella di Cartesio)

ebbe notorietà assai minore e scarsa influenza su lo sviluppo di quella

dottrina.

Quella di Cartesio invece, fu subito conosciuta, discussa, divulgata

in successive edizioni, arricchita di commenti, che non solo chiarivano il

testo, ma lo completavano, lo estendevano, lo illustravano con svariatis-

sime applicazioni, con molteplici esempi; e la sua fama andò crescendo

col tempo, fino ad oscurare la fama di tutti quelli che prima di lui ave-

vano trattato la stessa materia, di quelli che gli furono a lato e perfino

di quelli che dopo di lui, per lungo volger d' anni, con paziente lavoro e

geniali invenzioni, plasmarono nella forma che noi ora ammiriamo, la

Geometria Analitica.

« Cette Doctrine de Descartes (esclamava uno storico illustre (") doni

« aucun germe ne s' est trouvé dans les écrits des géomètres anciens est\

« la seule peut-étre dont on puisse dire : Prolem sine matre creatam ».

La critica storica, pur riconoscendo Faltissimo valore dell' opera Car-

tesiana, lo vuole ristretto nei suoi veri termini osservando che:

(( Nulla di interamente nuovo è stato creato da Cartesio : ma egli ha

(( saputo con sicuro colpo d'occhio afferrare l' intimo significato di ciò che

« da altri era stato sparsamente ritrovato, e le varie nozioni connettere in

(( corpo di scienza » ('*).

Abbiamo già osservato che il metodo delle Coordinate, nella forma

in cui fu usato da Cartesio, risale ad Apollonio. La corrispondenza

(") Ad locus planos et solidos isagoge. (Pubblicato nel 1679; ma composto

e divulgato prima del 1637).

(") Discours de la métìiode (Leyde, 1637).

(") Chasles, Apergu, pag. 94.

(") WiELEiTNER, Auszug suT Erfiudung der Analytìschen Geometrie, (Ma-

thematisehes Lesebuch 4. Band (1921), pag. 3. Cfr. anche Zeuthen, Gesehi-

chte der Math. im XVI und XVII Jahrh. pag. 201-202.
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r,, fn-hr f'ni hcvìuì'mW coordiwiiii &(ì un elemento generico delle figure

,„ j ,,„ ,
r; no Hi antichi, ed era parimenti nota per lo meno in

,,, ,
puii'oiif) ;. M inicr'-'/'.untif la applicazione di questa corrispon-

(l<-n/;., ;j|l;i /i ,oi ii/jonr-., ^f)':r r/i^;zzo di intcrsezione di curvc di data equa-

yj,nic), fj) *ju( fon) ri dipendenti da equazioni algebriche deter-

iniri;ii' . q\i(-y.V uiiinio . > cupa appunto la intiera Por^^ IH della

C'^otiìc.i.na, di Cartesio.

M;i fio che forma la più speciale caratteristica della Geometria di

(il) ir, rion . I;i r soluzione di questioni algebriche per mezzo di co-

Htruzioni </>,, tinùncÌK-, ììOjiHÌ la risoluzione di qttestioni geometriche per

« 0^'rii f»ro(>Urfj;< [n<,u\<'ir.'-': • CARTESIO, può facilmente esser

e ridotto a tal termino che non '; . poi altro che la conoscenza della

« lunghezza di alcuni segmenti njjr poterlo costruire ».

Posto il problema in equazione, se risulterà il numero delle equa-

zioni eguale a quello delle incognite, si avrà una soluzione sola oò. un

numero finito di soluzioni, il problema potrà dirsi determinato, e la co-

struzione avrà in mira di fissare la posizione di un punto, o di un nu-

mero finito di punti.

Ma se, al contrario, si avrà un numero di incognite superiore a

quello delle equazioni « non obstant qyJ on «' omette rien de ce qui est

<( desiré en la question, cela temoigne (dice Cartesio) qu* elle n' est pas

(( entièrèment déterminée » (Liv. I, sect. IV).

Ed in tal caso : « tous les points d' ime méme tigne peuvent étre

« pris pou/r celm qm est demandé ».

Problemi determinati.

I problemi della prima specie, cioè i Problemi determinati, furono

trattati « secundum algebram », fin dai primordi del calcolo algebrico.

Ne troviamo esempio nella Practica Geometriae di Leonardo Pisano

(1220) ed una più estesa trattazione presso gli algebristi italiani del '500.

Ma, anche in questa dottrina, Cartesio avrebbe, al dire degli sto-

rici, fatto un passo che fu decisivo, sia per F ulteriore progresso della

Analisi dei problemi determinati, sia per lo sviluppo della Teoria dei

luoghi geometrici.

Si legge infatti che:

« Cartesio iniziando la geometria, sostituisce senz' altro ad im se-

te gmento la sua misura rispetto ad un altro.... Poi eseguisce geometri-

« camente sul segmento le operazioni algebriche elementari relative alle

« misure di essi....

«Un vantaggio essenziale è in ciò: che interpretando la potenza
« di un numero come misu/ra di un nuovo segmento, si evita il lin-

« guaggio macchinoso dei Greci, corrispondente -alla figurazione di a?
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« come un' area, di x^ come un volume e si possono trattare anche pro-

« blemi di grado superiore al 3' riportandone la figurazione entro il

(( dominio della costruzione piana (").

« E questo modo di operare rappresenta uno dei capitali progressi

« dovuti a Cartesio, cioè la introduzione del segmento unità, e con ciò

« la possibilità di rappresentare il prodotto di due segmenti con un nuovo
« segmento (**).

« E con ciò è fatto il passo che era necessario affinchè il campo nu-

« merico, ed i punti di una retta, potessero esser messi in reciproca cor-

« rispondenza » (").

Questo passo, peraltro era stato fatto quasi un secolo prima, cioè

verso la metà del secolo XVI dall' algebrista italiano Raffaele Bom-
BELLI.

1j a Algebra di. Raffaele BombeUi^) oltre i tre libri pubblicati nel

1572 a Bologna, contiene due libri geometrici, annunciati dal Bombelli

a pag. 648 del suo volume (") ma rimasti inediti, e tuttora conservati

manoscritti in un Codice della Biblioteca Comunale di Bologna che risale

alla metà del secolo XVI.

Ma alcune proposizioni di questi libri geometrici sono state dal

Bombelli inserite nel Libro II dell' opera a stampa, e perciò la parte

che ora mi interessa di rilevare non è rimasta totalmente inedita e non

può dirsi sconosciuta.

L'opera geometrica del Bombelli,, nell'edizione manoscritta, per quel

che riguarda la costruzione di problemi determinati presenta molte ana-

logie con quella di Cartesio.

Dopo aver, nelle prime 14 proposizioni, ricordato le fondamentali

costruzioni di geometria piana, incomincia quella che può chiamarsi

Geometria Analitica, con le proposizioni (carte 166):

15. Sommare de linee.

16. Sottrarre de linee.

17. Moltiplicare de linee.

18. Partire de linee.

19. A trovare il creatore (cioè la radice di dato indice) in linee.

20. Dimostratione del creatore in linee.

21. Dimostratione della lunghezza della dignità (della potenza) es-

sendo nota la cosa (la radice).

L' introduzione del segmento unità è fatta fin dalla proposizione 18 ;

(") Cfr. E. Bompiani, loc. eit. (63).

C') A. Krazee, Zur Geschichte der Graphischen Darstellung von Functio-

nen. Jahresberieht dar Deutsehen Math. Verinigung, 24 Bd (1916), pag. 363.

(") Cfr. Wieleitnee, Auszug zur Erfindung..., loc. eit. (74), pag. 4. Cfr.

anche Zeuthen, loc. eit. (74), pag. 205.

n loc. eit. (10).
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con V avvertenza : il partire di linee non si può fare se non è data una

comune misura,...

Ed è espressamente dichiarata nella « dimostratione della lunghezza

della dignità » (carte 168) :

Riporterò qui il passo che mi pare più significativo, a chiarimento

del quale debbo premettere che, per indicare genericamente una quantità

variabile, (ciò che noi ora rappresentiamo con la lettera x) gli algebristi

italiani del '500 dicevano il lato, o la cosa, e rappresentavano tale quan-

tità variabile con un segmento. Così la valuta della cosa, è la lunghezza

di un segmento, la valuta.... in numero, è il numero che la misura. Le

potenze della variabile erano dette dignità; la seconda potenza, censo

o quadrato, la terza cubo. La notazione esponenziale fu introdotta dal

BOMBELLI.

« Essendo nota la valuta della cosa rispettiva a una misura data,

« si può trovare in lunghezza tutte V altre dignità. Et perchè a qual-

« cheduno non capirà, che, essendo nota la valuta della cosa, senz' altro

a si possa trovare la valuta del censo, et dell' altre dignità,; poiché nel-

(( Foperatione di Algebra in numero, data che si ha la valuta della còsa

« subito si troverà la valuta del censo quadrando essa valuta ; come sa-

« rebbe se la cosa valesse 3 il censo valerà 9 senza cercare altro ; et

« in linee, addimandando una misura ; dico che il procedere dell' uno non

« è differente dal procedere dell' altro : perchè se la cosa vale 3, quel 3 è

({ numero rispetto l'unità, et tale proportione ha la detta unità al 3,

« valuta dalla cosa, come 3 al 9 valuta dal censo, et così via procedendo

« le proportioni rispetto a quella unità. Così la misura data farà V ef-

« fetto della unità in numero ».

In conseguenza, quando ciò torna opportuno, egli rappresenta con

segmenti, il quadrato, il cubo,.., e qualsiasi altra potenza di segmenti

cogniti ed incogniti.

Così si spiega come, nella dimostrazione geometrica che egli dà delle

formule di risoluzione della equazione cubica, egli rappresenti il bi-

nomio x^ -{- px = x{x^ -\- p) con un rettangolo nel quale uno dei lati ha

lunghezza x, V altro è somma di due segmenti dei quali 1' uno ha lun-

ghezza x', V altro lunghezza p.

Ciò non solo nel manoscritto, ma anche nell' opera a stampa (pa-

gina 289); ove, questa dimostrazione è riportata, ed ove non mancano
altre precise indicazioni di un tale suo modo di procedere (™). Quando
si pensi alla grande notorietà che aveva in quel tempo l'Algebra di

BoMBELLi in tutta Europa, il (Leibniz espressamente dichiara di aver

formato sopra quel libro la sua educazione matematica) non si può in

nessun modo escludere che o direttamente od indirettamente, quelle idee

di BoMEELLi non siano pervenute al Cartesio e non è quindi lecito che

(">) «Algebra», loc. cit. (10), alla pag. 286-287.
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a (iiiesf ultimo sia attribuito quel passo che al dir degli storici costi-

tuisce così essenziale progresso nella Rappresentazione analitica delle

grandezze geometriche.

Aggiungeremo che a Bologna il Bombelli trovò imitatori e seguaci.

Fra i quali ricorderemo Paolo Bonasoni, lettore allo Studio di Bologna

dal 1586 al 1593, che ha lasciato un Algebra Geometrica ("") notevole

per la sorprendente analogia con VAlgehra geometrica divinata dallo

Zeuthen (anche il titolo è il medesimo), e per 1' uso, nelle applicazioni

dell' algebra alla geometria, dei simboli introdotti dal Bombelli per rap-

presentare l' incognita.

Egli indica cioè, il segmento incognito con simbolo della forma

Aj^; e, se il problema involge più quantità incognite, adopera lettere

diverse come Au^, Gu^,

Infine, sempre fra coloro che a Bologna continuarono 1' opera del

Bombelli, ricorderemo Pietro Antonio Cataldi, che, nella Algebra Li-

neale, pubblicata l'anno 1618, espose sistematicamente la costruzione

geometrica delle espressioni algebriche, e la risoluzione, per mezzo del-

l' Algebra, di problemi geometrici determinati.

Lnoghi geometrici.

Veniamo finalmente ai problemi geometrici non determinati, cioè

alla costruzione dei Luoghi geometrici.

Qui veramente il Cartesio (e con lui il Fermat) si innalza al di-

sopra di quanti prima di lui adoperarono V algebra al sussidio della

Geometria; di qui può dirsi che incominci la Geometria Analitica mo-

derna.

Ed ecco come lo stesso Cartesio espone il suo concetto:

« Car ces lieux ne sont autre chose, sinon que lorsqu' il est question

<( de trouver quelque point, auquel il manque une condition pour ètre

« detenni né, ...., tous les points d'un mème ligne peuvent étre pris pour

« celui qui est demandé. Et si cette ligne est droite ou circulaire on la

<( nomme un lieu pian. Mais, si e' est une parabole ou une hyperbole,

« ou une ellipse, ou la nomme un lieu solide. Et toutes-fois et quautes

« que cela est, on peut venir à une équation qui contient deux quan-

« titez inconnues, et est pareille à quelqu' une de celle, que je viens de

« resoudre. Que si la ligne qui determine ainsi le point cherché, est

<( d' un degré plus composée que les Sections coniques, on la peut nom-

« mer en mème fagon un lieu sursolide, et ainsi des autres. Et s' il

« manque deux condition à la determination de ce point, le lieu où il

D Algebra Geometrica. Inventa a Paulo Bonasoni Bononiensi. (Opuscolo

di carte 51 (pag. 102) diviso in tre libri (Mss. del secolo XVI).
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(( se trouve est une superficie, laquelle peut étre de méme ou piate, ou

« spherique, ou plus composée ».

(( Mais le plus haut but, qu^ ayent eu les Anciens en cette matière

« a été de parvenir à la composition des lieux solides : et il semble que

(( tout ce qu' Apollonius a écrit des Sections coniques, n' à été qu' à

(( dessein de la cbercher » C)'

Ed è interessante il notare che, proprio nel punto ove l'opera sua

offre la massima originalità, il Cartesio, piuttosto che atteggiarsi a crea-

tore, si presenti come continuatore degli antichi.

Ulteriori estensioni del Metodo delle Coordinate.

Da Cartesio ad Eulero il metodo delle Coordinate fece lenti,

ma continui progressi.

Nella Introductio in Anàlysin Infinitorum di Eulero (1748) si tro-

vano gli assi coordinati indipendenti da ogni particolare questione pro-

posta in istudio, e si trova V indicazione del segno delle coordinate : qui

veramente la nozione di coordinata è posta a fondamento di una espo-

sizione sistematica della Geometria analitica.

Ma questa teoria non avrebbe potuto liberarsi dal groviglio dei casi

particolari e conseguire, con la massima generalità, la più perfetta uni-

formità di metodo e perspicuità di forma, senza la effettiva introdu-

zione degli elementi immaginari e degli elementi improprii.

Le nozioni di punto e di retta immaginari primamente esposti nella

Geometrie supérieure di Chasles (1852), e nei Beitràge Zur Geometrie

der Lage di Staudt (1856), trovarono un ulteriore sviluppo nelle opere

di E. N. Laguerre (1870) ; ed il concetto di coordinata fu successivamente

generalizzato, fino a comprendere in un solo concetto, ed a render sog-

getti ad un trattazione unica, tutti gli elementi, propri ed impropri,

reali ed immaginari, dello spazio geometrico.

Dobbiamo al Mòbius la nozione di Coordinate baricentriche ("),

al PLtJCKER O quella di coordinate omogenee, di coordinate trilineari,

allo Staudt di coordinate proiettive.

E nello stesso tempo che, col perfezionare il metodo delle coordi-

nate, la Geometria Analitica rendeva piiì potenti e piiì sicuri i mezzi di

rappresentazione e di indagine, estendeva il campo della sua attività con
la acquisizione dei metodi e delle teorie pertinenti alla Analisi Infinite-

simale.

Il metodo delle Tangenti, nato quasi contemporaneamente in Italia

ed in Francia dalla applicazione del concetto galileiano della composi-

CO Liv. II. Art. X. Des Lieux plans et solides, et de la manière de le»

connoitre. (Neil ' edizione commentata da Eabuel (1730) alla pag. 245).
(") Der larycentriscTie Calcul (1827).
('^) J. Pluker, Analytisch-geometriscfie EntwicTdungen.
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zione dei moti e dai principi del calcolo degli indivisibili, posto dal

Newton e dal Leibniz a fondamento di una nuova scienza, il Calcolo Dif-

ferenziale, dava alle Teorie Geometriche una generalità che non conosce

confini.

La storia di queste scienze si identifica a questo punto con la storia

del Metodo Infinitesimaie, ed esce dai limiti, entro cui vuol esser com-

preso il presente discorso; il quale ha in mira di ricordare le antiche

origini, piuttosto che di noverare i recenti progressi.





PAETE I.

PUNTI, BETTE E PIANI

Bortolotti





CAPITOLO I.

COOEDINATE NELLE FOEME DI PEIMA SPECIE

§ L Nozioni fondamentali.

1. Forme aEOMETRiCHE elementari.
I pienti, le rette ed i piani sono considerati come elementi

fondamentali, primitivi, generatori delle figure geometriche.

E per figura o forma geometrica si intende qualunque aggregato

di punti, di rette e di piani.

Fra le figure geometriche si distioguono le nove seguenti,

<ìhe si dicono forme geometriche elementari:

L La Punteggiata: figura costituita dalla totalità dei punti

di una retta.

IL II Fascio di rette: figura formata dalla totalità delle

rette di un piano, uscenti da un punto.

III. Il Fascio di piani: figura risultante dalla totalità dei

piani uscenti da una retta.

Queste prime tre forme si dicono forme di prima specie,

lY. Lì Piano punteggiato : figura risultante dalla totalità dei

punti di un piano.

V. Il Piano rigato: figura costituita dalP insieme di tutte

le rette del piano.

VI. La Stella di raggi (o di rette): figura formata dal-

l'insieme di tutte le rette dello spazio uscenti da un punto.

VII. La Stella di piani: figura costituita dall'insieme di

tutti i piani che hanno in comune uno stesso punto.

Le quattro forme ora nominate si dicono forme di seconda

specie.

Vili. Lo Spazio punteggiato : figura risultante della totalità

dei i3unti dello spazio.

IX. Lo Spazio di piani: figura risultante dalla totalità dei

piani dello spazio.

<^ue8te ultime due forme vengono dette di terza specie.
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2. Si dice che un punto ed una retta si appartengono

quando il punto è sulla retta (appartiene alla retta), o, in altri

termini, quando la retta contiene il punto (appartiene al punto).

La retta cui appartengono i punti di una punteggiata si

dice sostegno della punteggiata.

Il punto cui appartengono tatti i raggi di un fascio si

dice centro del fascio.

La retta che appartiene a tutti i piani di un fascio di

piani si dice asse del fascio di piani.

3. Elementi improprii. — Due rette complanari hanno^

in generale, un punto comune ed uno solo. Fa eccezione a

questo enunciato il caso di rette parallele; ma la eccezione si

può togliere, considerando la direzione comune a due rette

parallele come un punto appartenente ad entrambe le rette e

situato su di esse a distanza infinita, il quale si dice punto

improprio, a distinzione dei punti a distanza finita considerati

nella geometria elementare, che si dicono punti proprii.

Ad ogni retta appartengono dunque infiniti punti proprii

ed un solo punto improprio; e la retta viene raffigurata come
una linea chiusa, che un punto può percorrere intieramente,

sempre muovendosi nello stesso senso (passando pel punto
improprio e tornando

••• ^^ • ^^ ••• al punto di partenza).

Due punti determi-

nano sulla retta cui appartengono due segmenti: quello di

grandezza finita, che ordinariamente si considera, ed un altro*

di grandezza infinita, che contiene il punto improprio.

Tutte le rette di un piano parallele ad una medesima co-

stituiscono un fascio di raggi avente per centro il punto im-
proprio, direzione comune ad esse.

Tutte le rette dello spazio, parallele ad una medesima,

costituiscono una stella di raggi, avente per centro il punto
improprio definito dalla loro direzione comune.

4. I punti improprii di un piano si considerano come gia-

centi su di una retta impropria, che appartiene a tutti i piani

paralleli ad esso ed immedesima la loro comune giacitura.

La totalità dei pi ani,paralleli ad un medesimo piano (cioè

appartenenti ad una stessa retta impropria) costituisce un fascio
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vii piani clie ha per asse la retta impropria definita dalla loro

giacitura cornane.

La totalità dei piani paralleli ad una stessa retta (cioè

appartenenti ad uno stesso punto improprio) costituisce una
stella di piani avente per centro il punto improprio determi-

nato dalla direzione di quella retta.

Un punto improprio ed una retta impropria si apparten-

gono quando una retta avente quella direzione risulta parallela

ad un piano avente la data giacitura.

Due punti improprii determinano una retta impropria, e

due rette improprie appartengono ad uno stesso punto im-

proprio.

Tutte le rette improprie e tutti i punti improprii si consi-

derano come appartenenti ad un piano, che si dice piano

improprio.

§ IL II concetto generale di coordinate.

5. La Geometria analitica si propone la ricerca di metodi

generali per la rappresentazione e lo studio di tutte le pro-

prietà metriche e grafiche delle figure geometriche, mediante

procedimenti analitici (espressioni od equazioni numeriche,

algebriche, differenziali, ....).

Il più antico, il piti elementare ed il piti diffuso di tali

metodi è quello detto delle coordinate.

Ad intendere il concetto generale di coordinata giovano

le considerazioni seguenti:

6. Un aggregato [a\ comunque definito, di oggetti qualsi-

vogliano, è detto ordinato quando con nota legge si può rico-

noscere quale di due elementi a', a", distinti, appartenenti

ad [a], precede P altro.

Si dice che fra due aggregati [a], [è], (non necessariamente

ordinati) intercede una corrispondenza biunivoca, quando è

nota una legge di dipendenza per la quale ad ogni elemento a'

di [«1, corrisponde un elemento h' ed uno solo di [h] e, recipro-

<?amente, ad ogni elemento di [h] corrisponde un elemento ed

uno solo di [a\.

La corrispondenza fra due aggregati ordinati, [a], [6], si

dice ordinata, se, dalla ipotesi che in una coppia generica a\ a",
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di elementi [a], il primo a' preceda (segua o sia coincidente con)

il secondo, venga come* necessaria conseguenza che l'ele-

mento b' corrispondente ad a' in [è], debba precedere (seguire

o coincidere con) l'elemento 6" corrispondente ad a".

La corrispondenza fra due aggregati [a]^ [b] ordinati, si

dice continua, se ad ogni coppia
|
[a'], [a"]

j
, di classi contigue

formate con elementi estratti da [a], corrisponde una coppia

di classi contigue
1
[&'], [b"]

\ , formate con gli elementi corri-

spondenti nell'aggregato [b].

7. La condizione di continuità per la corrispondenza di

due aggregati non ordinati (quali sono per es. le forme* di 2.* e

di 3.^ specie) non si può enunciare senza ricorrere a concetti

di ordine alquanto piti elevato j diremo che la corrispondenza

fra due aggregati [a\^ [b] (non necessariamente ordinati) è continua

quando si può definire il concetto di elemento limite, e ad ogni

elemento a limite di una classe [a'] di elementi di [a], corrisponde

V elemento p di [b] che è limite della classe \b[] formata con gli

elementi corrispondenti. Questa definizione per aggregati ordi-

nati è equivalente a quella data al n.° 6.

8. Dalle definizioni poste risulta che: Se [a], [è], [e] sona

tre aggregati e se fra le coppie di aggregati [a\, [b]
;

\b\, \c] inter-

cedono corrispondenze biunivoche (ordinate^ continue) anche fra gli

aggregati [a], [e], intercede una corrispondenza biunivoca (ordinataj.

continua),

9. Poste queste definizioni è facile vedere che le tre forme
di prima specie possono considerarsi come aggregati ordinati^

Se riesciremo a stabilire una corrispondenza biunivoca, ordi-

nata e continua fra gli elementi di una forma di prima specie

ed i numeri reali, diremo che ad ogni elemento di quella forma
è coordinato un numero reale, il quale si dirà coordinata di quel--

V elemento nel sistema di coordinate definito dalla corrispondenza

fra gli elementi della forma ed i numeri reali, nel detto modo
stabilita.

Qualora poi si supponga che per ogni forma di prima
specie si abbia un sistema idoneo di coordinate, è facile vedere
che gli elementi di una forma di seconda specie possono essere

posti in corrispondenza biunivoca e continua con l'aggregata
di tutte le coppie di numeri reali.
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Consideriamo per es. il piano punteggiato, e supponiamo
di aver coordinato un numero reale a ad ogni elemento di un
determinato fascio di raggi appartenente al piano, e, per ogni
raggio del fascio, di aver coordinato un numero reale h ad
ogni elemento della punteggiata che ha esso raggio per sostegno.

Potremo allora coordinare ad ogni punto M del piano la

coppia di numeri reali (a, h) che, rispettivamente, corrispon-

dono nel fascio al raggio passante per if, e, nella punteggiata
che ha per sostegno un tale raggio, all'elemento M di essa.

Reciprocamente, ad ogni coppia (a, h) di numeri reali,

faremo corrispondere il punto Jf, che rimane determinato dal

raggio del fascio che ha per coordinata a e dair elemento, della

punteggiata che ha per sostegno questo raggio, la cui coordi-

nata è h.

Così dunque viene stabilita una corrispondenza biunivoca

fra i punti M del piano e le coppie {a, h) dei numeri reali.

Facilmente si vedrebbe poi che una tale corrispondenza è

anche continua.

In generale, quando riesciremo a stabilire una corrispon-

denza biunivoca e continua fra gli elementi di una forma
di 2.* (o di terza) specie e tutte le possibili coppie (o terne) di

numeri reali, diremo coordinate ùi un elemento della data forma,

i due (tre) numeri reali che per tal modo ad esso vengono fatti

corrispondere.

E, dalla possibilità di una tale corrispondenza, conclude-

remo che gli elementi di una forma di 1.* specie (al pari dei

numeri reali) costituiscono una infinità semplice od una to-

talità oqI, che quelli di una forma di seconda specie costitui-

scono una doppia infinità od una totalità oc*; quelli di terza

specie, un'infinità tripla od una totalità oo^.

§ III. Identità segmentarle.

10. Gli elementi di una punteggiata sono dotati di due

versi o sensi fra loro opposti. Quando si fìssa uno di essi come

verso diretto, o positivo, la punteggiata (o, la retta che ne è

sostegno) si dice orientata.

11. Ad ogni coppia di punti AB di una retta orientata si

può far corrispondere un numero reale ed uno solo, quello cioè
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che ha per valore assoluto la misura della lunghezza del

segmento AB, rispetto ad una pi^eflssata unità di misura, e

segno positivo se il verso AB è quello positivo della retta

orientata, negativo se contrario.

Tale numero si dice distanza dei punti AB (nelP ordine in

cui tali punti sono enunciati) e si indica con la notazione AB.

J2. Invertendo V ordine di due punti cambia il segno della

loro distanza, si ha cioè

AB:=z — BA, AB~\-BA— ().

Fra le mutue distanze di tre punti (proprii) A, B, di una

retta orientata si ha sempre la relazione identica

(1) AB-h'BG-h^GA=^0

qualunque sia la posizione reciproca di quei tre punti.

Ed infatti, se il punto B è supposto nel segmento (finito) AG,

i numeri AB, BC, AG hanno loIIIABC stesso segno e si ha

C B A AB-\-BG=iAG
cioè

AB-\-BG — AG=:0
AB-^lBC-\-GA= 0,

e, poiché questa relazione rimane inalterata comunque si per-

mutino le lettere A, B, 0, così essa sarà valida comunque si

suppongano scambiati fra loro i punti A, B, G, cioè qualunque

sia la loro posizione reciproca.

Ciò, del resto, si verifica immediatamente:

Consideriamo, infatti, le sei permutazioni possibili

ABG, AGB, BAG,

GBA, BGA, GAB.

Quelle della seconda linea si ottengono dalla prima semplice-

mente col cambiare il verso positivo della retta orientata, cioè

col cambiar segno a tutte le distanze, ed un tal cambiamento
non può alterare la relazione (1).
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Per la permutazioue ABO, la relazione (1) è già stata

verificata.

Per la ACB si ha ___^

ABz=zAa-^^
^ ^ ^

da cui

AB-AG- CB = 0, AB-hGA-\-BC=^AB-hBC-hCA=iO.

Infine per la BAG, si ha

BG=BA-hAG B A a

cioè

BG -BA-AG=:0, BG-^-AB-h^=::AB-\-BG-h gI = 0.

La relazione (1) si può anche scrivere:

(P) aG=AB-ì-BG.

Dalla proposizione dimostrata risolta che se JLj, A^, A^,.,.,A,

sono punti di una retta orientata, qualunque sia la loro reci-

proca posizione, si ha

[2} A^A^ -+- AiA^ +• A^A^ -+- .... -+- A^-iA^ -+- A^A^ = 0.

§ IV. Coordinata ascissa.

13. Le distanze OA^=:a dei punti A di una punteggiata

orientata da un punto prefissato in ^^^^____________
essa, si dicono coordinate ascisse o sem- q J
plicemente ascisse dei punti della pun-
teggiata nel sistema determinato dalla scelta del punto (origine),

del verso positivo della punteggiata e della unità di misura.

Posta questa definizione, sappiamo dagli elementi (^) che in

una data punteggiata, e per un determinato sistema di ascisse,

ad ogni punto proprio A corrisponde un numero reale a^=^OA

(*) Cfr. p. es. E. Bortolotti, Aritm. gen. ed Algebra. Voi. II, Ed. II,

(1921), pag. 33.
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coordinata ascissa del punto J.; e ad ogni numero reale a cor-

risponde un punto A ed uno solo della punteggiata, quello la

cui distanza da è in grandezza e verso eguale ad a.

La corrispondenza degli elementi proprii della punteggiata

con le rispettive ascisse è dunque biunivoca.

Inoltre, se il punto A precede B, nella punteggiata orien-

tata, l'ascissa a di A è minore della ascissa b di B, cioè a

precede b nella classe dei numeri reali.

Dunque la corrispondenza è ordinata.

Infine sappiamo che ad una coppia di classi contigue

I [ J.], [B] j
di punti di una punteggiata, corrisponde una coppia

di classi contigue
j
[a], [b] \ formata con le ascisse rispettive.

Dunque la corrispondenza è anche continua.

Concludiamo perciò che le ascisse possono in effetto consi-

derarsi come coordinate degli elementi della punteggiata.

Il punto improprio, non è, a rigore di termini, un panto

speciale della punteggiata, ma Ig, direzione della retta che ne

è il sostegno. Dunque al punto improprio non compete aseissa

nel senso superiormente dato a questo vocabolo. Si conviene

tuttavia di assegnare una ascissa anche al punto improprio,

come se questo fosse la posizione limite di un punto che

muovendo dalla origine percorre la punteggiata, nelPuno a

nell'altro senso, allontanandosi indefinitamente da essa, e di

rappresentare questa ascissa col simbolo ± oo^ che si usa in

analisi per indicare il limite di una variabile il cui valore

assoluto tende all'infinito.

•

14. Distanza di due punti in funzione delle loro ascisse.

Dati due punti ^j, -4,, appartenenti ad una punteggiata

sulla quale è fissato un sistema di ascisse con origine 0, per

la relazione (1) potremo scrivere:

OA^-\-A^A^-\-A^O=iO
cioè

A^A^— ~0A^ — A^O— OA^ — OA^
= et» — a,

.

Da ciò si conclude: la distanza A^A^ di due punti di una pun^
teggiata, è, nelV ordine in cui i punti sono enunciati, eguale al

resto della sottrazione della ascissa del primo dalla ascissa del

secondo. Ciò vale qualunque sia il sistema delle coordinate
ascisse cui i punti sono riferiti.
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15. Trasformazioni di coordinate.

Abbiamo visto che il sistema delle coordinate ascisse sopra

una data punteggiata è determinato dalla scelta del verso^

della unità, di misura e della posizione della origine.

Si verifica immediatamente che cambiando il verso positivo

della punteggiata le ascisse dei punti di essa cambiano segno, senza

cambiar valore assoluto.

Se si cambia l'unità di misura^ e si assume come nuova
unità il segmento OU^ che, nel sistema primitivo, aveva per
misura ÒU^=%i', la misura di un segmento OA, che nel primi-

tivo sistema era data dal numero OAz=za, sarà, nel nuovo
a

sistema espressa dal quoziente -
; dunque, in generale, si vedeu

che : le ascisse del nuovo sistema si ottengono da quelle del primi-

tivo moltiplicando pel numero costante -
.

Supponiamo infine che V orìgine sia trasportata dal punto O
al punto 0' ed indichiamo con a la distanza 00' (cioè P ascissa

della nuova origine 0', nel sistema primitivo), con a P ascissa

di un punto A nel sistema primitivo, con a' l'ascissa dello

stesso punto nel nuovo sistema.

La relazione

OA = 00'-^aA,
^ ^ "^

che vale qualunque sia la posizione reciproca dei tre punti

0, 0', i4, si può scrivere

od anche
a= a ^- a

a' =:a — a,

Queste sono appunto le formule di trasformazione dall'uno

all'altro sistema di coordinate.

§ V. Elementi immaginari.

16. Una equazione a coefficienti reali del primo grada

a^-f-&=zO ha una radice reale ed una sola a?= — -, perciò,
a

fissato un sistema di coordinate ascisse, possiamo dire che la
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equazione di i.° grado ax -{-b=^0 rappresenta un punto X della

h
punteggiata : quello di ascissa x =: — - .

Una equazione di secondo grado ax^ -h ^.ì? -+- e= ha due

radici; se queste sono reali e distinte, potremo considerarle

come ascisse di punti di una punteggiata e dire che la equa-

zione di 2.^ grado ax^ -+- èo; h- e= rappresenta due punti della

punteggiata: i punti radici di quella equazione.

Se le radici sono reali ed uguali, potremo fare la conven-

zione di riguardare Punico punto radice della equazione pro-

posta, come risultante dalla sovrapposizione di due punti

coincidenti, e dire che la equazione aa?* -i- 6a; -i- e= rappre-

senta due punti coincidenti,

Dia la rappresentazione delle radici manca nel modo più

assoluto, quando esse sono numeri complessi coniugati (cioè

quando 6* ~ 4ae < 0).

Peraltro, considerando che nella geometria analitica oc-

corre di rappresentare con punti (od in generale con elementi

geometrici) le radici di equazioni algebriche, e che non con-

viene il distinguere i vari casi che la risoluzione di quelle

equazioni può presentare (spesso non è nemmeno possibile il

fare a priori una tale distinzione) si è convenuto di chiamare

punti immaginari della punteggiata i valori complessi della

coordinata ascissa, cui gli elementi della punteggiata sono riferiti.

I punti della punteggiata che hanno una effettiva esistenza

geometrica, a distinzione di questi elementi immaginari che

per convenzione abbiamo così introdotti, si dicono punti reali,

I punti corrispondenti a numeri complessi coniugati si

dicono immaginari coniugati,

17. Quando si eseguisce una trasformazione delle coordi-

nate ascisse, ad esempio un mutamento di origine, ad uno

stesso elemento X competono, nel sistema primitivo e nel nuovo,

due coordinate ìp, x' le quali sono legate dalla relazione

a?= a-4-^': e due numeri x, x' legati da una tale relazione

sono coordinate di uno stesso punto X. Ciò è stato dimostrato

per punti reali.

Quando si tratti di punti immaginari, riconosceremo che

due numeri complessi x, x' considerati come ascisse nei due

sistemi di coordinate, rappresentano uno stesso punto, dalla

esistenza della relazione ^r= a -h a?'.
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§ VI. Coordinata baricentrica.

18. Il rapporto delle distanze di un punto X di una pun-
teggiata da due altri punti A, B dati in essa, si dice rapporto
semplice dei tre punti ^, 5, X e si indica col simbolo

19. Il rapporto semplice {ABX) è uguale in valore assoluto

ma contrario di seguo, al rapporto dei due segmenti AX^ XB^
nei quali il segmento AB h diviso (internamente od esterna-
7)1 ente) dal punto X.

Indicando quest^ ultimo rapporto con r abbiamo dunque

_Ix__Zx__
^~XB~ BX~ ^

^'

Considerando -4, B come punti fissi, X come elemento
variabile nella punteggiata, si dice che il numero r è coordi-

nata baricentrica del punto X rispetto ai punti base A^ B,

Dunque : la coordinata baricentrica del punto X nella pun-
teggiata che ha per sostegno la retta AB (rispetto ai punti

])ase A^ B) è il rapporto

_AX
^~XB

dei segmenti AX, BX in cui AB è diviso dal punto X.
Od altrimenti, la coordinata baricentrica del punto X è

eguale in valore assoluto e contraria in segno al rapporto

semplice {ABX}^

20. Per giustificare il nome di coordinata dato al numero r
dianzi definito, dimostreremo che, se si tengono fissi i punti

base A, B, e si considera X come elemento variabile nella

punteggiata, ad ogni punto X corrisponde un valore di r ed
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uno solo, e, reciprocamente, ad ogni valore di r corrisponde

un punto ed uno solo della punteggiata: vedremo inoltre che

questa corrispondenza è ordinata e continua.

Ed infatti, se immaginiamo stabilito sulla punteggiata un
sistema di coordinate ascisse, ed indichiamo con x P ascissa di

un punto generico X della punteggiata, con r la sua coordi-

nata baricentrica, con a, & le ascisse dei punti base, si hanno

le formule:

X — a a -h rb
(3) r= T , x:=-z

le quali appunto dimostrano che fra le variabili [r], [a?], inter-

cede una corrispondenza biunivoca e continua, fatta eccezione

tutt'al piti per il valore xz=zb della variabile a?, e per il va-

lore r=: — l della variabile r.

Ma sappiamo che esiste una corrispondenza biunivoca e

continua fra i punti X della punteggiata ed i valori x delle

rispettive ascisse; una corrispondenza di tale natura rimarrà

dunque determinata anche fra P aggregato di questi punti e

quello delle loro coordinate baricentri che.

Per vedere se tale corrispondenza è ordinata ed in qual

modo P ordinamento debba essere inteso, consideriamo che nel

primo punto fondamentale A si ritrova come valore della

coordinata baricentrica r„=:0.

Se immaginiamo che un punto

j
T r X si muova sulla punteggiata

percorrendo il segmento finito AB
AX

nel verso J.^, vediamo che il numero r= =-=r va ordinatamente
XB

crescendo, diventa eguale ad 1 nel punto medio del segmento

(per AX=XB), diventa grandissimo per X molto prossimo

a jB, e tende a -h oo per X tendente a B,

Dunque ai punti del segmento (finito) AB corrispondono or-

dinatamente tutti i numeri positivi da a -^ oo.

Se, invece, il punto X percorre il segmento infinito AB,

troviamo per r numeri negativi : precisamente, vediamo che

AX XA ^per punti assai prossimi ad A il rapporto r === — ^^^ e
XB XB

negativo, ed in valore assoluto piccolissimo.
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Se X si muove sulla punteggiata allontanandosi da A^
e percorrendo il segmento infi-

nito AB^ per punti X apparte- J J r
nenti alla semiretta che ha ori-

gine in A^ il valore assoluto di r va crescendo ; ma si mantiene
sempre minore di 1.

Per X tendente all' infinito, troviamo, come coordinata

baricentrica del punto iìnproprio V espressione

1- ( ^ 1- ( '^B-AB\
lim —= = lim r— —

x--oo\ XBJ x^oo\ XB I

=lim(-lH-Sl=:-l.
x^cx^V XBJ

Se, dopo oltrepassato il punto improprio, il punto X con-

tinua a percorrere la punteggiata avvicinandosi a J5, abbiamo

_ AX_ AB-^BX
\

p-
;

^~'~BX~~~ BX '
A B X

cioè troviamo per r valori negativi, i cui valori assoluti sono

superiori alla unità e vanno crescendo al tendere di X a -B,

fino a superare qualunque numero positivo.

Dunque i punti del segmento infinito AB, corrispondono ordi-

natamente ai numeri negativi, da a — oo.

Eimane così stabilito un ordinamento dei punti della pun-
teggiata, per il quale risulta ordinata la corrispondenza con i

valori della coordinata baricentrica.

21. DalP esame della relazione

AX oc — a

XB &-^

si ricava che la coordinata baricentrica non muta, né se si cambia

il verso scelto come positivo sulla punteggiata, né se si cambia

V unità di misura, né, infine, se sì muta l^ origine delle ascisse

(qualora si vogliano riferire i punti ad un sistema di coordi-

nate ascisse e calcolare con esse il valore di r).
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Osserveremo ancora che la formula

por r==: — , assume la forma omogenea

ina -+- ni)

m

che dà la ascissa del punto che divide il segmento AB nel

rapporto —

.

Per m= n si ha il punto di mezzo del segmento, la cui

ascissa risulta eguale ad —^ , cioè alla semisomma delle ascisse

degli estremi del segmento.

Infine noteremo che se A, B si considerano come punti

materiali di pesi rispettivi m, n, il punto X, che divide il

u
segmento AB nel rapporto r= — , è il centro di gravità (bari-

centro) del sistema AB di quei due punti: da ciò il nome
di coordinata baricentrica dato al numero r.

22. Le formule

X — a a-hbr
-, , 00= -.—

—

hanno senso anche se 1 numeri a, &, r, oo non sono reali.

Da esse si ricava che : se i punti base J., B sono punti reali

j

i punti reali ìianno coordinata baricentrica reale^ ed i putiti im-

maginari hanno coordinata baricentrica complessa; e, reciproca-

mente : sono reali i putiti la cui coordinata baricentrica è reale., e

sono immaginari i putiti la cui coorditiata baricentrica è complessa.

Si vede altresì che punti immaginari coniugati hanno per

coordinate baricentriche numeri complessi coniugati, e reci-

procamente.

Se i punti u4, B sono immaginari, si definisce mediante la

formula

a -\- rb
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il punto che divide il segmento AB nel rapporto r; in parti-

colare, il punto di mezzo di un tale segmento è dato dal valore

delP-ascissa.

Se i punti A, B sono immaginari coniugati, la somma a -+-6

è un numero reale: tale è anche la semisomma —,r— , dunque

concludiamo che : se due punti sono immaginari coniugati, il loro

punto di mezzo è reale.

§ VII. Coordinata proiettiva.

23. Rapporto anarmonico o birapporto di guattito punti

Aj B, 0, -D, di una punteggiata neW ordine in cui essi sono enun-

ciali è il rapporto dei due rapporti semplici ohe i due primi di

essi rispettivamente formano con gli altri due.

Si suole indicare il birapporto col rinchiudere fra paren-

tesi le lettere che rappresentano i quattro punti, nell'ordine

in cui sono dati. Si scrive cioè

^
> (ABD) BG BB BC-AD

Se sulla punteggiata immaginiamo fissato un sistema di

coordinate ascisse, avremo:

, . r.^^. ^G AB e — a d—a
4) (ABCD) ==:==—-

:
-.—=-

^ ^ ^ ^ BC BD c — b d — b

ed intendendo per birapporto di quattro numeri a, b, e, d il

doppio rapporto

/ 7 -, e — a d— a
{ci,b,c,d)=.^—^:j—^,

potremo dire che il birapporto di quattro punti di una punteg-

giata è uguale al birapporto delle loro ascisse.

Dalla definizione {ABCI)) = j-^^~ si vede che il birap-

porto è positivo se i punti 0, D sono entrambi interni od en-

Bortolotti -
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trambi esterni al segmento finito /IS, negativo se l'uno di

essi è interno, l'altro esterno; o, in altri termini, che il bi-

rapporto (ABCD) è positivo quando le coppie (AB), (OD) non si

separano^ negativo quando si separano,

2L Se si considerano tre punti ABC come fìssati, ed un

quarto punto X variabile nella punteggiata, ad ogni posizione

del punto X corrisponderà un valore reale ed uno solo X=^{ABGX)
del birapporto, dato dalla espressione

Se assumiamo A^ B^ come punti base di un sistema di

coordinate baricentri che, e poniamo

abbiamo le formule

-

^
_ (ABC) ^,__JABC)

'

r ' ~~ X

le quali dimostrano che fra le variabili X, r intercede una cor-

rispondenza biunivoca, ordinata, continua.

Ma (n.° 20) la variabile r è in corrispondenza biunivoca,

ordinata, continua con gli elementi X della punteggiata : una
corrispondenza di ugual natura rimane quindi stabilita fra i

punti X della punteggiata ed il birapporto A.

Perciò il birapporto X può essere considerato come coor-

dinata degli elementi della punteggiata, e vien detto coordinata
proiettiva, o coordinata birapporto.

In particolare si noti che, se X coincide con A

(ABCA)=.= : ==oo,
' BO BA

Se X coincide con B

^ BG
Se X coincide con

BC BG
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Dunque ai punti fondamentali (punti base) A^ B^ 6\ corri-

spondono per X i valori oo, 0, 1, rispettivamente.

25. La relazione

A = -{ABC}1,

che lega la coordinata proiettiva con la coordinata baricen-

trica ci dice che la coordinata proiettiva X (al pari della bari-

centrica) rimane invariata al mutare del verso positivo della

punteggiata, della unità di misura delle lunghezze, e della origine

delle ascisse (qualora si vogliano riferire i punti ad un sistema

di ascisse e si voglia calcolare X mediante i valori di tali

ascisse).

26. Se uno dei quattro punti Aj B^ 0, Ì>, si fa coincidere

col punto improprio, il birapporto (ABGD) si muta nel rapporto

semplice degli altri tre punti.

Ed infatti, se il quarto punto D è nel punto improprio i)x>,

3i ha

iABCB^)=M:^.
^ BG BDoo

Ora per ogni posizione propria del punto D, si ha

AD_ AB-h^D AB
^D~ BD ~~ '^RD

ed al limite, per B tendente alT infinito,

ADoo _
^

dunque, infine

AG
(ABGD^)= .z^-z= ( ABG).

BG
Similmente

^ BGoo BD BD AD

' B^C BooD AD BooD AB

BG BD A^D BD BG
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Se supponiamo di aver preso il primo punto fondamen-

tale A nel punto improprio, e di aver riferito i punti della

punteggiata ad un sistema di coordinate ascisse con origine

nel punto B, verso positivo quello della terna ABC ed unità

di misuia la lunghezza BÓ^ nella relazione

A.= (AooBGX)= {XCB)=:l^^ '

dobbiamo porre è = 0, c=:ì, e così rimane

dunque: la coordinata ascissa è un caso particolare della coordi-

nata proiettiva^ essa si ottiene mandando il primo punto base A
all' infinito, assumendo per secondo punto B l'origine delie

ascisse, e per terzo punto C il punto unità^ cioè P estremo del

segmento BG avente verso positivo e lunghezza eguale alla

unità di misura.

Scrivendo che x h \\ birapporto delle quattro ascisse dei

punti AooBCX superiormente considerati, si ha la relazione

(oo, 0, 1, X):=:X

che serve ad esprimere qualunque numero x sotto forma di

birapporto.

Al n.° 24 abbiamo dimostrato che, in qualunque sistema

di coordinate proiettive, le coordinate proiettive dei punti

fondamentali sono

per il punto J., {ABCA)z=zoo

» » » B, (ABGB) =
» » )» 0, {ABGG) = 1.

Indicando con X la coordinata proiettiva (ABGX) di un
altro punto qualunque X della punteggiata si trova, come
valore del birapporto di queste quattro coordinate proiettive,

(oo, 0, 1, 1)= \:={ABGX)',

cioè: il birapporto X dei quattro punti A, B, G^ X è uguale
a quello delle loro coordinate proiettive.
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§ YIII. Valori diversi del birapporto,

per tutte le possibili sostituzioni fra i quattro elementi.

27. Indichiamo con X^X^X^X^ quattro punti della pnnteg^

giata; se consideriamo il birapporto

come lina funzione delle quattro lettere /(Xj, X,, X,, X^),

vediamo che non tutti i valori di questa funzione corrispon-

denti alle 2J: sostituzioni del grappo totale, sono fra loro di-

versi. Volendo discutere i diversi valori dei quali essa è

suscettibile, dovremo prima ricercare il gruppo di sostituzioni

che lasciano formalmente invariata la funzione birapporto, ed,

in secondo luogo, vedere se è possibile determinare particolari

valori numerici di essa, i quali rimangano invariati anche per

altre sostituzioni, oltre quelle del gruppo cui essa formalmente

appartiene.

28. Per la prima parte osserveremo che il birapporto

{X1XJX3X4) non varia invertendo ad un tempo i due primi ed

i due ultimi elementi.

Infatti si ha

(XjXjXjX^)
XjXg • X2X4

XjXj • XjX^

(XjXiX4X3)
A2X4 • XjXs

XjX^ • XgA;

e, dalla eguaglianza dei secondi membri, segue la proposizione

enunciata.

Vediamo da ciò che la funzione birapporto ammette la

sostituzione

>S,=:(1, 2)(3, 4).

Similmente si prova che il birappoHo non vària permutando
contemporaneamente i due elementi medi ed i due estremi: cioè

<]n' * -so ammette la sostituzione

^, = (1, 4)(2, 3).
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Il birapporto rimane invariato, dunque, anche per il prodotta

di quelle sostituzioni

^A = (l, 3)(2, 4)

cioè ìion varia nemmeno scambiando ordinatamente i due primi

elementi coi dite ultimi,

E, poiché le sostituzioni

1, iSi, 8^, 8^8^

formano un gruppo del quarto ordine (gruppo quadrinomio) il

24
birapporto potrà assumere solo 77= 6 valori diversi.

29. Considerando ora che le sostituzioni 8^, 8^^ 818^ ope-

rano su tutte e quattro le lettere, per avere i 6 valori diversi

del birapporto, ci basterà tener ferma una delle lettere,

per es. X4 e permutare in tutti i modi le altre tre. I va-
lori che così si trovano, (X^X^X^X^), (XgXjXgXJ, (XiXjX^XJ,
(XgXjX^X^), (X2X3X1X4), (X3X2X1X4) sono quelli corrispondenti

alle 6 sostituzioni del gruppo totale nelle tre lettere X,X2X3.
Ma tutte queste sostituzioni possono immaginarsi generate

dai due scambi (2, 1), (2, 3), che intercedono fra un determi-

nato elemento e gli altri due. Questi scambi, singolarmente,

corrispondono alV invertire i due primi (od i due ultimi) e non

gli altri due, e a permutare i medi (o gli estremi) e non gli altri

due elementi.

Ci basterà dunque di vedere se il birapporto rimane alte-

rato ed in qual modo, da queste due operazioni.

30. Gioveranno a tale scopo i due teoremi seguenti :

l.*' Teorema — Invertendo i due primi (od i due ultimi)

elementi, e non gli altri due, il birapporto si cambia nel suo inverso.

Si ha infatti

IT Y ir T \— ^^^3 • ^%^A

(ir ir ir ir \
X^Xg » X1X4 1

2.° Teorema — Permutando i medi (e non gli estremi) o
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gli estremi (e non i medi) dei quattro elementi di un hirapporto

questo 8i eambia nel suo complemento alla unità.

Si La infatti

(X.T.X3X,) -t- (X,X3X,X, =&ff +ff^

XA(X,X, -^ X3XJ -f- x,x, . x,x,

XjXj • XjX^

X^Xg * XgXg -+- XgXg *XgX4 X|^Xa(XiXg H- XjX^
)

XjX3 •X1X4 XjX3 • XjX4

La successiva applicazione di questi teoremi ci permette di

trovare i 6 valori:

(X2X1X3X4)=
J

1
(X3Z,X,X4) 1-X

(X,X3X,Xj= l-.=:
1 X — 1

l~ X

(XgXjXjX^)— \zri •

31. Poiché le operazioni che si sono eseguite sul birap-

porto X per generare gli altri 5, costituiscono un gruppo; così,

se invece di prendere come valore iniziale il birapporto X si

prendesse uno qualunque degli altri cinque, la applicazione di

tali operazioni (cioè delle sostituzioni fra le 4 lettere) ripro-

durrebbe ancora i medesimi 6 valori superiormente scritti, solo

ordinati in modo diverso.

32. Rimane ora da vedere se esistono valori numerici parti-

colari di X per i quali due più dei hirapporti superiormente scritti

risultino fra loro eguali.
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Considerando a tale scopo le 6 sostituzioni nei 3 ele-

menti 1, 2, 3: cioè

^
1, ;Sf, = (l, 2, 3), S, = S,'=:{1, 3, 2),

/ ^3 --(1,2), ^,=-(2,3), ;S, = (1, 3),

vediamo che se una espressione rimane numericamente iava-

riata pel ciclo 8^ rimane invariata anche pel quadrato di

esso, 8^; e perciò non può assumere che 2 soli valori diversi.

Se una espessione rimane numericamente invariata per la

sostituzione 8^ = (1, 2), essa è capace di altri due (cioè in tutto

di tre) valori diversi (quelli che si ottengono con la iterazione

del ciclo 8^) i quali rimangono a lor volta invariati rispetti-

vamente per la sostituzione 8^ (trasformata di 8^ mediante 8i)

e per -la 8^ (trasformata di ^3 mediante 8^).

Dunque, per la osservazione fatta al n.^ 31 ci basterà di

cercare valori numerici di X i quali rimangano invariati

per la 8i=:{l, 2, 3), e valori che rimangano invariati per

la 8, = (1,2),

Per effetto della 8^ si ottiene da {X^X^X^X^)=:X^ il birap-

porto

(X^X^X^X^)= —^— ;

la condizione di invarianza per tale sostituzione è

....
^-1

^-
X

la quale conduce alla equazione

X* _ X -4- 1 =:z

che ha per soluzioni i numeri

y _L±i_V3 _ 1 — è V3

che sono le radici cubiche complesse delP unità negativa,
dunque concludiamo che: 8e il birapporto di quattro elementi,

presi in un ordine assegnato, risulta uguale ad ima delle radici

cubiche complesse della unità negativa, per qualunque sostituzione
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fra tali elementi esso hirapporto non potrà assumere che due soli

valorij fra loro diversi.

Si verifica poi immediatamente che

cioè che Xj e Xj sono i due soli valori di cui, per ciascuna

delle due radici, esso è suscettibile.

Questo caso è conosciuto col nome di equianarmonico (^) e

si dice equianarmonico un sistema iX^X^X^X^) di quattro punti,

il cui birapporto iX^X^X^X^) è una delle radici cubiche com-
plesse della unità negativa.

In secondo luogo, considerando che per effetto della

S^= (1, 2), il birapporto A= (X^X^X^X^) si cambia nel suo re-

ciproco y; abbiamo come condizione di invarianza
A

cioè

X* =: 1.

Soluzioni di questa equazione sono i numeri

X3 = l, X,=.-l.

Alla prima di queste soluzioni corrispondono pel birapporto i

tre valori diversi

X3= l, 1 — X3=i:0, ^_y^ —oc.

Questo caso si presenta quando gli elementi non sono tutti

distinti, e precisamente quando il terzo di essi, Zg, coincide

col quarto Z^.

Finalmente alla seconda soluzione, X^^ — 1, corrispondono

tre valori diversi

X4 = — 1, 1 — X4=:2, -^_i^ = 2'

(^) Cfr. Cremona, Introduzione ad una teoria geometrica delle curve

piane. ^Bologna, 1862), n.** 27, pag. 22.
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Quest' altime caso è detto caso armonico, ed è il più interessante,

quello che più particolarmente dovremo studiare.

§ IX. Caso armonico.

33, Si dice che quattro punti A, B, 0, JD formano un
gruppo armonico, se il loro birapporto è uguale a — 1, cioè, se

(ABCjD)=:z — Ì.

Segue da questa definizione che in un gruppo armonico ABGD
le coppie AB, GB, si separano (n.° 23): più propriamente si

dice che si separano armonicamente-, o, in altri termini, che

rispetto ad una di esse coppie, gli elementi delV altra coppia sono

fra loro coniugati armonicamente» Si dice anche che il punto D
è quarto armonico dopo A, B, 0.

Eelazioni fra le mutue distanze
dei quattro punti di un gruppo armonico.

34. La relazione

AG AB AG AB— 1 =: (ABGB) =
BG BB GB DB

può scriversi

^

AG_ AB
À è B h GB'' BB

e di qui si ricava che, in un gruppo armonico due punti coniugati

dividono il segmento degli altri due nello stesso rapporto ^ l'uno

internamente, V altro esternamente.

Se i punti A, B si assumono come punti base di un si-

stema di coordinate baricentriche, la relazione trovata ci dice

che se due punti G, B sono coniugati armonicamente rispetto ai

punti hase^ hanno coordinate baricentriche eguali in valore assoluto

e contrarie di segno^ e reciprocamente.

Indicando con a, h, e, d le ascisse dei punti A, B, G, B
e con r la coordinata baricentrica di G, quella di B sarà — r
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ed avremo
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Se X, x' rappresentano le coordinate dell' elemento varia-

bile in due punteggiate, [a?], [x'], potremo anche dire che, per

mezzo dellii formula (8) le punteggiate [ìp], \x'] si trasformano

linearmente V una neW altra.

Teorema. — Se due punteggiate si possono dedurre Vuna dal^

V altra mediante una trasformazione lineare, il rapporto anarmo-

nico di quattro elementi dell'una è eguale al rapporto anarmonico

degli elementi corrispondenti nella seconda.

Poiché il rapporto anarmonico di quattro punti di una

punteggiata è eguale a quello delle loro ascisse, basterà dimo-

strare che: Se fra due variabili x, x\ intercede una trasforma-

zione linearej il birapporto di quattro valori x^y ^tì ^ii ^4 della

variabile x, è eguale a quello dei corrispondenti valori della

variabile x'.

Si osservi perciò che si ha per ipotesi:

«a?4 -4- 3

yx^ -h 5
'

«*, + ?
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Si tratta dunque di una trasformazione lineare il cui deter-

a non è nullo se i punti base sonominante — 1

distinti.

Dunque, pel teorema dimostrato, si avrà

Ciò significa che il rapporto anarmonieo di quattro punti è uguale

a quello delle loro coordinate baricentriche.

Siano inoltre "ki^^tt^sf^i le coordinate proiettive di quegli

stessi elementi, rispetto a tre punti fondamentali A, B^ C, La
formula

{e — a)(x— b) e — a x— b
'

' (e — . b}{x — a) e — b ' X — a

è nuovamente una trasformazione lineare delle x nelle X; il

determinante della trasformazione è 7 (b — a\ e non è nullo
e — 0^ '

se i punti base sono fra loro distinti^ dunque, ancìie il rap-

porto anarmonieo delle quattro coordinate proiettive^ avrà lo stesso

valore di quello delle ascisse corrispondenti, cioè si avrà

(x^x^x^x,) — {r.r^r^r,) = {X,\l,l,).

37. Si dice proiettività una corrispondenza biunivoca fra due

punteggiate, tale che il rapporto anarmonieo di quattro elementi di

una forma, sia sempre uguale al rapporto anarmonieo dei quattro

elementi corrispondenti deW altra.

Il teorema dimostrato al n.° 35 ci dice che la corrispon-

denza fra due punteggiate determinata dalla trasformazione

lineare a determinante non nullo

ao? -+- 3

yx -{-

è una proiettività; dimostreremo ora la proposizione reciproca,

e cioè che: affinchè due punteggiate si corrispondano in una pro-

iettività, è necessario che fra le coordinate [x] degli elementi del-

V una e le corrispondenti coordinate [x'^ degli elementi della seconda

passi una relazione lineare a determinante non nullo

a^ -f- 3
X =z £.

yx -+- ò
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La osservazione fatta al n.** 36 ci permette di lasciare arbi-

traria la scelta del tipo di coordinate (ascisse, baricentriche

proiettive) cui gli elementi <JelIe date forme sono riferiti.

Dobbiamo dunque dimostrare che: assegnata una proietti-

vita fra due punteggiate e fissati tre elementi della prima

forma x^y a?,, x^ e gli elementi che ad essi corrispondono nella

seconda a?/, x^\ x^^ se si indica con ìp, a?' una quarta coppia

variabile di elementi corrispondenti, tali cioè che si abbia

(x^x^x^x)= (x-^x^x^'x')

le variabili a?, x\ risultano legate da una relazione lineare

X =
yx -\-ò

Ed infatti la relazione

\X-tX»XnXj \X-\ Xm iPo «47
y

equivale alla

X»

o, ponendo ìc=
00, 07, X, — X

X^ X\

Xq "~~" Xe

S alla

X Xm

cioè
(x — Xi){x' — 0?,') = Jc(x' — Xj^){x— a?j)

XX'iJc — 1) -4- X{X^' — TcXi) -+- xHXi — ICX^) +- ICX^X^— Xj^X^' =:: 0.

Ponendo a==:fc — 1, b^zx^'— Jcxi\ c= Xi— Icx^^ d:=:Tcx^x^— x^x^'

si ha

(9) axx' -+- èa? H- co;' -t- (i =: 0.

Da questa appunto si ricava

bx-i- d
(10)

ex
X X

ax -\- e

Il modulo della trasformazione

ax^

a b

e d
Mxl — x^')(Xi — a?j)

è certamente diverso dallo zero se, in ciascuna terna, gli ele-

menti a?i, ìTj, 073, Xi\ x^', x^' sono fra loro distinti.
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Vediamo dunque che la condizione espressa dalla formula (9''

o dalle equivalenti formule (10) è necessaria perchè le pun-
teggiate [x]y [x'] si corrispondano in una proiettività.

Abbiamo dimostrato al n.° 35 che tale condizione è anche

sufficiente, concluderemo perciò clie: Ogni proiettività fra due

punteggiate si traduce analiticamente in una trasformazione lineare,

a modulo non nullo, o, ciò che è lo stesso, in una relazione

bilineare

(9) axx' -^bx -h ex' -h d=iO

a determinante ad — bc diverso dallo zero, fra le coordinate x, x'

di due elementi variabili in esse punteggiate: e, reciprocamente,

ogni tale relazione rapyresenta una proiettività. Le trasformazioni

lineari sono perciò anche dette : trasformazioni proiettive.

Si avverta che i simboli x, x' qui usati possono indifferen-

temente rappresentare ascisse, coordinate baricentriche, coor-

dinate proiettive degli elementi delle rispettive punteggiate.

38. La relazione (9) si dice eQ[uazione della proiettività,

essa contiene tre parametri essenziali (i rapporti di tre dei

suoi coefficienti al quarto), ne segue che una proiettività è

determinata da tre coppie di elementi corrispondenti.

Ciò si è appunto verificato al n.*^* 37 ove si sono determi-

nati i coefficienti della equazione della proiettività, in funzione

delle coordinate delle terne di elementi corrispondenti x^j x.^,

a?3; it?/, Xz\ x^. Praticamente si scrive la equazione della pro-

iettività, considerando come simultanee le quattro equazioni

lineari omogenee (nelle incognite a, 6, e, d),

axx^ -{- bx ~\- ex' + d ^=:

ax^x^' -f- bxj^ -h cx{ -+- ^=
ax^x^ -f- bx^ -f- cx^ -i- ^ :==

ax^x^ -4- bx^ -f- cx^ -t- ^=

e scrivendo la condizione di possibilità di un tale sistema, cioè:

(11)

xx^
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39. Nel caso, fino ad ora escluso, in cui sia il determi-
h d

nante ad — bc=:0, cioè ==-, si hn, per qualsiasi valore di xa e

( diverso da — -
)

,

cioè

0?'

h hx-^- d
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Ciò si esprime dicendo: La coordinata proiettiva X rimane inva-

riata per trasformazioni proiettive,

È importante osservare che, con la scelta del sistema di

coordinate proiettive superiormente indicata, la equazione della

proiettività assume la forma semplicissima À= À'.

41. Dair esame delle formule

ex' -i- d , bx -^ d
(12) X=:— -, 7

, X' =z —
^ ' ax' -h 0^ ax -h e

vediamo che salvo il caso della proiettività degenere^ che di re-

gola sempre escluderemo, all' elemento I' di coordinata x' =: — -

della seconda punteggiata, corrisponde il punto improprio Z»

della prima; ed all'elemento J di coordinata x=: della^ ' a

prima punteggiata corrisponde il punto improprio JcJ. della

seconda.

I punti «/, I\ che nella proiettività corrispondono agli ele-

menti improprii, si dicono punti limiti, o punti di fuga.

42. Se nelle due punteggiate si riferiscono gli elementi a

sistemi di coordinate ascisse con l'origine nei rispettivi punti

di fuga, le ascisse di tali punti saranno nulle, cioè si avrà

a a

Sarà dunque è = e= 0, e l' equazione della proiettività assu-

merà la forma

XX =:— -:

questo risultato si interpreta dicendo che in due punteggiate

proiettive il prodotto delle distanze di due punti corrispondenti

dai rispettivi punti limiti è costante.

Questo numero costante si dice potenza della proiettività.

Se la potenza è positiva, x ed x' hanno segni uguali e la

proiettività si dice concorde; se negativa, x ed x' hanno segni

contrari e la proiettività si dice discorde.

Per proiettività degeneri, e per esse soltanto, la potenza

è nulla.
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43. Similitudine. — Supponiaiiio che nella equazione della

proiettività, sia «= 0: essa prenderà la forma

l)x -\- cx^ -\- d z=z

e si verificherà la proprietà caratteristica che il rapporto della

distanza x^ — x^ di dite punti delVuna forma a quella oi'i — x^
dei punti corrispondenti della seconda è costante.

Infatti dalle relazioni

\ &a?i -f- cx^' -i- ^ =:

( hx^ H- cxj^ -4- flJ =
si ricava sottraendo

h(x^ — x^) -f- c{x^' — X^) =:

da cui

e

x^ — x^ h'

Da qnesta proprietà viene il nome di similitudine, che in

•questo caso particolare è dato alla proiettività fra due forme.

Reciprocamente: una corrispondenza biunivoca fra due pun-
teggiate^ nella quale è costante il rapporto fra le distanze di punti

<ìorrispondentij è una similitudine. Infatti da una relazione della

forma
, 7 ==: fe, si trae x — Icx' -+- {hx^' — x^)^^^.

X X-^

e h
Introducendo P ipotesi <i= nelle formule ìp=— -.x'^^ ,^ a^ a^

che danno le coordinate dei punti limiti, vediamo che questi

risultano situati nei punti impropri! delle due punteggiate. Da
ciò risulta che nella similitudine gli elementi impropri si corri-

spondono: reciprocamente, una proiettività nella quale gli ele-

menti improprii si corrispondano è una similitudine.

Se il valore comune dei rapporti fra segmenti corrispon-

denti T = —7 3 risulta positivo la similitudine si dice diretta^

se negativo inversa.

44. Se il valore assoluto di quel rapporto è 1, i-segmenti cor-

rispondenti sono uguali, e la similitudine si dice piìi propriamente

congruenza. E precisamente si dice congruenza diretta se quel

rapporto ha valore -f- 1 ; congruenza inversa se ha valore — 1

.
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jSTella coDgrnenza diretta si ha «= o , d= — e , nella inversa

Reciprocamente: ogni proiettività per la quale nella equa-

zione (9) è (1= 0, &= dbc, è una congruenza.

§ Xl. Proiettività fra forme sovrapposte.

45. Due forme geometriche si elicono sovrapposte quando

hanno lo stesso sostegno.

Data una proietfcività fra due punteggiate sovrapposte c'è

luogo a ricercare gli elementi uniti, i punti cioè che^ conside-

rati come appartenenti ad una forma^ coincidono col loro corri-

spondente neW altra,

46. In nessuna proiettività, si possono dare più di due ele-

menti uniti.

Dimostreremo infatti che se in due forme proiettive sovrap-

poste si hanno tre o più elementi uniti, sono unite anche tutte

le altre coppie di elementi corrispondenti e le due forme sono

identiche.

Siano infatti, A, B, C tre elementi uniti in due forme

proiettive sovrapposte. Indicando con I) e JD' due altri punti

corrispondenti qualunque, per la supposta proiettività delle

due forme si dovrà avere

{ABCD)=:i{ABCD'}

dunque D e D' dovranno coincidere.

47. Per la ricerca dei punti uniti, immaginando i punti
delle due punteggiate riferiti ad uno stesso sistema di coordi-

nate, dovremo cercare valori di x ed x' eguali fra loro ed atti

a soddisfare la equazione della proiettività.

Facendo in questa x=zx\ ne ricaveremo la equazione di

2° grado

(13) ax^-^(b-^c)x-hd=zO

la quale potrà avere due radici rQali e distinte, reali ed uguali
od immaginarie.



COORDINATE NELLE FORME DI PRIMx\ SPECIE 37

Nel primo caso la proiettività vien detta iperbolica, nel

^eoondo parabolica, nel terzo ellittica.

48. Nel caso della similitudine è «= 0, la equazione di

secondo grado ha, in tal caso, una radice infinita, corrispon-

dente ai punti improprii i quali nella similitudine si corri-

spondono, ed una radice finita

d

e'

che è ascissa dell' unico punto unito proprio, il quale viene

detto centro della similitudine.

Segue dalla proprietà dimostrata al n.° 43 che le distanze

del centro di similitudine da due punti corrispondenti hanno un

rapporto costante ed eguale a — j. Ciò giustifica la denomina-

zione di centro, data al punto unito: la similitudine è in so-

stanza una omotetia rispetto a questo punto.

Fa eccezione il caso in cui sia b-^c=zO; allora anche il

centro diventa improprio; la similitudine, avendo un solo

punto unito, è parabolica {n," 47), d'altra parte, essendo b=z — e

è una congruenza diretta (n.° 44). Fra coppie corrispondenti si

ha la relazione x^ — x^ = j?^ — a?2 , ossia a?/ — a?i= x^' — x^ .

Dunque i segmenti che vanno da ciascun punto della

prima punteggiata al punto corrispondente della seconda sono

tutti fra loro eguali in valore e segno — ossia: la congruenza

diretta fra due punteggiate sovrapposte è una traslazione.

Il caso b=^c, della congruenza inversa^ non è eccezionale.

Il centro di similitudine è a distanza finita, il rapporto di

siiìiilitudint* è — 1, ossia la congruenza inversa fra punteggiate

sovrapposte è una simmetria rispetto ad un punto (il centro di

similitudine).

49. Indichiamo con CTj, CT, i punti uniti di una jìroiettività

fra <lue punteggiate sovrapposte. Se immaginiamo i punti delle

due punteggiate riferiti ad un sistema di coordinate proiettive,

aventi i primi due punti fondamentali nei punti Z7i, C^j, a questi

punti corrisponderanno (n.^ 24) le coordinate proiettive co, 0.

La equazione della proiettività dovrà essere soddisfatta

per i valori
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Per la prima condizione dovrà essere (nella (13)) a= 0, per

la seconda <l= 0, e la equazione (12) della proiettività si ridurrà

alla

bx -^ ex' =
cioè

x' b

X e' '

Indicando con X, X' due punti corrispondenti qualunque,

con X, x' le loro coordinate x>roiettive nel sistema ora indicata

avremo

(ì7,Z7,XX')= (c« 0*iD')= |' = - *.

Questo birapporto ha dunque lo stesso valore i^er tutte le coppie

X, X'. Donde la proposizione:

8u due punteggiate proiettive sovrapposte è costante il birap-

porto dei punti imiti e di una coppia di punti corrispondenti qua-

lunque,

È vera anche la reciproca, e cioè una corrispondenza biuni-

voca fra punteggiate, tale che il birapporto di due punti fissi U^ , TJ^

e di una coppia qualsiasi di punti corrispondenti abbia valore

costante li, è una proiettività, ed i due punti TJ^ , C/j sono punti uniti.

Ed infatti, riferendo gli elementi della punteggiata ad un
sistema di coordinate proiettive nel quale TJi , U^ siano i girimi

due punti base, ed indicando con ^, x' le coordinate di due
punti corrispondenti X, X', si ha

da cui

x' — jfco?=

questa è la equazione di una proiettività i cui punti uniti

hanno per coordinate oo, o, cioè sono i punti base Z7i, U^.

Il birapporto della quaderna costituita dagli elementi uniti

e da una coppia di elementi corrispondenti qualsivogliano, è

detto invariante assoluto, o caratteristica della proiettività,

50. Facilmente si vede che i punti uniti sono equidistanti

dai punti limiti. Si verifica, infatti, che i punti uniti ed i punti
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limiti hanno lo stesso punto medio. Ed invero le ascisse dei

b e
punti limiti sono ,

—
-, e la loro semisomma (ascissa del

b -\- c
punto medio) è ^— . Le ascisse dei punti uniti sono radici

della equazione (13j, la loro somma è dunque —
, e la

ò -4-

semisomma — —^—

.

§ Xll. Involuzione.

51. Siano date due punteggiate proiettive sovrapposte: un
]>unto del sosregno comune potrà essere considerato sia come
appartenente alla prima punteggiata, sia come appartenente

alla seconda.

Se riguardiamo un tale punto P, come appartenente alla

prima punteggiata, potremo determinarne il corrispondente P'

nella seconda.

Se lo stesso punto lo riguardiamo come appartenente alla

seconda punteggiata, e come tale

lo indichiamo con la lettera Q
ne troveremo il corrispondente Q
nella prima.

Se anche Q coincide con P'

si dice che i pienti P e P' si cor- P Q
rispondono in doppio modo.

Una proiettività nella quale tutte le coppie di elementi omo-

loghi 8i corrispondano in doppio modo vien detta involuzione.

52. Dimostreremo che se in una proiettività una coppia di

elementi distinti si corrispondono in doppio modo, anche tutte le

altre coppie si corrispondono in doppio modo e la proiettività è

incolutoria.

Siano infatti ^, le le coordinate di due elementi che si cor-

rispondono in doppio modo : la equazione della proiettività (12)

dovrà essere soddisfatta sia da a?= A, ic' = fe, sia da iP= fe, a;'=:^:

si dovrà avere cioè identicamente:

\ ahk -+- bh -h cJc -h- d =:

\ aich H- 6A: -t- cA -+- d= 0,

Q'
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da queste per sottrazione,

b{h — Ic)-^ c{Jc— A) r=

{b-c)ih — Jc)=:0

e, non essendo h= Jc (perchè i due punti dati sono supposti

distinti), dovrà essere

e la equazione della proiettività assumerà la forma simmetrica

(rispetto ad a? e ad a?')

(14) axx' -+- b{x -4- a?') -f- <^= 0.

La simmetria di questa formula ci assicura appunto la

corrispondenza in doppio modo di due elementi di coordi-

nate .T, x' ad essa soddisfacenti; poiché da essa si ricavano le

formule
bx' +- d , bx -{- d

ax -h b ^ ax -hd

le quali ci mostrano che x si ottiene da x' con la stessa tra-

sformazione con la quale x' si ottiene da x.

Poiché l'equazione della involuzione (14) contiene due soli

parametri essenziali, vediamo che la involuzioìie è individuata

da due sole coppie di elementi corrispondenti.

Praticamente, date le coppie Xy, a?/; x^^ x^ di elementi

corrispondenti, per scrivere la equazione della involuzione,

cioè per determinare i coefiScienti a, ò, d nella formula (14),

basta considerare come simultanee le tre equazioni

i

axx' -+- b[x -H a?') -4- fl5 =
I
ax^x^ -f- b(x^ -f- a?/) H- <i=

\ ax^x^ -f- b{x^ -+- a?j') -i- ^= 0,

lineari ed omogenee nelle tre incognite rr, &, <?, è scrivere la

condizione di possibilità di un tale sistema sotto la nota

forma :

xx^
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53. Due numeri x^ x' qualunque possono sempre essere

dati come radici di una equazione di 2.° grado

nella quale si faccia

a^t* H- a^t +- «, = 0,

X -\- X = -, XX =

Se supponiamo che le coppie a?, a?'; x^^ a?/; a?,, a?,', siano
date mediante le equazioni

«,0<* -f- «11* -+- «18=

la condizione perchè quelle tre coppie appartengano ad una
stessa involuzione sarà espressa da

'00

a,

a,.

cioè da
"JO

a

^•10

"20

=

00 «01 «Oi

a, A a,, a'10 ^"11 li

a20 '21 ^11

= 0.

Questa condizione equivale ad ammettere la esistenza di

due numeri X, jx, tali che

aoo= Àajo-+-rittjo, aoi = >^«ii -t-pLa,!, «02 = ^«it "+-
{^^«st •

cioè ad ammettere che la prima delle tre equazioni di secondo

grado scritte, abbia la forma:

(14") X(«io*' H- «n* H- «12) -*- [a(«20** -*- «21* +- «22) = 0-

Dunque, date le equazioni di due coppie di una involuzione,

la equazione di una terza coppia della involuzione può ottener»i

come combinazione lineare delle prime due.
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La (14") può considerarsi come la equazione della involuzione

determinata dalle coppie di punti date mediante le equazioni

«lof* -f- «11^ H- «12 = 0, «50** "+-
<*si*

-•- «22= ^1 perchè ad ogni coppia

di valori dei parametri X, ja (o ad ogni valore del loro rap-

porto A:{x) fa corrispondere una coppia di punti appartenente

alla involuzione medesima; e, reciprocamente, ogni coppia di

tali punti può essere rappresentata dalla (14").

In particolare le coppie assegnate corrispondono ai valori

X=rl, jx=:0; X=:=0, |X = 1.

La involuzione sopra la punteggiata, rappresentata nel

modo anzidetto, viene designata col nome di fascio di coppie

di punti.

54. I punti uniti della involuzione {punti doppi) si otten-

gono risolvendo la equazione

(lo) ax^ -f- 2ì)x -I- (Z = 0.

Al pari della proiettività la involuzione è detta iperbolica se

i punti uniti sono reali e distinti, ellittica se sono immaginari.

La involuzione parabolica è sempre degenere. Ciò perchè la

condizione affinchè l'equazione (15) abbia due radici uguali è

b* — ad=

e coincide con la condizione dell'annullamento del modulo
della trasformazione proiettiva rappresentata dalla (14).

Nella involuzione i punti limiti coincidono in un unico

punto che ha per coordinata — - e viene detto centro della
a

involuzione.

Il centro della involuzione è in generale un punto proprio.

Diviene improprio se a=:0, ossia nel caso della similitudine

involutoria (n.'' 43), e poiché in tal caso il rapporto di si mi-

litudine è — ^= — 1? si ve^e che la similitudine involutoria è

una simmetria ( n.^ 48). Escluso questo <3aso, assumendo il centro

della involuzione come origine di un sistema di coordinate

ascisse, la equazione della involuzione prende la forma

XX =:z
a



coordinati: nelle forme di prima specie 4o

dunque: il prodotto delle distanze di due punti oorriépondenti dal

centro della involuzione ha un valore costante, che vien detto po-
tenza della involuzione.

55. Si vede immediatamente (analogamente a quanto fu

fatto al ii.° 50) che il centro della involuzione è il punto medio

del segmento terminato ai due punti doppi. Questo punto è sempre

reale anche se i punti doppi sono immaginari coniugati (n.** 22;.

Infine dalla proprietà dimostrata pel caso generale della

proiettività al n.° 49 che il birapporto dei punti doppi e di

una coppia di punti corrispondenti ha il valore costante
,

e

si deduce, pel caso della involuzione, che tale rapporto è — 1,

ossia che: in una iìivoluzione i punti doppi separano armoniea-

mente qualsiasi coppia di punti corrispondenti, E si dimostra

immediatamente la proposizione reciproca:

se gli elementi di due punteggiate sovrapposte si corrispon-

dono hiunivocamente, ed esistono due punti JJ^, U^ che separano

armonicamente ogni coppia di elementi corrispondenti, la corri-

spondenza è involutoria, ed JJi , TJ^ sono i punti doppi in tale

involuzione,

§ XIII. Fascio di raggi.

5B. I raggi di un fascio con centro proprio S sono dotati

di due versi fra loro opposti. Fissato il verso positivo ed un

raggio origine ro, la posizione di un

raggio qualunque r è determinata dal-

l' angolo che questo forma col raggio

fisso ro. La misura co di questo angolo,

che supporremo espressa in radianti,

viene detta anomalia e sì indica scri-

vendo ^^

nella qual notazione P ordine in cui

si scgnono le due lettere r^r corrisponde al verso della rota-

zione nelP angolo considerato.

57. Ad ogni valore della anomalia (positivo o negativo)

corrisponde un raggio r ed uno solo; ma ad ogni raggio r del



44 CAPITOLO PRIMO

fascio corrispondono infiniti valori della anomalia differenti fra

loro per un multiplo di n.

Ed infatti un raggio mobile che ruoti intorno ad S par-

tendo dalla posizione r^, si sovrappone ad r dopo aver compiuto

una rotazione 6 minore di tt, ma poi, continuando a ruotare

sempre nello stesso verso, torna nuovamente in r^ dopo aver

compiuto le rotazioni -i- tu, h- 2/1, -f- Stt... .

Indicando con w', oV due di tali rotazioni e con k un de-

terminato numero intero (positivo o negativo) si avrà

*

0)' =z 0)" -+- ICK,

o, oon la notazione in uso per le congruenze numericbe,

0)' = co" (mod 7c)

o, più semplicemente
0)' ^ 0)".

Le anomalie corrispondenti ad uno stesso raggio sono congrue

fra loro (mod tt).

Corrispondentemente alle identità segmentarle date al w,"" 11

avremo dunque le congruenze angolari:

le quali potranno considerarsi come vere identità

n?2 -+- vi = 0, r";?; -I- ^v^ -t- r^ = ...

,

quando (come ordinariamente si fa) non si considerino valori

della anomalia superiori, in valore assoluto, a re.

58. La corrispondenza fra gli elementi del fascio e la

anomalia w non è Muìiivoca; può essere resa tale solo limi-

tando la variabilità di w da a tt. Dunque, mediante la ano-
malia, i raggi del fascio possono essere posti in corrispondenza

biunivoca solo con una parte dei numeri reali; perciò, invece

di assumere come coordinata del fascio di rsbggi la variabile co

(anomalia) si assume solitamente una funzione trigonometrica

di fi) che abbia per periodo tt e che, al variare di co da a -

assuma tutti i valori del campo reale. Tale è la tangente: cou-
sidereremo dunque come coordinata delP elemento variabile

del fascio la tangente trigonometrica

m= tg (0.
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La coordinata tangente al variare del raggio nel fascio

assume ordinatamente tutti i valori reali da — oo a -+- oc. La
corrispondenza fra la coordinata tangente ed i raggi del fascio

è biunivoca ed ordinata: si vede subito che è anche continua

sola eccezione alla continuità è il valore di to, (à=zj\,

59. Coordinate nei fasci di rette orientate. — È
spesso utile, nelle applicazioni pratiche, di considerare i raggi

di un fascio come rette orientate. Una retta orientata che, ruo-

tando nel verso positivo, percorra il fascio, ritorna alla posizione

primitiva (direzione e senso) dopo compiuto un intero giro.

I valori delle anomalie che in un fascio di rette orientate

corrispondono ad uno stesso elemento, differiscono fra di loro per

un multiplo di 2:i; le congruenze angolari esposte al n.** 57

vanno dunque riferite al mod 27r, e sono da considerare come
identità angolari quando la anomalia s'intenda limitata al-

l'intervallo 0, ...,2;r.

La coordinata tangente in nn fascio di rette orientate, deter-

mina la direzione e non il verso dell' elemento cui si riferisce.

60. Osserveremo ancora che, quando si dovrà considerare

solo il coseno dell'angolo di due rette orientate^ si potrà omettere

di scegliere il verso positivo delle rotazioni, poiché

COS 0)= COS (27Z — (jo).

E, siccome dei due angoli che vengono a considerarsi non fis-

sando il verso delle rotazioni, w, 2k — w, uno è sempre non

superiore a ti, tutte le volte che si deve considerare solo il coseno

delV angolo di due rette orientate, si può intendere, per angolo

di tali rette^ quello non maggiore di t-, formato dai versi positivi

di esse,

61. Angolo di due raggi dati mediante le loro coordinate

tangenti.

Dati due raggi r^, r^ di coordinate tangenti Wj, m^ dalla

congruenza angolare

r^r^ ^ Vi— Vi
si ricava

.—

-

,
— -— wtj — m.

(16) tg r,r, = tg (ur,- r,r, I
=: ^-.p—

,^
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La condizione di perpendicolarità delle due rette ì\, 7\,

è che divenga infinito il valore della tangente del loro, an-

golo, cioèclie si iinntilli il denominatore della formala (16): è

quindi espressa dalla relazione

(17) 1 H- m^m^= 0.

62. Formula di trasformazione delle coordinate

tangenti.

Il sistema di coordinate tangenti in un fascio di raggi

dipende dalla scelta del raggio origine Tq, Se questo si tra-

sporta in Tq e si conosce la tangente

la coordinata tangente di un raggio r,

cbe nel primo sistema era w^ si muterà
in un'altra che indicheremo con m^.

Per trovare la relazione fra m^ ed m/
partiremo dalla relazione

d' onde

o

(18)

r^ r, = r^r. ^o^'o'

tg r^'r, =2 tg (rot'i— r^r^')

m.
1 -+- fcmi

Questa è appunto la formula richiesta, di trasformazione delle

antiche nelle nuove coordinate.

63. BlRAPPORTO DI QUATTRO RAGGI DI UN FASCIO.

La formula (18) è, come si vede, una trasformazione lineare,

il cui modulo

è diverso dallo zero.

Di qui si vede (n.° 35) che il Mrapporto delle coordinate

tangenti di quattro raggi del fascio è indipendente dalla scelta del

raggio origine. Assumeremo perciò questo valore come birap-

porto dei quattro raggi; scriveremo cioè

[ryì\r^r^)= (m^m^m^m^)
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Assunti come fissi tre raggi determinati r^r^r^, ed indicato

con r l'elemento generico del fascio, il birapporto [i,= (rjr^rjr)

può considerarsi come coordinata di r, e vien detto coordinata

proiettiva.

64. Sezione del fascio con una trasversale.

Se si segano quattro raggi r^ r^ r^ r^ di un fascio proprio, con

una traversale qualunque, non passante pel centro, che li incontri

nei punti A-^^A^^A^A^ il

birapporto (A^ A^ A^ A\) ^/c
dei quattro punti di intera

sezione è sempre uguale a

quello {r^r^r^r^) dei quattro

raggi.

Ed infatti assumiamo

come raggio origine in

un sistema di coordinate

tangenti del fascio la

perpendicolare 80 calata dal centro su la retta secante e come
punto origine in un sistema di ascisse sulla punteggiata

^1 J.g.... , il piede di questa perpendicolare.

Per un raggio r qualunque, e pel punto A di sezione con

la traversale si avrà

OA=:Mtgr^
cioè

(19) a^W-m,

Poiché SO è un numero costante, la formola trovata è una

trasformazione proiettiva (a modulo diverso da zero) della va-

riabile m nella variabile a; il birapporto di quattro elementi m
sarà dunque sempre uguale al birapporto dei quattro corri-

spondenti valori della variabile a, onde si avrà

ma si ha
(a^a^a^a^) =: [m^m^m^m^]

;

{A^AzA^A^) — {a^a^a^a^), (n^'s^a»'-») — ('fn^m^m^m^)

dunque, in fine

iA^A^A.,A^) = (r,r^r,r,).

Dalla proposizione dimostrata in particolare si deduce che:

le bisettrici a^a^ degli angoli adiacenti «i»,, a^a^ formati da due
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raggi «i, a^ incidenti in O separano armonicamente i raggi che com-

prendono gli angoli bisecati^ e, reciprocamente, che se i raggi a^ a^

del fascio considerato sono ortogonali fra loro e separano armo-
nicamente altri due raggi a^, a^,

essi sono le Msettrici degli an-

goli a^a^^ a^a^ formati da questi

ultimi due.

E difatti se seghiamo il

fascio con una normale ad «3,

e sono A-i^A^A^A^ i punti se-

zione, vediamo che, nel primo
enunciato, A4 è il punto im-

proprio della retta secante,

ed j4.3 è il punto medio di A^A^ e che perciò il gruppo

A^A^A^A^ è armonico.

Nel secondo enunciato, dalla ipotesi (A-^^A^A^A^ = — 1 si

deduce che a^ è bisettrice dell'angolo a^a^.
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spendente ad un valore complesso (non reale) della coordinata

tangente (o della anomalia).

La relazione

a=r 80 ' m

che lega la eoòrdinata tangente di un fascio con la coordi-

nata ascissa della punteggiata che è sezione del fascio con una
retta determinata, ci dice che a raggi immaginari corrispon-

dono punti immaginari, ed a raggi reali, punti reali.

Eaggi immaginari coniugati sono quelli che corrispondono

a valori complessi coniugati della coordinata.

Le bisettrici degli angoli formati da raggi immaginari
coniugati sono rette reali; ed, in generale, è reale il raggio

quarto armonico dopo due raggi immaginari coniugati ed un raggio

reale.

67. Proiettivita fra due fasci di raggi, è una corrispon-

denza biunivoca fra i raggi di due fasci che conserva il birap-

porto; tale cioè che il birapporto di quattro raggi delP un
fascio sia uguale al birapporto dei quattro raggi corrispon-

denti nell'altro.

Poiché il birapporto di quattro raggi è uguale al birap-

porto delle loro coordinate tangenti, ripetendo le riflessioni

fatte pel caso della proiettivi tà fra punteggiate, troveremo che:

Ogni proiettività fra due fasci di raggi, si traduce analiti-

camente in una relazione bilineare:

(20) amm' -+-bm-i- cm' -^ d=

fra le coordinate tangenti m, m', di due elementi variabili nei

due fasci, fra loro corrispondenti .- e, reciprocamente, ogni relazione

di tale natura rappresenta una proiettività.

Questa relazione è la equazione della proiettività fra due

fasci di raggi. E, poiché non è formalmente diversa da quella

che esprime la proiettività fra due punteggiate, le conse-

guenze che da essa derivano sono le medesime die furono

stabilite nello studio della proiettività fra punteggiate. In

particolare osserveremo che: la proiettività fra fasci, al pari di

quella fra punteggiate, è degenere se il determinante ad — be

è nullo.

Le punteggiate che risultano dalle sezioni, mediante rette,

di due fasci proiettivi, sono proiettive. I fasci che si otten-

Bortolotti ^
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gono proiettando da punti (esterni al sostegno) punteggiate

proiettive, sono proiettivi.

In particolare: sono proiettive le punteggiate che si ot-

tengono segando uno stesso fascio con rette diverse, e sono

proiettivi i fasci che si ottengono proiettando una stessa pun-

teggiata da centri diversi.

Se i fasci hanno lo stesso sostegno si dicono sovrapposti^

e, nella proiettivi tà fra fasci sovrapposti, la ricerca dei raggi

uniti è ridotta alla risoluzione della equazione

(21) am^ -h (b -\~ c)m -+- d^=zO:

secondo che le radici di tale equazione sono reali e distinte,

reali ed uguali, od immaginarie, la proiettività si dice iper-

bolica, parabolica od ellittica.

Come al n.° 49 proveremo che : in due fasci proiettivi so-

vrapposti è costante il birapporto formato dai raggi imiti e da

una coppia di raggi corrispondenti.

Una proiettività fra due fasci sovrapposti, nella quale gli

elementi si corrispondono in doppio modo è detta involuzione.

L'equazione della involuzione ha la forma simmetrica:

(22) amm' -t- b(m -+- m') -4-^= 0.

La ricerca dei raggi doppi si traduce analiticamente nella

risoluzione della equazione

am^ -h 2bm -+- <^=

e, dalla natura delle radici, la involuzione vien detta iper-

bolica (raggi doppi reali e distinti) od ellittica (raggi doppi

immaginari).

Le considerazioni fatte al n.° 55 valgono anche pel caso

presente, a dimostrare che in una involuzione di TUg^ì, i raggi

doppi separano armonicamente qualunque coppia di raggi corri-

spondenti. Si scorge poi immediatamente che un'involuzione

in un fascio di raggi determina una involuzione sulla punteg-

giata che si ottiene segando il fascio con una retta qualunque.

68. La proiettività fra due fasci di raggi si dice congru-
enza [diretta od inversa) se, presi due raggi qualunque r^, r^ del

primo fascio ed i corrispondenti r/, rj del secondo, sono eguali
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(od eguali e contrari) gli angoli omologhi

Od, indicando con 0, 0' le anomalie di raggi corrispondenti

nei due fasci, se

ossia

Dunque la condizione perchè la proiettività sia una con-

grnenza è che sia costante la differenza (o la somma) 0' zp delle

anomalie di raggi corrispondenti.

Indicando con w, m' le coordinate tangenti, e con p, q
«ostanti determinate, si dovrà avere

m' Zizm p
1 zt m'm q '

od ancora
d= pmm' ± qm — qm' -j- ^= 0.

Verifichiamo così che la congruenza è in effetto una pro-

iettività, e, dal confronto di questa formula con la equa-

zione (20) generale della proiettività fra due fasci di raggi, si

vede che la condizione perchè una proiettività sia una congruenza

diretta, è che, nella equazione (20) ad essa relativa, sia a=^dy
1)-= — e

;
perchè sia una congruenza inversa, che sia a=— d, b= c.

Se i due fasci sono sovrapposti, la congruenza diretta risulta

una proiettività ellittica; e la relazione 0' — 0= costante,

mostra che essa è una rotazione dell'angolo costante 9' — 9

attorno al centro del fascio.

La congruenza inversa è iperbolica: essa è una simmetria

rispetto a ciascuno dei due raggi uniti (reali) clie sono fra

loro ortogonali.

69. Coppia ortogonale in txa involuzione di raggi.

Data una involuzione di raggi c'è luogo a cercare se esi-

stono coppie di raggi corrispondenti fra loro ortogonali.

Se m, m' sono le coordinate tangenti di tali raggi, per

esse dovranno essere ad un tempo soddisfatte, l'equazione della

involuzione e la condizione di perpendicolarità, cioè le due:

',mm' -+- b{m -f- m) -t- <Z =
mm' -f- 1 = 0:
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elimiuando da questa la m', si trova:

(23) bm^ ~ì-{d — a)m— b= 0.

Questa equazione fornisce due valori sempre reali per m»

Indicando con m^m^ tali valori vediamo dalla (23) che il loro

prodotto è

b . .

m^Wg= — ^=— 1 cioè m^m^ = — 1.

I raggi corrispondenti a tali valori sono dunque ortogonali e

costituiscono la coppia ortogonale di raggi corrispondenti nella

involuzione proposta.

Da note proprietà delle equazioni di secondo grado rica-

viamo che se la (23) avesse altre soluzioni, oltre le m^^ m^ e

diverse da queste, essa dovrebbe ridursi ad una identità nu-

merica. Tutti i suoi coefficienti dovrebbero cioè essere uguali

a zero, e si avrebbe

è =: 0, a= d;

con ciò la equazione della proiettività si ridurrebbe alla

amm' -\- a=:0
cioè

ìnm' H- 1 :=:::

che è la condizione di ortogonalità. La nostra involuzione sa-

rebbe costituita dunque da coppie tutte ortogonali fra loro.

Considereremo a parte questa speciale involuzione e con-

cluderemo intanto che escluso questo caso eccezionale, una invo-

luzione di raggi ha sempre una coppia ortogonale ed una sola.

Sappiamo che i raggi doppi separano armonicamente ogni

coppia di raggi corrispondenti, ed in particolare, quindi, anche
la coppia ortogonale.

Da ciò si deduce (n.° 64) che in mia involuzione di raggi,

la coppia ortogonale è costituita dalle bisettrici degli angoli for-
mati dai raggi doppi,

E," poiché la coppia ortogonale esiste sempre (anche per

involuzioni ellittiche), abbiamo qui una conferma del fatto già

osservato (n.° 66} che, le bisettrici di due raggi immaginari co-

niugati, sono rette reali.
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70. Involuzione ortogonale di raggi.

L'involuzione di raggi che ha per equazione

min' -f- 1 —:

fa corrispondere ad ogni raggio di un fascio quello ad esso

perpendicolare, viene perciò detta involuzione degli angoli

retti od involuzione ortogonale, o circolare^ o ciclica.

Tale involuzione è ellittica poiché i raggi doppi sono dati

dalla equazione

m^ -f- 1 =:

che ha per radici i numeri immaginari

m^ == *, w» =— i:

i raggi immaginari corrispondenti si dicono rette isotrope o

rette cicliche.

La involuzione ortogonale è una particolare congruenza

TI

diretta, corrispondente ad una rotazione di ^.

Per le proprietà dei raggi doppi nella involuzione di raggi,

avremo che: due raggi corrispondenti in una involuzione ortogo-

nale divìdono armonicamente le rette isotrope uscenti dal loro

punto d^ incontro, e che due rette sono ortogonali se dividono ar-

monicamente le rette isotrope che escono dal loro punto d'incontro»

L'involuzione ortogonale determina sulla retta impropria

una involuzione (indipendente dal centro del fascio) che viene

detta involuzione assoluta, e le rette isotrope segano la retta

impropria nei punti doppi di tale involuzione, i quali punti

vengono detti punti ciclici.

I punti ciclici sono dunque i punti improprii delle rette

isotrope uscenti da un punto qualunque del piano,

71. Definizione proiettiva dell'angolo. Formula di

Laguerre.
Siano rj, r^ due raggi di un fascio a centro proprio; as-

sumiamo rj come origine nel fascio, indichiamo con 6 la ano-

malia tv*2i e con Wj la coordinata tangente, wij^tgB, di r,;

la coordinata tangente di r^ sarà m^^ = 0, e, se indichiamo

con «1, »2 le rette isotrope uscenti dal centro del fascio, le

coordinate tangenti di tali rette saranno i, — i.
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Il birapporto M=:(ì\, ì\^ «i, s^) dei quattro raggi ì\^ r^^

«1, «2, sarà dato da

ilf=r(ri, r^, «1, «j) = (0, tge, ^, — i)

da cui

Di qui si ricava:

(25)

Questa formula dà una definizione proiettiva della tangente

dell'angolo r^r^ di due direzioni, la qual tangente viene espressa

razionalmente (mediante una trasformazione lineare) in funzione del

òirapporto che le due rette formano con le rette isotrope uscent

dal vertice dell'angolo.

Ma, ricorrendo alla formula

(26) cos -f- i sen = 6^^

nota col nome di Teorema di Eulero^ clie esprime la relazione

fra le funzioni trigonometriche e la esponenziale, si può rica-

vare anche il valore di 0, in funzione del birapporto M.
Infatti la (24) si può scrivere,

COS0 — tsenO 6-*^

C08 -f- 1 sen e^^

ossia

Cloe

9="'5^^i

È questa la formula di Laguerre, e si enuncia dicendo:
-—"-^ i

L'angolo r^r^ di due rette si ottiene moltiplicando per ^ il

logaritmo naturale del birapporto M={ri^ r^^ s^, s^) che le due
rette forinano con le rette isotrope^ Sj, s^ uscenti dal vertice, ed
aventi per coordinata tangente ordinatamente i, e — i.

Ti, La formula (25), (o la equivalente formula di La-
guerre) serve a dimostrare l'importante teorema: se due fasci
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Sovrapposti sono direttamente eguali il birapporto di due raggi

corrispondenti r, r' e delle rette isotrope uscenti dal centro è

costante.

Questo •birapporto è infatti espresso dalla formala

,
i — tg rr'

e l'angolo rr' è, per ipotesi, costante.

Da ciò si deduce che, in due fasci sovrapposti direttamente

congruenti i raggi isotropi sono raggi uniti. Ciò del resto si ve-

rifica direttamente (n.*^ 68).

Reciprocamente. Se in due fasci proiettivi sovrapposti i

raggi isotropi sono i raggi uniti, i due fasci sono direttamente

congruenti.

Sappiamo infatti (n.*" 67) che: in due fasci proiettivi so-

vrapposti è costante il birapporto M z=(r, r', «j, s^) formato dai

raggi uniti e da una coppia di raggi corrispondenti, ma si

— M — 1 ^-^
ha tg{rr')z=zi^ -; dunque anche P angolo rr^ è costante.

Il medesimo vale anche per fasci non sovrapposti, e si ha

in generale il Teorema : Una proiettività fra due fasci di raggi,

nella quale i raggi isotropi si corrispondono è una congruenza.

Ed infatti : dalla eguaglianza dei birapporti

si deduce, per la formula (25), la eguaglianza degli angoli

r^r^zzzr^'r^' formati dai raggi corrispondenti: cioè la congruenza

diretta dei due fasci.

Se poi si suppone che i raggi isotropi s^s^ corrispondano

rispettivamente ai due s^'s^ (cioè che al primo raggio isotropo

di un fascio corrisponda il secondo raggio isotropo delP altro

e reciprocamente) si ha

^—
^
(''2 J *'l ? *1 7 *2 )

e di qui si ricava la eguaglianza degli angoli

e così si dimostra che i due fasci sono inversamente congruenti.
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§ XLV. Fascio di piani.

73. Se in un punto qualunque P di un piano dato, imma-

giniamo condotta la normale n al piano e su questa fissiamo

il verso positivo, potremo distiguere nel piano due pagine o

facce, quella che guarda verso la semiretta n positiva avente

la origine in P e quella opposta.

Di queste due pagine si suole assumere come pagina po-

sitiva quella che guarda al verso. posi-

tivo della normale; come pagina nega-

tiva P altra.

Fissata la pagina positiva sopra cia-

scuno di due piani dati a e a' e fissato

il senso delle rotazioni, intorno alla loro

intersezione {che si suppone orientata);

potremo dare un significato piti preciso

alla locuzione: angolo oca' di quei due

piani, intendendo di considerare la rota-

zione^ nel verso positivo^ minore di 2k che

deve compiere il piano oc perchè la sua pagina, positiva venga a

coincidere con la faccia positiva di oc'.

Considerando che quest'angolo è uguale a quello delle nor-

mali n^ n\ considerate queste come rette orientate, potremo far

corrispondere ai piani di un fascio di piani (in ciascuno dei

quali sia fissata la pagina positiva) le rette del fascio di rette

orientate (n.^ 59) costituito dalle normali ai piani del fascio

condotte per un punto dato dell'asse.

Od altrimenti: immaginando segato il fascio di piani con

un piano normale all'asse avremo sopra questo, nella pagina

positiva rispetto al verso dell'asse, un fascio di rette, e l'an-

golo di due piani sarà dato dall'angolo delle due corrispon-

denti rette del fascio.

Assumendo nel fascio di piani un piano origine «o, sce-

gliendo nel fascio di raggi per origine il corrispondente

raggio »•(,, ed il concorde verso positivo; poiché ad ogni piano

del fascio corrisponde un raggio, e ad ogni raggio del fascio

sezione un piano; potremo usare per i piani del fascio, le

stesse coordinate che servono per fissare l'elemento variabile
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noi fascio di raggi, e cioè 1' anomalia

0)

o la coordinata tangente

m == tg o^.

Il hirapporto di quattro piani del fascio, si definisce per mezzo

del birapporto dei quattro raggi corrispondenti di una sezione retta

ed è uguale perciò a quello delle corrispondenti coordinate

tangenti.

E, come per fasci di raggi, il birapporto \ì. = (aj^jaga) for-

mato da tre piani fissi y.^oc^'x^ e da un quarto a variabile nel

fascio, bì dice coordinata proiettiva dell'elemento variabile

nel fascio.

Teorema. — Se si sega un fascio di piani con un piano

qualunque (anche non perpendicolare alla costola) il birapporto

di quattro raggi della sezione è uguale

a quello dei 4 piani corrispondenti

Basterà infatti dimostrare che quel

birapporto è uguale a quello dei

quattro corrispondenti raggi di una
sezione retta.

Siano perciò a^ajC^gX^ i quattro

piani, r^rj^r^r^ le sezioni di essi con
un piano qualunque, r^r^r^r^ le

sezioni con un piano perpendicolare

all'asse, A^A^A^A^ i punti dove i

raggi r,»V, r^r^', r^r,\ r^rl rispetti-

vamente si incontrano.

Questi ultimi punti saranno
sulla retta intersezione dei piani

delle due sezioni (la sezione retta e la obliqua) ed applicando
la proposizione data al n.'' 64, avremo

da cui

(^i^*2nn)— (A^A^A^A^

[r;rirlr;)-=.[A,A^A,A,\

come appunto volevamo dimostrare.
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Si vede ancora che, segando il fascio di jpiani con ima

retta qualunque, il birapporto di quattro punti di questa (A^A^A^A^)

è eguale al birapposto dei quattro corrispondenti piani [ol-^ol^ol^t.^).

Possiamo, dunque, in generale, concludere che: le operazioni

di proiezione e sezione applicate a forme fondamentali di prima

specie conservano il hirapporto.

§ XY. Coordinate omogenee.

74. Consideriamo un sistema di coordinate in una forma di

I)rima specie ed ammettiamo che il birapporto di quattro ele-

menti della forma sia eguale a quello delle corrispondenti

coordinate; ciò che effettivamente avviene per P ascissa, la coor-

dinata baricentrica, la coordinata proiettiva, la coordinata tan-

gente,... La coordinata x dell'elemento generico della forma

potrà in infiniti modi esser posta sotto la forma di rapporto

X,
X=:-—

di due numeri, i quali per ogni valore di x risulteranno de-

terminati a meno di un fattore di proporzionalità p; essendo,

per ogni valore di p,

x^ pXi
X— — ""

•

Reciprocamente, data una coppia di numeri x^x^, (non

nulli ad un tempo) il valore di x risulta determinato dal rap-

X]
porto a?=— . Le coppie (.^j, x.,) costituiscono le coordinate omo-

x^

genee dell'elemento variabile nella data forma di jìrima specie.

Se a? è coordinata proiettiva^ i numeri x-^x^^ costituiscono le

coordinate proiettive omogenee; i valori di tali coordinate pei

tre elementi fondamentali sono (a meno di un fattore di x)ro-

porzionalità) 1, 0; 0, 1; 1, 1.

Teorema. — Fissati, in una, forma di prima specie, due

elementi distinti di coordinate omogenee (a,, «j), (òj, òg) ogni altro

elemento della forma ka, nello stesso sistema, coordinate omogenee

espresse da combinazioni lineari, della forma :

\ a-'i =: Atìf j H- [AÒi

j a?j= Xa^ -f- {I&2

,
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e, reciprocamentej
per ogni coppia di numeri X, |i, arbitrariamente

scelti, le formule scritte rappresentano coordinate omogenee di un

elemento della forma.

I numeri X, (jl, sono le coordinate proiettive omogenee dello

stesso elemento rispetto agli elementi fondamentali («i, a,), (61, òj),

Infatti, se i dati elementi sono distinti si ha -^ 4= i^ •>

cioè J* t^ =)r:0; e perciò il sistema
(ij b2

0?. = Xaj -+- {A&5

ammette per X, |jl un sistema di soluzioni ed uno solo.

La reciproca è immediata, perchè per ogni coppia X, |i,

si ha una coppia x^x^^ cui corrisponde nella forma T elemento

X,
di coordinata (non omogenea) —

.

Se poi assumiamo («j, èj, (a^, 6,), {a^ -\-b^^a^-+- b^ come ele-

menti fondamentali nella data forma, indicando con la

coordinata proiettiva non omogenea dell'elemento (a?!, a?,), sarà

X /«i by «j-f-Jj x\ x^h^ — xjb^

{X \a^ ' ^5 ' a, -f- ì», ' ÌP2/ iPjfli — aj^dj

e di qui appunto

a?2 Xa^ -- [x6j
'

75. In coordinate omogenee, l'equazione della proietti vita

fra forme di prima specie assume la forma:

ossia

ax^x^' -f- bx^x^' -+- cxi'x^ -+• dx^x^ =

x:
o, risolvendo rispetto ad ,

,

a?g

a?,' 6iCi -f- dx^

xJ ax. -h cx^
'
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questa equazione equivale al sistema

I a;z' = p{aoOi-\-cXz)

od alF altro

j Xi= p{cx^' -f- dx^')

(
a?2=— p{axi -+- bx^)

dove (5 indica un arbitrario fattore di proporzionalità.

Possiamo dunque concludere:

Le proiettività fra forme di prima specie sono le trasforma-

zioni lineari ed intere fra le coordinate omogenee dei loro elementi.



CAPITOLO II.

PUNTI E EBTTE NEL PIANO

§ I. Proiezioni ortogonali.

76. Proiezione ortogonale di un punto P sopra una retta

propria orientata x (asse di proiezione), è il punto P' dove il

piano TT, condotto per P normalmente ad x, incontra questa
retta.

Segue da questa definizione che tutti i punti del piano pro^
iettante r: hanno la stessa proiezione sulVasse,

77. Proiezione di un segmento PQ è il segmento PQ' deter-

minato dalle proiezioni degli estremi P, Q del segmento obbiet-
tivo su l'asse.

Assumendo come concordi i versi di due rette parallele, dalla

data definizione e da note proprietà di geometria elementare
si deduce che: le proiezioni di uno stesso segmento su assi paral-

leli sono eguali (in grandezza ed in segno).

78. Nelle proposizioni che vogliamo stabilire occorrerà

parlare del coseno degli angoli di due rette orientate: ricor-

dando le riflessioni fatte al n." 60 intenderemo per angolo r^
di due rette orientate rj, r^, V angolo non maggiore di tc /or-

inato dai versi positivi di dette rette, cioè V angolo fra e tu

contenuto da due semirette uscenti da un punto qualunque
dello spazio, nelle direzioni positive di r^, r^.

79. Teorema. — Il numero PQ' che misura (in grandezza e

segno) il segmento PQ' proiezione di un dato segmento PQ, appar-

tenente ad una retta orientata r, sopra un dato asse x, è uguale al

prodotto del numero PQ che misura il segmento obbiettivo, molti-

plicato pel coseno deW angolo rx (angolo di proiezione) della

retta cui appartiene il segmento obbiettivo e dell' asse di proiezione.
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Cioè

(1) rq =: PQ cos rx.

Per la dimostrazioue osserviamo anzitutto che si può semi>re

supporre spostato Passe di

\^n proiezione parallelamente a

sé stesso, in modo che passi

P per uno dei punti estremi

del segmento obbiettivo, p.es.

per P: la proiezione P' sul

nuovo asse sarà coincidente con P e dal triangolo PQ§' rica-

veremo per i valori assoluti |P§!, \F'Q\ la relazione

0'

(2) P'q'\^\Fq\Q.o%qrq,

Ora si osservi che, se i segmenti PQ, P'Q' sono, nel verso, en-

trambi concordi od entrambi discordi con le rette orientate r, a-,

cui appartengono, i numeri P§, P'Q risultano di segni uguali,

ed è

onde dalla (2) si ricava

P'Q' := PQcos rx.

Se poi uno dei segmenti ha verso concorde con quello della

retta cui appartiene, e l'altro discorde, i numeri PQ, P'Q' risul-

teranno di segni contrari ; si avrà poi

QPQ=:n— rx

onde, anche in questo

caso

"FQ'^FQcosrx,

Il Teorema rimane dunque dimostrato in ogni caso.

80. Osservazione I. — Poiché il coseno non muta cam-

biando il segno delP arco, potremo anche scrivere.

a') FQ'~PQ(to^xr

Il confronto delle due formule (1), (!') [ci avverte che la lun-

ghezza della proiezione rimane la medesima, tanto se si sup-
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pone che il segmento obbiettivo FQ sia sull'asse r e cbe da

questo si proietti su a;, quanto se si suppone che sia sull'asse x

e cha di qui si proietti su r.

Osservazione II. — Se le rette r, x sono parallele e con-

cordi si ha

e quindi

cioè il segmento obbiettivo è uguale alla sua proiezione.

Se le rette r, x sono perpendicolari, cioè se il segmento P, Q
è normale alV asse di proiezione, è

e la proiezione P'Q' è nulla,

81. Siano Pj, P^,.... P„_i, P,., punti comunque dati nello

spazio : consideriamo la poligonale chiusa costituita dai se-

gmenti PiPg, P2P3 .... Pn-iP« , P„Pi. Proiettando questa poli-

gonale sopra un asse x qualunque, ed indicando con P/,

Pj'.... P„', le proiezioni dei punti dati, dalla identità segmen-

taria

(3) P,'P^ + P,F,' + ....-+- 1\-,'P^' -f- Pn'P/=

si deduce che:

La somma algebrica delle proiezioni dei lati di una linea poli-

gonale chiusa sopra un asse qualunque é identicamente nulla.

LMdentità (3) si può anche scrivere:

(4) p,'p,' -f- p,'P3' -4- .... -4- p„-,'p^'= p,'p.:

e di qui, considerando che PiP„ è la risultante della poli-

gonale aperta P^P^....Pn^ si ricava la proposizione:

La somma delle proiezioni dei lati di una linea poligonale

qualunque è eguale alla proiezione della risultante.

Segue ancora che:

Se due linee poligonali hanno in comune gli estremi, la somma

delle proiezioni dei lati delV una è uguale alla somma delle pro-

iezioni dei lati dell'altra.
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82. Proiezione ortogonale di un'area piana sopra

un piano dato.

Dato un piano tt, che diremo piano di proiezione, se dai

punti Pi, Pi'", dello spazio si conducono le perpendicolari

FiP/^ P^Pi.". a Tc, le traccie P/, Pi"", di queste perpendicolari

si dicono proiezioni ortogonali su t. dei punti Pj, Pg,....

I punti di una figura comunque situata nello spazio, si

proiettano nei punti di una figura piana che si dice proiezione

della figura data sul piano tu.

I punti di una retta si proiettano nei punti di una retta;

perciò se si suppone fissato P orientamento di tutte le rette

dello spazio, per le proiezioni ortogonali di segmenti sopra un
dato piano, vale un teorema analogo a quello dato al n.^ 79.

Per le proiezioni ortogonali di figure piane, vale il

Teorema: L'area della proiezione ortogonale di una figura

piana è eguale all' area della figura obbiettiva moltiplicata pel

coseno del diedro formato dal piano obbiettivo e dal piano di

proiezione.

Osserviamo: 1.** la proiezione di un segmento r parallelo

al piano di proiezione e contenuto nel piano obbiettivo a è

un segmento r' eguale e parallelo ad r e parallelo anche alla

retta intersezione dei due piani.

2.° Un segmento s normale ad r si proietta in un se-

gmento s' normale ad r' e l'angolo «s^ è il rettilineo del

diedro «tc.

3.° La lunghezza del segmento «' si ottiene da quella del

segmento obbiettivo con la solita

relazione

»' = « cos ss'.

Ciò posto sia S l'area di una
figura del piano a, 8' quella della

sua proiezione ortogonale su tu. Se

la figura obbiettiva è un triangolo

con un lato r parallelo al piano

di proiezione, ed è « la sua altezza,

si avrà

cioè

t' == s cos ss'

s cos aTu
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ed

S' = .j r's' = ly rs cos -/--: =: S cos o^.

Un triangolo qualunque dato su a si scompone in due
triangoli che hanno un lato parallelo a :r, mediante una pa-
rallela a 71 condotta per uno dei vertici; e scrivendo che l'area

della figura data è somma delle aree di questi due triangoli,

rimane dimostrata la formula proposta.

La proposizione si estende immediatamente alle aree di

figure poligonali, le quali mediante diagonali si scompongono
in triangoli.

E, per figure limitate da contorni curvilinei, considerando

le aree di queste come limiti di aree di figure poligonali in-

scritte, con un facile passaggio al limite si potrà dimostrare

la proposizione enunciata.

§ IT. Coordinate cartesiane.

83. Abbiamo visto al Gap. I, che nelle forme di prima

specie, un elemento variabile vien determinato mediante un
numero (coordinata) che esprime la relazione di posizione di

esso rispetto ad elementi prefissati ed invariabili nella forma;

vedremo ora che nel piano punteggiato l'elemento variabile

(punto) può essere fissato mediante una coppia di numeri che

ne determinano la posizione rispetto ad elementi prefissati ed

invariabili del piano.

Questa determinazione può farsi in più modi mediante

opportuni sistemi di coordinate (n.° 9), dei quali il più comu-
nemente usato è quello detto sistema cartesiano, di cui ora

faremo parola.

84. Si considerino due rette orientate x, y^ del piano, le

quali si incontrino in un pulito proprio O. Chiameremo questo

punto origine, le due rette assi e, più propriamente asse

delle Xf o asse x la prima, asse delle y od asse y la seconda.

Fissata l'unità di misura delle lunghezze, per ogni punto P
dato nel piano si conducano le due parallele PJ., PB agli assi

e si misurino i segmenti da esse intercettati sugli assi. Le

Bortolotti ó
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lunghezze (in valore e segno) di questi segmenti

x— Wl, y— 'OB

si chiamano coordinate del punto P nel sistema di assi cartesiani

Ox^ Oy : la prima x= OA vien detta

pili propriamente coordinata x o

ascissa, la seconda y= OB coordinata

y od ordinata.

Per tal modo, ad ogni punto P del

piano si fa corrispondere una coppia di

numeri x, y: « coordinate di P )^,

Per indicare che al punto P com-
petono le coordinate x^ y, si suol scri-

vere P(xy).

Reciprocamente, ad ogni coppia di numeri reali x, y co-

munque dati corrisponde un punto del piano ed uno solo.

Infatti, in corrispondenza di due tali numeri vengono

determinati sugli assi i punti

A^ P, e quindi anche il punto P,

quarto vertice del parallelo-

gramma OAPB, che ha per lati

adiacenti OA^ OB.

La corrispondenza fra i punti

|P] del piano e le coppie [a, h] di

numeri reali è dunque biunivoca.

Facilmente si vede che essa

è anche continua, osservando che

i punti X{xy) le cui coordinate

differiscono da quelle di P per meno di un dato numero posi-

tivo 0, sono situati entro un parallelogramma col centro in P
e coi lati paralleli agli assi ed eguali, in lunghezza, a 25.

85. Osservazione. — Per determinare le coordinate di P,

basta condurre per P una delle due parallele agli assi, per es.

la PA e poi misurare i segmenti OA, AP, E, reciprocamente,

data la coppia di numeri reali x, y, per trovare il punto P{xy)

basta costruire la spezzata OAP, con OAz=zx, AP=:y,

86. Analogamente a ciò che si fece per le forme di prima

specie, considereremo, anche nel piano punteggiato , elementi (punti)
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imtnaginari, individuati da coppie (x, y) di numeri complessi

(uno almeno dei quali non sia reale).

87. TI piano è diviso dagli assi in quattro regioni angolari

<?on angoli minori di ti, delle quali si considera come prima
<juella limitata dai semiraggi positivi, e le altre si seguono

nel senso in cui, entro la prima regione, ruota Tasse delle a?

intorno a per sovrapporsi al-

l'asse y. I segni delle coordinate

nelle quattro regioni sono:
I

regione I

» II

» III

» IV

y

E W
+x

y

88. I punti dell'asse x hanno ordinata nulla, cioè per essi

è y= 0^ ed i punti di ordinata nulla sono su l'asse x-, si può
dire dunque che Passe x è il luogo dei punti per i quali

è 2/= 0, od, in altri termini, che la equazione y=:0 è sod-

disfatta da tutti i punti dell'asse ^^^ e da questi soli; diremo

più brevemente che la equazione deir asse x è ?/= 0.

Similmente si vede che la equazione dell/ asse y è jcz=0.

La equazione della bisettrice delV angolo degli assi è x:=iìf.

La equazione della bisettrice delV angolo adiacente a quello

degli assi (nella II e lY regione) è x==.— y.

Tutti i punti della retta AP hanno la stessa ascissa x=: ÒA^
e tutti i punti che hanno ascissa x= OA sono sulla retta AP,
Similmente : tutti i punti che hanno ordinata y= OB sono quelli

della retta BP e sono questi soli. Cosicché, quando si dice che

il punto P ha coordinate x, y si afferma che esso si trova sulla

intersezione delle rette AP, BPy parallele agli assi.

Il piano, in questo sistema di coordinate, vien dunque im-

maginato come ricoperto da un reticolato di rette parallele

agli assi, ed ogni punto occupa un nodo del reticolato.

89. L'angolo^ degli assi può essere qualunque, purché

maggiore di e minore di iz. Per solito lo si suppone refeto, si

suppongono cioè gli assi perpendicolari fra loro ; ed in tale ipotesi

le coordinate si dicono ortogonali.

Le quattro regioni in cui gli assi cartesiani ortogonali

dividono il piano vengono dette quadranti.
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.§ TU. Piano orientato.

90. Il verso secondo cui, nella prima regione (cioè entro

un angolo minore di tt), ruota la parte positiva dell'asse ap per

andare a sovrapporsi sulla parte positiva dell'asse 2/? si assume

come verso positivo delle rotazioni nel fascio di centro 0,

Resta così fissato anche il verso positivo in ogni altro

fascio del piano, se in questo si assume come positivo il senso

in cui si muove uno dei suoi raggi, il quale si mantenga pa-

rallelo ad un raggio che descriva il fascio di centro nel verso

positivo.

Un piano sul quale si è fissato il verso positivo delle rota-

zioni si dice piano orientato.

91. Fer determinare Vorientamento del piano, basta, per quanto

abbiamo détto, che in esso sia fissato un sistema di coordinate

cartesiane.

Un osservatore che sia collocato lungo la normale al piano

condotta nell'origine sopra la pagina ove supponiamo trac-

ciati gli assi (cioè sulla pagina del piano ooy scelta come po-
sitiva), rivolto verso la parte positiva dell'asse a?, può vedere la

parte positiva dell'asse y alla sua sinistra od alla sua destra.

Nel primo caso egli vedrà le rotazioni del piano avvenire

dalla destra verso la sinistra, nel secondo caso, dalla sinistra

alla destra.

Si dice che il sistema è, nel primo caso, sinistrorso, net

secondo destorso.

Due sistemi di assi coordinati, entrambi sinistrorsi, od
entrambi destrorsi si dicono concordi.

D'ordinario si considerano sistemi sinistrorsi, cioè si consi-

derano positive le rotazioni sinistrorse del piano.

Avendo stabilito il verso positivo delle rotazioni nel fascio-

che ha centro nell'origine delle coordinate, ed il senso posi-

tivo delPasse delle a?, qualunque retta r del fascio stesso può
considerarsi come orientata, quando la si consideri come una
posizione particolare di un raggio mobile che, partendo dalla

posizione inizialmente fissata pel raggio x, giri intorno ad
nel senso positivo delle rotazioni di un angolo minore di n^

fino a sovrapporsi ad r, - . .
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Alleile qualsivoglia retta r' del piano potrà ricevere Vorien-
tamento daW asse x, se si conviene di attribuirle verso concorde

con quello della parallela ?% uscente dalla origine.

Osservazione I. — Se in una retta orientata r si fissa

un punto proprio qualunque Q^ la retta medesima può con-

siderarsi come scomposta da questo punto e dal punto im-

proprio in due parti, delle quali Tana ?i partire da Q è percorsa

nel verso positivo, P altra, lìure a i)artire da (?, è percorsa nel

verso negativo.

Potremo dire la i)rima parte positiva della retta r, la se-

conda parte negativa, rispetto al punto Q,

Ciò posto: come conseguenza delle convenzioni da noi

fatte circa l'orientamento delle rette del piano avremo che:

se consideriamo i dite semipiani che U asse x determina nel piano ocy

;

quello di essi che contiene la parte positiva delibasse y, contiene

anche la parte positiva di qualunque retta del piano^ rispetto al

punto Q dove questa retta incontra l'asse delle x.

Perciò il semipiano che contiene la parte positiva delV asse y^

sarà da noi, quando occorra, indicato col nome di semipiano

positivo.

E potremo, per fissare T orientamento di una retta r del

piano che incontri V asse x

in un punto proprio, dire

€he il verso positivo della

retta r è quello secondo cui

un punto che percorra la retta,

attraversa trasse x andando

d^l semipiano negativo al po-

sitivo.

Osserveremo ancora che,

se consideriamo due punti qualunque P^, Pg, i quali si seguano
nel verso positivo della retta r orientata al modo anzidetto, le

parallele all'asse delle x, PjZV« A^g' condotte per questi punti,

incontrano l'asse delle y in due punti P/, P/ i quali pure si

seguono nel verso positivo: cioè V ordinata OP^ del secondo

punto è sempre maggiore della ordinata OP^' del primo punto.

Si vede anche immediatamente che se i punti Pj, P, sono tali

che la ordinata del primo sia minore della ordinata del secondo, essi

punti si seguono nel verso positivo della retta cui appartengono.

Ciò si esprime dicendo che le rette del piano sono orientate

nel senso delle ordinate crescenti.

^:/-
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Questo enunciato non comprende le rette parallele all' asse^

delle X, per le quali la ordittata è eostante. Tali rette hanno
orientamento concorde con quello dell'asse x^ e perciò po-
tranno dirsi orientate nel senso delle ascisse crescenti.

Osservazione IL — Dalla convenzione fatta circa l'orien-

tamento delle rette del piano, riferite ad un sistema di assi carte-

siani, segue clie V angolo formato dalle parti positive di rette orien-^

tate al modo anzidetto è sempre minore^ in valore assoluto^ di 7t^

Se il sistema cartesiano è ortogonale^ possiamo inoltre

aftermare che l'angolo che la parte positiva di una retta del

piano forma con la parte positiva deW asse delle y è sempre^ in

7r
valore assoluto, minore od eguale a ^.

Dunque, in coordinate ortogonali , il coseno delV angolo ry for^
maio dalla parte positiva di una retta del piano con la parte pò-
$itiva dell'asse y è sempre positivo o nullo.

92. Angolo di due rette. ~ Per angolo r^r^ di due rette

del piano, astumeremo V angolo formato dalle parti positive di dne

parallele ad esse rette condotte

per V origine.

Tale angolo è sempre in

valore assoluto minore di r.y

ed è positivo o negativo, se-

condo che le imrallele ad r^, r,

si seguono nel vervSo positivo

delle rotazioni, o nel verso

contrario.

Bicordando la definizione

proiettiva dell' angolo (data al

n.*' 71) si vede che il segno

dell'angolo r^j di due retate del piano date in un ordine as-

segnato, dipende dall'ordine in cui si seguono i punti ciclici,

che rispettivamente corrispondono ai coefficienti angolari i,

— 1, su la retta impropria; cioè dal verso scelto come positivo

su la retta impropria: e, reciprocamente. Dunque, fissato il

verso positivo in un determinato fascio del piano, rimane fis-

sato il verso positivo su la retta impropria, e quindi il verso

positivo delle rotazioni in ogni fascio, col centro in un punto

qualunque del piano. Ciò a conferma della convenzione fatta

al n.° 91.
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93. Per gli angoli formati da rette r^, r,, r,,..., comunque
date nel piano, si hanno le identità angolari :

r,n r,r,=.0

t\r.

94. Distanza di due punti. — Siano PiinWih ^x^-»'j2/t> i

dne pnnti dei quali si vuol trovare la distanza 5= P^P^ .

Si conducano per Pj, P, le parallele P^Q, P^Q agli assi .f, y,

rispettivamente, e sia Q il loro punto d'incontro. Avremo:

F\Q=:x^ — x\, QPt = yi'-yi'

Proiettando ortogonalmente la spezzata PiQP, su la retta PiPi,
che indicheremo con r e supporremo orientata al modo detto,

avremo

(5) 5 =: (a?, — a?i) cos xr +- l'y, — y,) cos yr.

Questa formula dà, in valore e seggio, la distanza Pj Pj dei

due j^unti dati.

Ma poiché essa è poco comoda per le applicazioni, ne

dedurremo un'altra più pratica, proiettando anche su gli

assi iP, y la medesima spezzata; avremo così

(^)
\ S cos xrrzzx^ — a?! -h (y, — yj cos xy

( 5 co8^= (a?j— iP,) cos xy-^-y^ — y^.

Moltiplicando i due membri della (5) per d e sostituendo
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i valori dati dalle (6) si trova

g«— (ip, — Xj) 1
a?j — a?! -4- {y, — 2/J cos^ I -h

-^ (y, - 2/i) ! (^* — ^i) COS xy-h-y^ — y.l

o, riducendo,

5*= (^^2 — ;J7,)* -^ iVt — Vi? -+- 2(iJ^' — ^xi(y% ~- Vi) cos'SJy

da cui

(7) S= dz f^(^,
— ^i)* -^ {Vt — 2/i)'

-^- 2(^,— n?i)(2/2 — y,) cos ^.

Nel caso degli assi ortogonali, si ha

cóBxyz=0

e la formula (7) si riduce alla

5= zìi V(^2-^i)*-+-(2/j— ^l)*

la quale è la traduzione analitica del teorema di Pitagora.

95. Il segno da attribuire a S sarà positivo se il senso PiP^

è concorde col verso positivo della retta r orientata al modo
indicato, negativo se discorde.

E per sapere, anche senza aver tracciata la figura, quale

dovrà essere tale segno, basta ricordare che in una retta orien-

tata secondo le nostre ipotesi, il verso positivo è quello se-

condo cui le ordinate vanno crescendo.

Dunque il segmento determinato dai punti F^P^^ avrà verso

eonoorde con quello della retta cui appartiene se la ordinata del

secondo punto è maggiore di quella del primo.

D'onde la regola: Il segno di h=:P^P^ dato dalla for-

mula (1) dovrà esser preso positivo se 2/2 > t/i, negativo se yt<.yx>
Se poi si suppone 2/2=^2/1? si ha semplicemente (anche nel

segno, secondo le nostre convenzioni):

rr: i(?2 — X^,

Se fosse anche x^ = x^ sarebbe 5 ==: ed i due punti PjFjj

sarebbero coincidenti.

In particolare un segmento OP uscente dalla origine è misu-

rato da un numero = OP positivo se la ordinata y di P{x, y) è
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positiva, cioè se P è nel semi piano positivo, negativo se questa

orditmta è negativa.

Se la ordinata y è zero, il segmento OP appartiene al-

l' av-.- ,r ed OP è r ascissa .v del punto P.

s5 IV. Trasformazioni di coordinate.

i06. Traslazione degli assi.

Bato un sistema di assi cartesiani

di coordinate a, &, si riferiscano i

altro sistema con T origine in 0'((/,

parall<4i e concordi con gli assi pr

le eoo rdinate XY di un punto P nel

le coordinate di questo punto nel

sistema primitivo.

Si suol dire che il sistema

primitivo si è trasformato nel nuovo

mediayite la traslazione ia, èi, (o

questo in quello mediante la

traslazione (— «, — b) }; ed il pro-

blema enunciato è quello della

trasformazione delle coordinate per

una traslazione degli assi.

La risposta al quesito pro-

posto si ottiene immediatamente osse

di P nel sistema primitivo sono :

Ojc, Oy e preso un punto 0'

punti del piano ad un
b) e cogli assi O'X, O'Y
imitivi Oxy Oy. Calcolare

nuovo sistema, conoscendo

R A .r

vando che le coordinate

e. n«'I ìiiiovo

Le relazioni

(8)

x—OA, y— AP—OB

\ X=WP^BP-'BB' = x — a

ì T—AJP^IP—AA'z^y—b.

\ X=zx
I Y^y

\ Jo= X -^ a

ì y=Y^b
sono ax)punto le formule richieste, di trasformazione delle coordi-

nate per la traslazione (<(, bì degli assi cartesiani.

97. Rotazione degli assi.

Supposto ancora dato il sistema di assi coordinati 0^, Oy

si vogliano riferire i punti del piano ad un nuovo sistema OX, OT
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che ha col primo in comune la origine, ma nel quale gli assi X, Y
formano angoli dati coi primitivi.

Si dice, in questo caso, che il sistema primitivo si è tra-

sformato nel nuovo per rota-

zione degli assi: cerchiamo le

relative formule di trasforma-

zione delle coordinate.

Faremo prima Posservazione

di ordine generale che, quando

sono date due rette orientate

rj, r,, e si vuol proiettare un

segmento 5 appartenente ad r^

sopra nn asse r^ normale ad r,, occorre considerare l'angolo

volendo calcolare il coseno di questo angolo si ha

cos tV*'i === cos I 2 — »V'j) == s^n r^r.

>
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avremo

y se II yx

75

X seii A'.r -4- Y seu Yx.

Da queste dividendo per seii xy^ che è diverso dallo zero, ab-

biamo le formule di trasformazione

(9)

„ sen Xy ,^ seii r«
iC= A ^=:r H- r :=È.

y= x

sen xy

sen Za;

sen yj'

sen xy

sen Ya;

sen yx

Se si fanno, allo stesso modo, le proiezioni su assi uorijiali ai

nuovi assi Z, Y, si hanno analogamente le formule

X:=zx
senit^

senZT y
sen ìpY

senXr
(10)

sen xX sen yX
Y= a;

——^:==^ -I- 1/ ^—:
-

sen YX sen YX

Le '9), 10 sono appunto le formule richieste di trusUrma-

zione delle coordinate per rotazione degli assi.

98. EoTAZiONi DEGLI ASSI ORTOGONALI. — Le formule tro-

vate si semplificano assai nel caso, che solitamente si presenta,

di assi ortogonali.

In tal caso, difatti, è

quindi

Inoltre ponendo

xy = XY= ~

sen xy = sen XY= 1

seu yx= sen YX=— 1.

xX=oi

e supponendo i due sistemi egual-

Biente orientati, avremo

yY=z'^=y,

xY= xX-^XY= oi-^

Xy =z xy — xX
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{^
oc=:X cos Gc~ Y sen a

\
y=izX seii a -+- r cojs a

\ X z=zx COS a -I- 2/ sen a

( Y= — X sen a -h i/ cos oc

.

Se, invece, si suppongono gli assi primitivi orientati in

senso discorde coi nuovi, si hanno
le formule

I
x =: X cos a -h Y sen a

{
yz=z X sen a — Y cos «

e le altre che esprimono Z ed Y in

funzione di cc^ y:

j
X =z .r; cos oi-\- y sen a

(
Y=zx sen a — 2/ ^^^ ^'

99. Formule generali di trasformazione. — Supposto

che il nuovo sistema di coordinate abbia l'origine in un

punto 0'(a, h) del piano, e che i nuovi assi XY formino angoli

dati eoi primitivi; considereremo un sistema ausiliario O'X'Y'

con l'origine in 0' e gli assi paralleli ai primitivi.

Passeremo dal sistema primitivo all'ausiliario con la tra-

slazione (a, b) e quindi avremo

x= X' -+- a

y^Y' -+- b.

Dall'ausiliario OX', OY' al

nuovo OZ, or, con una rotazione, yj r

ed avremo

X' ^ Z---^ H- Y ^^M
y sen xy

i J'=:X
^^^^
Henyx

sen xy

senrS

sen^
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Infine

senZ^ seuYy
x= X ^ -f- Y ^ -f- a

sen xy sen xy
(^^)

; -^ ^
i „ sen Xx ^^ sen Yx
y = X ^^ -f- Y r:^ -t- b.

sen ^07 sen y.i'

Analogamente

_ , sen i»r . , sen yY
senXY ^ sen zr

^^^^
-

sen xX , sen yX
Y=:{ x— a) z:=^ -\-{y—h) ^

sen rx *" sen YX

Le formule (11), (12) sono appunto le formule generali di

trasformazione di coordinate cartesiane.

È da notare che esse hanno la forma

\ xz=za,,X-^a,^Y-^ì>,
^ '

\ y = a^^X -\- tti^Y -^ b^

(14)
J
Z=:^iia7-f- Jij2/-+- J5i

( Y =z Ai^x + Ai^y -^ B^

sono cioè trasformazioni lineari i cui determinanti

^n **^i2
a,

"Il ««

sono diversi dallo zero (come subito si verifica).

-^11 -^12

100. Infine osserveremo che, se le coordinate x, y di un punto

generico del piano sono legate da mia relazione della forma

f{xy)=:a(^x*' -+- a^x'"-^y -+- ...-f- an-i^y""-^ -+- a^y'' -+- b^x*'-^ -+ ... -4- /t'=zO

cioè da una equazione algebrica del grado n complessivo nelle r, j/,

tale relazioney per una trasformazione d'assi, si muterà in nnf.

equazione algebrica

F{XY)= ^0^" +- ^iX "-ir -f- .... .i„r" -t- B,X^'-' -f- ... 4- A'=

dello stesso grado nelle nuove coordinate XY,
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Ed infatti, una trasformazione della forma (13) eseguita

8nlla f{xy) non può far accrescere il gxado nel polinomio

trasformato, perchè le a? ed 1/ sono funzioni di primo grado

delle XY.
Non può nemmeno diminuirlo, perchè se ciò avvenisse e

fjuindi la F{XY) avesse grado inferiore ad te, la trasformazione

inversa (14), che pure è lineare, eseguita sulla F{XY) dovrebbe

generare un i)olinomio di grado superiore f(xy)^ il che non è

possibile.

§ YL Coordinate polari.

101. Si assumano come elementi di riferimento un punto

fisso del piano, che diremo polo, ed una retta orientata,

cioè una semiretta Ox per O, pure fìssa,

che diremo asse polare; la posizione di

un punto P del piano sarà, allora, deter-

minata, quando si conosca il valore as-

soluto dalla distanza
|
0P| =p del punto P

dal polo, che diremo rag^gio vettore del

punto P, e P angolo 0, che, nel verso po-

sitivo delle rotazioni (sinistrorso), la semiretta OP forma con

Passe polare. Quest'angolo è la anomalìa del semiraggio OP nel

fascio che ha per centro 0, quando si assuma Ox come origine.

Per ogni punto P la anomalia rimane determinata a meno
di un multiplo di 27i ; ma,

quando non si avverta il con-

trario, si conviene di conside-

rare il solo valore di essa

compreso fra e 2n:, cosicché

le congruenze angolari consi-

derate ai n.i 67-59 si potranno

considerare come identità an-
golari per le anomalie.

Tutti i punti che hanno
lo stesso raggio vettore p, cioè

che hanno ugual distanza dal

polo, sono sopra un cerchio

col centro nel polo e raggio eguale a p.

Tutti i punti che hanno la stessa anomalia sono sulla

semiretta uscente da e che forma angolo y colPasse polare.
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Il punto P viene dunque determinato come intersezione

di quel cerchio e di questo semiraggio.

Nel sistema di coordinate polari si immagina il piano

ricoperto da un reticolato formato da cerchi concentrici e da

semiraggi uscenti dal centro comune; ed ogni punto del piano è

figurato come uno dei nodi di questo reticolato, cioè come inter-

sezione di un determinato cerchio e di un semiraggio determinato.

In questa rappresentazione il punto polo, è un punto

singolare, poiché in esso il raggio vettore è nullo, e la ano-

malia può essere assegnata a piacere.

102. Ad ogni punto P del piano corrisponde una coppia p, 6

di coordinate polari, e ad ogni coppia di numeri p, 0, scelti

in modo che p sia positivo (o nullo) e sia compreso fra

e 27r, corrisponde un punto P ed uno solo.

Questa corrispondenza è dunque biunivoca, ed è anclie in

generale continua. Fa eccezione alla

continuità V intiero asse polare.

Infatti: due punti PiV.^, sim-

metrici rispetto a questo asse,

hanno anomalie misurate da espres-

sioni come 9, 27r — 0, le quali dif-

feriscono fra di loro per 2v: — 29,

cioè per un numero tanto piti grande e tanto più prossimo

a 27C quanto piti i punti sono vicini fra loro.

Similmente due ' punti simmetrici rispetto al polo hanno

anomalie differenti di :r, per quanto essi siano vicini Tuno
• air altro.

*^i Per ovviare tale inconveniente si
'''" ^ ^ può lasciare che p e B varino libera-

mente da — oo a -H oc. Ma allora la

corrispondenza non è più biunivoca.

Ad ogui coppia p, corrisponde un punto ed un punto

solo; il quale si determina facendo prima ruotare il raggio

mobile a partire da Ox, nel verso positivo o nel negativo, a

seconda il segno di 0, di un angolo eguale alla anomalia. Il

verso positivo della retta r che cosi si ottiene, viene definito

dal verso positivo dell'asse Ox,

In questa retta, a partire da 0, si porta una lunghezza OP
eguale, in valore e segno, a p; e così rimane determinato il

punto P.
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Ma ad ogni punto P corrispondono infinite coppie di va-

lori p, 0.

E, precisamente; se po> ^o ^ ^^na di queste coppie, se ne

hanno infinite altre espresse dalle formule

oppure
Poi %-^2Jc-

1)71

dove fc è un numero intero qualunque.

Considerato al modo ora accennato, il sistema di coordi-

nate è detto delle coordinate polari generali.

103. Trasformazione delle coordinate cartesiane
nelle polari e di queste in quelle.

Possiamo sempre supporre di aver trasformato un sistema

dato di coordinate cartesiane in un altro

che abbia gii assi ortogonali, la origine

nel polo del sistema polare dato e

Passe X coincidente, nella sua parte po-

sitiva, con Passe polare.

Ciò fatto, dall'esame della figura si

ricava immediatamente

cioè

(15)

(16)

OA — OP cos 6, AP=OP sen

AP
OP= VOA* -4- AP*, = are tg -^

j
X:=p COS ^

\
y=zp sen

(^
//y.*\x

= are tg
y

e sono queste appunto le formule richieste.

§ VII. Rappresentazione analitica di curve piane (Grafiche),

104. Fissato un sistema di coordinate cartesiane nel piano

(che per maggior semplicità supporremo ortogonali), ed indicate

con a?, y le coordinate di un punto P{xy) del piano medesimo,



PUNTI E RETTE NEL PIANO 81

supponiamo data una relazione analitica fra x ed y^ espressa

da un'equazione come

f(xy)=zO

dove / è simbolo di funzione continua dello due variabili oo^ y.

Il luogo dei punti del piano, le cui coordinate soddisfano

ad una tale equazione, è, in generale, una curva (grafica della

equazione f{xy) = 0).

L'equazione stessa può servire a tracciare tale curva per

punti, poiché ad ogni valore scelto per x, entro certi limiti,

essa fa corrispondere uno o più valori di i/, clie, accoppiati

col dato valore di x, determinano uno o piti punti della curva

da tracciare.

Vedremo che, dallo studio delle proprietà analitiche della

funzione f{xy) si possono dedurre le proprietà geometriche della

curva che essa rappresenta, e sarà questo appunto lo scopo prin-

cipale del nostro corso.

Ed in questo studio, procederemo per gradi, incominciando

da funzioni f{xy) razionali intere, del 1* e del 2° grado.

Il problema inverso: trovare la equazione fi^xy) , che rappre-

senta una curva determinata da assegnate proprietà geometriche

meccaniche, è per sua natura piiì. complesso e non comporta

soluzioni di carattere generale; ma va particolarmente studiato,

nei vari rami delle discipline matematiche dove esso necessa-

riamente si presenta.

Qui converrà solo dare i fondamenti ed il metodo.

Prima di incominciare la trattazione sistematica di questi

argomenti, faremo alcune considerazioni di ordine generale e

daremo alcuni esempi.

Ciò unicamente allo scopo di dar materia agli studiosi di

facili esercitazioni, atte ad abituarli alla interpretazione geo-

metrica di proprietà analitiche ed alP esame sistematico delle

figure.

Le cosft qui fuggevolmente accennate saranno a luogo op-

portuno debitamente svolte e dimostrate; e questo paragrafo

(qui introdotto per convenienze didattiche) potrà anche essere

tralasciato senza che ne soffra il nesso logico della teoria.

105. Considerazioni intuitive sul tracciamento delle

grafiche.
I. - La proporzionalità diretta della ordinata alla ascissa,

Bortolotti 6
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cioè una equazione come
y= mx

rappresenta una retta per la origine,

E difatti, trovata una coppia di valori x^y^^ tali che

e congiunto il punto F^ix^y^) con

la origine, per ogni punto P{xy)

di questa congiungente si ha

E=m cioè y=y-^^m
OQ OQo ^ ^0

da cui appunto

y rr: mx.

y
Eeciprocamente se yzzzmx si ha - == m ed il punto P{xy)

X
è sulla retta OPq,

IL - Tutti i punti P{xy) di una retta parallela all'asse

della y hanno la stessa ascissa OA= a,

E tutti i punti la cui ascissa è a sono su questa retta;

'A

PM

X

J
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rappresenta la retta parallela alV asse delle x per un punto B di

ordinata y= b,

III. - Campi di esistenza. .—- ]^on esistono punti della

xiurva f{xy):=zO situati nella striscia determinata dalle rette x ^^ a^

x= ì), parallele all'asse y, se a valori di x compresi fra a eh
<;orrispondono, nella f{xy) = 0, valori immaginari della y,

E parimenti, non esistono punti della curva f{xy) z=z situati

nella striscia determinata dalle rette y= c, yz=d, se ai valori
di y compresi fra e e d corrispondono valori immaginari di x,

jEs. 1.° Kon esistono punti della curva

6'

fuori del rettangolo determinato dalle rette

X=zzt: a

y = dizb.

.x=i-a

y=-h

y^b

x=a
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lY. - Intersezioni con gli assi coordinati, — Se la equa-

zione f(xy) = è soddisfatta j^er x:=:0, 2/= 0, la curva passa per

la origine.

In particolare ciò avviene se f{ccy) è un polinomio man-
cante del termine noto.

Se nella funzione f(xy) si fa 2/ = 0^ la equazione in x risul-

tante, f{x^ 0)=:0, ha per radici le

ascisse dei punti nei quali la

enerva taglia V asse delle x.

In particolare se l'equa-

zione della curva ha la forma
esplicita y=:f{x) i punti in cui

essa taglia l'asse delle x lianno

per ascisse le radici della

equazione f{x) = 0.

Parimenti le radici della

equazione /(0, 2/)= che si ottiene

facendo ;»= nella equazione

della curva, sono le coordinate dei punti dove essa curva taglia

V asse delle y,

Us. La curva

y=:{x — a){x ~ b)= x^ — {a •+- b)x -i- ab

taglia Passe delle x nei punti A, B di ascissa a?= «, x=:b e

l'asse delle y nel punto 0, di ordinata ab.

Y. - Assi di simmetria. — Se

la funzione f{xy) rimane inalterata

col cambiare x in — x (in particolare

se / è un polinomio che contiene

solo potenze pari della x) la curva

f(xy) ^=z{) è simmetrica rispetto alV asse

delle y.

Cioè qualunque retta perpen-
dicolare all'asse delle y, che in-

contri la curva, determina su questa

punti egualmente distanti dalPasse.

^s. La curva y — ax^^O, è simmetrica rispetto all'asse^

della y.

Parimenti, se la funzione f(xy) rimane invariata col cam-
biare y in —y, la curva f{xy)=:zO è simmetrica rispetto all'asse

delle X.
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Es. La curva {x — a)* — y* = l è simmetrica rispetto al-

l' asse delle X, Essa taglia quest'asse nei punti A, B di

ascissa x= adt l e taglia Passe y nei punti 0, D, di ordi-

nata =t Va* — 1.

VI. - Centri di simmetria. — Se la funzione f(xy) rimane

invariata quando si cambia contemporaìieamente x in — x, ed

y in — y, la curva f(xy)= è simmetrica rispetto alla origine;

<5Ìoè qualunque retta passante per la origine clie incontri la

curva, determina su questa due punti P^, P/ equidistanti

dalla origine.

Us. La curva a?* — 2/*= 1.

VIL - Asintoti paralleli agli assi coordinatL — Se, al

tendere di x ad un valore dato a, il valore corrispondente

di y tende all'infinito, la curva tende ad accostarsi alla retta

^= a ed è tangente a questa retta nel suo punto improprio.

La retta a?= a si dice asintoto della curva*
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Similmente, se per y tendente ad un dato valore &, il

valore corrispondente di tende alP infinito, la curva ha
per asintoto la retta y=^ì>

(parallela all'asse x^ per \\n

punto di ordinata h),

Es. 1°. La equazione

1

Questa

Es. 2.°

(che ì'appresenta la propor-

zionalità inversa fra fascissa

e V ordinata) rappresenta una
curva che ha per asintoti gli

assi coordinati, cioè le rette

2/= 0, x= 0.

curva è, inoltre, simmetrica rispetto air origine.

La curva

la

ha due asintoti paralleli all'asse delle y uscenti da punti

Pi, P2 di ascisse a?= ±2, ha un asintoto parallelo all'asse

delle X uscente da un punto Pj di ordinata y=^l. Questa

curva è simmetrica rispetto all' asse y^ taglia quest' asse

nel punto PJO, tJ e tagl

Passe delle x nei punti

P,(-l, 0), Pe(l, 0).

Nella striscia compresa

fra le parallele all' asse a?,

2/==:j, t/=:l, non esistono

punti della curva, perchè

ai valori di y compresi

fra 7 ed 1 corrispondono

valori negativi di ic*, cioè valori immaginari per x,

YIIL - Curve che degenerano in un sistema di rett« per
la origine. — Abbiamo visto che la equazione y =^ ììi.c rap-
presenta una retta passante per la origine. Se due punti P[xy\

A(^i2/i) sono allineati con la origine, vi sarà dunque un valore
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di m pel quale
y= ma?, y^ = mx^

e quindi

od, indicando con t il valor comune di questi rapporti

Se scriviamo la equazione della retta per la origine sotto

la forma
y — mx=

vediamo che essa è lineare ed omogenea nelle due variabili a?, y.

Si ha una proposizione general© la quale afferma che : la curva

raj^jpresentata da una equazione algebrica f(xy)= omogenea nelle

due variabili x^ y, si spezza in un sistema di rette (una o più)

passanti per V origine»

Per verificare questa proposizione ricorderemo che una
funzione f{xy) si dice omogenea (col grado m di omogeneità),

nelle due variabili x, y, quando, per qualsiasi valore della

variabile <, è soddisfatta identicamente la relazione

f{tx, ty) = t^^fixy).

Da questa definizione risulta anzitutto che se la f(xy) è

omogenea, la curva f{xy)=zO passa per V origine; ed infatti,

per *= 0, si ha
/(O, 0)=:0.

Supposto poi che un punto P^ix-^y^) appartenga a questa

curva, si vede che tutti i punti P(xy\ appartenenti alla retta

per l'origine e per Pj, sono sulla curva.

Infatti pei punti di tale retta si ha

2/= %n oc= tx^

e per la condizione di omogeneità

f(xy) =f(tx, , ty,)= t^f{x,y,)= 0.

iSe la curva /(d72/)= contiene anche un altro punto P^ix^y^)

non appartenente a questa retta, dimostreremo analogamente

che la curva contiene tutta la retta per P origine e per Pj.
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Così continuando troveremo infine che la curva è spezzata in

un certo numero di rette, tutte uscenti dalla origine.

In particolare si noti che, se la f(xy) si scompone in im
prodotto di fattori di primo grado, come

f(xy)= (a^x -h h.yta^x -+- h^y) .... (a^ -+- Ky)

la curva f{xy)= «i spezza nelle r rette uscenti dalla origine,

che hanno per equazione, rispettivamente :

a^x -+- b^y= 0, a^x ~\- b^y= 0, .... , a^x -+- b^y= .

Esempio, La curva x^ — éi/* =:: si spezza nelle due rette

d? — 2i/= 0, X -\-2yz=z0.

La curva x^-\-2x^y — xy^ — 2t/^=:0 cioè {x^— y*)(x-h2y)=:0

si spezza nelle tre rette x — y=zO, x-hy= 0, x -\-2yT=0,

Ed, in generale, se il primo membro f(xy) della equazione

di una curva f{xy)= si scinde nel prodotto di piU fattori ;

f{xy) z=z ^^(xy) . ^^(xy) .... ^,(xy)
;

la curva si spezza nelle curve singolarmente rappresentate dalle

equazioni

9ii^y)— 0, 92(^2/)— 0, .... cp..(.T2/) = 0.

106. Esempi di luoghi geometrici.
L - Equazione del cerchio, luogo dei punti del piano che

da un punto C(a, p) hanno distanza data r.

Indicando con P(xy) un punto del luogo e ricordando la

formula che dà la distanza di due punti, avremo, in coordinate

ortogonali (n.^ 94)

?•« z=z{x — a)* H- (2/
— p)^

Questa appunto è la equazione del cerchio di raggio r, con

centro in 0(a, P),

Se il centro è nella origine, cioè se a = 8 1= 0, si ha più

semplicemente

r* z=x* -h- y^,

IL - Luogo dei punti egualmente distanti da un punto dato

e da una retta data.
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• Assumiamo la retta data come asse delle y, facciamo
passare Passe delle x pel punto dato F^ ed indichiamo con 2j>

l'ascissa di questo punto.

La distanza QP di un punto P(xy) dalla retta data, sarà
data dalla ascissa x di un tale

punto, e, per le condizioni del

luogo, si dovrà avere:

QP=FF
cioè

X= V(^ — 2i?)* -f- 2/*

;v*= a?* —• 4:px -h 4^* -h y^

e infine

Questa è la equazione del luogo.

La curva è detta parabola; la

retta data direttrice, ed il punto dato fuoco,

IIL - Luogo dei punti che da una retta data hanno distanza

doppia di quella che hanno da un punto dato F(2p, 0).

>
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IV. - Un segmento AB, di lunghezza AB=:a-i-b, sì muove

in modo ehe i suoi estremi rimangano sempre su gli assi coordi-

nati: trovare il luogo di un punto C di esso segmento le cui di--

stanze dagli estremi sono

AC= a, CB^l.

N
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PAO, che servono alla determinazione delle coordinate dei

punti Pi, Pj, P. Poi si conduca per P^ la parallela F^BR^^

iilFasse x.

Dall' esame dei trian-

goli simili Pi^Pj, PiRiP si

ricava

(17) E,P:SPi = P,B,:PiS

cioè

(18)
y

che scriveremo

(18') y -

2/1
= ^(^-^i).

Questa è una equazione di primo grado in x^ y la quale è

soddisfatta dalle coordinate di qualunque punto P{xy) allineata

con P^P^.

Reciprocamente : se le coordinate di un punto P{xy) soddi-

sfano alla (18), il punto P soddisfa alla relazione (17) e, pel

teorema di Talete, è allineato coi punti PiP^:

Dunque la equazione (18) è soddisfatta dalle coordinate di

tutti i punti della retta PiPt e da questi soli, essa viene perciò

detta equazione della retta PiP,.

108. Alla equazione (18) conduce anche la risoluzione del

problema: Determinare sulla retta P^P^ un punto P(xy) che divida

il segmento PiPt nel rapporto dato r= —.

Ed infatti, sempre come applicazione del teorema di Talete,.

si vede che, per un tale punto si deve avere la relazione:

(19)

Da cui

r =
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Dalla (19) si ricava

(20)
rx.

CO=z
1 -+- r l-+-r

o, sotto forma omogenea, per r= —

,

<21)
mx. nx.

m y
my, ^^2/2

m

€ si ba così l'espressione delle coordinate del punto che divide

il segmento P^P^ nel rapporto

Reciprocamente, ad ogni punto P{xy) della retta P^P^

corrisponde un valore di r, dato dalle formule (19). Dunque
le formule (20) stabiliscono una corrispondenza biunivoca fra

i punti P(xy) della retta PiP^^ ed il parametro r.

Si dice perciò che le formule (20) ci danno le equazioni

parametrìche della retta PiP».

In queste formule il parametro r èia coordinata baricentrica

delV elemento variabile sulla punteggiata PiP^, rispetto ai punti

base P^, P^,

109. Coefficiente angolare.
Nella equazione della retta per due punti,

(18') y-2/i-
Vi Vi

{x ~ x^)

ha speciale importanza il coef-

ficiente al secondo membro

(21)
2/i

iC,

y^ Jo Supponiamo che i punti

Pj, Pg si seguano nel verso

positivo (n.*' 91) della retta PiPi, che indicheremo con r,

Pesame diretto della figura ci mostra che

m= y. ~ 2/1 SP,

x^ — Xi P^S

sen 8P,P^

sen PiPg/S'

ove il segno superiore vale pel caso (rappresentato nella figura)

che sia xr<cxy, l'inferiore pel caso xr>'Sy,
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Ora si lia:

SP^P, = xr, P^P^S —'ry
oppure

SP,Pi=.x?-v:, P^P^8— ry,

secondo che xr è minore o maggiore di xy, dunque, in ogni caso

Vi— Vi sen'Sr
(22) m= ——-=—z^ .

^ì— ^1 sen ry

Si noti che cambiando il verso secondo cui i punti P^P^

si seguono su la retta orientata r, o cambiando P orientamento

della r, cambiano segno entrambi i termini del secondo membro;
questo quindi non rimane per nulla alterato.

Il nostro ragionamento cade in difetto per xrz=xy, cioè

per rette parallele alPasse y, per le quali e m = co.

Indicando con oc l'angolo xr, con wP angolo degli assi xy^

dalla

xy= xr -+- ry

si ricava

ry =: xy — xr =z (0— a

e la (22) si muta nella
sen a

m
sen (co — a)

*

Questa formula può anche scriversi

sen oc tg a
in= == 1

sen 0) cos oc — sen oc cos (o sen w— tg a cos o)

da cui
m sen to

o, rimettendo xy al posto di w, xr al posto di a

m sen xy
(24') tg xr

m cos xy

Kel caso delle coordinate ortogonali, che è quello che d' or-

dinario si considera, si ha

(iì
— xy—^

dunque
(24:") m= tgojr.
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Il numero m nella equazione della retta caratterizza la

direzione, cioè determina il punto improprio, ed è detto coef-

ficiente angolare.

II coefficiente angolare m di una data retta r è dunque

eguale al quoziente dei seni degli angoli xr^ ry formati dalla

retta r coi due assi coordinati. Nel caso delle coordinate ortogo-

nali, il coefficiente angolare della retta r è eguale alla tangente

trigonometrica delV angolo xr che essa forma con V asse delle x.

Se sono noti due punti Pj(ìPj2/i), P^(x^yi) della retta, il

aoefficiente angolare è espresso dal rapporto della differenza delle

ordinate alla differenza delle corrispondenti ascisse

Xa Xì

Da quanto abbiamo detto segue che: Tutte le rette paral-

lele fra loro hanno lo stesso coefficiente angolare, e, tutte le rette

di egual coefficiente angolare sono parallele.

110. Retta per un punto, con dato coefficiente an-
OOLARB.

Dato il coefficiente angolare m di una retta, e date le

coordinate x^y^^ di un punto Piix^y^) ad essa appartenente,

mettendo nella (18') m al posto di — si ha l'equazione
Xa X^

della retta proposta sotto la forma

(18") y ~y^z= m(x — X^).

Ancbe in questo caso possiamo dire che la retta è determinata

da due dei suoi punti, e cioè dal punto Piix^y^) e dal punto
improprio, corrispondente alla direzione caratterizzata da

sen oi

sen(a) — oc)

111. Equazione del fascio di rette con centro nel
punto proprio Pi(^i2/i).

L'equazione

y — Vi — ^w(a? — X,)

per ogni valore di m rappresenta una retta del fascio di

«entro Pxix^y^, e reciprocamente ad ogni retta di questo fascio
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corrisponde uu valore di m pel quale la retta è rappresentata

dalla equazione scritta.

Se consideriamo m come parametro variabile, la equazione

(18") y — y^ = m{x — x,)

è dunque la equazione del fascio di rette con centro nel punto

proprio Pi(Xiyi); o, se così vogliamo, è la equazione di una
retta generica passante per il punto Pi(x^y^),

112. Retta per l'origine. — 8e il punto Piix^y^) è nella

orìgine delle coordinate^ cioè se

^i= 2/i=
l'equazione trovata assume la forma semplice

(18'") y= mx.

Da questa si ricava

y
X

cioè, jper Zd rette passanti per l'origine il coefficiente angolare è

eguale al rapporto costante dell'ordinata alla ascissa di tino

qualunque dei suoi punti.

Osservazione. — In un sistema di coordinate i punti

improprii del piano non possono essere rappresentati da coppie

di valori {x, y), le quali per qualsiasi punto improprio, che non

sia appartenente agli assi coordinati, sarebbero sempre («>, «»);

ma sono rappresentati dal coefficiente angolare m corrispondente

alla direzione individuata dal dato punto improprio. Per ogni va-

lore di m si ha una determinata direzione, cioè un punto impro-

prio, e per ogni punto improprio si ha un valore di m ed uno solo.

113. Eette parallele agli assi coordinati.

Se la retta proposta è parallela all'asse a?, è sena?r= 0,

dunque m= 0, e l'equazione della retta ha la forma

cioè V ordinata dei punti di una retta parallela all'asse x ha

valore costante.

Se è parallela all'asse delle y è

ry=:0
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=
dunque (form, 22)

1 sen ry

'^^ sen xr

scrivendo la (18') sotto la forma

a? - ^' = - (1/ — 2/i)

ne ricaviamo in questo caso l'equazione

Per punti di una retta parallela alVasse delle y l^ ascissa x è

costante,

Grlì assi coordinati hanno per equazione rispettivamente

per Passe delle x, ed

per Passe delle y.

2/=zO

x=

114. Ordinata alla origine.

L' equazione
y — y^z=:zm{x — X^)

si può scrivere •

jy =: mx -+-
2/i
~ ''^^^1 •

Per ^= 0, il valore corrispondente della 2/ ^ la misura del

segmento 0^ che la retta stacca sulPasse delle y.

Questo numero si chiama ordinata alla origine, noi lo

indicheremo con la lettera q

cioè porremo

(25) q= y,-mxi.

Sostituendo questo valore

nella equazione della retta,

questa assume la forma detta

forma ridotta

(IS'v) y=:mx-+- q.

Analogamente si definisce la ascissa alla origine

p=OA,
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e si trova, facendo y— nella equazione della retta,

115. Fascio di eette parallele.
L'equazione ridotta

y^ mx -\-
g,

se in essa si considera m fisso e q variabile, per ogni valore
di q rappresenta una retta parallela alla y=zmx, cioè una
retta del fascio avente per centro il punto improprio m: ad
ogni retta di questo fascio corrisponde, reciprocamente, uno
speciale valore di q (ordinata alla origine di tale retta) dunque,
quando si consideri q come parametro variabile, la equazione
scritta rappresenta il fascio di rette parallele avente il centro

nel punto improprio m,

116. Forma segmentaeia della equazione della retta.

L'equazione di una retta non passante per l'origine as-

sume una forma, clie in molti casi è assai comoda, quando la

si consideri come determinata dai punti A, B dove essa sega

gli assi coordinati.

Le coordinate di tali punti sono:

per il punto Pi = ^, x^^^p^ ^1= 0?

» » » Pi= B, x^= 0, y^— q-,

ponendo questi valori nella equazione (18') della retta per due
punti P1P2, avremo

2/= ZT^ (^ -JP)= - 1^ + 2

clie potremo scrivere (dividendo per q)

ed è questa la forma segmentarla della equazione della retta

che stacca sugli assi coordinati, a partire dalla origine^ segmenti

di lunghezza jp, q,

Bortolotti 7
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§ Vili. Forma generale della equazione della retta.

117. Esaminando le varie forme
i
(18') .... (18^) | date al §

precedente per la equazione della retta, vediamo che tutte

possono rappresentarsi con la equazione

(27) ax -^ by -\- e z=z

dove a, h, e sono numeri determinati. Vedremo ora che:

Reciprocamente ogni equazione della forma

ax-hby-{-c=

rappresenta ima linea retta.

Si osservi anzitutto che non si può supporre ad un tempo
a= 0, 5= senza che sia anche e == e che la (27) perda ogni

significato. Ciò posto: se h è diverso dallo zero, dividendo per b

scriveremo

2/=-Ta?
b'^ b

e dal confronto con la forma ridotta (18'^) concluderemo : V equa-

zione generale

ax -h- by -h e =:

a
rappresenta una retta con coefficiente angolare w= — t , ed ordi-

e
nata alla origine q=z—T,

Se 6=:0, non potendo essere contemporaneamente anche

a=:0, rimarrà

ao? -*- e=
cioè

_ ^

equazione di una retta parallela all'asse delle y, con ascissa alla

. . e
origine pc= ,

La nostra proposizione è dunque verificata in ogni caso.
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US. Condizione perchè tre punti sibno allineati.

Se esista una retta

«a? +- Z>2/ -f- =

«u cui giacciano tre dati punti Piix^yi), Pjfel/s)» PzÌ^zPA ^^

<ìOordinate di questi punti dovranno soddisfare la equazione

della retta, cioè si dovrà avere

acc.

axo

6z/i 4- e=

Si osservi che qui le coordinate x^y^ , x^yz ? ^sV^ sono nume^y.

dati, e sono da considerare come incogniti i coefficienti «, &, e,

della retta che dovrebbe appartenere a quei tre punti.

Le equazioni scritte formano dunque un sistema di tre

equazioni lineari ed omogenee nelle tre incognite a, 6, e.

La condizione di possibilità è espressa dalP annullarsi del

determinante dei coefficienti, cioè dalla relazione

{28)

Xi X-ì

Vt 1

2/3 VZ

= 0.

Questa è dunque la condizione richiesta di allineamento

dei tre punti dati.

La (28) esprime, in sostanza, la condizione perchè un
punto Pg sia allineato con due punti dati PiPg

.

Se consideriamo Pj, Pj come punti fissi e Pg come varia-

bile nel piano, la (28) esprimerà la condizione cui deve soddi-

sfare P3 perchè esso sia sulla retta degli altri due. Rappre-
sentando, al solito modo, un punto generico del piano con F[xy)^

(anziché con Pi{x^y^\ avremo dunque la equitazione della retta

^er i due punti P1P2, espressa dalla equazione

Vi 1

t y% 1

X y 1

X

X. =
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o dall'altra equivalente

(29)

X
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120. Concludiamo che la condizione di parallelismo fra
due rette date mediante le loro equazioni

ax -^ by -h e =:

a^x 4- 0,2/ -+- Cj =

d V annullarsi del determinante dei coefficienti delle variabili

<31)
a b

«1 ^
= 0.

Se, oltre al determinante a denominatore si annullassero

anche i determinanti al numeratore nelle formule (30), cioè se

fosse

a b

tti b.

e a

e, a.

la matrice dei coefficienti avrebbe caratteristica 1, le due
equazioni non sarebbero distinte e le rette che esse rappre-
sentano sarebbero sovrapposte. Ciò spiega la forma indeter-

minata che, in questa ipotesi, assumono le formule (30).

121. Condizione perchè tre rette passino per un
PUNTO.

Affinchè esista un punto P{xy) appartenente alle tre rette

**ij ^\f **3? <l^te mediante le loro equazioni

&i2/ -f- e, =

a^x -+- b^y H- Cg = 0,

a^x

a.x

è necessario che queste equazioni sieno ad un tempo soddi-

sfatte da una stessa coppia di valori x, y,

Ma il sistema dato è possibile solo se si annulla il deter-

minante dei coefficienti e dei termini noti.

La condizione richiesta è dunque espressa dalla formula

(32J

a.
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Questa condizioue è soddisfatta anche se le rette sono

parallele (cioè se lianno lo stesso punto improprio); i^oicliè ìée

tal caso sono nulli tutti i determinanti della matrice

«1
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rette date Aj^ = 0. -Aj = 0. La fatta dimostrazione ci afferma
che, reciprocamente, ad ogni retta del fascio corrisponde una
determinazione di X e pi.

Scrivendo

(35) X^i -\-[iA^ =
od anche

(36), A,-^^A,=

abbiamo dunque l'equazione del fascio espressa in funzione

del parametro m= v.

Per [x= si ha la retta A^r^O
» X= » » » » j4.j ==:

e queste rette si dicono rette fondamentali del fascio.

Prendendo come rette fondamentali due parallele agli

assi : Ai=zy — 2/^ = 0, J.2 == a; — ^i = si ha l' equazione del

fascio sotto la forma nota (n.'' Ili):

y — Vi — wK^ — a?])-

123. Se le rette fondamentali sono parallele, ogni altra

retta del fascio deve risultare parallela ad esse; ed infatti

subito si verifica ehe, se

si ha anche

cioè la retta \A^ -f- \i.A^= risulta, per ogni coppia X, fi, pa-

rallela alla retta ^2= ^'

§ IX. Angolo dì due rette.

124. Per angolo r^\ di due rette r^, r^ comunque date nel

piano, 8i intende V angolo minore di tt formato dalle loro parallele

uscenti dalla origine 0, il quale è da considerarsi come positivo
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se il verso ì\ r^ è concorde con quello delle rotazioni positive,

negativo se discorde (cfr. n.° 92).

Dalla identità angolare

si ricava

tg Xì\ ~ tg XVi
tg r^r^ =

1 -+- tg xr^ • tg xì\

Ma, come è noto dalla formula (24')

.—

-

w, sen xy --^ m, sen xy
tgxr, = - z^, tgxr^=z ? 1^

1 -t- Wj cos xy 1 -h mg cos xy

^ -— , ^— (ììh — mi) sen xy

tg Xì\ tg i^rj =:

(1 -f- m^ cos xy){l -4- m^ cos cct/ì

' m^m^ sen* a?^

(1 -H Wi cos ^2/)(l -t- Wlg cos iP2/)

Sostituendo e riducendo si ha

(m^ — m^) sen xy
(37) tg r,r.

1 -H (?W2 -+- mj cos S^-H mgTWi'

la quale formula ci dà la tangente trigonometrica delV angolo r^r^

di due rette r^r^ delle quali si conoscono i coefficienti angolari m^m^ .

Se le equazioni delle rette r^r^ sono date sotto la forma

generale

a^x -+- h^y -f- Ci =
a^x -h b^y -1- C.2 =

si ha

«1 a,

onde sostituendo

{aj)^ — a^^i) sen xy
(37') tgr,r2=r

a^a^ -t- òj&j — (rtiò^ -f- «2^1) cos ^2/

125. Le formule trovate si semplificano assai nel^caso

delle coordinate ortogonali^ poiché in tal caso è sen^i/= l,
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€03^7/= 0, epperò

(37-) tg.^,=:^i^^^^.

126. Condizioni di parallelismo e di oetogonalità.
La condizione di parallelismo delle rette r^r^^ è espressa

dall' annullarsi della tangente del loro angolo, cioè dalla con-
dizione ben nota

Wg — Wj =: 0,

oppure

«2^1 «1^2
«2 &2

«1 h
= 0.

La condizione di perpendicolarità delle rette i\r^ si ha
scrivendo che è nullo il denominatore della frazione che
esprime la tangente dell'angolo f\r^ da esse formato, cioè

è espressa dalla relazione

(38) 1 H- (w?2 -t- irli) cos o:y -f- m^m^ =
oppure

(38) rtjdj •+- bj)^ — {a^bi -\- a^bj) cos xy = 0.

Queste formule, nel caso delle coordinate ortogonali, diventano:

(38") l-i-mymi=
(38"') a^a^ -^ bfi^ =

La prima di queste, di uso frequentissimo, può enunciarsi

dicendo: Se gli assi coordinati sono ortogonali^ la condizione ne-

cessaria e sufficiente perchè due rette r^ , r^ siano perpendicolari è

che il prodotto m^ìn^ dei loro coefficienti angolari sia eguale al-

l^ unità negativa : rn^rn^ = — 1.

Ciò, del resto, segue anche da ciò che si è visto al n.* 61,

perchè il coefficiente angolare, in coordinate ortogonali, Iia lo

stesso valore della coordinata tangente,

127. Coseni direttori. — Spesso è utile determinare la

direzione di una retta mediante i coseni degli angoli che essa

forma con gli assi. Questi coseni si dicono coseni direttori della

data retta.
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Indicando con a, p gli angoli ccr, ry che la retta r forma

con gli assi coordinati, i coseni direttori di r, saranno dunque:

cos a = cos xr^ cos cos ry.

Particolarmente interessante è il caso delle coordinate or-

togonali; poiché in tal caso

xr -{- ry :=! xy :=z-^-

epperò

cos ry= sen xr
da cui

cos* a -f- cos* p= 1.

In coordinate ortogonali la somma dei quadrati dei coseni di-

rettori di una data retta è uguale ad 1.

L'angolo di due rette, delle quali si conoscono i coseni

direttori, si esprime, in coordinate ortogonali^ mediante una for-

mula semplicissima che spesso viene adoperata.

Per trovare questa formula osserveremo che, date due

direzioni rj, r^ (che supporremo uscenti dalla origine) me-
diante i loro coseni, ri(cosai, cos^J, rgCcosa^, cos 82), e preso

un punto Pi qualunque sopra rj, posto OP^^^d ed abbassata

la perpendicolare PiA^ si ha:

OA 1 = d cos a, AjPj = d cos pj

.

Proiettando la spezzata OA^P^ su r^ e scrivendo che la

proiezione della risultante è eguale alla somma delle proie-

zioni delle componenti si ha

d cos r^2= ^^1 cos a2 -+- ^iPi cos pj ?
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e mettendo per O^i, -^.^Pj i valori trovati

d eos r^rj = d cos «i cos x^~^ d cos ^^ cos pj
inlìne

(39) cos ?v*2= cos «1 cos «2 -f- cos
.3i cos ^^ .

Questa appunto è la formula cercata.

107

§ X. Area di un poligouo piano

in funzione delle coordinate dei vertici.

128. Segno di un'area piana. — Il contorno di un'area

limitata da una linea chiusa convessa, sopra un piano orien-

tato, può essere percorso da un punto in due versi opposti,

dei quali si dice positivo quello che coincide col verso post-

tivo delle rotazioni del piano.

Si conviene di assumere tanto V area quanto il numero che la

misura come imsitivi o negativi, secondo che il contorno si imma-

gina 'percorso da un punto nel verso positivo o nel verso negativo.

129. Converremo di rappresentare con ABG il numero che

misura l' area del triangolo ABG^ presa col segno -\- o col segno—
secondo che il verso ABC del perimetro è positivo o negativo.

Da ciò, in particolare, si deduce:

ABC— BCA=CAB AGB z=z — GBA = — BAG.

130. Dalle convenzioni ora fatte e da quelle che circa

l'orientamento delle rette del piano rispetto ad un dato sistema

B H

\
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di assi cartesiani, si fecero al n.** 91 risulta che, indicando

<ìon (i, e, le rette orientate cui appartengono i segmenti BCj BA,
l'angolo GBA risulta eguale alP angolo aa, se BG e BA sono

entrambi concordi od entrambi discordi con P orientamento

delle rette cui appartengono, risulta invece eguale ad ac^— tt,

uno di essi è concorde, P altro discorde.

Da ciò risulta cbe il prodotto BG BA sen ae ha sempre il

Mgno di sen GBA,

131. Se ora si considera che il senso in cui si percorre il

<;ontorno ÀBG coincide col verso delP angolo G^A e perciò

anche il segno delParea ABG eoi segno del seno GBA; dalla

nota formula.

{40) ABG ^BG'BAsenac.

in ogni caso si ricava:

ABG = 2 BG*BA sen ac.

132. Proponiamoci ora di calcolare Inarca P^P^P^ di un

triangolo date le coordinate dei suoi tre vertici Pi(^i2/i), P^fit^^yj),

Supponiamo eseguita una traslazione di assi che trasporti

l'origine in uno dei vertici, per es. P3, del dato triangolo.

Indicando con X, T le coordinate nel nuovo sistema; pel

punto P3 avremo le coordinate

PaCXs, Y,\ X, = 0, Y,=zO,
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e per gli altri vertici,

(41)

Tirata la DP^y parallela al lato P3P1, avremo

DP3P,=P,?,P3.

Tirata la P^E parallela alla base DP3, avremo

DP,E= DP,P,

Avremo infine, per la formula (40')

(42) PiP^Pa — JDP^E= 2 P^E'P.D sen Xr= ^ ^'^' ^^ ^en xy.

Ora si vede, dalla costruzione fatta, cbe

aE=X^:

per calcolare O'D si consideri questa come ordinata alla ori-

gine della retta DP^ nel sistema di assi O'XY; e per "scri-

vere r equazione di questa retta, si osservi che essa passa

per P^iX^Y^) e che, per essere parallela a P3P1, ha per coef-

ficiente angolare

La equazione della retta DP^ è dunque

r-r.= J(x-x,),
ossia

La sua ordinata all'origine risulta perciò data da

0'D=Y, — ^X^.Zi
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Mettendo i valori trovati per O'JEJ, O'D nella espressione del-

l'area data dalla formula (42), avremo

==2(^ii'2--^2^i)sen^

X, Y,
sen xy

e mettendo per X^Y^^ X^Y^ i valori dati dalle formule (8) di

trasformazione degli assi, avremo infine:

P.P.P.
00,
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poligono, la somma delle aree triangolari

111

8=MP,P,-i-MP,P, MP^^.P^-^ MP^P,

è costante in valore e segno, È indipendente cioè dalle coordinate

del punto ìli.

Ed infatti sviluppando i determinanti nella formula

8=
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§ XI. Forma normale della equazione della retta.

136. Se dalla origine abbassiamo la perpendicolare OD
sopra una retta data r, e per un punto P qualsiasi della retta

si costruisce la solita spezzata OAP, indicando con n la nor-

male OD e proiettando su questa la spezzata GAP si ba la

relazione __
OA cos xn-\- AP cosny= OD,

Indicando con 5 la distanza OD della origine dalla retta

data r si ba dunque

(45j 00 cos xn-^ y cos ìiy = 5..

Questa relazione cbe

vale per tutti i punti P{xy)

della retta r e per questi

soli è la equazione della

retta r nella forma normale*
Il segno della distanza

ODz=h risulta determinata

dalla posizione del punto D
rispetto agli assi, secondo

quanto si è visto al n.° 95 e cioè OD= h è positivo o negativo

secondo che la ordinata y del punto D è positiva o negativa, e,

quando la ordinata di D è zero, secondo che è positiva o negativa

la ascissa.

137. La forma normale della equazione della retta è par-

ticolarmente vantaggiosa nel caso delle coordinate ortogonali,

caso che noi d' ora innanzi vogliamo esclusivamente considerare.

E di fatti, se

xy =:z x7i -\- ny= ^
ponendo

xn= (x,

ne viene

cos ny =: sen oc

e V equazione normale della retta assume la forma

(45') X cos oc-\- y sen a ==: 6,
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nella quale a è V angolo xn che Vasse x forma con la normale n
alla retta r e h è, in valore e segno, la distanza OD della origine

dalla retta r.

138. Riduzione a forma normale della equazione
GENERALE
(27) «a; -h 6?/ -+- e= 0.

Scriveremo invece della (27) la equazione equivalente

Tcax +- Jchy = — Ice

e ci proporremo di determinare h ed un angolo reale a in modo
che sia

Ica =^ cosa, A;6 = 8ena;

o, quadrando e sommando,

Jc^a^ -i- Jc*b' = cos* a -f- sen* a= 1

da cui

fC , T , , fC

Va' -t- &*

a h ^ — e
(46) cosa— ,

, , sena=: .
, ,

. 5=

Rimane da determinare il segno da attribuire al radi-

cale Va* -h 6*. Ciò si fa osservando che, essendo per le con-

venzioni fatte al n.o 91 l'angolo cx.=ixn sempre positivo e mi-

nore di Tc, il seno di a deve sempre risultare positivo : ma si ha

sen5c=: , dunque il segno del radicale dovrà es-
±1 v^* -+- &*

sere concorde con quello di 6.

Se & = 0, la retta è parallela alV asse delle y, ed il segno

del radicale dovrà essere concorde con quello di a.

Al medesimo risultato si giunge considerando che il segno

della distanza S= OD è positivo o negativo secondo che la

ordinata* y del punto D risulta positiva o negativa (n.° 95),

cioè secondo che la ordinata alla origine jp= OB della r è

positiva o negativa.

Ma si ha
e

Bortolotti ®
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—
e, poiché il segno di 5= , deye essere concorde con

dz \a* -+- ò*

quello di jp, il segno del radicale dovrà essere concorde con

quello di b.

Concludendo :

L^ equazione generale

ax -hò^ -^0=

8i riduce a forma normale, scrivendola sotto la forma

ax-\-'by=z — e

e moltiplicando ambo i membri jpel fattore di normalità

1
lc— ±:

Va'

nel quale il segno del radicale deve essere concorde con quello di b

(e, se &=:0 il segno del radicale deve essere concorde con

quello di a).

139. Ricoipdando il significato dei coefficienti nella forma

normale, avremo ancora: L'angolo a che l'asse x forma con
la normale ad un retta r, data mediante la equazione gene-

rale ax-^by-^ c=0, è determinato dalle relazioni

cosare: , sena=

e la distanza § di questa retta dalla origine è data dalla

formula

zp Va» -t- 6«

il segno del radicale essendo concorde con quello del coeflciente b

nella data equazione quando è 6=t=:05 concorde con quello di a

quando è b = 0.

140. In un sistema obliquo di assi, il fattore le per cui

va moltiplicata P equazione generale ax-^by-^c= affinchè

assuma la forma normale

X cos xn -\- y cos ny= 5
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e si ha quindi

k=
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,
(con l'avvertenza di dare al radicale,malità le= 7=

che qui comparisce, segno concorde con quello del secondo

coefficiente b della equazione della retta data; e se b= con-

corde col segno di a).

Al medesimo risultato si giunge direttamente proiettando

sulla normale n alla retta data la spezzata OA^P^-, si ha
infatti:

OE= x^ cos a -+-
«/i sen a

d= P^z=:ES=zE()—'80~ — {0E—0S)
= — (a?i cos a -H «/i

sen oc — 5).

8e la equazione della retta è già ridotta alla forma normale

X cos a -H «/ sen a — S ==

•per avere la distanza di un punto Pi(x{y^ da essa, basterà dunque

sostituire nel primo membro di detta equazione al posto delle

'variabili a?, y le coordinate x^^ y^ del punto Pj poi camMar segno'

al risultato {}),

(*) In una equazione normale, della forma (45') deve, secondo le

nostre convenzioni, risultare positivo il segno del coefficiente di t/,

cioè di sena.

Si potrebbe invece considerare come equazione normale quella in

cui è essenzialmente positivo (o nullo) il valore di 5. Ma questa se-

conda convenzione non sempre si concilia con la proposizione supe-
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142. In un sistema di assi non ortogonali si ha la formula

(aa?, -4- hy^ -\- e) sen'xy
d =

Va' H- è* — 2ab cos xy

e si conserva il teorema: la distanza di un punto Pi{x^y^) da
mia retta r, data mediante la equazione normale

X cos xn-\- y ao^ny — 5= 0,

si ottiene sostituendoj nella equazione della retta, alle variahili xy

le coordinate del punto, e cambiando segno al numero risultante.

143. Equazione della retta in coordinate polari.

Se nella forma normale

poniamo

ne verrà

cioè

X cos a -t- y sen a =: 8

a?= p cos 0, 2/ = p sen 9

p(cos a cos 9 — sen a sen 9) = S

p cos (a — 9)= 5.

riormente enunciata, la quale è generalmente ammessa. E, difatti vo-

lendo scrivere per es. la equazione normale della retta r parallela

all'asse x^ distante da quest'asse della lun-

ghezza — 1, si dovrebbe, secondo quest'ultima

convenzione, usare la forma — y— 1 = 0.

La distanza d = P^D del punto

Pi(0, — 4) da questa retta dovrebbe ri-

sultare perciò

d^P.D -(-4)-li=-3.

>

y
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Questa è la equazione in coordinate polari della retta la cui

normale forma angolo a con V asse polare e la cui distanza dal

polo é 5; in essa p e sono il modulo e P anomalia di un
punto generico P(p^ 9) della retta.

§ XII. Punti e rette immaginarie nel piano.

144. Fissato il sistema degli assi cartesiani oxi/j una
coppia di numeri complessi x^yi (uno dei quali almeno) deter-

mina un punto immaginario P{x^y^ nel piano.

A sistemi diversi di coordinate oxy^ OXY corrispondono^

per uno stesso punto reale, coppie diverse di numeri reali

xy^ -ZY, le quali sono legate dalla relazione espressa mediante

le formule di trasformazione (n.° 99)

.^_. ,
x^a^^X-^a^^Y-^-l)^

(13) ^-^ ^\^ , con 4i ==±1.

Diremo perciò che due coppie di numeri complessi xy, XY rap-

presentano lo stesso punto immaginario (riferito ai due sistemi

diversi oxy^ OXY) se esse sono legate dalle relazioni

x= «uX -+- ai^Y -+- &i

y= ai^X-{-a^^Y-\-ì)2.

145. Due punti Pi{Xiy^<, P^^x^y^) si dicono immaginari co-

niugati, se, rispettivamente, le coordinate a?i, x^; y^, y^ sono

numeri complessi coniugati.

La proprietà, per due punti', di essere immaginari coniugati,

è indipendente dagli assi di riferimento.

Ed infatti, sappiamo clie un numero complesso a -f- i|3, si

ottiene dal suo coniugato col cambiare il seguo di ^.

Ora, nelle formule (13) i coefficienti «u^u^i? ^n^^^^hi sono
numeri reali, cioè non apparisce in essi la lettera i.

Se dunque nei secondi membri di quelle formule, si mette^

al posto di XY una coppia di numeri ad essi coniugati, questa

avrà per effetto di cambiare nei secondi membri di dette for-

mule il segno di tutti i termini che contengono i.

Ciò equivale a cambiare, anche nei primi membri il segno
della i; cioè a sostituire alle x e y le espressioni ad esse ri-

spettivamente coniugate.
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Osservando che due numeri coniugati a -f- f3, a — t^ non
possono avere ugual valore senza che sia [5 = 0, senza cioè

che essi siano reali, si conclude che due punti immaginari co-

niugati non possono coincidere, a meno che essi non sieno reali,

146. Una equazione della forma

aa? -+- 6?/ -4- e=

a coefficienti reali, rappresenta, come sappiamo, una retta, che

diremo retta reale. Tale equazione, ad ogni valore (reale o

complesso) dato ad x fa corrispondere un valore di y (pure

reale o complesso) che, insieme col dato costituiscono una
coppia di coordinate xy relativa ad un punto P{xy) della retta.

Si dice che un punto immaginario sta sopra una retta se le

coordinate del punto soddisfano la equazione della retta.

Concludiamo dunque che, sopra una retta reale esistono

infiniti punti reali, ed infiniti punti immaginari.

Con riflessioni analoghe a quelle fatte al n.° 145 si vede

immediatamente 'che: se una retta reale contiene un punto im-

maginario, contiene anche il coniugato di esso,

147. Possiamo togliere, per i coefficienti a, 6, e la condizione

della realità, ed allora si intenderà per retta r{ax-hby-{-o=0}

l'insieme di tutti i punti (reali e immaginari) le cui coordinate

soddisfono la equazione a coefficienti in generale complessi,

aa? -i- % -t- e= ;

ed, avendo dette reali le rette r (ax -t- % -t- e r= 0) a coefficienti

tutti reali, si diranno immaginarie le altre.

148. Una retta passante per due punti reali è una retta reale,

E difatti, se Py{x^yi\ Pti^ty^) sono due punti reali appartenenti
oy /il

alla retta, V equazione della retta è y — y^ = -^——̂
[x — x^) ed

iPj ÌTj

ha tutti i suoi coefficienti reali.

Facilmente si vede che esiste sempre un punto reale (proprio

od improprio) ed uno solo sopra ogni retta immaginaria.

Sia difatti

{a' -+- ia'')x -+- [b' -h ib")y +- {& -h ic")=
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l'equazione della retta: da questa si ricava (per x reale)

— (e' -f- *c") — [a' -\- ia")x e' -f- a'x -i- i(c" -+- aJ^x)

_ 1 e' -f- a'x -\- i{c" -4- a"x)
\
(h' — W')

y— — b'^-hb"'

_ c'b' -+- a'b'x -4- c"b" -\- a"b"x -t- i{Vc" h- a'^Vx— c'b"— a'b"x
)

Affinchè ad un valore reale di x corrisponda un valore reale

delle y occorre che sia nullo il coefficiente di i, cioè che

da cui

b'c" -h a"b'x — c'b" — a'b'x ==

o'b" — b'c"
x=

a"b' — a'b'"

Sostituendo nella formula che dà il valore di y si ricava

a
y a"b — b"a

ed immediatamente si verifica che questi valori sono le solu-

zioni comuni alle due equazioni

j
(a' -4- iW)x -+- [V -f- iW)y -\-{d -\- ic")=

I (a' — ib")x -+- {b' — ib")y -4- (e' — io'') =

e cioè che sono le coordinate del punto di incontro della retta

data r con la sua coniugata.

Di qui risulta che: Due rette immaginarie coniugate si in-

tersecano iti un punto reale.

Scrivendo l'equazione della retta per due punti (reali o

complessi) Pi{oo{yi\ P^ix^y^), sotto la forma (n.° 118)

(31)

X
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La condizione di ortogonalità è

mnii -+-1= ossia uu^ -+- vv^ = 0.

Una retta r per la quale la prima coordinata u è nulla,

è parallela alPasse x. Se invece si suppone nulla la seconda

coordinata i? = 0, la r è parallela all' asse delle y. La retta im-

propria ha entrambe le coordinate nulle, u= 0, v=:0.

Le rette passanti per l'origine hanno entrambe le coordi-

nate infinite, dunque il sistema di coordinate plilcJceriane non

può servire a rappresentare una retta passante per V origine.

Questo fatto è correlativo all'altro che si riscontra nelle

coordinate cartesiane, riguardo alla rappresentazione dei punti

impropria

La retta impropria ha coordinate plukeriane 0, (come

l'origine in coordinate cartesiane).

150. Equazione del punto in coordinate tangenziali.

Dato un punto Piiooiiji}, la relazione

uxi -I- v?/i -t- 1=

è soddisfatta dalle coordinate u, v di tutte le rette passanti

per a7j2/i e da queste sole.

Essa è dunque la equazione del punto Piix^y^ in coordinate

tangenziali. La relazione

(48) u^x^ -+- v^y^ -t- 1=

esprime la condizione di appartenenza del punto Piix^yj) e della

retta r^iu^Vy),

In generale una equazione lineare

ax -\- by -h e =:

esprime la condizione di appartenenza del punto P(xy) di

coordinate cartesiane a?, i/, alla retta ri-, -j di coordinate pluoTce-

a h
nane u^=- , v= -,

e' e

La equazione del punto intersezione delle rette ^^(UiVi) r^fw^Vj),

è data da

V — v\ = — (u — u.)
^ u^ — u,^ ^'
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ossia

(17, — V,)U— (Wj — u,)v= {v^ — v,)u, - (w, - u^)v,

t?t — Ti Wj — U^
U —

v^— v,m, — (w, — wjvi (i?2— i7i)Wi — (w, — wjvj
t? = l.

i(? coordinate del punto di incontro P{xy) delle rette r^(u^v^}

rju^v^) sono dunque :

^1

{Vi-v^)v^ — (u^— n,)^v' y
[Vi — V^)U^ — {U^ — U^)V^'

151. Equazioni dì inviluppi in coordinate di rette. Le rette

r{u^ V) le cui coordinate soddisfano una data equazione

/(!*, v)=:0 costituiscono, in generale, la totalità delle tan-

genti ad una curva piana, ossia, come suol dirsi, un inviluppo

di rette. E, reciprocamente la condizione perchè una retta

generica risulti tangente ad una data curva può, in gene-

rale, rappresentarsi analiticamente con una equazione della

forma /(w, v) = 0. Una tale equazione vien detta equazione

^q\V inviluppo.

Se la equazione dell'inviluppo è razionale ed intera, ed

il grado complessivo di essa nelle due variabili u^ v è n, si

dice che l'inviluppo è di classe n,

Proponiamoci come esempio, di cercare V equazione del-

V inviluppo delle tangenti al cerchio col centro nella origine e

raggio r.

Sia r(w, v) una retta tangente al cerchio, P il punto di

contatto, OB= , OA = — - , i segmenti che essa stacca su

gli assi coordinati.

Dal triangolo rettan-

golo OPB si ricava

OP*=OB*OQ

da cui

OP*
0B = OQ

OQ OP*

Similmente, dal trian-

\
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golo OPA si ricava

Dalle due

OB QF
v= — ——

OP^ OP^

OQ QP
U:= , —V=:

OP* OP^

quadrando e sommando si ricava

OP^ ~~OP~i~r*'

V equazione u^ -{-v^^=-^ rappresenta appunto V inviluppo con-

siderato,

§ XIV. Coordinate omogenee.

152. Consideriamo, sopra un piano proprio, un sistema di

coordinate cartesiane. Le coordinate di un punto P, qualunque,

potranno in infiniti modi rappresentarsi sotto la forma di

co OS

rapporti —, —, di tre numeri x^x^x^, ponendo
Xz x^

ed i tre numeri x^x^x^ rimarranno determinati, a meno di un

fattor arbitrario p, dì proporzionalità, perchè, trovata una

terna x^x^x^ soddisfacente la (49), per qualunque valore di p

si avrà ancora

^^px_ px,^

pXz' ^ pa?3

Viceversa, data una terna x^x^x^ di numeri non tutti nulli

Xl ^i J3'
rimangono determinate le coordinate xz= —

, y= — di un
Xz x^

punto P{xy)^ che corrisponde alla terna data.

Le terne x^x^x^ di numeri reali si possono, nel senso ora

spiegato, considerare come coordinate dei punti del piano; ed

hanno il nome di coordinate cartesiane omogenee.
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È bene ripetere che in una qualunque di queste terne, i

numeri possono variare per un fattore comune arbitrariamente

scelto, senza che la terna cessi dal rappresentare il medesimo
punto.

In particolare si può scegliere ad arbitrio uno dei tre

valori della terna, determinando poi opportunamente gli altri^

mediante la (49).

Se si suppone oo^ == 1, rimane x^x^, yz=x2, cioè : Per

passare dalle coordinate omogenee x^x^x^ di un punto P, alle

coordinate ordinarie dello stesso punto, basta supporre uguale ad 1

la terza coordinata omogenea a?3, ed assumere per x, y i valori

delle due prime coordinate x^, a?,

.

Se si suppone di far variare una sola delle tre coordinate,

per es. x^ e di tener fìssi i valori delle altre due, il punto

Pix^^x^x^) varierà corrispondentemente, descrivendo una deter-

minata linea del piano.

Per conoscere la natura di questa linea basta eliminare %
dalle (49) ; ciò che si fa formando il rapporto

da cui
a?,— X
a?i

dunque al variare di oo^ il punto Plx^x^x^) percorre la retta

per P origine di coefficiente angolare

mz=—,
a?i

X
A valori di Xo piccolissimi corrispondono valori x^^-r^

l/=— grandissimi, cioè punti P della retta sempre piti lon-

tani dalla origine; al tendere di x^ allo zero, x ed' y tendono

all'infinito, ed alla coordinata x^^O corrisponde il punto

improprio della retta.

Diremo dunque che il punto improprio che corrisponde alla

Xi -

direzione determinata del coefficiente angolare m^— ha per coor-

dinate cartesiane omogenee [Xi x^ 0).

E, poiché è lecito sostituire alle coordinate di una terna

numeri ad essi proporzionali, potremo anche assumere come
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coordinate del puuto improprio della retta y=zmx, la terna

(1, w, 0); ed in generale, come coordinate del punto improprio

della retta
ax -{- by -h G =z 0,

la terna (— &, a, 0).

Diremo perciò clie il punto improprio dell'asse ^ è (1, 0, 0),

clie quello dell'asse y è (0, 1, 0), che quello della bisettrice

del primo quadrante è (1, 1, 0), ecc..

153. Equazione della retta in coordinate omogenee.

Mettendo per xy i valori espressi dalle (49), l'equazione ge-

nerale assume la forma

a — -h h — -i- 6=
o l'altra, omogenea,

ax^ -+- hx^ -t- ca?3=
<i questa equazione soddisfano non solo le coordinate omogenee di

tutti i punti proprii della retta, ma aìiche quelle del punto im-

proprio (— &, a, 0).

Osserveremo ancora che, mentre nella forma non omogenea

della equazione della retta ax -]- by -¥- e =z è necessariamente

escluso il caso di a= 0, 6 = 0, questa eccezione non ha pili

luogo per la forma omogenea: infatti la (50), in tale caso par-

ticolare, si riduce ad

x^ — O

« rappresenta tutti i punti improprìi del piano.

Poiché le coordinate di questi punti soddisfano ad una
equazione lineare, essi si comportano analiticamente come se

fossero allineati : troviamo così giustificata la convenzione che

riguarda i punti improprii del piano come costituenti una

retta.

Possiamo dunque dire che X2 = è la equazione della

retta impropria.

154. Scrivendo P equazione della retta r in coordinate

omogenee sotto la forma

(51) ^,Xj^ -t- gj,^2 -+- ^,x, =

potremo (analogamente a quanto si è detto nel § XIII) inter-
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pretare i numeri §i , 5» ? Sa i
come coordinate omogenee pliickeriane

della retta r e rappresentare questa scrivendo:

La (51) potrà allora interpretarsi, sia come equazione della

retta W^i^j^s) *^* coordinate di punto, sia come equazione del

punto P{XiXiOo^) in coordinate di retta,

165. Le condizioni di parallelismo e di ortogonalità di rette,

date mediante le loro coordinate omogenee, sono le seguenti:

Due rette r'i^^'^t^^'), ^"(5i"5j"?»") sono parallele, quando
si ha

(52) ?/:5r= 5.':?."

cioè

sono ortogonali quando

(53) 5iV + ?.V= 0.

Queste condizioni possono direttamente ricavarsi dalla

equazione (51), e non sono diverse da quelle che abbiamo dato

al n.° 149 per coordinate di retta non omogenee.

156. L' equazione della retta generica r(^^^^^^) per P^x^'x^Xf)

si ha facendo sistema delle due

di cui la prima è la equazione della retta, P altra esprime la

condizione che essa passi per P'; moltiplicando la prima

per x^' la seconda per x^ e sottraendo, si ha l'equazione di

una retta generica per P\x^x^xJ)

(54) 61(^1^3' — ^/^a) -^ ^2(^2^3' — ^j'^a)= ^

ossia

Dunque : le coordinate di una retta per il punto P{x^^xìxJ), cioè
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della retta generica del fascio che ha per centro P', hanno la forma

essendo ^j, ^g Q^uantità arbitrarie.

157. L'equazione della retta per i due punti P\oo^x^x^)y

P"{Xj_"x^"Xs"} è data da

(55)

a?, x^

Xì Xa Xo

Xa Xo

z=:0.

§ XV. Coordinate proiettive.

158, Equazioni parametriche della retta. La condi-

zione perchè il punto P{x^x^x^) sia allineato con altri due
punti P'iXj'x^'xJ), P'\Xi"xz"xs") è che esistano tre numeri 5i?2§3

atti a soddisfare contemporaneamente le tre equazioni lineari

ed omogenee

giO?! -+- ^^x^ -h ^^x, =
?i^/ -+- ^^x^' + ^,x,' —

Perciò occorre e basta che si annulli il determinante dei coef-

ficienti, cioè che sia

Xì Xa Xo

(55)

'1

x/

x^

Xa

X^

xJ

= 0.

Questa appunto è la equazione della retta per P^P^^ scritta

al n.° precedente. La condizione (55) se i punti P', P" sono

distinti, cioè se le coordinate x{^ x^\ x^ non sono ordinata-

mente proporzionali alle a?/', x^'.^ x^\ equivale a supporre che

la prima linea del determinante sia una combinazione lineare

delle altre due: essa equivale quindi alle altre

[b^] * a?i= XiPi' -f- [XiPj \x^ [ia?2 Xo = \Xo \Ì.X^

dove X e ti sono parametri arbitrari.
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Queste dunque sono le equazioni parametriche della retta

per P'iXy^'Xi'Xi')^ P"(x^'Xi"xj^"): esse servono ad esprimere le

coordinate omogenee di un punto qualsiasi della punteg-
giata P'P'^ in funzione delle coordinate di due punti distinti

di essa e di due parametri arbitrari A, (x.

Ponendo - = ^ e ricordando che sono equivalenti le terne

di coordinate omogenee che differiscono per un fattore di

proporzionalità, potremo anche scrivere le equazioni parame-
triche della retta P^P^^ sotto la forma

(57) x^ == hx^' -+- a?i", a?2= hx^ +- a?,", x^= lix^' -{- x^",

159. Coordinate proiettive in una forma di prima
SPECIE.

Se consideriamo i rapporti

x^
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(punti fondamentali) ed il punto JE (punto unità) corrispon-

dente al valore h^=ì, questi, insieme con un altro punto ge-

nerico P di coordinata h sulla punteggiata, determinano il

birapporto
{P'P"EP) = (oo^ 0, 1, h)= ìi.

Ciò dimostra che il parametro h, che comparisce nelle formule (57)

è coordinata proiettiva degli elementi della punteggiata^ rispetto

ai punti base P'F"U (n.° 26 e 74).

Le medesime considerazioni si estendono immediatamente

a fasci di raggi e si trova così che: Date le coordinate di due

rette distinte /(^/^^'Cg'), r"{^^"^^"^^"), le coordinate di ogni retta

del fascio determinato da r'r", sono date dalle formule

(59) ?,= X?/ + [»fA ?,= X?.' + [x?,", ?3 = X5a' + !*53",

nelle quali "X, [x sono parametri arbitrari. *

Un elemento variabile nel fascio è determinato dal valore del

rapporto h= -,

Questo valore è la coordinata proiettiva dell'elemento va-

riabile nel fascio, rispetto agli elementi base r', r", e, [e retta

unità, corrispondente a X= 1, \i= 1).

Osservazione. — Se invece del numero A= -, si consi-
[X'

derano i numeri A, [x, i quali sono determinati a meno di un
fattore di proporzionalità, si hanno le coordinate proiettive

omogenee A, [x nella forma di 1,^ specie considerata, (v. n.° 74).

160. Coordinate generali proiettive nel piano. Siano

x^x^x^, coordinate cartesiane omogenee di un punto nel piano.

Si scelgano a piacere 9 numeri %^(^, Jcz=zl, 2, 3) tali che il

determinante

^11 ^12 ^13

«21 «22 ^23

<*31 ^32 ^33

A—

sia diverso dallo zero, e si eseguisca sulle a?i, a?2, x^ la sosti-

tuzione lineare

[
Vi= %l^l -t- <*12^2 -^ ^IZ^Z

(60)
I

2/2 = «81^1 -^ <*22^2 -+- «23^3

l 2^3
—

- ^'^Sl'^l
"+" ^32*^2 "^~ ^'33'^3 •



\



132 CAPITOLO SECONDO

le quali formule servono per la trasformazione delle coordinate

omogenee di retta nelle proiettive, e per la trasformazione

inversa.

E siccome tutte queste trasformazioni sono lineari, cosi

ricordando le formule (56) potremo concludere che: dati due

'punti P'(vìvivi)^ P"(y\"y%"yi") ^^ '^^^^ punteggiata mediante le

loro coordinate proiettive, le coordinate proiettive di un punto

qualunque P della punteggiata si esprimono mediante le formule :

(64) «/i= ly^' 4- [i?//', ^2 = ^^Vt + ì^2/«", 2/3 = ^^2/3' -+- 1^2/3"-

Ed una analoga proposizione si ha per il fascio di raggi.

161. Significato geometrico delle coordinate pro-

iettive. La condizione A=j=0 ci assicura che le tre rette

2/j= 0, yi= 0, 2/3= 0, non appartengono ad un fascio, e perciò

determinano un triangolo A^A^A^, che chiameremo triangolo

fondamentale.

Indicando con Ai il vertice opposto al lato «/^= 0, avremo

per le coordinate proiettive dei vertici

^,(1, 0, 0), A,(0, 1, 0), ^3(0, 0, 1)

chiameremo questi: punti fondamentali, ed insieme con questi

considereremo un quarto punto, E[l 1 1), che diremo punto

unità.

Dato dunque il sistema delle coordinate mediante le for-

mule (60), rimane determinata la quaterna A^A^A^E,

Dimostreremo ora reciprocamente che: dato il triangolo

fondamentale À^A^A^ e stabilito il punto E, rimangono determi-

nate le formule di trasformazione (60), cioè il sistema di coordinate

proiettive.
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Dato im punto Pii/iPii/t) del piano, da un vertice qual-
siasi p. es. Ai del triangolo fondamentale proiettiamo gli altri

due vertici A^A^^ il punto E ed il punto P; vogliamo cal-

colare il valore del birapporto di questi quattro raggi, il quale
birapporto indicheremo col simbolo A^iAiA^EP}»

La retta A^A^ od 2/3==^ ha per coordinate (0 1)

» > A^A^ » 2/2= ^ ^^ * ^> (^ 1 ^)'

Le coordinate di qualsivoglia altra retta del fascio che

ha queste per raggi base (dovendo avere la forma Xy]/ -+ (xin,"

,

(ir=l, 2, 3) saranno (0, [i, X); e Inequazione di una tale retta

in coordinate proiettive di punti sarà quindi

[i-ì/t -+- X2/3 = 0.

Da ciò segue che il rapporto - = ^ ha il valore h^ — 1

per la retta A^E; d^ altra parte esso ha il valore — — per la
2/3

retta A^P, ed ha come sappiamo, il valore 00 per A^A^^ ed

il valore per la A^A^,

Sarà dunque

[^,M,43^i>, = (oo, 0,-1,-1) =
!^

A,{A,A,EP) = {oc, 0, -J, -|-j = |i
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Da ciò concliidiamo che per ogni punto P del piano, i rap-

porti - delle coordinate proiettive omogenee pertinenti ad U7i tale

punto sono rispettivamente eguali ai birapporti dei quattro raggi

che proiettano i due vertici omonimi A^A^ del triangolo fonda-

mentale^ il punto unità E ed il punto dato P dal terzo vertice

dello stesso triangolo.

Le coordinate proiettive dipendono dunque unicamente
dai quattro punti di riferi-

mento A^A^A^E, cioè dai vertici

del triangolo fondamentale e

dal punto unità.

Se uno dei lati del trian-

golo fondamentale è la retta

impropria, si ricade nelle or-

dinarie coordinate cartesiane.

Per es. se «/a
^ è la retta

impropria, possiamo identifi-

care il lato 2/j= ^ con Passe Xy

il lato
«/i
= con Tasse ?/, ed il punto ^3 con l'origine, e,

dette E\ E'' le proiezioni del punto E sugli assi x, y (secondo

direzioni parallele agli assi y^ x\ potremo assumere i segmenti

A^E\ A^E" come unità di misura delle lunghezze sugli assi

stessi. In particolare, per restare nel caso ordinario in cni

Punita di misura è la stessa pei due assi cartesiani, potremo
supporre ^3^' = Z^T^' = 1.

Si vede subito che in tali ipotesi, è

'^^^=z A,oo(A,ooA,EP)=:(A,ooA,E"Q")={^o, 0, 1, y) = y,

Vi

cioè ^ = y— -^

2/3 ^3

~= A,^{A,ooA,EP) = {A,ooA,E'Q') = {oo^ 0, 1, x)=:x,

Vi

Si vede poi immediatamente che se le formule (60) hanno
la forma

2/1 = «11^1
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con rtji =:<i22 = ^3a7 ^ioè se per coordinate proiettive si assu-

mono le ordinarie coordinate cartesiane omogenee, il trian-

golo fondamentale è formato dagli assi x^ = 0, ajg= 0, e dalla

retta impropria x^=^0.

Le coordinate cartesiane si presentano dunque come caso par-

ticolare di coordinate proiettive.

162. Trasformazione delle coordinate proiettive.

Assegnato nn triangolo fondamentale AiA^A^, e scelto un
punto unità E, rimangono determinate le coordinate proiet-

tive ?/i?/ji/3 di ogni punto PiViPiV^) del piano.

Se si sceglie un altro triangolo fondamentale A^'A^'A^' ed

un altro punto unità E\ le coordinate di P assumeranno va-

lori diversi y^y^yz'.

Per trovare la relazione fra le nuove coordinate e le pri-

mitive, si scelga un sistema cartesiano qualsivoglia x^XiX^,

Sappiamo che le yiP^y^ sono funzioni lineari omogenee delle

x^x^x^^ e che le x^x^x^ sono funzioni lineari omogenee delle

y^^yìyzi date da formule del tipo (n.*' 160)

[ y, = «iiiFi -t- ai5.a?2 -f- a^^x, i a?,= ai,>i' h- «siVx' -+- «31Va'

yz= «21^1 -+- «2?^2 +- «23^2
j
^2= ^^liVl -+- ^llW -+- «32^3'

ys — «Sl'^l -+- «32^2 -+- «^33^3 1 V ^3= «13Vi' "^ ^uVi "+- ^32 Vz''

Si esprimeranno dunque le yiyzy^ in funzione delle y/ytyz
mediante la sostituzione composta di quelle due, la quale avrà

la forma:

1 yi= &iiV/ -^ '^ilyì -+- ^i3V3'

^^•^)
2/2=Vy/ + &22'^2'-H&.3V3'

! 2/3= ^31Vi' -^ &32V2' -f- ^SsVs'-

Sviluppando le &,7., si trova

&f^ = «ri^M' -^- «.2^*2' -t- ^ii^hz {i, A;= 1, 2, 3)

cioè si verifica che i coefficienti della sostituzione composta si

formano con la stessa legge del prodotto dei determinanti, e

pili precisamente moltiplicando ordinatamente e successiva-

mente le tre orizzontali del quadro relativo alla prima sosti-

tuzione per le tre verticali della seconda.
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Da ciò risulta che il modulo della sostituzione composta è

uguale al prodotto dei moduli delle sostituzioni componenti: perciò

nel caso nostro è esso pure diverso dallo zero.

Eeciprocamente : Se sopra le y^y^yz si eseguisce una qua-

lunque sostituzione lineare a modulo diverso dallo zero, le

nuove y cbe se ne ricavano sono pure coordinate proiettive,

perchè funzioni lineari omogenee delle coordinate carte-

siane oCyCyiCz »

Si conclude da ciò che: Ogni trasformazione delle coordinate

generali proiettive si eseguisce mediante una sostituzione lineare

omogenea^ ed una qualunque sostituzione lineare omogenea sopra

coordinate proiettive può interpretarsi come una trasformazione di

coordinate.

Si consideri infine che, se si suppone fisso il sistema delle

coordinate, una sostituzione lineare omogenea stadilisce una corri-

spondenza biunivoca fra gli elementi [^12/22/3]? ^ 9^^ elementi \_yxy%yz\

cioè trasforma il piano punteggiato [P(yiy%yz)] nel piano pun-
teggiato [P'iy^y^yzìl

Se invece consideriamo gli elementi del piano come fìssi

ed invariabili, quella medesima sostituzione lineare cambia
gli elementi di riferimento, cioè trasforma il sistema delle coor-

dinate proiettive primitivo in un nuovo sistema di coordinate pro-

iettive.
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§ I. Coordinate cartesiane.

163. Si assumano come elementi di riferimento tre rette

orientate Ox, Oy, Oz {assi coordinati) uscenti da un punto
(origine), e non giacenti in uno stesso piano. I piani Oyz, Ozx,

Oxy che gli assi determinano a due a due, si dicono piani

coordinati.

Fissate le direzioni positive su gli assi Ox, Oy, Oz, sce-

gliamo come pagine positive

dei piani coordinati yz, zx, xy,

quelle volte rispettivamente

ai versi positivi degli assi a?,

y^ z e, per le rotazioni posi-

tive sui piani coordinati, fis-

siamo quelle che procedono

da destra a sinistra sulle

pagine positive dei piani ri-

spettivi, in conformità di

quanto è stato detto al n.° 90.

Dato un punto qualun-

que P nello spazio, si con-

ducano per P i tre piani paralleli ai piani coordinati yz, zx, xy,

ed, indicati con A, B, G ì punti dove questi incontrano gli

assi X, y, z, si misurino (in grandezza e segno) i segmenti

xz=OA, y=OB, z—OGi

i numeri x, y, z, così ottenuti si dicono coordinate eartesiane

del punto P nel sistema Oxyz.

Ad ogni punto corrisponde una terna di numeri x, y, z,

coordinate del punto, e ad ogni terna di valori dati ad ìp, y, z

) k
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corrisponde un punto P, ed uno solo, il qual punto è il vertice

opposto ad nel parallelepipedo OABGP, determinato dai

tre segmenti OA, OB, OC, i quali sui tre assi coordinati banno

per misure 1 tre numeri x, y, z, assegnati.

Indicheremo con P(3oyz) il punto che ha per coordinate i

numeri ic, «/, z.

Praticamente si determina il punto P[xyz) costruendo la

spezzata OAP^P coi lati OA sull'asse x, AP^ su di una pa-

rallela per A alPasse ?/, P^P sopra una parallela per Pg al-

l'asse Zy essendo

OA= x, AP,= y, P,P= z.

I punti del piano xy

fP

hanno la coordinata z eguale allo

zero, ed i punti pei quali è

z=zO sono sul piano xy, perciò

si dice che la equazione del

piano xy è z=zO.

Similmente, la equazione del

piano yz è ic= ; la equazione

del piano zx è y=^0.

I punti pei quali è contem-

poraneamente zz=0, y= sono

^ nella intersezione dei due piani

xy, zx, cioè sono sull'asse x;

e reciprocamente, per tutti i punti di quest'asse si ha contem-

poraneamente z=:0, y= 0, perciò si dice che

le equazioni dell'asse x sono \ ^

\ z — i)

I
^=
x=
y = 0.

TJ origine ha per coordinate a?= 0, ?/ = 0, z=zO.

Tutti i punti proprii sono così rappresentati analitica-

mente in modo unico; ma non è possibile, con questo sistema

di coordinate, di rappresentare i diversi punti improprii dello

spazio.
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104. Orientazione di un triedro. Il triedro formato

dai tre semiassi positivi Ox^ Oy^ Oz si dice per solito triedro

coordinato o triedro fondamentale.

Se consideriamo tre rette orientate qualunque non com-
l^lanari rj, r^, r^^ uscenti dalla origine 0, ed immaginiamo
che un osservatore si disponga lungo la retta r^ coi piedi

in e col capo nel verso positivo; guardando la parte positiva

di
^'i

egli avrà la parte positiva di ì\ alla propria destra od

alla propria sinistra. Diremo, nel primo caso, che il triedro

**iV3? nelP ordine in cui gli spigoli sono enunciati, è destrorso,

nel secondo caso che è sinistrorso.

Così il triedro fondamentale Ox^ Oy^ Oz rappresentato

dalla prima figura è destrorso, quello della seconda sinistrorso

i

anche quello della terza è sinistrorso.

Vn piano che incontri le parti positive dei tre assi nei

punti A^, j4j, ^3 determina il triangolo A^A^A^, Un osser-
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vatore die camminando sulla pagina del piano rivolta verso

le parti positive degli assi (pagina positiva) percorra il con-

torno nel verso AiA^A^ avrà Parea alla sua
'^ sinistra se il triedro xyz è sinistrorso, alla sua

destra se destrorso.

È indifferente il supporre che il triedro

i

y>- fondamentale sia destrorso o sinistrorso. Per

analogia a quanto fu fatto per le figure piane,

2 noi supporremo che il triedro fondamentale sia

sinistrorso e supporremo altresì che sia sini-

vt-

>^ X strorso il verso delle rotazioni positive intorno ad
^' un asse orientato,

A Supporremo poi sempre che gli assi coor-

ti dinati siano fra loro ortogonali, e quindi che

I

y^^ il triedro fondamentale sia trirettangolo.

"^ ^ In molte applicazioni della geometria ana-

litica alla meccanica si suppone destrorso il

triedro fondamentale; il che non reca difficoltà alcuna. La

rappresentazione del triedro fondamentale sinistrorso si fa al

modo indicato da una delle tre figure poste qui accanto.

§ IL Orientazione di rette e di piani nello spazio.

165. Dato un sistema cartesiano 0(xyz) consideriamo la

stella di raggi col centro in 0. Se nn raggio r di questa stella

appartiene al piano xy^ poiché su questo piano esiste il sistema

cartesiano 0{xy) l'orientamento di r è fissato da t[uanto è

stato detto al n.^* 91.

Un raggio r qualunque della stella, non appartenente al

piano xy^ forma insieme con gli assi x^ y un triedro, 0(xyr)^ il

quale, secondo il verso in cui r è percorso, sarà, per orienta-

mento, concorde o discorde col triedro fondamentale 0[xyz),

Assumeremo come verso positivo di r quello che rende il

triedro 0{xyr) concorde col triedro fondamentale O(xyz), cioè,

insieme con questo, sinistrorso (od eventualmente destrorso).

Ogni raggio della stella risulta così necessariamente orien-

tato. E praticamente, per determinare questo orientamento si

può osservare che il piano xy divide lo spazio in due regioni,

delle quali Puna contiene la parte positiva delPasse z (quella
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i cai punti hanno coordinata z positiva) l'altra contiene la

parte negativa.

Anche sopra ogni retta r passante per non appartenente

al piano xy^ possiamo considerare una parte positiva ed una
negativa (a partire da 0) determinate dal verso di n

Questo verso va fissato in guisa che la parte positiva di r sia

contenuta nella stessa regione dove è contenuta la parte positiva di z.

Anche P orientamento di qualsiasi raggio dello spazio

rimane fissato, quando si ammetta che esso debba essere con-

corde con quello del raggio parallelo uscente da O,

E, se sopra qualsiasi raggio r non "contenuto nel piano xìj

distinguiamo due parti, a partire dal punto dove r incontra

il piano xij (supponendo posto in questo punto l'origine di

un sistema di ascisse sulla r col verso medesimo che viene

attribuito ad r per le nostre convenzioni), vediamo che Ze j^aH?

positive di tutti questi raggi r (quelle cioè che contengono punti

con ascissa positiva) sono tutte nella regione dello spazio^ dove è

contenuta la parte positiva delV asse z,

166. Segno DELLE DISTANZE. Ricordando la espressione della

diagonale del parallepipedo rettangolo, abbiamo la formula

che ci da il valore assoluto della distanza
|
0P\ che un punto

P{xyz) ha dalla origine.

Quanto al segno da attribuirsi alla distanza OP è da con-

siderare che questo risulterà positivo o negativo secondo che

il verso del segmento OP è concorde o discorde con quello della

retta r cui questo segmento appartiene.

Ora, per le convenzioni fatte al n.° 164 il verso positivo

della retta r rimane determinato in modo che i triedri 0{xyz}j

0[xyr) risultino concordemente orientati, perciò, se il punto P
sarà in quella delle due regioni in cui il piano xy divide lo

spazio, ove è la parte positiva dell'asse 0, la lunghezza OP
sarà positiva; se nell'altra negativa.

Dunque: se P[xyz) non è sul piano xy, la distanza OP sarà

positiva negativa secondo che è z> oppure z <0. Se poi sup-

poniamo z=:() (cioè P sul piano xy) la OP risulterà positiva o

negativa secondochè «/ > od y < 0.

Infine, se ad un tempo fosse z=:0^ y=^0 (cioè PsulPasse .r),.
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la distanza OP risulterà ^positiva o negativa, secondochè è x>
od X < 0.

La distanza PiPg/ra due j9unti quahmque^ in funzione delle

-coordinate di tali punti, sarà determinata più innanzi, mediante
le formule di trasformazione delle coordinate cartesiane.

Possiamo intanto osservare che il segno di P^P^ sarà con-

<ìorde con quello della differenza z^ — z^^ e se questa differenza è

nulla, con quello della differenza y^ — y^; finalmente^ se sarà ad

un tempo z^ — z^zz^O, 2/2 — 2/1=^^5 *^ segno di PiP^ dovrà con-

cordare con quello dì x., — x-^.

167. Piano orientato. Un piano qualunque ti dello spazio

risulta orientato pel fatto che, essendo determinuto il verso

positivo di una sua normale, resta fissata sul piano la pagina
positiva (quella che guarda verso la parte positiva delle nor-
male); su tale pagina positiva, rimane fissato il verso positivo

delle rotazioni, e il segno delle aree relativamente al senso in

<ìui se ne immagina percorso il contorno, ed infine rimane
determinata quella delle due regioni in cui il piano tz divide

lo spazio, la quale deve essere detta regione positiva rispetto

<il piano 7r nel senso che la distanza MP dal piede della nor-

male calata da uno qualsiasi dei punti P di tale regione sul

piano, al punto P stesso, risulta sempre positiva; mentre è

negativa per punti della regione opposta, ed è nulla pei punti
del piano.

Si può anche osservare che il piano tt interseca almeno uno
dei tre assi coordinati : ora la pagina positiva del piano k è quella

che guarda verso la parte positiva dell'asse z, se questo è in-

tersecato del piano; altrimenti quella che guarda verso la parte
positiva dell'asse ?/; o infine, se il piano è parallelo al piano zy,

quella che guarda verso la parte positiva dell'asse x,

168. Segno degli angoli. Per angolo di due rette r^n
iiomunque date nello spazio, intenderemo quello formato dalle parti

positive di due rette orientate, r-^, r/ condotte per la origine e

rispettivamente parallele alle r^ , r^ , sulla pagina positiva del loro

piano.

Tale angolo risulterà positivo negativo, secondo che sarà

positivo negativo (nel piano r^'r^') il senso della rotazione che

deve compiere r^ per venire a coincidere con rj.

Od, altrimenti, condotta la normale r' al piano delle r-^'r.^,
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Pungolo r^ì\ sarà positivo o negativo secondo che il triedro

r."r risulterà sinistrorso o destrorso.

Si può inoltre osservare che U angolo che una retta qualunque

fa con V asse z è sempre in valore assoluto minore, od eguale,

a 7,; ciò posto, se consideriamo un piano tc per P origine e

la sua normale r', pure uscente da 0, avremo che le parti

positive, (rispetto ad 0} delle rette t-', z sono entrambe nella

stessa regione dello spazio risiietto a k: dunque, se r^r»' sono

due rette qualunque del piano 7. uscenti da 0, i triedri 0{r^'r^'r'},

0{r^'rjz) saranno egualmente orientati, Ne segue che per deter-

minare il verso positivo delle rotazioni sul piano n ci si può

giovare indifferentemente della normale r o dell'asse z (dato che

Passe z non appartenga a tu). Potremo dunque anche dire che

P angolo /'in sarà positivo o negativo, secondo che risulterà

sinistrorso o destrorso il triedro 0{r^'ì\'z),

Se poi P asse z appartiene a tt, basterà in quanto si è detto

sostituire y a z; e se infine il piano tu è il piano zy, occorrerà

considerare Passe x.

§ III. Angoli.

169, Coseni di direzione. Sopra una retta orientata r

passante per P origine si prenda un punto P, e si costruisca la

solita spezzata OAMP i cui lati ci danno in grandezza e segno

le coordinate x, y, z di P, Indichiamo con p il numero OP e

poniamo

a= cos riP, b =z cos r«/, e= cos rz,

avremo allora

(1) x — pa, y= ph z— pc.

Proiettando la spezzata su r si ha

(2) p =^ xa -\- yh -\- zo

e mettendo in questa i valori

di a, 6, e che si ricavano dalle (1),
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cioè

(3) r/^x^^y^-\- z\

come già abbiamo visto al ii,° 166>

Mettendo invece nella stessa (2) i valori di ^, y^ z dati

dalla (1), si ricava

(4) l = a2-+-&*^-c^

I numeri

a= cos rx^ h = cos ry, e= cos rz

si dicono coseni di direzione della retta r; la formula (4)

esprime una relazione notevole fra i coseni di direzione di

una retta qualunque: la somma dei quadrati dei tre coseni di

direzione è uguale alla unità.

Eicordando quanto si è osservato al n.° 168, che P angolo
che una retta fa con Passe z è sempre in valore asso-

luto ^o5 possiamo aggiungere che quando quest'angolo è

proprio ^, è in valore assoluto minore od eguale a 7^ P angolo

che la retta fa con Passe y; e, finalmente, se anche questo è

eguale a ^, la retta coincide con Passe x. Dunque; sarà

sempre cosr;^^0; se cosr2;=:0, sarà cosr^^O; se anche
cos 1-2/= ^) sarà cosr;:p=:l; in altri termini: il primo dei tre

coseni e, &, a, che non è nullo, è sempre positivo.

Se nella (1) si suppone p =: OP= 1, si ha

x=:a, y= l), z= c

cioè : i coseni di direzione della r sono le coordinate di un punto P
che appartiene alla r ed ha dalla origine la distanza unitaria

(positiva).

170. Osserveremo ancora che il dare i valori dei tre co-

seni equivale all'assegnare una determinata direzione, cioè un
determinato punto improprio. Ad ogni punto improprio corri-

sponda una terna di coseni direttori a, 1), c; e ad ogni terna di

coseni soddisfacenti alla (4) corrisponde un punto improprio.

Data una retta r qualunque, non passante per la origine,

assumereremo come coseni direttori di r, i coseni direttori della

parallela ad r per la origine.
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171. Dati i coseni direttori «, &, e, la retta r orientata

uscente dalla origine è perfettamente individuata, e per co-

struirla basta determinare il punto P(rt, &, e) che ha per coor-

dinate a, è, e, e congiungei:e questo con la origine.

Reciprocamente : Dato il punto P(xyz) i coseni direttori della

retta OP sono dati dalle formule

a=: b —
z±i\X* -H 2/* H- ^* it:V^* -t- 2/' -t- Z^

z
c=

Vie* -f- 2/* -+- «'

che si ottengono dalle (1), (3), e nelle quali il segno ±'^x^-\-y^-\-z*

deve essere concorde con quello di z^ analogamente a quanto è

stato detto al n.° 169.

172. Angolo di due direzioni. Date due direzioni r^(afi^c^)^

r^Ja^b^c^) mediante i coseni diretto) i, si t'uol V angolo r^r^ da esse

compreso,

- \-z
'2

Consideriamo perciò un punto Piix^y^z^) su la rj, e co-

struita la solita spezzata OA^M^P^ che ne determina le coordi-

nate, proiettiamo questa su r^*, indicando con p^ il segmento OP,,

avremo

Pi cos rii\= x-^a^ -\- y^b^ -t- z^c^

da cui

infine

(5)

—' ^1 Vi .

cos r-^r^ := — ag -H — o^

9i ' Pi Pi

cos r^2= «1^2 -H &1&2 -+- CjCj
)

Bortolotti 10
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formula molto importante, che dà il coseno delV angolo di due

direzioni r^ia^b^c-^^ '^^(^^^1'^%) *^* funzione dei^ouni direttori di esse.

Le direzioni sono ortogonali se cos r^r^= 0, dunque la con-

dizione di ortogonalità fra due direzioni r^{aJ)iCi\ r^ia^h^c^) è

data dalla relazione

(6) ai«2 -^ ^1^2 -+- ^1^2 = ^•

Per calcolare anche il seno delP angolo 7\r^^ scriveremo

sen^ r^r^=
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e ciò prova l'enunciato. Analoga dimostrazione si fa nella

ipotesi che le rette date appartengano al piano zx.

In secondo luogo supponiamo che le rette r^, ì\ uscenti

dalla origine non appartengano né al piano yz, ne al piano za?.

Consideriamo, insieme con le rette date, le loro proie-

zioni r/', n" sul piano xy, È facile verificare che il segno

dell'angolo ì\ì\ è eguale o contrario a quello dell'angolo r/V»"

secondochè le parti positive di r^, r^ giacciono nella stessa

regione dello spazio, rispetto al piano zx^ od in regioni opposte.

Per determinare le proiezioni r/Vg" basta considerare i punti

Pi(ai&iCi), F.{aJ)zC^) della sfera unitaria appartenenti alle rj, r^ •

le proiezioni di questi punti sul piano xy saranno P/'(rti6J,

P^"{azh^); ed, indicando con pjp, ^^ distanze pi = OP/', p^= OF^',

si avrà che anche i segni dei numeri p^, pg saranno eguali o

contrari, secondo che le parti positive di r^, r^ sono, rispetto al

piano za;, nella stessa regione, od in regioni opposte.

Dunque: i numeri senr^rg, pip2 sen r/V,'" hanìio sempre lo

stesso segno.

D'altra parte:

cos r/ 0?=— l cos rJx r= —
'

Pi 1 P2.
< <

«1
(

Pi
)

j „ ^1 i n ^2
f senr, 0?= —

f senr/a?r=—

,

\

'

Pi l
'

9%

dunque

sen r'\r^^ = sen (r/'o? — n"a7) = («i&g— a^^
Pipi

1

Plp2

. V -^T^ff I
^1 ^1

<5ioèp,p2senn r/=
^^ ^^

«1 ^1

«1 &2

: dunque, per quanto precede, risulta

provato che il segno di sen r^r^ coincide con quello del determi-

nante
a. &2

173. Direzione normale a due date. Date le dire-

zioni >'i(ai^iCi) rj^^ajb^c^)^ che individueremo mediante rette pas-

santi per l'origine, cerchiamo i coseni a, p, y della dire-

zione r(a^Y) perpendicolare al piano delle due date.

Dovendo essere r normale ad r^ e ad r^^ si avranno le
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relazioni di condizione

i
a^a -+- 6jP -f- CiY=

da cui, indicando con k un fattore di proporzionalità che ri-

mane ancora da determinare, si avrà

kx
ì>9 c^'2 ^2

7c*(a* -t- p« -I- Y*)
=

, le? = Ci «1

2

, A;/
«1 ^1

h

cioè (formule (1) e (7)),

fc*= sen* r^g , /<;=+: sen r^r^

infine

(8)

a=:=t=
sen ?'ir2

h Ci

h Ci

Y=±
1

I

<*i &i

sen f^z I % ^2

sen r\rz c^ a^

Eicordando che la prima delle tre quantità y? % ^1 che

non è nulla, è sempre positiva, si vede che il segno da

^1 &i
assumere in queste formule è quello di sen Tj^r.

questo determinante è zero, quello di sen r-^r^

Ci «1 I

, e, se

, ed, in-

fine, se anche il determinante

sen r^r^
h Ci I

Ci (^2

«2 &2

Ci ai

Cz «2

è zero, quello di

,
I,
dunque si conclude (n.° 172) che il segno da

^i Ct
I

assumere nelle formule (8) è sempre il superiore,

174. Determinante dei nove coseni. Siano ri(a^ì)i€i\

r^ia^h^Ci), rgfag&gCg) tre direzioni uscenti dalP origine 0.

Indicheremo come al n.° precedente con r(a, p, y) la dire-

zione ortogonale al piano delle prime due ^j, r^. Consideranda
r angolo rr^j avremo

sen rir^

cos rrg=
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cioè

1
cos rr^ =

«1
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In un sistema cartesiano ortogonale sinistrorso^ il deter^

minante dei nove coseni ha valore 1 j^er ogni triedro trirettangolo

sinistrorso, ha valore — 1 per ogni triedro trirettangolo destrorso.

In ogni caso il determinante dei nove coseni ha valore

assoluto non maggiore dell'unità. Si può dunque sempre de-

terminare un angolo Q il cui seno sia uguale al valore del

determinante à{r^r^r^): il seno di questo angolo viene spesso

indicato col nome di seno del triedro 0{rir^r^\ e si scrive

8en{r^r^r,)z=^{r,r^r,)=
a, &i

§ 4. Trasformaci one delle coordinate.

177. Ci proponiamo ora di determinare come varino le

coordinate di ciascun punto dello spazio per un cambiamento

del sistema di assi cartesiani.

Osserveremo a tal uopo che qualsivoglia trasformazione di

assi può eseguirsi in due tempi: 1° con una traslazione che,

conservando la direzione degli assi, porti la origine primitiva

nella nuova origine; 2° con una rotazione intorno alla nuova
origine, che porti gli assi primitivi a sovrapporsi ai nuovi*

z
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sono legate alle priDiitive x, y, z, dulie relazioni

151

X= OA" -f- A"A =1 OA" -+- O'A'

(11) y=iAR-^RQ= A"Q'^

[
x^=za

{ z = c^

X
Y
Z,

Cambiamento di direzioni. Il nuovo sistema 0{XYZ)
abbia con l'antico in comune la origine, ed i nuovi assi ab-

biano direzioni determinate dai coseni di-

rettori indicati nella tabelletta qui unita.

Indichiamo con XYZ le coordinate di un

punto P nel nuovo sistema, con xyz quelle

dello stesso punto nel sistema primitivo, e

supponiamo tracciata la spezzata OAMP che

serve a determinare le coordinate XYZ,
Proiettando questa spezzata successiva-

mente sui tre assi del sistema primitivo si ottiene
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seguente

^1 h

Nella sostituzione (12), (13), i coefficienti soddisfano le re-

lazioni :

e, reciprocamente, se i nove coefficienti soddisfano tali relazioni^

possono considerarsi come coseni di tre direzioni ortogonali, ed una

tale sostituzione può riguardarsi come trasformazione di assi orto-

gonali ad assi ortogonali.

Perciò una sostituzione lineare i cui coefficienti soddisfino

le relazioni anzidette vien detta sostituzione ortogonale.

Da quanto abbiamo visto risulta che il modulo di una sosti-

tuzione ortogonale ha sempre per valore assoluto 1 ed ha anche

segno positivo se il triedro dei nuovi assi è concorde col'primitivo,

179. Caso generale. Se le coordinate della nuova ori-

gine 0' sono «o^o^'o» ^^ i nuovi assi, che indicheremo ancora

con O(XYZ) hanno, rispetto agli antichi, coseni direttori indi-

cati dalla tabella data al n.° 177 si avranno le formule gene-

rali di trasformazione

( X =z a^ -{- a-^X -\- a^Y -h a^Z

^

(15) y= \-^h,X-^ì>,Y-^h,Z,

.( z z=z Cq -h c-^X -^ c^Y -[- c^Z

^

180. Angoli di Eulero. I nove coefficienti che figurano

in una sostituzione ortogonale sono legati dalle 6 relazioni (14),

sicché essi dipendono da tre soli parametri indipendenti. In

generale si assumono, come parametri, tre angoli, detti angoli

di Eulero^ che sono le misure delle rotazioni da eseguire nel

passaggio dall'una alla successiva delle terne

0[xyz), 0(x,y,z\ 0{x,y,Z), 0{XYZ)

determinate al modo seguente:
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Oxi è l' intersezione dei due piani O.cy^ OXY^ ed il verso

positivo di OXi viene scelto in modo che il triedro 0{x^zZ) sia

sinistrorso. Rotando la terna

O(xyz) intprno ad Oz immobile

di un angolo xx^^^^) nel verso

positivo delle rotazioni, ne

risulterà una nuova terna

0{x^y^z) [l'asse Oy^ sarà nel

piano Oxy~\. Questa terna si

faccia rotare intorno ad Ox^

di un angolo Q = zZ finché

Oz si sovrapponga ad OZ, ne

verrà la nuova terna Ox^y^Z
[la 2/2 sarà nel piano OXY dove è anche Ox^, ed in questo

piano essa sarà normale ad Ox']. Facendo rotare la terna 0(x^y^z)

intorno ad OZ dell'angolo x^Xz=^'^, essa verrà finalmente a so-

vrapporsi con la terna O(XYZ).
Si avverta che P orientamento degli assi OX, OY, OZ non

è in generale quello che per la scelta del sistema 0(xyz) viene

imposto a ciascun raggio dello spazio (n.° 165) ma deve inten-

dersi scelto a piacere, cosicché mentre P angolo è per la

costruzione fatta, compreso fra e tt, gli angoli 9 e cp possono

essere qualunque nelP intervallo Ol~27r.

Ciò posto, le sostituzioni ortogonali che servono nei suc-

cessivi passaggi sono

'cos '^, — sen 9, 0^ 'cos 4^, — sen t];, 0^

sen 9, cos '^ , , 0, cos 0, — sen » sen 4^, cos ^, ,

0, 0, ^0, sen 0, cos 0/ 0, 0,

Componendole nelP ordine scritto secondo la regola nota

troviamo infine i nove coefficienti della sostituzione com
posta (12) dati dalle formule:

«1 =z cos cp cos '^ — sen 9 cos sen ^

&j =z sen 9 cos ^ -t- cos 9 cos sen ^

CjL = sen sen 4^

«2 = — cos 9 sen ^ — sen 9 cos cos 4> «3 = sen 9 sen

&2= — sen 9 sen 4» -*- cos 9 cos cos ^ 63 =: — cos 9 sen

C2 = sen cos 4^ c^^= cos 9.
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181. 8e il sistema 0{XYZ) è obliquo, varranno ancora le

formale (12); quelle del gruppo (13) si otterranno, per risolu-

zione algebrica, dalle (12) e saranno perciò:

X^^.
A

(^1

a"
0,

G,

dove le lettere Ai, Bi, Gì, indicano i complementi algebrici

dei corrispondenti elementi a^hiCi del determinante

^1 «2 «a

il quale è necessariamente diverso dallo zero, che altrimenti

le direzioni 0{XYZ) sarebbero complanari (n.° 175).

Passaggio da assi oMiqui ad altri assi oòliqui aventi la

stessa origlile. Dati due sistemi cartesiani 0{xyz), 0{XYZ) con

la medesima origine, inseriamo un terzo sistema con la stessa

origine ed ortogonale 0(g, tj, Q. Passeremo da questo al si-

stema 0{xyz) con formule del tipo

(16)

a determinante non nullo

«1
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Le (16), (17) sono sostituzioni lineari^ e dalla composizione

«li esse si ottengono le espressioni delle xyz, in funzione

delle XYZ^ mediante formule del tipo

(18i \y=-brX-^-h,'"Y-^hrZ
.

( z — c^"'X-^c^"'Y-\-c^"'Z

nelle quali formule, come è noto (n.° 162), i coefficienti si for-

mano con la stessa legge con cui si forma il prodotto dei deter-

minanti, e più precisamente moltiplicando oì^dinatamente e suc-

cessivamente le ire orizzontali della prima sostituziotie per le tre

verticali della seconda.

Infine, per passare da un sistema cartesiano qualunque

O(xyz) ad un altro, pure qualunque, 0'{XXZ) (con origine

in generale non coincidente con la primitiva), si hanno for-

mule generali di trasformazione del tipo lineare,

[ ic=:ajiX-{- (iigZ-h «ig-^-f- &i

(Ì9) ^. y — a^^X-^a^^Y-h-a^iZ-^-bi

[ z = «aiX -+- a32Y -t- a^^Z -+- b^

a determinante

«11 «12 «13

«21 ^ìi «23
I

4= 0.

«31 «32 «33 I

182. Distanza di due punti. Dati due punti Pi{ociyiZ^),

P^ix^y^z^) mediante le loro coordinate ortogonali, per trovare

la distanza PjPj supponiamo trasportata, con una traslazione

di assi, la origine 0' nel punto Pj; il punto P^ avrà, nel nuovo

sistema, coordinate X^Y^Z^ espresse dalle formule

X,
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Si avrà dunque:

cioè

(20) p^,=^ V(^; ^2}' (2/2—2/1) u,

Quanto al segno, ricordiamo quanto si è detto al n.° 166:

Il segno di P^P^ concorda con quello della differenza z^ — z^

e, se questa differenza è nulla, con quello della differenza y^ — 2/1
•'

finalmente, se è ad un tempo z^ — 2^1 = 0, 2/2
—

2/i
=^ ^j *^ segno

di l\Pz concorda con quello di 00^ — x^.

183. Equazione della Sfera. Se nella equazione (20)

consideriamo come fìssa la distanza
|

P^P^. \=r e variabili le

coordinate del punto P^ix^y^z^): intendendo queste come coor-

dinate di un punto generico dello spazio, la relazione

r z= V(a?— a?i)» -h (2/ — 2/1)' ^- (^ — ^i)^

o l'altra equivalente

(21) r^= {x — x^y -t- (2/
— yif -H (^ ^i)S

esprime la condizione perchè il punto P{xyz) abbia distanza r

da un punto fisso Pi{x^y-^z^), cioè perchè il punto P sia sulla

sfera di raggio r e col centro in P.

La formula (21) è dunque la equazione della sfera che ha il

centro nel punto Piix^y^z^) ed il cui raggio è r.

184. Coordinate cilindriche. La posizione di un punto P
dello spazio, riferito ad un sistema cartesiano ortogonale, viene

determinata con la costruzione della

spezzata OAMP, Ora la posizione

del punto M{xy) sul piano xy, oltre

che dalle sue coordinate cartesiane

del piano x, y, può essere fissata me-
diante le sue coordinate polari p, 0,

riferite ad un sistema, avente l' ori-

gine come polo ed il semiasse

positivo Ox come asse polare.

Ad ogni punto P, si fa allora

corrispondere la terna p, d, z, for-

J



PUNTI, PIANI E RETTE NELLO SPAZIO 157

mata dai valori p, Q che determinano la sua proiezione M(pB) sul

piano xy, e dal valore z della sua terza coordinata cartesiana.

E ad ogni terna p, 9, z corrisponde un punto P(p, 6, z) dello

spazio ed uno solo.

Questo sistema di coordinate, spesso usato, specialmente

in meccanica, si dice sistema di coordinate cilindriche: perchè

i punti per i quali p è costante si trovano sul cilindro di

rotazione che ha per asse z e per raggio di base p.

I punti pei quali 9 è costante sono sul semipiano del fascio

che ha per asse Oz, corrispondente alla anomalia 9 (essendo il

semipiano Oxz situato dalla parte delle x positive quello di

anomalia nulla).

Infine 1 punti per i quali è z costante ai)parteugono ad

un piano parallelo al piano xy.

Ogni punto P viene dunque considerato come intersezione di

una terna di superfici nel sistema triplo ortogonale costituito:

1° Dai cilindri di rotazione intorno all'asse Oz^,

2° Dai semipiani del fascio che ha per asse Oz,

3° Dai piani normali alPasse Oz.

Le formule di trasformazione delle coordinate cilindriche

nelle corrispondenti coordinate cartesiane sono:

x=zp cos 9

2/= p sen 9

z^^z.

186. Coordinate polari dello spazio. Consideriamo un

sistema di coordinate cartesiane

ortogonali ed il corrispondente

sistema di coordinate cilindriche.

Per fissare la posizione di

un punto P dello spazio, dopo
aver determinata la sua proie-

zione M{p9) sul piano xy, me-
diante le coordinate polari dei

piano p, 9, possiamo conside-

rare il punto P come apparte-

nente al semipiano Oz3f, che

ha per anomalia 9, e, per fissare

la posizione di P su questo semipiano, giovarci di un sistema di

coordinate polari con polo nell' origine 0, e con asse polare Oz»
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Inclicaudo con cp P angolo zOP, che si dovrà far variare

da a 7r, con r il valore assoluto della distanza OP, si lia

p=i \'0M\ =:\0P\ sen9=rsen9
z= OQ^r COS9

x=zp cos Bzz^r cos sen 9
2/ =: p sen Q= r sen sen 9

.

Ad ogni punto P corrisponde una terna di valori r, 0, 9;
ed ogni terna di tali valori determina un punto.

Questo modo di determinazione dei punti dello spazio co-

stituisce il sistema di coordinate polari dello spazio, che viene

anche detto delle coordinate sferiche o delle coordinate geogra-

fiche!

L'angolo infatti corrisponde alla longitudine del punto P,

l'angolo 9 alla colatitudine sulla sfera che ha per centro la

origine e raggio r.

I punti per i quali r è costante sono quelli che hanno
distanza =+= r dalla origine, cioè sono sopra una sfera di raggio r

col centro nella origine.

I punti per i quali è costante sono sul semipiano del

fascio con asse Oz che ha per anomalia 0.

I punti per i quali 9 è costante sono sopra una superfìcie

conica che ha per asse Oz, ed è generata dalla rotazione di

una semiretta uscente da 0, la quale formi con Oz angolo

costante ed uguale a 9.

II sistema triplo ortogonale di superfìci coordinate è dunque
formato :

1° Da sfere di centro 0,

T Da superfìci coniche di rotazione con asse Oz.

3° Da semipiani del fascio con asse Oz.

Le formule di trasformazione delle coordinate sferiche nelle

corrispondenti cartesiane ortogonali sono:

l x= r sen 9 cos

^ yzz=.r sen 9 sen

( 2;= r COS9.

Per avere corrispondenza biunivoca fra i punti dello spazio

e le terne r, 9, 0, bisogna far variare r nelP intervallo OM-f- cx)

nell'intervallo 01— 27u, 9 nelP intervallo 0I~7t:.
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§ V. Equazione del piano.

187. Dato un piano, comunque disposto rispetto agli assi

coordinati, consideriamo la normale n condotta ad esso per la

origine, e sia N il piede di essa sul piano.

ludichiamo con

a =: a7/i
, p= yn

, y= zn

gli angoli della normale al piano con gli assi coordinati, e con

la distanza (in valore e segno) dalla origine del piano.

y/ /

L -^

Considerando un punto generico P{xyz) del piano e la solita

spezzata OAMP che serve a deterininarne le coordinate, proiet-

tiamo questa spezzata su la normale Oy e ne verrà la relazione

(23) X cos (x.-\- y cos 3 -f- 2^ cos y= §

la quale vale per tutti i punti del piano la cui normale n

forma con gli assi angoli a, p, y, e dal quale la origine ha

distanza OiV^=5, e solo per i punti di questo piano.

La relazione (23), nella quale ccyz si considerino come
quantità variabili, è dunque la eqxiazione àel piano. Questa

equazione nella forma da noi trovata vien detta forma nor-

male della equazione del piano.

Osservazione. In ima equazione di forma normale il

coefficiente della z è sempre positivo o nullo.
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Ed infatti i coefficienti cosy, cos^, cosa, sono i coseni

direttori delia normale n, dunque (n.° 169) il primo di essi che

non è nullo, è positivo.

Se il coefficiente della z è ìiullo, cioè se cos y^^ 0, la nor-

male ti condotta per al piano risulta ortogonale alPasse Zy

cioè appartieue al piano ooy^ ed è perciò perpendicolare anche

alla intersezione del piano dato col piano ocy.

La equazione del piano assume allora la forma

X cos a -f- 2/ ^os p= S

od anche
X cos a -+- 2/ sen oc= o

e considerata come equazione nelle sole x, i/, è la equazione

normale (n.° 137) della retta intersezione del piano dato col

piano xy.

Finalmente, se sono zero ad un tempo cos^, e cos'^, la nor-

male n al piano coincide con V asse x, ed è cosa=:l, cioè il

coefficiente di x risulta positivo.

188. L'equazione del piano.

X cos a -h- 2/ cos "^-k- z cos y= 5

da noi trovata è di primo grado nello coordinate x^y^z', dimo-

streremo, reciprocamente che ogni equazione di primo grado

(24) Ax-^By-^Cz-^B— ()

nelle coordinate a?, y^ z^ rappresenta un piano.

Scriviamo infatti la (24) nella forma

Ax~^-By-hCz— — I):

poiché i coefficienti A^ B, C non possono essere tutti con-

temporaneamente nulli, dividendo per ± VA* -h 5* -+- 0* scri-

veremo
A B

, x~\- , y -+-

=b V^* -h 5* -+- 0* ± ^|A^ -f- 5» -t- 0*

G -D

Quanto al segno da attribuire a questo radicale, esso sarà

concorde col segno di 0, e qualora sia zero, sarà concorde
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col segno di B; infine se fosse 0=0, 5= il segno del ra-

dicale si assumerebbe concorde con quello di A,

Con questa avvertenza avremo soddisfatto le condizioni

enunciate al n.° 169, e potremo porre

(25) cosare ====, cos8= :=:,

G . -n
COSY= , =

,

ed avremo l'equazione

a? cos a -I- y cos p -t- « cos Y= S

equivalente alla proposta.

Ma questa rappresenta un piano la cui normale lia per

coseni direttori cosa, cos[3, cosy e che dalla origine ha

distanza Ò: potremo dunque concludere:

La equazione lineare

Ax-i-By-^ Cz-h^D=:0

rappresenta un piano la cui normale ha per coseni direttori

A
^

B
COS a= , , COS p =

COS Y= /
^ db Va* -4- 5» -I- 0*

e che ha dalla origine distanza

D=
VA«-hJ5*-f- G*'

il segno del radicale essendo concorde con quello dei tre numeì^i

0, B, A, che per primo non è nullo.

Il numero
, , così determinato, si dice fat-

dzV-A*-+-^2-f-0*

tore di normalizzazione della equazione Ax~^By-\-Cz-\-D^=0.
Osservazione. — La distanza 5 dalla origine, del piano

— D
Ax -^ By-^ Cz-^ D= ha segno concorde col quoziente —^ .

Bortolotti 11
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189. Posizione del piano rispetto agli assi.

1° Se è nullo il termine costante D è anche 5 = ed il

piano passa per l'origine, E se il piano passa per l'origine,

nella sua equazione è nullo il termine costante.

2° Se è nullo uno dei coefficienti delle variabili, per es.

se è = 0, la normale n risulta ortogonale alPasse z, ed il

piano è parallelo a quest'asse; dunque concluderemo: se nella

equazione del piano Ax -+- By -^ Cz -i- JD= è nullo il coefficiente

di una delle variabili^ il piano è parallelo all'asse coordinato

corrispondente,

3^ Se sono nulli ad un tempo dite dei coefficienti delle va-

riabilij il piatto, dovendo essere contemporaneamente parallelo

ai due assi coordinati che corrispondono a tali variabili, dovrà

essere parallelo al piano di quei due assi.

Per es. l'equazione Ax-hD:=0 rappresenta un piano pa-

rallelo al piano yz.

190. Forma segmentaria della equazione del piano.

Data l'equazione di un piano, sotto la forma generale

Ax-h-By-{- Cz-+-D= 0,

si vuol determinare il segmento p =: OP che esso stacca sul-

Passe X a partire dalla origine.

Perciò si consideri che i punti che appartengono all'asse

delle £c hanno le coordinate y, z nulle; e perciò le coordinate

del punto P devono soddisfare ad un tempo le condizioni y^=Oj

z= e la equazione del piano Ax +- By -{- Cz-\- D=:0,
Fatto sistema di queste tre equazioni risulta

Ax-\-Bz=:0

la quale equazione ha una radice che indicheremo con:

D

Questo appunto è il segmento cercato, che il piano stacca su

Vasse delle x.

Tale segmento diventa infinito per A=:0, cioè per piani

paralleli all'asse x.

Similmente si ritrova che il piano Ax -h By +- Cz -h JD^^O
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stacca 811 l'asse delle y un segmento OB^=:q, dato da

D
^ =-É

« suW asse delle z un segmento OG^=r

D
'•= -0-

Ciò posto, sia dato il piano

Ax-^ By-\- Cz-^D=zO.

Supponendo i coefficienti tutti diversi dallo zero, potremo
seri vere

A B G

od anche
X V z

~A ~B ~0

infine avremo l'equazione del piano sotto la forma

^ ' p q r

la quale è detta forma segmentarla della equazione del piano,

perchè i numeri p, q, r sono in grandezza e segno, le misure dei

segmenti che il piano stacca sugli assi a partire dalla origine,

191. Parallelismo di due piani. Due piani

A^x -t- B^y -H C-^z H- i>i =:= 0, A^x -f- B^y -h Cjs -t- Z)^ =

sono paralleli quando sono rispettivamente eguali i coseni

direttori delle loro normali, cioè quando si ha:

A,
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A,— B,
9i
0/

Condizione di parallelismo fra due piani è dunque che nelle

loro equazioni i coefficienti delle variabili sieno direttamente pro-

porzionali.

Questa condizione può ancora rappresentarsi scrivendo che

debbono essere nulli i determinanti di secondo ordine
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presenta sempre piani passanti per P^; infatti essa è soddi-

sfatta identicamente i>er x=:x^, y= y^^ z^zz^.

L'equazione (27) contiene tre coefficienti A, B, 0, che

possiamo considerare come parametri variabili (parametri es-

senziali sono soltanto dne, cioè i rapporti di due di tali quan-
tità alla terza), ed in tale senso potremo dire che la equazione

A{x — x^) -f- Biy - y,) -f- G{z— z,)=

rappresenta la stella di piani con eentro nel punto A(^i3/i^i)«

Piano per un dato punto, parallelo ad un piano
DATO. Sia Piix^y^z^) il punto dato, A^x -+ B^y -t- G^z h- D^ = il

piano dato.

Poiché il piano cercato deve passare per P^, la sua equa-

zione avrà la forma

(27) A(x - X,) -^ B(y - y,) + G,(z ^ z,) = 0.

La condizione di parallelismo col piano dato si traduce

nelle relazioni

A^^B.-'G,'

Indicando con Jc un coefficiente di proporzionalità, potremo

scrivere:

A=:A^Jc, B^BJc, G—GJc

e, sostituendo nella (27)

Te j A^{x — .Ti) -t- B^iy — yj -t- G^iz -z,)\— 0.

Infine avremo T equazione del piano cercato sotto la forma

(28) A,{x - X,) -f- B,{y - y,) -t- G,(z - z,) r= 0.

193. Angolo di due piani. Dati due piani

A^x -+- B^y -+- G^z H- Dj =: 0, A^x -+- B^y -+- C^z -{- D, = 0,
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le normali %, w^ avranno per coseni direttori

^1 ...a ^1
cosa

' zìz^/A,*-^B,*^G,^'

cosy

cospi

C,

A/Af-h B,^-+- CV

^"±V^
cos «2= , cosp2

B,

^V^^^-^g'-t-c^s*'

cos Ys r=: 7=

L'angolo dei due piani è l'angolo n^ìi^ delle loro normali^

ma si ha (n.^ 172)

cos «1 cos Pi cos Yi

cos «2 cos ^2 <^os Y2

cos ri^= cos «1 cos «g -+- cos pi cos ^g +- cos Yi cos y^

sen* 7i^n^=

dunque, per l'angolo dei due piani, si hanno le formule

cos Wj/lg

(29) < A, B, C, f
-^2 ^2 ^2

I

sen* ^in.—
^^^, _^ ^^^ _^ (j^,^ (^^2 ^, 0/).

Il segno da assumere nelle prime formule sarà determinato

a norma di quanto si è detto al n.*^ 188.

Dalla prima di queste due formule in particolare si ricava

che: La condizione di ortogonalità di due piani

. A^x H- B^y H- C^z -I- Dj = 0, A^x -+- B^y -+- C^z-+- D^:=0

è data dalla relazione

A^A^ -+- B^B., -+- OiOg= 0.

194. Distanza di un punto da un piano. Sia

Ax-hBy-h Cz-^ D—
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il piano dato. Poicbè sappiamo che la distanza dalla origine

di questo piano è data da ,

--_

—

^zb* se si vuole
itV^* -+- 5* -+- 0»

la distanza di un punto Pi{x^y^z^) da quel medesimo piano,

basterà, con una traslazione di assi, portare la origine delle

coordinate nel punto -l^looiy^z^).

Le coordinate XYZ nel nel nuovo sistema saranno legate

alle antiche dalle note relazioni

xz=X-hx,, y~Y-\-y^^ zz=Z-hz^,

l'equazione del piano dato assumerà la forma

AX-^ BY-i- GZ-^Ax^-^By,-h Cz^-\-D= 0,

e la distanza dalla origine delle nuove ordinate (cioè di PJ di

tale piaìio, sarà in valore e segno, data da

(30,
^^-(A.-.B,.^0.. + i))

il segno del radicale essendo uguale a quello del coefficiente G
nella equazione del piano, se = 0, a quello di B, infine

se = 0, 5= 0, a quello di A. Si ha dunque la regola pratica:

Per avere la distanza di un punto Piix^y^z^) da un piano

Ax-{- By-i- Cz-h n= Oy

basta sostituire nel primo membro della equazione del piano alle

coordinate correnti quelle del punto dato; cambiare il segno al

numero che ne risulta e moltiplicare questo pel fattore di norma-

lizzazione della equazione del piano ,

=bVA*-4-5*-f-0*

195. Condizione perchè quattro punti siano in uno
STESSO piano. Sieno P^ix^y^z^), PJ^x^y^z^), Pzi^iyz^z)', PJ^ìVì^ì) i

punti dati. Vogliamo vedere se è possibile determinare quattro

numeri A, B, 0, 2>, tali che il piano

Ax-h By-\- Cz-i-])=

appartenga a tutti e quattro i punti dati.
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Le incognite del nostro quesito sono ora le quantità A^ B,

C, D, e le relazioni cui queste debbono soddisfare sono:

Ax^ -+- By^ -I- 0^1 -4- D=
Ax^ -H By^ H- 05^2 -f- D=
Ax^ -f- By^ -f- Os^g H- D =r

Ax^ -t- By^ -H 02^4 -t- D =: 0.

Si hanno dunque quattro equazioni lineari ed omogenee

nelle quattro incognite A^ B^ C^ Di la condizione di possibi-

lità di un tale sistema è V annullarsi del determinante dei

coefScienti

(31) A=
^1
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Cioè i coefficienti delle variabili a?, y, z nella equazione del piano

pei tre puyiti PiP^P^ sono, in valore e segno, eguali rispettivamente al

doppio dell'area delle proiezioni del triangolo P^P^P^ sui tre piani

coordinati ^= 0, y = 0, 2;= 0.

Inoltre si può osserv^aro che la distanza 5 dalla origine del

piano P^P^P^ ha segno concorde con quello del quoziente:

X,



170 CAPITOLO TERZO

È vera anche la proposizione reciproca, e cioè se la ma-

trice (33) ha caratteristica minore di 3, i tre punti P^P^Ps sono

allineati: ciò risulta dal fatto che, in questa supposizione la

equazione (32) è soddisfatta da qualunque terna ocyz} cioè che,

in quella supposizione, i tre punti P^P^P^ ed un quarto punto P,

comunque preso nello spazio, sone sempre situati in un mede-

simo piano.

197. Volume del tetraedro. Qualunque sia la caratte-

ristica della matrice (33) possiamo sempre affermare che l'an-

nullarsi del determinante A esprime

la condizione perchè i quattro

punti P^P.P^P^ sieno in uno stesso

piano.

Se quel determinante non è

zero, quei quattro punti adunque
non saranno complanari, e potranno

essere considerati come vertici di

un tetraedro.

Dimostreremo che il determi-

nante 1) rappresenta il sestuplo del

volume di un tale tetraedro preso col

segno cambiato.

198. Per dimostrare questa proposizione occorre premettere

alcune considerazioni circa il segno del volume del tetraedro,

Sieno P^P^P^Pi i vertici del tetraedro, consideriamo la

base PiP^P^ ed il vertice opposto P^,

Un osservatore che rimanendo nella regione dello spazio

dove è P4, percorra il contorno P^P^P^ nel senso indicato

dagli indici, potrà avere l'interno dell'area alla sua sinistra

od alla sua destra; nel primo caso il tetraedro si dice sini-

strorso^ nel secondo destrorso,

È evidente, per quanto si è detto al n. 164 che il tetra-

edro P^P^P^P^ è sinistrorso o destrorso insieme col triedro

che ha il vertice in P^,

Converremo di assumere come positivo il volume dei tetraedri

sinistrorsi, come negativo il volume dei tetraedri destrorsi.
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Il seguo del volume dipende dunque dall'ordine in cui

si immaginano disposti i suoi vertici.

Indicheremo il volume del tetraedro P^P^P^P^ col sim-

bolo Pj^P^P^P^, il quale ci ricorda l'ordine in cui i vertici si

suppongono disposti.

Si vede immediatamente che il numero P^P^P^P^ non
cambia per qualsiasi permutazione di classe pari operata sugli

indici degli elementi P^P^P^P^ e cambia segno per una per-

mutazione di classe dispari. Cioè che la espressione P^P^P^P^,

considerata come funzione degli indici, rimane invariata per le

permutazioni del gruppo alternante nei quattro elementi 1,2,3,4.

199. Teorema. Se dal vertice P^ del tetraedro P^P.P^P^ si

conduce la normale P^N su la base opposta, il volume del tetraedro

è espresso, in valore e segno dalla formula

(34) P,P,P,P, = ^J^PrPiP,Pz

E difatti, se il punto P^ si trova nella regione positiva

dello spazio, rispetto al piano P^P^P^ (n. 167) il numero NP^
è positivo, l'orientamento positivo del tetraedro concorda col

verso positivo delle rotazioni sul piano P^P^P^) quindi i nu-
meri P^P^P^P^^ P\P^Pi sono entrambi positivi od entrambi ne-

gativi, e la formula (34), vera certamente per i valori assoluti

dei due membri, si trova verificata anche pel segno.
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Se invece il punto P^ si trova nella regione negativa,

la lunghezza Wp^ è negativa, mentre poi, a rotazione sini-

strorsa PiPg^s corrisponde tetraedro P^P^P^P^ destrorso, e reci-

jproeamente. Dunque i numeri P^P^P^, P^P^P^P^ hanno segni

contrari ed anche in questo caso la formula (34) è verificata.

200. Eiprendiamo ora il determinante A, che, togliendo la

prima linea dalle rimanenti, potremo scrivere

A=:
^1 2/2 — 2/i ^2 — ^1

^1 2/3

^1 2/4

2/i

Vi ^4

ed eseguiamo una trasformazione di assi, portando la nuova

origine in P^ ed il piano OXY sul piano P^P^P^, e scegliendo

il verso delP asse ^in modo che il nuovo triedro fondamentale

sia concorde col primitivo. Le formule di trasformazione sa-

ranno (n. 179)

[ x=:Xi -h a^X -t- a^Y -f- a^Z

z= z^ -^- e^X -{- c^Y -{- c^Z

'

ce — x^= aT^X-^azY -{-a^Z

y—y,= hX-^b,Y

ossia

b,X '2-

c,Y

b,Z

€,Z.

Mediante queste formule A assume la forma

A=:~- «1X3

a,Y,

a^Y,

a^Z^ b^X^

j-tg-T-ag-^g &1X3

b^Y^ -h b^Z^ C1X2

CjXg^2^3 -»- ^3^3

«1X4 -^azY^-\- a^Z^ &1X4 -f- b^Y^ b,Z,

^2^3

c,X,

<?3^2

^3^3

cioè

A== X3 Tg

X, Y,

ma è noto (n. 176) che

^4

b^

«1
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Dunque rimane

173

X Tg ^2

-^3 -^3 ^l

X, Y, Z,

Poiché i punti Pg, Pg sono sul piano XY, è ^g^-^a^O,
perciò

A = --
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in ogni caso (purché siano distinti) i piani tt^ r.^ possono

essere riguardati come i piani fondamentali di un fascio (il cui

asse sarà proprio od improprio) e V equazione di \m tale fascio

sarà

(37) IF, -h iiF^=

dove A e pi sono parametri arbitrari.

Infatti se i due piani non sono paralleli, i valori di xyz

clie soddisfano contemporaneamente le j^^ = 0, F^=:0 sono

coordinate di punti sulla retta intersezione dei piani tt^, 712.

Cotesti valori soddisfano sempre la XF^-\- \xF„z=:0; ma questa,

per ogni coppia di valori A, [jl è la equazione di un piano, il

quale dunque contiene la retta intersezione di n-^iz^, cioè è un

piano del fascio considerato.

Reciprocamente: qualunque piano del fascio è rappresen-

tato dalla IFj^ -+- [xF^ =z 0, per una scelta opportuna di X e ^.

Infatti un piano del fascio è determinato quando si as-

segni un punto Piioo^y^z^) cui esso appartenga.

Fissato un tale punto, dalla relazione

X(^ia?i -h 5i2/i ~^~ ^l'^i -+- ^) +- |a(^2^i +- ^iVi -^ ^2^^! -*- A) =
si ricava

ed è questo il valore che conviene dare al rapporto -, perchè

il piano Xi^i -t- {XjPg= il quale per ogni valore di - appar-

tiene sempre al fascio, passi pel punto P^,

La frazione al secondo membro ha denominatore zero

se P^i^iyiZ-^ è sul piano tcj, ha numeratore zero se Pj è sul

piano TTg, dunque ai piani fondamentali iz-^r:^ corrispondono ri-

spettivamente i valori {Ji=:0, X = 0, ciò che si verifica anche

direttamente.

Se poi i piani tz^k^ sono paralleli, si ha

A^:B^:G^ :: a^:b^:g^ :: \a^-^ \ìA,:1b^-\- ^^B^:'kC^-\-\iG^

cioè anclie il piano IF-^ -f- puPg, per ogni coppia X, (x è parallelo

ad essi, ed appartiene perciò al fascio (con asse improprio) da

essi determinato.
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202. Possiamo enunciare il risultato ottenuto dicendo che

la condizione necessaria e sufficiente affinchè un piano ttj di equa-

zione F^ = A^x -f- B^y -t- C^z -+- Dg =: 0, appartenga al fascio de-

terminato da due dati piani tz^iz^ è che la F^ si esprima linear-

mente per mezzo della F^F^. cioè che la matrice

(38)

abbia caratteristica 2.

A,

A,

A.

B.

B.

0,

0,

203. Punto comune a tee piani. Quando i tre piani TCiTi^TTg

non appartengono ad uno stesso fascio, e non coincidono, la

matrice scritta ha caratteristica 3. I piani hanno un punto

comune ed uno solo e le coordinate di un tale punto si ot-

tengono risolvendo il sistema:

(
^1^

I
A^x

B^y -+- OiZ -f- Di =
B.y -^C.z-^D^=:0

B,y-^-G,z-hD,=:0.

Si vede da ciò che, se la matrice (38) ha caratteristica 3,

se il determinante

B.

0,

è diverso dallo zero, i tre inani hanno un punto comune proprio;

se è zero, improprio, cioè le loro intersezioni sono parallele.

In quest'ultimo caso esistono valori, non contemporanea-

mente nulli, di X, 2/, z, che risolvono le equazioni omogenee

A^x -h B^y H- OjZ=
A^x -\- B^y -f- OgZ=
A^x-\-B^y-\- OgZ^O.

Queste rappresentano tre piani, paralleli ai dati, passanti

per l'origine. Poiché c'è un jmnto comune a questi tre piani,

diverso dalla origine, essi saranno dunque tre piani di un

fascio, e l'asse di questo fascio è la retta uscente dalla ori-
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gine, parallela alla direzione comune alle mutue intersezioni

del piani dati, cioè alla direzione del punto improprio comune

ad essi.

204. Stella di piani. Dati tre piani k^iz^'k^ mediante le

loro equazioni F^ = 0, F^=z 0, F^ = 0, se essi non appartengono

ad uno stesso fascio, cioè se la matrice (38) ha caratteristica 3,

determinano un punto Fi{x^y^Zj) (proprio od improprio) che è

la loro comune intersezione. Se scriviamo l'equazione

(39) IF^ -f- 1x^2 -i-yF^ —

questa, per ogni terna X, [x, v rappresenta un piano passante

per Pj, cioè un piano della stella che ha il centro in P^,

Un piano qualsiasi della stella è determinato dalla condi-

zione di passare per P^ e per due altri punti Pg, Pg, scelti ad

arbitrio, purché non allineati con P^ . Fissati questi due punti,

le condizioni

XF^ix^y^z^) -+- ]xF^{x^y^z^) +- ^F^{x^y^z^)=
IF^ix^y^z^) -+- ^F^ix^y^z^) -+- vF^{x^y^z^)=

serviranno a determinare i rapporti di due delle X, (ji, v alla

terza di esse, cioè a calcolare 1 coefficienti della equazione (39)

che rappresenta un tale piano.

La (39) è dunque la equazione della stella di piani che ha

per piani fondamentali F^ = 0, F^z= 0, F^= 0.

§ VI. Retta nello spazio.

205. Gli elementi che abbiamo fino ad ora considerati nello

spazio sono punti e piani. Per determinare analiticamente una
retta potremo, giovandoci delle cognizioni fino ad ora acquisite,

assegnare due punti di essa e cercare le relazioni che le

coordinate di un punto variabile su la retta deve avere coi

due dati: oppure potremo considerare la retta come interse-

zione di due piani, dati mediante le loro equazioni.

Abbiamo perciò due tipi di rappresentazioni analitiche

della retta, i quali corrispondono ai due modi di concepire la
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retta: come insieme di spunti (sostegno della punteggiata),

come intersezione di piani (asse del fascio di piani).

Equazioni della retta per due punti. Dati due

punti Pii^^y^Zj), P^{x^y.Zz\ indichiamo con a, p, y, gli angoli

che la retta PjPg formano coi tre assi coordinati.

Proiettando il segmento P^P^ sui tre assi, abbiamo

x^ — Xi=z P^P^ cos a,m { y^ -2/1 =^^ cos p,

z, —
2;i

=: PjP» cos Y 5

abbiamo inoltre:

(41) ^^= ± ^/(x, - x,y -+- (y, - y,y -t- {z,- z,)«,

dove il segno del radicale deve essere concorde con quello

di Zj— Zi (n.° 166).

Dalle (40), (41) si ricavano le espressioni dei coseni direttori

della retta PiP^i

cosa= x^ x^
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Eeciprocamente : Se un punto P soddisfa tali relazioni, la

congiungente P^P forma con gli assi angoli ol^ % y, eguali a quelli

formati dalla retta PiP^* E ciò risulta scrivendo

x — Xj^ y — y^z — z^

CCS a cos '^ cos y

V(a;— a?i)M- {y — y^Y -t- (z — z^y

± Vcos* a -f- cos* p -t- cos^ y

= P,P.

Dunque potremo dire che le (44) sono le equazioni della data

retta. La forma sotto cui le equazioni della retta sono espresse

mediante le (44) è detta forma normale.

Le equazioni trovate rappresentano ancora la retta per

due punti Piix^y-^z-^), Pofcos a , cos p , cos y) , dei quali il secondo

appartiene alla sfera unitaria (determinato da tre coseni di-

rettori).

Se poniamo
d^P^P,,

abbiamo le equazioni della retta sotto la forma parametrica,

(45) x=::x^~h d COS a, y:=zy^-hd COS p, z=zZj^-^ d cos y.

Ponendo nelle (44) i valori dati dalle (42) , avremo le equa-

zioni della retta per due punti proprii PiP^i sotto la forma

X — Xt y — y-t z— Z-.

(46 -*
— = '.

207. Dal confronto delle (40), (43), si ricava:

PiP __ x — x^ _ y— yi _ z — z

P^^ — x^ — x^-~ y^— y^
— z^ — z

E, per una nota proprietà dei rapporti eguali, dividendo

(secondo la nomenclatura Euclidea), avremo !

Plp
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trovate, ricavare le coordinate del punto P(xyz) che divide il

segmento PiP^ in un dato rapporto r, sotto la forma:

(47) . = ^±^'; y =^^\ ^ = -¥^.

Il parametro r è la coordinata baricentrica dei punti della

punteggiata P1P2, rispetto ai punti base P^ q P^,

Prendendo h=z-. si ha

(4/
j ^ — 1 ^ /^ » y— i^h 1 ^— i-^-h '

e, come al n.° 159, si vede che h è la coordinata proiettiva

dei punti della punteggiata, rispetto ai plinti base P^ e P^, ed al

punto unità, corrispondente al valore h= l,

208. Dalle equazioni (44) (46) , facondo a^i = ^j = Zi= , si

hanno le equazioni di una retta per la origine sotto una delle

forme :

X y z
(44')

(46')

cos a cos p cos Y
'

^t Vz z^

209. Le equazioni di una retta generica per un punto
dato Pi(^i2/i^i)? sia nella formula (44) che nella (46), hanno la

forma
x— x, y — Vi z-^ z^

(48)
l m n

Dimostreremo che, reciprocamente, per ogni terna di numeri

reali Z, ?», ?i, le equazioni (48) rappresentano una retta per

Piix^y^Zj) con coseni direttori:

(49) cos X— — , cos 3
\l*-hm^-^n* ^ ±Vi»-Hm*

n

(dove il segno del radicale è concorde con quello di n).
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Ed infatti potremo scrivere le (48) sotto la forma

cc — Xi _ y~ Vi _ z — Zi _ ± ^J(x — x^)* ~^(y — y^Y -f- (z — z^f

cioè

X — X. l

db '\J[x — x^)^ -»-
(2/ — 2/1)* -^{^ — ^1)* db V Z* -+- m* -h w*

'

y — 2/i 1^

=t V(a? — a?i)*-+- (2/ — 2/1)' -+- (z — Zj)*
~~ ± V^*-+-^*-t-w*

z — z, n

± V (^- «'i)' + (2/ - ^1)' + (z - ^i)* ± Vi* m'

Eicordando le espressioni dei coseni direttori della retta

PiP, date dalle formole (42), vediamo che per punti P(xyz) ìe

cui coordinate soddisfino le (48), il segmento P^P forma con gli

assi coordinati angoli oc^ p , y , costanti, i cui coseni sono ai^punto-

quelli espressi dalle formule (49).

In particolare le equazioni .

X y z

1 m n'

rappresentano una retta per la origine, con coseni direttori dati

dalle (49).

210. Betta determinata dalla intersezioke di due
PIANI. Il sistema delle due equazioni di primo grado

S

A,x -+- B,y + Oiz -H Di =:
^^^^

( A,x -i- B,y -+- Ogz -I- A ==

determina una retta, come intersezione dei piani rappresentati

dalle equazioni

A^x -+- B^y H- G^z -h Di= 0, A^x + B^y -H G^z -+- D^ = 0,

ogni qualvolta questi piani siano distinti e non paralleli. Ciò»

richiede che la matrice

A, B, 0,

abbia per caratteristica 2.
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In questa supposizione vogliamo trovare i coseni direttori

•della retta rappresentata dal sistema (50).

Osserviamo perciò che questi coseni saranno gli stessi che

sono pertinenti alla retta, parallela alla data e passante per

P origine, che è intersezione dei piani paralleli ai dati e passanti

per l'origine:

i A^x -t- B^y -h OjZ=
i
A^x -+- B^y -f- OjZ= .

Questo sistema, poiché la matrice dei coefficienti ha carat-

teristica 2, può rappresentarsi sotto la forma equivalente

X
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I coseni direttori della retta intersezione di due piani, sono
proporzionali ai minori della matrice dei coefficienti delle variabili^

nelle equazioni dei piani medesimi,

211. Forma ridotta delle equazioni della retta.
Bisolvendo il sistema

B,y
G,z

rispetto alle x, y si ottiene un sistema equivalente, della forma

(52)

con

m

a=

^l
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I coefficienti m , n che compariscono nelle equazioni ridotte,

sono dunqae i coefficienti angolari delle proiezioni della retta

data sui piani xz, yz^ rispettivamente, e perciò si dicono coeffi-

cienti angolari della retta data,

I numeri a, 6 sono i valori che assumono le coordinate a?, y
del punto variabile sulla retta, per z = 0, cioè pel punto T,

dove la retta incontra il piano xy, essi rappresentano dunque le

coordinate della traccia T della retta data sul piano xy .

212. Per avere i coseni direttori di una retta le cui equazioni

sono date sotto forma ridotta, gioveranno le formule generali

date al N. 210 ; e si potrà anche direttamente farne il calcolo

scrivendo tali equazioni sotto la forma:

da cui

(53) cosa =

X — a

m

m

y h z — e
~ — "~1~'

V 1 -t- wt* -I- n

cos Y

cos

1

VT nv

V 1 -f- m^ H- w*

213. La condizione di parallelismo di due rette, date

mediante le equazioni loro in forma ridotta, è la eguaglianza dei

coeffixìienti angolari. Se le equazioni delle rette sono date invece

sotto la forma generale

^11^ -^ ^nV -^ C?ii2 -f- -I>n = <>

A.^x -+- B^ iV

11*

C,.z

A^^x-i-B^^y C,,z^ D,

D, Ai^x -+- Bi^y +- CtiZ -f- i>j2 ==

la condizione di parallelismo risiede nella proporzionalità dei minori

della matrice dei coefficienti:

-^11 ^11

^21 ^%\
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si ha imnlediatamente

( cos r^r^ = cos a^ cos cc^ -h cos Pi cos ^g -f- cos yi cos Yt

i . --- cosai cos S, cosYi ^

[

^ * cos «2 COSP2 cosyj

Se invece le rette sono date come intersezioni di due piani,

basterà calcolare prima i loro coseni direttori con le for-

mule (51) (53), poi applicare le formule or ora scritte.

In particolare, per rette r^r^ date mediante le equazioni in

forma ridotta, avremo:

(54) cos r^r^ =
V 1 -^ Wi* -t- Wi* V 1 -+- mg* -f- W2*

'

Da queste formule, in particolare, si deduce che la condizione

di ortogonalità di due rette date mediante le loro equazioni in

forma ridotta, è:

1 -+- m^m^ -H n^n^= 0.

215. Angolo di una retta con un piano. Dato il piano tt

Aa? H-% H- Oz + D= 0,

e la retta r, mediante le sue equazioni normali

X - Xy^ __ y— Vi _ z — gì

cos a cos p
"^ cos Y

'

considerando che V angolo X di inclinazione della retta col piano

è uguale al complemento delP angolo che [la retta forma con

la normale al piano, indicando questa normale con w ed i suoi

coseni direttori con cos a , cos p , cos y , avremo

sen 1= cos rn= cos a cos cc^ ~+- cos j3 cos pj -+- cos y cos yi

,

cioè

(56) sen l
A cos a -f- J5 cos ^-\- C cos y

il segno del radicale essendo concorde con quello di 0.
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Dalla formula trovata si deduce che: la condizione dì

parallelismo della retta r al piano n è data da

{57) A cos a -t- B eoa p -i- cos y=

^ quella di perpendicolarità da

/
A '

^ B
lcosa=: , , cos 8= .

(58) i

cos Y= ± V A* -4- J5* -+- 0»

Se la retta data passa per P origine e quindi ha le equazioni

X y z

la condizione di parallelismo è Ai -+- -Bm h- 0?i= 0, e quella

di perpendicolarità è -7- = — = — .^ ^ l m n
Se le equazioni della retta sono date sotto forma ridotta,

l'angolo X di inclinazione col piano è dato da

Am -h Bn-+- G
senX ± yi H- m* -f- w' V A' -+- J5* -+- 0*

216. Punto di incontro di una eetta con un piano.

Dato il piano

Ax-^ By~^ Gz-{-^D=

assumiamo le equazioni della retta sotto la forma parame-

trica (n.^ 206)

(45) x^Xi-\- d cos a, yz=:y^-h-d cos 8, z= z^-^ d cos y

e proponiamoci di determinare il parametro d (distanza PiP)

in modo che il punto P(xyz) sia sul piano dato.

Sostituendo le (45) nella equazione del piano, dovremo
avere

A{x^ -f- d cos a) -f- jB(i/i -+- d cos g) -1- G(z^ -4- <! cos y) -+- D= 0,

Ax^ -+- By^ -{- Osfj -4- D -+- d{A cos cc-i- B cos p h- cos y) = 0,
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da cui

^* ^ A cos a -1- -B cos p -+- cos y

Questa formula ci dà un valore unico e determinato per

la distanza d= PiP del punto Pj dal punto P dove la retta

incontra il piano : mettendo il valore trovato nelle for-

mule (45), si ritrovano le coordinate del punto cercato, traccia

della retta sul piano dato.

Un caso di eccezione si presenta quando il denominatore

del secondo membro è zero. In tale caso l'eguaglianza

A cos a H- P cos p -t- (7 cos Y=

ci dice (form. (57)) che la retta è parallela al piano.

Se, in tale ipotesi, si ammette inoltre che sia zero anche
il numeratore,

Axy -+- By^ -H 02^1 -+- P= 0,

ciò significa che il punto Pifi^i^iZi) appartiene al piano. La
retta data, parallela al piano per un punto P^ del piano stesso^

è in tal caso contenuta nel piano.

Se la retta è data come intersezione di due piani

l Ai^? -+- Pi^ -h Oi^; -f- Pj=
1 Aj^x + B^xj -t- Ojs; -i- Pg =:

il problema proposto è quello di cercare il punto comune a

tre piani dati, e si risolve (come si è visto al n.*^ 203) facendo
sistema delle tre equazioni

Ax -+-
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Supposto che le equazioni delle rette abbiano la forma

parametrica

x= Xj^ -{- d cos a
,
y=^y^~^d cos p , z= z^ -{- d cos y

X z=z Xi -^ d' cos od , 1/ = 2// -*- <^' cos p', z= z/ -h d' cos y'

prenderemo i punti corrispondenti ai valori 0, 1, del parametro:

^li^iVi^i) Pti^i +- cos a, 2^1 -h cos p, s^i -i- cos y)

P/(a7i'i/i'Zi') Pg'C^/ "^~ cos a', ?// h- cos p', Zj' -f- cos y')

e la condizione richiesta sarà espressa dalla formula

D

Vi

Vi'

cos a 2/i
"^ cos p Zi H- cos y 1

cos a' 2// •+" cos P' z/ -f- cos y' 1

=

o, sottraendo la prima linea dalla seconda e dalla terza, e la

seconda dalla quarta:

(60) I)

Xi—^i Vi' — Vi Zi' — Zi

cos a cos p cos y

cos od cos P' cos y'

=

Questa è appunto la condizione di complanarità delle due

date rette.

Se le equazioni delle rette hanno la forma ridotta

( x= mz-{- a

\
yz=:nz-\-b

X =: rn/z -+ a'

y= n'z-+- V

scriveremo la condizione trovata sotto la forma

(61)

a — a'
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§ VII. Momento di due rette.

218. Minima distanza, di due rette sghembe. Se le due

rette date r, r' non sono complanari, il determinante (60) non
si annulla.

Dimostreremo che il valore di questo determinante è eguale

al prodotto della minima distanza PiP/= òrr' della retta r dalla r'

per il seno dell'angolo rr' , delle due rette medesime, nelV ordine

in cui le due rette sono enunciate,

A tale scopo osserveremo anzitutto che B rimane invariato

comunque si spostino, lungo le rette r, r', i punti Piioo^y^Zj),

P\{^\yi^i)i ^^ ^^* coordinate figurano nella prima linea.

Ciò si verifica immediatamente osservando che le coordi-

nate di due punti qualunque P{xyz), F'{x'y'z') delle due rette

sono date da

x=:Xi-{- d cos a x' =z x^ -t- W cos a'

2/ = 2/1 -t- ^ cos p y == 2// -t- d^ cos P'

z=
2?i -f- ^ cos y 2;' = z^ -\- d' cos y'

e sostituendo questi valori alle coordinate x^y^z-^^ ^ìvì^ì nella

prima linea del determinante medesimo.

Possiamo dunqne supporre che i punti P, P', siano quelli

dove la perpendicolare comune incontra le rette r, r'; ed allora,

indicando con A, [x, v i coseni direttori di questa perpendicolare

comune, e posto Srr'^PjPi', avremo: (form. (40))

a?/ — i»i = Zrr'\ yì — 2/l = ^rr'\i^ z/ — Z^r= Zrr'V.

Ma sappiamo (n.° 173, pag. 148) che

sen rr^

cos p cos Y

cos p' cos y'

1

^
[A

sen rr'

sen rr

cos a cos p

cos a' cos P'

cos y cos a

cos y' cos a'
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dunque, sostituendo,

D

e, ricordando la formula che dà senrT,

D =: brr' SCU rP,

219. Dalla formula trovata si trova per la mìnima di-

stanza delle rette r, r' la espressione
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Ed infatti il segno di M concorda con quello di orr' tg rr\

e quindi non muta, ne per le trasformazioni di assi che mu-
tano il verso di una o di entrambe le rette r, r\ né per quelle

che fanno cambiare il segno di brr'. Poiché cambiando il verso

di una delle rette r, r', l'angolo rr' aumenta o diminuisce

di 7T, e ciò non influisce sul valore di tg rr', ed, in secondo

laogo, cambiando il verso positivo della perpendicolare comune
alle r, r', cambia anche il verso positivo delle rotazioni nel

piano delle parallele alle r, r' per l'origine, e perciò il segno

dell'angolo r? (n.° 168, pp. 142, 143).

Infine il momento M non muta scambiando fra loro le

rette r, r'; poiché con ciò muta ad un tempo il segno di brr' e

quello di rr'.

Il momento di due rette rappresenta dunque una proprietà

intrinseca {indipendente dagli assi di riferimento) della coppia

delle rette medesime.

221. Coppie di rette destrorse e sinistrorse. È facile

vedere a quale particolarità geometrica inerente ^ad una data

coppia di rette corrisponda il segno (positivo o negativo) del

momento. E precisamente si trova che un osservatore disposto

lungo una delle due rette (che si suppone non siano né pa-
rallele né ortogonali fra loro), in un verso di essa scelto a

piacere, coi piedi nel punto ove questa retta é incontrata

dalla perpendicolare comune e rivolto verso la seconda retta,

vede un punto che muovendosi su questa seconda retta si in-

nalzi rispetto all'osservatore stesso, dirigersi da sinistra verso a

destra se il momento è positivo, nel senso opposto se é negativo.

Perciò le coppie a momento positivo si dicono coppie

destrorse, quelle a momento negativo, coppie sinistrorse.

222. Se le equazioni delle due rette date non hanno la

forma normale, per calcolare il momento basterà mettere

nella (63) per cosa, cosp, cos y? cosa', cosp', cosy' i valori

dati dalle formule (51).

In particolare per il caso della forma ridotta prendendo
come punti F^P^^' le traccio F^(a, &, 0), P/(a', &', 0) si ha

D=z
yi-hm''-hn*\l m'

a' — a
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(64) D=
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1

VI -+- w* -+- 71* yl -h m'* -+- 71'*

191

m — m' n — ti'

indi M^:^tD: e per la minima distanza,

{65) hrr'= JD

a' — a h' — h

m — m' n — n'

sen fp db V(7M— m'}* -h(n — n'f -t- [mn' — nn')'^

223. KUOVA FORMULA PER IL VOLUME DEL TETRAEDRO.

Se consideriamo la retta r come data mediante due dei suoi

punti Pi(x^y^z^y Pz(x^y^Zz) e la / mediante P^(x^y^z^) P^(x^y^zJ)

possiamo esprimere i coseni direttori mediante le formule (40)

(pag. 177) e troveremo cosi

ossia

sen 7t'

hrr''

^i' — ^1 yì — Vi ^ì — ^1

^2 —^1 Vt — Vi ^% — ^l

xl — x^ yi — 2// zi — z.

P,P,'P,P
-, 1
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La formula (66) dà in valore e segno il volarne del tetraedro^

Il secondo membro di tale formula dovrà dunque essere (n.° 198)

positivo o negativo secondo che il tetraedro P^^P^P^F^' è sini-

strorso o destrorso. Si verifica subito che tale espressione

conserva anche il segno, qualunque trasformazione si faccia

nel sistema degli assi di riferimento. Ed infatti, se per una

trasformazione di assi cambia il verso positivo di una delle

due rette, p. es. della r, cambiano ad un tempo i segni di

senV? e di P^P^', se poi cambia il verso di hrr' cambia anche

il segno dell'angolo tV, come si è visto al n.** 220.

224. Distanza di un punto PJ^x^Vt^i) dalla retta r^

data mediante le sue equazioni parametricJie

(43) x= Xi-i- d cos a, yz=y^-{- d cos p, z^=z^-^ d cos y.

Condotta la perpendicolare P^N su r, si tratta di calcolare

il numero h-=zP^N, Osserviamo perciò che il punto If su la

retta r corrisponde ad uno speciale valore, che indicheremo

con d^, del parametro d che figura nelle formule (43).

I coseni direttori di P^K si potranno perciò rappresentare

con :

cosa^:
x^ — Xc,-\- d^ cos oc

cosp2=

cos Y

—V(^i— ^2~'"^2C^sa)*-i-(2/i — y^-\-d2,G0s;i)^-{-(z^—^^-t-^gCOSy)*

Vi - 2/2
-«- à^ COS p

:V(^i—a?2"^~^2C^S7.)''-t-(2/i~- 2/2-1- <?2Cos3)*-i-(Zi

—

z^-{-d^coSY)^

Zi — ^2 -f- d^ cos y

—V(^i—^2^-«^2Cosa)*H-(2/i~2/2+<^2<^os^)*-h(Zi— Zj-t-e^gCosy)^

e, per la condizione di ortogonalità della P^W con la r, sarà

(Xj^ — x^-}- dz cos a) cos a -+-
(2/1
— y^ -+- d^ cos P) cos j3 -t-

(Zj — z^-h d^ cos y) cos y=
cioè

(it?! — x^) cos a -H (2/1
—

2/2) cos j8
-4- (Zj— z») cos y -f- ^^= ^

da cui

(44) di= (a?2 — x^) cos a -H (3/2
— yj cos P h- K — «1) cos y.



PUNTI, PIANI E RETTE NELLO SPAZIO 193

Ma, per la formula che dà la distanza di due punti, si ha

S* =: (a?, — x^-h d^ cos a)* H- (y^— 3/2
-+- ^2 cos P)*

-+- (zj— Zj -^ <^t eoa y)*

5*= (a?i~ x^)* -t- (2/1 — 2/2)* + (^1 — «t)* -^ <^t'
-^-

-f- 2^2[(iri — x^) cos a -*-
(2/1 — 2/t) cos g -i- («i — «?,) cos y]

e per la (44)

5*= (x, - X,)* -t- {y, - y,y + (z, - z^f - à^^

V-= {X, - x,f -t- (y, - y,f -4- {z^ - z,)» -
— [(^1 — ^2) cos a + (2/1

—
2/t) cos ^-\-{z^ — 2^2) cos yj^

(45) 5*= 3/2 — 2/1 ^2— ^

cos fi cos y

z^ — z^ x^-x^
cos y cos a

^2— «?i 2/2— 3/1

cos a cos ^

questa formula che potremo scrivere in modo abbreviato

(45') 5*==:
^2— ^1 ^2 — 2/1 ^2 — ^\

COS a cos p cos y

esprime appunto la distanza del punto Pt{x^y^z^ dalla retta

r{x=:x. d cos a, yz=y^-\- d cos 3, z= ^j -h d cos y).

Il segno di 5 sarà, al solito, quello della prima delle tre

quantità

Zj — Z2 ^~ ^2 cos y, 2/i
—

2/2
*" ^2 cos p, a?i — a?2 -4- d^ cos a

che non si annulla.

§ YIII. Calcolo di aree piane.

225. Per il calcolo delle areo di figure descritte su piani

diversi dai piani coordinati, si potrebbe, con una trasforma-

zione di assi, trasportare il piano della figura data sopra uno

dei piani coordinati, per es. sul piano xy; ma gioverà in molti

casi la applicazione del teorema seguente: Il quadrato di

un' area piana è uguale alla somma dei quadrati delle proiezioni

ortogonali delV area sopra i tre piani coordinati.

Bortolotti
"

13
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Indichiamo infatti, con 8 Parca data, con n una normale

al piano che la contiene; il rettilineo del diedro formato da

questo piano col piano yz sarà eguale all'angolo delle due

normali, cioè ad nx.

Perciò, indicando con Sy^ la proiezione di 8 sul piano yz,

avremo (vedi n.° 82, pag. 64):

8y2= 8 cos nx.

Similmente

8.^= 8 cos ny, S^y == cos nz.

Quadrando e sommando si ha la relazione richiesta

S^ =: 8,J + 8,J -^ 8^y\

In particolare, dato il triangolo che ha per vertici i tre

punti Piix^y^Zj), P^(Xzy^z^), ^^3(^^32/32^3)? considerando che 1» proie-

zione di questo sul piano xy ha per vertici i punti

Pii^iVi), Pt{^%y%\ PA^iVi)

e quindi per area

1
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.5f:=0, cioè è concorde col segno del determinante

X,
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ossia, che le coordinate plucTceriane di un piano sono numeri inversi

ed opposti delle lunghezze dei segmenti che il piano stacca sugli

assi a partire dalla origine.

227. Equazione del punto in coordinate pluokeriane.

Un piano n{u, v , w) ed un punto F(xyz) si appartengono se è

soddisfatta la relazione

ux-^vy -^-wz-v-l^^zd',

questa, quando si suppongono w, v, w determinati e costanti, x^ y^ z

variabili, è la equazione del piano n(u , v, w) in coordinate carte-

siane; se invece si suppone che x, y^ z abbiano valori deter-

minati e costanti e che w, v, w siano quantità variabili, è soddi-

sfatta da tutti i piani 7z{u, i?, w) passanti per P(xyz)^ ossia è la,

equazione del punto P{xyz) in coordinate plilclceriane.

Più generalmente, una equazione lineare nelle u, v, w

au -^-hv -\- cw -^ d^=.^ d=j=^

comerappresenta il punto P\-^<, 3 » 3 ) in coordinate pluclceriane,

centro di una stella di piani.

Se u, v^ w sono numeri determinati, essa esprime la condi-

zione di appartenenza del punto -P (3 ? 3 > dì
^^ piano 7i(w, v^ w),.

§ X. Punti, piani e rette immaginarie nello spazio.

228. Dato un sistema di coordinate cartesiane 0{xyz), chia-

meremo punto immaginario dello spazio una terna di valori non

tutti reali (xyz) dati alle variabili.

Se supponiamo di riferire i punti dello spazio ad un nuovo

sistema 0{X¥Z), si dirà che due terne {xyz), {XYZ) rappre-

sentano lo stesso punto immaginario se queste terne sono

legate fra di loro da formule di trasformazione del tipo-

(n.« 179, pag. 152)

x=:aQ-^ a^X -\- a^Y -h a^Z

y—l^-\- &iX -4- èiY -h ì)^Z

2; =: Co -i- CjX -h-C^Y -\- C^Z,
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Due punti immaginari si dicono coniugati se le coordinate

rispettive sono numeri complessi coniugati.

La proprietà di due punti Pi(^iyi^i)i Tj^x^y^z^ di essere

coniugati, si conserva per qualsiasi trasformazione di assi. Ed
infatti le formule di trasformazione essendo a coefficienti tutti

reali, se i numeri x^y^z^ sono coniugati rispettivamente ai

numeri x^y^z^^ anche i numeri XJ[^Z^ risulteranno coniugati

ai numeri X^Y^Z^ rispettivamente.

229. Analogamente si definisce il piano immaginario^ me-
diante una terna u, v, w di valori non tutti reali; e si dicono

coniugati due piani t^iIuiV^Wj), n^iu^v^w^) quando i numeri UiV^Wi

sono coniugati rispettivamente ai numeri u^v^w^.

230. Due punti (o due piani) coniugati sono coincidenti

-quando sono reali ed in questo caso solamente.

231. I punti ed i piani immaginari possono essere dati

anche mediante le loro equazioni in coordinate pliickeriane o

«artesiane, rispettivamente, con la condizione che i coefficienti

di tali equazioni non siano tutti reali.

Tre punti, reali od immaginari, P^P^P^, in generale deter-

minano un piano, che ha per equazione

<47)

X
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lineare ed omogenea dei corrispondenti elementi delle altre

due; la qual relazione si può scrivere

e se una relazione di tal natura è soddisfatta, i minori del

terzo ordine sono nulli, ed i punti PiP^P^ sono allineati

(n.° 196, pag. 169).

Le formule scritte, al variare di r determinano infiniti

punti (reali od immaginari) allineati con PiP^.

L^ insieme di questi punti costituisce la retta F^P^ .

Se invece di Fzioo^y^z^) scriviamo F{xyz) le condizioni

ra?j -+ x^
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234. Una retta immaginaria può essere incidente con la

sua coniugata, oppure può essere con questa sghemba.

Nel primo caso la retta immaginaria si dice di prima

specie. Ussa ha un punto reale ed uno solo, ed è il punto in

cui essa incontra la sua coniugata.

Se indichiamo con

j
A^x -+- B^y •+ G^z -f- Dj =

j A^x -h B^y +- G^z -t- D,=

le equazioni di una retta r immaginaria, con

Ai'x -+- B^y H- G^z -f- i)/=
A^x -+- B;y H- G.^z -+- 7)/ =::

quelle della sua coniugata r', la retta r sarà immaginaria

di 1.* specie quando i quattro piani considerati nelle equazioni

scritte hanno un punto comune, cioè quando è

^1 B, G, A
A^ B^ O2 D,

A( B{ 0/ D/
A^ B^ G^ D^

= 0.

Se questa equazione non è soddisfatta la retta r è imma-
ginaria di 2.* specie. In tale ipotesi la r non ha nessun punto

reale e non giace sopra nessun pihno reale.

§ XI. Coordinate cartesiane omogenee

e coordinate generali proiettive di punti e di piani nello spazio,

cerchio assoluto.

235. Supposto dato un sistema cartesiano, di coordinate

nello spazio, le coordinate xyz di qualsivoglia punto P{xyz)

possono in infiniti modi rappresentarsi come quozienti della

forma :

(50)
iPi

X=z y=^^ ^=
Xa
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Diremo che XiX^X2004^ sono le coordinate omogenee del

punto P, e scriveremo Pix^x^x^x^),

Ad ogni punto P, corrispondono infinite quaterne equiva-

lenti di coordinate omogenee, differenti fra di loro per un
fattore arbitrario di proporzionalità.

Possiamo, in particolare, scegliere arbitrariamente il va-
lore di ii?4, e determinare x^x^x^ in funzione di questo valore

e delle xyz, facendo x^ = x^x, x^= ìp.^?/, x^= x^z.

Per a?4 = 1 si ha x^^x, x^^zy^ ipg= z. Cioè per passare

dalle coordinate omogenee alle cartesiane basta fare x^z=l^ Xi = x,

x^= y, x,— z.

236. Alterando x^ senza mutare x^x^x^ , i valori x= — x^,
x^

3/=— 2/i» z:=— Zi variano per un fattore arbitrario di prò-
x^ x^

porzionalità, cioè il punto P(xyz) si sposta lungo la direzione

i cui coseni sono proporzionali ai numeri a?= fl?i , y= x^,z=:x^.
Per x^ tendente allo zero le coordinate di P (o, piti precisa-

mente, quelle coordinate di P che non si suppongono identi-

camente nulle) assumono valori tendenti alP infinito, ed il

punto P tende al punto improprio caratterizzato da quella

direzione. Ad a?^ =r corrisponde il punto improprio la cui di-

rezione ha coseni direttori proporzionali ad Xj^x^x^.

Perciò diremo che tale punto improprio Poo ha per coordinate

omogenee x^x^x^O,

237. L' EQUAZIONE DI UN PIANO 77, Ax +- By -i- Cz -h D= 0,

assume, in coordinate omogenee, la forma

(51) Ax^ -+- Bx^ H- Oa?3 -h Dx^=
ed a questa equazione soddisfano tutti i punti proprii di tt,

d anche tutti i punti improprii di questo piano. Ed infatti le

parallele tirate per V origine a tì; formano il piano di equazione

Ax-h-By-i-Czz=zO

e le coordinate ordinarie x:=:Xi^ y= x^, z= x^ di punti di

questo, insieme con x^=zO^ soddisfano la (51).

L' equazione (51), nelP ipotesi A^=zB=G= diventa
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equazione soddisfatta da tutti 1 punti improprii. È dunque
giustificata la convenzione che riguarda tutti i punti improprii

dello spazio come situati sopra di un piano, e l'equazione

del piano improprio è data da aj^^O.

238. Cerchio assoluto. L'equazione della sfera, in coor-

dinate cartesiane non omogenee ha la forma (n.** 183, pag. 156)

(x — ay -\-(y — &)* -^{z — o)*= r*

dove a, &, e sono le coordinate del centro ed r il raggio della

sfera.

In coordinate omogenee si ha

(a?! — aiP^)* H- (x^ — bx^Y -+- {x^ -— cx^)*= r*x^\

La sezione della sfera col piano improprio è il cerchio imma-
ginario

\ x^—

«he rimane iìivariotto qualunque sia la sfera. Un tal cerchio è

detto il circolo assoluto dello spazio, o semplicemente l'as-

soluto.

L'assoluto appartiene a tutte le sfere, ed è il luogo geo-

metrico dei punti improprii di tutte le sfere dello spazio.

239. Coordinate omogenee di piani. Coordinate pro-
iettive DI FORME DI 1.* SPECIE. Scrivendo la (51) sotto la

forma

(52) ^,x, -f- ^^x^ -h ^,x, -^ ^,x, =

i numeri della quaterna 5i5j53?4 (ove le gj, ?,, ^3, ^4, sono

determinate a meno di un fattore comune di proporzionalità)

costituiscono le coordinate omogenee del piano tt.

La (52) esprime la condizione di appartenenza del punto

P(x-^x^x^x^) al piano "^{^iiJiz^i)* Se x^x^x^x^ sono numeri fissi

essa ci rappresenta V equazione del punto F(x^x^x^x^) in coordi-

nate di piano: se sono fissi i valori SiS^SsSo ^^^^ ^^ rappre-

senta (come si è detto) l'equazione del piano n{^i^t^2Ìi) in

coordinate di punti.

I piani per V origine hanno coordinate g^ = 0.
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La traccia di un piano ni^i^^^s^^) sul piano improprio è

una retta impropria che ha per equazioni

?3^3 -^ ^4^é —

essa, riferita ad un sistema di coordinate pluckeriane omo-

genee sul piano improprio, ha per coordinate ^i^g^a»

Una retta dello spazio, considerata come intersezione di

due piani, è rappresentata da un sistema della forma

(53)
?lX + ?t"^. + ?3"^3 + ?/'^. =

nendo diverso dallo zero il determinante

in cui la matrice dei coefficienti ha caratteristica 2. Suppo-

5," ?;'

risolvere il sistema rispetto ad oo^, x^, e scrivere il sistema

equivalente {equazioni ridotte)

potremo

(54)
x^= yxi -I- bx^

Scegliamo ora sulla retta due punti distinti qualunque

P'(Xi'Xi'x^'Xi'), F"{x-l'x^'xi'xl'), Le a?' non saranno proporzionali

x-l X^ X^ Xj[
alle 0?", e la matrice

x^^x^^x^^xl^
avrà caratteristica 2. Es-

sendo i punti 1^'P" sulla retta, avremo dalla (54)

X^ z=. OLXi -+- ^X^'

X^ zzz ya?/ -+- bx^', hx^''

e da ciò vediamo che deve essere
X," X.

4=0; che altrimenti

per le formule trovate sarebbero tutti nulli i minori della

matrice

Xi x^ x^ x^

Essendo diverso da zero tale determinante, preso un punto^

F{x^XzX^x^) sulla retta, sarà possibile determinare due nu~
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meri X, [n in modo che sia

Xy = Xxi •+- \iXj"

Xz= Xa?/ -t- [iiP,"

ed allora, in forza delle (54) dovrà essere ancora

x^= \x^' -+ \i.X^"

a?4= Xx^ -4- pia?/'.

Dunque le coordinate ìp,(ì= 1, 2, 3, 4) di qualunque punto

della retta P'P" sono rappresentabili con le formule Xì=:\xì'~^\ììXì",

Eeciprocamente, presi a piacere due valori X, (x e calcolate le

coordinate x^ = Xx^' -f- {jlìPi", x^ =: Xx^' -+- \i.xj% le formule (54) ci

fanno conoscere i valori ojj, ìp^, che accompagnati con x^, x^ danno
una quaterna corrispondente ad un i)unto P{XiX^x^x^} della

retta. Ed anche per x^ , x^ si hanno le relazioni x^ == Xx^' -+- \lx^",

X^ =z Xx^ -f- [XiP/'.

Concludiamo dunque : Se P'[x^x^x^x^\ P^\xl^xl^x^^xl^)

sono due punti distinti^ le coordinate di un altro punto qualunque

della punteggiata P'P" sono date dalle formule

(55) i

oo^ = Xx,'-+-^x^'', x^= Xx^'-^iix.'\
^ ' \ a?3= Xx^' -H lAOJj", x^ = Xx^ -h \).x^'

dove X e \i. sono parametri arbitrari, (Vedi n.» 74, 158).

Le (55) sono le equazioni della punteggiata P'P".

Un teorema analogo vale per il fascio di piani.

Il rapporto -z=h sì può riguardare come coordinata del-

l' elemento variabile nella forma e, nello stesso modo tenuto

al n.° 159 (pag. 130) si proverà che h è coordinata proiettiva

nella forma di prima specie (punteggiata, fascio di piani) consi-

derata.

Dalle formule (55) si ricava che le equazioni della retta

per i punti P', P" si possono mettere sotto una delle due

forme

/ x^ — Xj?/ x^ — Xx^' ojg— Xx^' x^ — Xx^'

I 'ZTn — ZTi — 'Zr^' — ZTTt
—

V'
/.^v I '*'l •*'2 •*'3 **'4

(o6)

(

X^— p.X^" _ X^— [iXi" _ a?3— \3.x^" _ X^— liX^" __ .

«*'l
Xm Xo Xà
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La traccia di questa retta sul piano improprio è un
punto Poo le cui coordinate si ottengono facendo sistema delle

equazioni scritte, e della x^= 0.

Si ritrovano così per le tre prime coordinate di PQ(x^x,^xfi)

ì valori:
- ic/ir^" — x^"x/ x^x^' — x^'xl

a?i= A 77 ? a?» = A 77 ,^ Xj^ .

' * XjI
'

3 4 3 <
x^ = X

X,

In particolare -wwa retta r per V origine e pel punto

P\xlx^x^x^) ha le equazioni

x^ _x^ _x, _ X, — \i.

\^'/ /y.' /Y.' /y.' r''
1 2 3 4

e la sua traccia sul piano improprio ha per coordinate {x^x^'x^'O),

La condizione di ortogonalità della retta r (per l'origine

e pél punto P'j, e del piano tiì^x^Jì^^ì) è data dalle relazioni

(n." 215, pag. 185)

(58) a?/= P?i, ^i^pizi ^B=PÌz^

dove p è un arbitrario coefficiente di proporzionalità, ed i va-

lori delle coordinate quarte x/^ ^4, non entrano in gioco.

240. Coordinate proiettive nello spazio. Supponiamo
riferiti i punti dello spazio ad un sistema di coordinate car-

tesiane omogenee, e presi ad arbitrio 16 coefficienti numerici

Uaih ^= 1? 2, 3, 4) a determinante diverso dallo zero, si con-

sideri la sostituzione lineare omogenea:

Vi= <*ll^l ~+- ^12^2 +" <*13^3 -+- ^14^4

(5g)
} Vi— ^21^1 -*- «22^2 -^ «23^3 -*- «24^4

2/3 = «31^1 + «32^2 -+- <*33^3 "*" ^'^34^4

2/4 = <^U^1 -+- «42^2 -+- <*43^3 -^ <*44^4 •

Mediante queste formule ad ogni punto PiXj^x^x^x^) corri-

sponde una quaterna yiV^VìVii e data una qualsivoglia qua-

terna yiV^ViVi mediante la sostituzione inversa

0?!= a„2/i -+- «212/2
+- «312/3 -+ OÌ412/4

(57) /
^*~ ^^=^^^ "^ '^^=^^2 "* ^32^/3 -^ ^A%y^

^i= «132/1 -+- «232/2 -^ «332/3 -^ «432/4

^4 — «142/1 -«- «242/2 -t- «342/3 -+- «442/4 »
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si determina la quaterna x^x^x^x^ cioè il punto P ad essa cor-

rispondente. Perciò le yiViUty^ si dicono coordinate proiettive

omogenee dei punti dello spazio.

Un piano iz ha, in coordinate proiettive di punti, la equa-

zione

(58) fiiVi -+-
y].yt -t- rj,?/, -f- -q^y^=

i cui coefficienti tq si dicono le coordinate proiettive omogenee

del piano k.

Si vede, allo stesso modo tenuto al n." 160 (pag. 131), che

le coordinate proiettive y] di piano si deducono dalle coordi-

nate ordinarie omogenee 5 di piano, con una sostituzione

lineare a determinante non nullo.

Considerando poi che i quattro piani y^ ==0, 2/, = 0,

?/3 =z 0, yi = non appartengono ad una medesima stella

(perchè non è nullo il determinante delle (56)) si vede che

essi determinano un tetraedro, che diremo tetraedro fondamentale.

Considerando i vertici di questo tetraedro -^^(l, 0, 0, 0),

J.2(0, 1, 0, 0), ^.3(0, 0, 1, 0), ^.^(0, 0, 0, 1) ed il punto unità

JE7(1, 1, 1, 1) si vede subito che, preso un punto qualunque

PiViV^yiV^ dello spazio^ il hirapporto dei quattro piani che dallo

spigolo AiAj^ del tetraedro fondamentale proiettano gli altri

due vertici A„i, An, il punto unità E ed il punto P, è uguale al

rapporto — delle coordinate proiettive di P, omonime ai vertici

A„iAn<, proiettati.

Ciò indicheremo scrivendo

A,AMmA^^P)= ^'
Un

Le coordinate y^^y^yiVi di un punto P dello spazio non
dipendono dunque dal sistema cartesiano cui si riferiscono le

trasformazioni (56), (57) ma unicamente dalla scelta del te-

traedro fondamentale e del punto unità.

Analogo significato hanno le coordinate ig di piano. E per

la trasformazione delle coordinate proiettive, si potranno ripetere

le riflessioni fatte al n.^ 162 (pag. 135) per le coordinate pro-

iettive nel piano.





PAETE II.

LE CONICHE





CAPITOLO I.

TANGENTI E POLAEI

§ I. Equazione generale. Caso degenere.

241. Si dice conica il luogo dei punti del piano le cui coor-

dinate a?, ?/, rispetto ad un sistema di assi cartesiani, soddisfano

un' equazione di secondo grado nelle variabili x, y.

Scriveremo l'equazione generale delle coniche sotto la

forma

( 1) F{xy)= aiiic* + a^^y^ -h 2a^^xy -+- 2a^^x -+- ^a^^y -i- a,3=

e supporremo di poter scambiare fra loro gli indici di ciascun

coefficiente senza che cambi il suo valore: ammetteremo cioè

che sia

(2) a^n= (X'nm (Wj m= 1, 2).

242. Kiferendoci ad un sistema di coordinate cartesiane

omogenee x^x^x^, definite dalle

X. Xm
a?=i —

,
yz=z— .

l' equazione generale della conica assumerà la forma omogenea

-4- 2a^iX^Xi -4- 2a^^x^x^ -+- 2a^^x^x^= 0.

Basterà poi fare x^— 1, a?i= a?, x^= y per passare da

questa alla forma non omogenea (1). Il primo membro della (3)

è una forma quadratica nelle 3 variabili x^x^x^,

Bortolottì 1*
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243. Per indicare le semiderivate parziali della fix^x^x^)

useremo i simboli

1 rìf

1 Aì/

Moltiplicando ordinatamente per x^^ x^, x^ e sommando
si ha la formula:

fondamentale pel nostro studio, la quale è un caso particolaie

di una proposizione su le funzioni omogenee, nota col nome
di Teorema di Eulero,

244. Dati due punti P\x^x^x^\ P'^x^'x^^x^') formiamo

con le coordinate di questi la espressione

(6) f\x^"^^'f^^ 'K"^*"^/) ^- ^tht \x,"x^'x,") -I- x,'f^, ^{x,"x-^"x,"),

che è la somma dei prodotti delle coordinate del primo punto per

le corrispondenti semiderivate parziali^ calcolate nel secondo punto.

Questa espressione, che spesso avremo bisogno di consi-

derare, è, per la formula di Eulero, eguale ad f{x{x^x^) se i

dae punti P', P" coincidono, ed, in ogni caso, è simmetrica

rispetto ai punti P', P"; cioè essa soddisfa la relazione (che

immediatamente si può verificare)

Le formule trovate gioveranno alla soluzione del pro-

blema: trovare le intersezioni della conica /{x^x^x^) ^=: con la

retta per due dati punti P'(x^'x^'x^')^ P'\x^'x^'x^'),

245. Le intersezioni di una conica con una retta si otten-

gono facendo sistema delle equazioni della conica e della

retta, e ricercando le soluzioni di questo sistema.
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In coordinate non omogenee, data la conica F{xi/)t=o^ e

la retta aa? h- % -f- o= 0, si considera il sistema

( «iiiT* -h a^.y -f- 2a,jic^ -f- 2a^iX h- 2a,j2/ -f- «33 =z

( aa? -+- &y -+- e= 0,

si cercano le soluzioni comuni, che in generale saranno due :

iTji/i, x^ì/z, ed i punti corrispondenti Pi(x^y^)^ P^[x^y^) sono le

intersezioni richieste.

Qui, peraltro, invece della equazione cartesiana, useremo
le equazioni parametriche della P^P^^ (u/ 158, pag. 129)

{8) Xy = hxy' -t- ic/', x^= hx^' -^ a?,", a?, =: hx^ -\- x^'.

Ponendo queste espressioni nella f(XyX^x^)-=i^^ ne verrà una
equazione in h alle cui radici corrisponderanno, per le (8i,

punti che sono ad un tempo su la conica e su la retta P'P'

.

Ora abbiamo

f{hx^ -f- x^\ hx^ -f- x^\ hx^ -^r xì')-=z

—
«iif^'^i'* -»- 2^a?/a?/' -+- x^'*)

-h a^^ih^x^^ -+- 2hx^'x^' -+- x^"^)

-+- a^^ih^x^'^ -t- 2hx^x^' -t- x^'*)

-f- 2rt„(^'a7/a?j' -f- ^(aTi'a:," -f- aj^'a:/') -4- x^'x^")

-+- 2ay^(h*x^x^ -H Mxj'xJ' -+- ìTj'ìTi") -f- Xi"x^"}

-f- 2fl53(/iV^a' -<- ^(^x'^s" -+- ^s'^j") -•- cc^"Xi").

Sommando per colonne e tenendo conto della posizione 6»,

si ottiene

(9) /(^^i -+-
^l'ì ^^i -+- ^j'S ^^3' -^ ^3")=

formula di molta importanza per il nostro studio.

I punti che sono contemporaneamente su la conica /= e su

la retta P'P" sono dunque quelli che le (8) fanno corri-

spondere ai valori di h che sono radici della equazione di

secondo grado:

(10) h'f(x,'x,'x,') -4- 2V(^'.) +- /(^i'V^3")= 0.
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246. Questa equazione ha, in generale, due radici, le quali

possono essere reali e distinte, reali e coincidenti, complesse

e coniugate.

Nel primo caso la retta F'F" sega la conica in due punti

reali, nel secondo caso risulta tangente alla conica, nel terzo

caso sega la conica in punti immaginari; cioè non ha a co-

mune con essa alcun punto reale (è esterna alla conica).

Si ha una radice infinita nel caso che risulti nullo il

coefficiente di A*, cioè se f[x(x^x^)=.^\ a valore infinito di \
corrisponde infatti, su la punteggiata T^T^\ il punto base P'

(n.*' 169, pag. 129).

Si ha una radice nulla se è nullo il termine «he non con-

tiene ^, cioè se f[x{'x^'x^')^=.{i^ ed infatti al valore ^=
corrisponde sulla punteggiata F^l^^^ il secondo punto base

P'\x^^xi'xi%

Si possono avere più di due radici solo se sono zero ad un
tempo tutti e tre i coefficienti

f(x,'x,'x,')=0,
/(J.)

= 0, f{x^'x,"x,")=

cioè se i punti P\ P" sono su la conica, e se per le coordinate-

di questi punti è soddisfatta la relazione fi ,J=:0.

In tale ipotesi la (10) è soddisfatta da qualunque valore

di h, cioè tutti i punti della retta F^P'' appartengono alla

conica, e la conica si dice degenere. Dunque, se una retta ha
più di due punti a comune con la conica, appartiene alla

conica.

Eeciprocamente, se una retta P'P" appartiene alla conica j.

la (10) deve avere più di due radici, cioè tutti i suoi coeffi-

cienti debbono essere nulli.

247. Le coniche quali oubve del secondo ordine.
Dalla discussione fatta risulta che se una retta p non appar-

tiene alla conica f{x^x^x^) = 0, incontra sempre la conica in due

punti {reali o immaginari) e questo fatto, che risulta come con-

seguenza del grado 2 della equazione /(^i^^^s)= ^ della conica,^

si esprime dicendo che le coniche sono curve del secondo
ordine.



«11
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ed il discriminante A avrà la forma

A=z ciittj^a^

a^ a^ a.

a, a. a.

a. a, a.

Dunque: Se la conica /==0 degenera in una coppia di rette

coincidenti^ il discriminante A, ad essa relativo^ è nullo ed ha

caratteristica eguale ad 1.

In modo analogo si può procedere nel caso che degeneri

in una coppia di rette distinte.

Ma, con semplici considerazioni geometriche, si può vedere

che anche quando tali rette non sono coincidenti^ il discrimi-

nante A di una conica degenere è eguale allo zero.

Indichiamo, infatti, con P\x^x^x^) il punto di incontro

delle due rette, nelle quali degenera la conica; e con

P"{Xj"Xz"x3"), P'^'{Xj^"'Xi"^^"') due punti presi l'uno sopra una

di tali rette, l'altro su l'altra, in modo cioè che i tre punti

P', P", P", non siano allineati.

Poiché le rette P'P\ P'P" appartengono alla conica, saràt

Non essendo allineati i tre punti P'P"P"\ il determinante

Xì x^ Xo1 '^i

X^ x^ x^

sarà diverso dallo zero, e perciò dovrà essere:

1 fxx '[^x^t^i)= a,i^i' -^ ^lì^ì -^ ^13^3'=
(11)

J

/^2 '(x^'x^'x^') =: a^iic/ -t- a^^x^' -+- a^^x^' z=

( As '(^/a^/^s')= «31^/ +- «32^*' -^ «33^3'— ^,

e, non essendo a?/ == 0, a?j' = 0, 0^3' = 0, la coesistenza delle re-
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lazioni (11) esigerà l'annullarsi del determinante dei coefficienti

«n «12 «13 I

= 0,

I «31 ^li "33 1

come appunto volevamo provare.

249. La condizione è sufficiente. Ed infatti se suppo-

niamo A=:0 è possibile il determinare tre valori, non tutti

nulli, x^x^x^^ che soddisfino le relazioni (11).

Il punto F'{x^'Xj,'Xz')^ così determinato, risulta sulla curva,

perchè, essendo

/r/(a7i'a?,'ir3') =z 0, A/Ca^/iTj'irj')— 0, /r, '(oj/^/a;/) = 0,

si ha ancora

fix^'x^'x^') =r Xj^, 'iOO^'x^'x^') -f- X^'f^, '(x^'x^X^') -+- X^'f^, '{x;X^X^)z=Q,

Se consideriamo un secondo punto P"{x^"x^"x^') sulla curva,

avremo dunque

f^x,'x,'x,').=:0, /(aT/V'^3") =

e, per le (11) anche /( „|=:0; dunque per la retta P'P^^

tutti i coefficienti della corrispondente equazione (10) sono

identicamente nulli: tale retta appartiene perciò alla curva.

Sia ora P'" un punto appartenente alla conica, ed esterno

alla retta P'P",

Ripetendo il medesimo ragionamento proveremo che anche

la retta P'P'" appartiene alla conica.

È poi evidente che, oltre le due rette P'P'\ P'P", la co-

nica non può contenere alcun punto, ad esse esterno. Poiché,

se P'v fosse un tale punto, una retta qualsiasi r del fascio che

lia centro in P'\ avrebbe comuni con la conica tre punti,

cioè P'v, ed i due punti di incidenza di r con P'P", P'P'";

la retta r dovrebbe dunque anch'essa appartenere alla conica.

Dunque, se il discriminante A è eguale allo zero, la conica

si spezza in due rette uscenti dal punto Pj, determinato dalle

equazioni (11).
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Le rette PiP", PiP^'ì ^^ cui la conica si spezza quando

il discriminante A è nullo, sono distinte se la caratteristica

del discriminante è eguale a 2j abbiamo visto infatti che, se

tali rette sono coincidenti la caratteristica del determinante A
risulta eguale ad 1. Reciprocamente: se la caratteristica di A è

eguale ad 1, le due rette in cui la conica si spezza sono coinci-

denti, in una unica retta contata due volte.

Questa retta è rappresentata analiticamente da una qual-

siasi delle relazioni (11), le quali, nell'ipotesi che la caratte-

ristica di A sia 1, sono fra loro equivalenti; e si vede, anche

con considerazioni geometriche, che fuori di questa retta non

possono esistere punti della conica.

Se per es. consideriamo la prima delle (11)

le coordinate dei punti Pix^x^oo^) che sono sulla retta r che

questa rappresenta, soddisfano, nella nostra ipotesi, anche

alle altre due, cioè annullano contemporaneamente le tre

semiderivate parziali. Ogni punto della retta r ha quindi le

proprietà che al n.** 249 avevamo visto appartenere a P{x^x^x^).

Se dunque, nel caso nostro, fuor di questa retta esistesse

anche un sol punto P' della conica, questo, congiunto con un
punto qualsiasi della retta r darebbe sempre origine ad una
retta tutta quanta appartenente alla conica, e si giungerebbe
a questo assurdo, che qualunque punto del piano apparterrebbe
alla conica.

260. Ricerca delle bette componenti una conica de-
genere. Nelle applicazioni pratiche useremo sempre la forma
non omogenea della equazione della conica

F(xy)= a^^x^ -+- a^^y* -f- 2a„a7?/ -f- 2a^2^ -f- 2a^zy +- a^^ == 0.

Se questa equazione è omogenea nelle due variahili x, «/, la

conica degenera in una coppia di rette uscenti dalla origine.

Che la conica sia degenere risulta immediatamente osser-

vando che la F{xy) ha, nel caso supposto, la forma

F(xy) = a^^x* -+- a„2/* -+- ^a^^xy=
cioè è a,3= a,3= <i33=z:0; ed il discriminante A ha gli ele-

menti della terza colonna tutti nulli.
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Se scriviamo la F{xy) sotto la forma

F(xy) =: x^ [a,,
(^)
V 2a,^ | -4- a.^)

ed indichiamo con mj, m^ le radici della equazione di 2.** grado

^it\A -^- 2au - -i- (ii2= 0, abbiamo

JP(a7t/)= a„a?»
(I
— m,j^| — w,j = a„(y — Wia;)(2/ — m^x\

cioè vediamo che la conica jP=:0 si spezza nelle due rette

y — m^x= 0, ?/— m^x= 0, uscenti dalla origine, con coefficienti

angolari m^, m^.

Questo Teorema è stato, sotto forma piti generale, enun-

ciato in principio del nostro corso al n.^ 105, YIII, (pag. 88).

Si dimostra immediatamente la proposizione reciproca:

Se una conica F{Xy) = degenera in una coppia di rette uscenti

dalla origine, il polinomio F{xy)= è omogeneo nelle due va-

riabili x^ y.

251. Quando si sia verificato che per una data conica il

discriminante JL^O, si troveranno con le (11) le coordinate

del punto P' comune alle due rette in cui la conica degenera,

si cercheranno altri due punti della conica, P", P'", per es. le

intersezioni di essa con uno degli assi, e si scriveranno le

equazioni delle rette rr\ PT".
Ma invece di seguire tale procedimento si può diretta-

mente ricercare se la F[xy) può spezzarsi in fattori razionali

e calcolare questi fattori operando al modo seguente:

Se i coefficienti a^, a^^ non sono entrambi nulli, ed è

per es. a^^O si ordini la F{xy) rispetto ad x, e si risolva

rispetto a questa incognita, ne verrà

Indicando con A^s il complemento algebrico di a^s nel

determinante A, avremo, ordinando il polinomio in y sotto il

radicale

^_— K»y -+- «13) =fa V— AzV* -+- ^^tzy — ^«
oc •

«11
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Ora la condizione necessaria e sufficiente perchè questa

espressione sia razionale è

-^^23 -^33-^22 -T— ^)

cioè, sviluppando,
«11^= 0,

e così si verifica, per altra strada, che l'annullarsi del discri-

minante è api)unto la condizione richiesta. Quando questa sia

soddisfatta il trinomio sotto il radicale risulta quadrato per-

fetto di un binomio della forma a^y -hb^ e si trova la formula

^ _ — (^ny -^ <^i3 ± Jf^iV + &i)X — —

la quale rappresenta, prendendo l'uno e l'altro segno, le due
rette in cui Fixy)=zO degenera. Queste poi saranno reali od
immaginarie secondo che i numeri a^ h^ risultano reali o

complessi, e saranno coincidenti se a^z=zh^=: 0.

Infine se a^ = a^j rz: 0, supponendo a^ ={= (che altrimenti

la conica si ridurrebbe ad una retta), si ha

F{xy) =: 2a^iXy -^ 2a^^x -\r- 2a^^y -^a^^ — O;

ed il discriminante A assume la forma

X — ai2(2«i3«23 ~ %.«33)=
da cui

Scriveremo perciò

a,^F{xy)— la^^xy -h "ha^^a^^x -f- '^a^ja^^y -H a^aga

e di qui si scorge che la conica si spezza nelle due rette, parallele

agli assi coordinati,

§ II. Coniche per cinque punti.

252. Nella equazione generale della conica compariscono 6
parametri (i coefficienti) dei quali cinque soli sono essenziali,
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perchè il primo membro di tale equazione può sempre sup-

porsi diviso per uno dei coefficienti (che non sia nullo); la

conica perciò è determinata da 5 condizioni fra loro indipen-

denti, in particolare dalle condizioni di appartenenza con 5

dati punti P\ic^x^x^)^ P"(Xy'xì'x^") ,,.. P^ix^'x^'^x^'') del piano.

Scrivendo la equazione della conica e le identità che risultana

dal fatto che tale equazione deve essere soddisfatta dalle

coordinate di tali punti, si hanno, fra le quantità incognite

«iia.j, «if... «33, le relazioni seguenti:

V2\

/ a^^x^* -f- «2,0?.* -H a3ga?3* -h 2a^^x^x^ -+- 'la^^x^x^ h- 2a^^XiX^ =
) «iiir/* -f- «ij^Tj'* +- «3,373'* -t- 2aiiX^'x^ -h ^a^^x^'x^' -+- ^a^^x^x^' =

«iiir/2 -t- a,ja;,^' -f- a^^x^^* -4- 2ai,a7/a?,^ -+- 2a^^x^''x^'' -f- 2aj,iri^^3^=

per la coesistenza delle quali è condizione necessaria e suf-

ficiente :

(13)

iPa X^X^

XyX^

1 •*'2 iPi iCa Xm X.j

vi

questa è appunto la equazione della conica per i cinque punti dati.

In generale per 5 dati punti del piano passa una ed una

sola conica : un caso di eccezione si presenta quando una delle

cinque equazioni (12) è conseguenza delle altre quattro, ossia

quando tutte le coniche che passano per quattro dei dati

punti, passano anche per il quinto.

Si vede facilmente che il caso di eccezione non può presentarsi

se non quando quattro dei dati punti siano in linea retta.

Ed infatti, se almeno tre dei punti dati non sono allineati

troviamo che almeno la conica (degenere) costituita dalle

rette P'P"\, P'P^"^, non può passare per P^ (che altrimenti P^
sarebbe allineato con due degli altri punti).

Se tre soltanto dei punti sono allineati, per es. P'P"P"\
la conica per i cinque punti si spezza nella coppia di rette

P'P"P"\ piypv. ed è determinata in modo unico.

Se poi quattro punti es. p'P"p"'piv gono allineati, esistono

infinite coniche degeneri per i cinque punti, e cioè le coppie
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•di rette costituite dalla P'P"P"'P^'' e da una qualsiasi retta

4el piano per P^.
Infine se tutti e cinque i punti sono allineati, si ha una

-doppia infinità di coniche per tali punti, costituita da tutte

le coppie di rette che si ottengono associando la retta
p/pfrprffpivpv ad una retta qualsiasi del piano.

Concludiamo da questo esame che : per cinque punti quattro

dei quali non siano allineati passa una cònica ed una sola, la cui

equazione è data dalla (13).

§ III. Le coniche quali curve razionai!.

253. Si dicono razionali (od unicursali, o di genere zero)

le curve caratterizzate dalla proprietà che le coordinate x, y
dei punti P{xy) ad esse appartenenti, si possono esprimere

come funzioni razionali di un parametro.

Dimostreremo che le coniche sono curve razionali.

Possiamo, infatti, supporre la conica riferita ad un sistema

di assi cartesiani con l'origine in un punto della conica me-
desima. La equazione (in forma non omogenea) della conica,

assumerà allora la forma

F{ocy) =: «iiO?* H- a^^y* + 2aiiXy -+- 2a^^x +- ^a^^y= 0.

Se consideriamo il fascio di raggi col centro nella origine

y z= mx,

vediamo che ad ogni valore del parametro m corrisponde un
punto della conica, P(a?, mx), ulteriore intersezione del raggio
y^zmx con la curva, e che ad ogni punto P della curva cor-

risponde un valore m, coefficiente angolare del raggio OP
«he proietta il punto P dalla origine.

Dunque i punti della curva corrispondono biunivocamente
ai valori [m] e le coordinate x, y di tali punti si possono
esprimere razionalmente per m.

Per realizzare tale rappresentazione basta sostituire nella

•equazione della conica la espressione di y, y=zmx. Si ottiene

così la equazione

«11^* H- a^^m^x* -+- 2aiimx* -h 2aiiX -+- 2az^mx=
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che, trascurando la radice x:=0 corrispondente alla origine

^

dà per x (e corrispondentemente per y)

2(ai3 -4- a^^m) \

2(ai3 -h ai2'm')m i

^ ~~ «11 -+- 2aijW -f- a^jW* ;

Sono queste appunto le formule richieste: esse ci danno, sotta

forma parametrica, le equazioni di una conica riferita ad un
sistema di assi cartesiani la cui origine appartiene alla conica.

Per scrivere le equazioni parametriche di una conica non

passante per la origine, basterà supporre eseguita una trasla-

zione di assi che trasporti la origine in un punto PqW) ^P~
partenente alla curva.

§ lY. Tangenti alla conica.

254. Data la conica /(oo^x^x^) = e preso un punta
P\x^x^x^') sul piano di essa, la retta F'P che congiunge P'

con un altro punto P(x^x^x^ del piano, incontra la conica in

due punti le cui coordinate proiettive (sulla punteggiata P'F)

sono le radici della equazione in h:

(10) f(x,%'x,'W + 2V(^') +/(^i«^.^3)=

stabilita al n.'* 245 (pag. 211). Vogliamo trovare quale condizione

bisogna imporre alle coordinate x^x^x^ del punto Pix^x^x^ affinchè

la retta P'P risulti tangente alla conica.

Tale condizione è espressa dalla coincidenza dei due punti

dove la retta P'P incontra la conica, cioè dalla identità delle

coordinate proiettive h di tali punti : dunque infine dalla coin-

cidenza, in un unico valore, delle due radici della equazione (10)^

cioè dall' annullarsi del discriminante di tale equazione.

La condizione richiesta è dunque espressa dalla relazione

(14) /«(y '-f(x,x,x,)fix,^x,%')= 0.
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Questa è soddisfatta dalle coordinate di tutti i punti

F{x^x^x^)^ i quali congiunti con P' danno luogo a rette tan-

genti alla conica, e poiché essa è una equazione di secondo

grado nelle x-^x^x^^ il luogo dei punti F{x^x^x^ sarà una co-

nica. Si vede subito che questa conica è degenere) infatti se la

retta P'T' è tangente alla conica, qualunque punto P di

questa retta congiunto con P'

dà luogo alla tangente mede-
sima, e quindi tutta la retta F'T'

appartiene al luogo rappresen-

tato dalla equazione (14). Ne
segue che la conica (14) dege-

nera in due rette passanti per P',

e saranno queste appunto (e

queste sole) le tangenti alla co-

nica per P'.

Concludiamo dunque che la equazione (14) rappresenta com-

plessivamente le due tangenti alla conica /{x^x^x^) = 0, pel punto

P'{x,'x,'x,'),

255. In coordinate non omogenee, la equazione complessiva

delle tangenti alla conica Fyxy) = pel punto F\x'y') ha la forma

i l(«ll^'-+-«122/'+«'l3)^-^-C^21^'^-«222/'-+-«23'2/-^«31^'-+-^322/'-*-«;

(14') \ ~{a^^x' -^a^^if -^2a^^xy -\-2a^^x -i-^a.^^y -f-tigg)

( («110?'* H- «222/'*+ ^^n^'y' -^ 2^130?' -+- 2^232/' -^ ^33)= O*

Ohe la conica rappresentata da questa equazione sia de-

genere si vede assai semplicemente anche con considerazioni

analitiche. Infatti possiamo supporre che la origine delle coor-

dinate sia nel punto P'ix'y'), con che la (14') acquista la forma

(14") ((li3^ — an^'ss)-»' -^ %(^n(^n— «u^sa^^l/ "t- («23*— <^ii(^n)y^— ^

ed essendo questa omogenea nelle coordinate x, y, rappresenta

una coppia di rette uscenti dalla origine.

256. I fattori di primo grado nei quali si spezza il primo
membro della (14), equazione complessiva delle due tangenti

per P' alla conica, possono essere reali e distinti, reali ed

eguali, o complessi coniugati.
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l^el primo caso le tangenti alla conica per P' sono rette

reali e distinte ed il punto P' si dice esterno alla conica.

!Nel secondo caso le due tangenti per P' coincidono in

un' unica retta. Questo caso si presenta quando f(x^xJx^') = 0,

cioè quando il punto P' appartiene alla conica.

Nel terzo caso le rette tangenti alla conica per P' sono

immaginarie coniugate, ed il punto P' si dice interno alla

conica.

257. Si osservi che in ogni caso la (14) è soddisfatta dai

punti P^x-^x^x^) che hanno per coordinate le soluzioni del sistema

<15) /(•)=». Ax.x^x,)= 0.

Tali punti, in quanto soddisfano alla seconda di queste

equazioni, appartengono alla conica; in quanto soddisfano

alla (14), cioè al sistema (15), appartengono alla tangente alla

conica per P': cioè sono i pimti di con-

tatto delle tangenti per P' alla conica.

Questi punti T', T", saranno reali

€ distinti se P' è esterno, coincidenti

se P' è sulla conica, immaginari e

coniugati se P' è interno alla conica.

E, dovendo le loro coordinate sod-

disfare la 1.* equazione del sistema (15)

la quale è l'equazione di una retta,

essi punti saranno anche su questa

retta.

Dunque la prima delle equazioni (15) cioè

(16) («iia?/ -+- «12%' -h a^^^')x^ -f- {a^yV^ -h «22%' +- «23%')%

-\- («31%' -t- «32%' +- «,3%')%= ^

rappresenta la retta che congiunge i punti T'T" di contatto

delle tangenti alla conica per P'(a?/%'%').

Questa retta vieu detta polare del punto Pi(%'%'%') ri-

spetto alla conica.

La polare è sempre reale, anche se i punti T'T" sono

immaginari, poiché in tal caso questi punti sono coniugati, e

la loro congiungente è reale (n.° 148, pag. 120).
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258. Praticamente si forma la equazione della polare alla

conica nel punto F\x^xJxì) assumendo come coefficienti delle va-

riahili x^x^x^ le semiderivate parziali rispettive calcolate nel

punto P', scrivendo cioè

/,/(a?/a?/^30^1 H-/r,'(^l'<^3'>2 -+-/«/(^/^2'^3>3~ 0.

Se l'equazione della conica è data in coordinate non

omogenee F{xy)=zO, F equazione della polare del punto P'(iz?y)'

ha la forma

Conosciuta la equazione della polare del punto P',
per avere

le equazioni delle tangenti alla conica per P' basterà poi scri-

vere le equazioni delle rette per P' e per i punti di intersezione

della polare con la conica: questo procedimento è pratica-

mente più vantaggioso di quello che procede dall'uso della

formula (14).

259. Se il punto P' è sulla conica^ la polare di questo punto

coincide con la tangente alla conica per P\ Ed infatti, se il

punto P' è sulla conica si ha /{x^x^'x/) = 0, e la (14), equazione

complessiva delle tangenti per P', si riduce alla /( f) — ^r

ossia alla /( ,1 = 0, che è appunto la (16).

11 risultato ottenuto, che è di molta importanza, ci dice

adunque che la equazione della tangente alla conica /{x^oo^x^) per

un punto P'{x^x^x^) di essa è

(17) / (^,j
=z xj^^{x^x^x^) -t- xj^^ix^x^x^) H- xj^,'{x^x^x{) = 0.

In coordinate non omogenee scriveremo l'equazione della

tangente alla conica in un punto P\x^y') di essa, sotto una^

delle forme seguenti:

"(17') (ana7'+ai23/'+ai3)a;4-((i2ia?'-{-a222/'-+-<*23)2/-»-«8i^'-'-^322/'-*-^33==0^

y=2/' y=y'
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Considerando che' il punto P'(x'y') è sulla tangente, si ha
r identità

\ ex ]x—x' \ cy jx=x'
y-y ìi=y'

sottraendo questa dalla (17), si ottiene l'equazione della tan-

gente sotto la forma

ex jx=x'

(17'") y-y- = --j-=^(,;-x')
e

y-y=-'NF\
—

\ dy )x=x'
y=y'

la quale ci mostra che il coefficiente angolare della tangente

alla conica F(xy) =z 0, nel punto P'{x'y')^ è dato dal quoziente

delle due derivate parziali, calcolate in questo punto, preso

col segno cambiato. Ma, come è noto, tale quoziente esprime

dy
la derivata ^ della y, considerata come funzione implicita

di X determinata dalla equazione F(xy) = 0: abbiamo dunque
infine l'equazione della tangente nel punto P'(x'y') sotto la

forma

(XV) ,_,'=(g^ (,_,')

e ritroviamo l'importante teorema: se V equazione della conica

si suppone data nella forma esplicita y^=zf(x), il coefficiente an-

golare della tangente alla conica in un punto P'(x'y'} di essa è

dy
dato dal valore della derivata -^ calcolata in questo punto.

§ V. Polarità rispetto ad una conica.

260. Due punti P'ixj^'o^^'x^'), P"{x^"x^"x^") del piano di una

conica fix^x^x^)= si dicono coniugati rispetto alla conica, se

il segmento P'P" è diviso armonicamente dai punti A, B di interse-

zione della retta P'P" con la conica.

Sappiamo (n.° 246) che le coordinate proiettive, sulla

punteggiata P'P", dei punti A, B in cui la retta P'P" incontra

Bortolotti » lo
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la conica, sono le radici della equazione in h:

(10) fWoO.^W -f- W^y^') + /(^i'X"^3") = 0.

Indichiamo queste radici con a, p; ai punti P'P", che nel si-

stema di coordinate proiettive da noi scelto sulla punteggiata

sono i primi due punti fondamentali, corrispondono per h i

valori oc, 0, (n.'' 159, pag. 129), dunque avremo

(P'P"AB)= (oo,0,a,f^) =
l,

Se vogliamo che il gruppo P'P"AB sia armonico, dob-

biamo supporre - = — 1, cioè a= — p. Dunque, affinchè P', P"

siano punti coniugati rispetto alla conica /(oo^x^x^) = 0, occorre

e basta che la equazione (10) abbia radici eguali in valor as-

soluto e contrarie di segno, cioè che sia nullo il coefficiente

del termine di primo grado; infine troviamo che la condizione

perchè il punto P" sia coniugato al punto P' rispetto alla conica

f{x^x^x^) =: è espressa dalla relazione

-f- («aiiZ?/ -+- a^^xj -1- a^^x^)x^'= 0.

iizioneE, poiché /( „j=/( ,], questa è anche la condizii

perchè P' sia coniugato di P": in altri termini, la relazione

di coniugio tra due punti è simmetrica rispetto ad essi, è una
proprietà della coppia di punti.

Si osservi ora che /( ,) = è l'equazione della polare

di P' rispetto alla conica, la relazione /( , )
= ci dice

dunque che il punto P", coniugato di P' rispetto alla conica,

giace sulla polare di P': ma siccome /( ,]=:/( „], essa ci

dice anche che P' giace sulla polare di P", Dunque: la con-

dizione necessaria e sufficiente perchè due punti siano coniugati
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l'uno alV altro rispetto ad una conica^ è che V uno di essi appar-

tenga alla polare delV altro rispetto alla conica.

La condizione perchè due punti P{XiX^x^\ P'{x^'x^'x^')^ co-

niugati rispetto alla conica, coincidano in un sol punto, è

evidentemente che nella corrispondente equazione (10) sia nullo

anche il termine noto, cioè che P appartenga alla conica. Dunque
i punti autoconiugati rispetto ad una conica sono tutti e soli i

punti della conica stessa.

261. Sopra ogni retta del fascio che ha centro in P' tro-

veremo un punto P" coniugato di P' rispetto alla conica, ed

il luogo di questi coniugati è la retta p' polare di P'.

Il punto P' è detto polo della retta p' (polare di P').

262. Se il polo è esterno alla conica, la polare sega la

conica in due punti reali e distinti (i punti di contatto delle

tangenti per il polo alla conica).

Se il polo è interno, la polare taglia la conica in due
punti immaginari, cioè è esterna alla conica.

Se il polo è sulla conica, la polare è tangente alla conica,

€d in questo caso il polo appartiene alla polare (è il punto

di contatto).

Si vede che, reciprocamente, se il polo appartiene alla

polare questa è tangente alla conica nel polo: ed infatti la

relazione

/(^f j—XÌfx^i^l^t^z) -t- X^fx^(x^OC^X^') -f- X,Jx^{X^'X^X^')=
=zf(x^'x^X^') — {i

ci dice che in tale supposizione il punto P' è sulla conica.

263. Essendo P{x^x,^x^') un punto del piano della conica

f{x^x.^x^)=:0^ indichiamo con fi'Sj'^s' le coordinate pluckeriane

omogenee della sua polare p(iìiì^z)i scriviamo cioè Inequa-

zione di questa polare sotto la forma
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per la formula (18) avremo:

(19)
j
§/ = «21^^/ •+• ^tl^ì +- <*23^3'

\ ^3 —" ^31*^1 ^~ ^ZV^i ~^ ^33'^3 •

Queste formule ci mostrano che la conica stahilisce una
corrispondenza fra i punii P'(x^x^'x^') e le rette p'i^i^^'^i) del

piano, per la quale dalle coordinate x si deducono le coor-

dinate 5i mediante una sostituzione lineare a determinante

(simmetrico) A.

Se questo non è zero, cioè se la conica non è degenere^

potremo, reciprocamente, ad ogni retta p'i^i^ì^z) far corri-

spondere un punto P'ix^'x^'x^') mediante la sostituzione inversa,,

pure a determinante simmetrico non nullo.

[ ^1 -^11^1 ~*~ -^21^2 ~*~ -^31^3

(2^) N2— ^12^1 -^ ^22^2 -t- ^32?3

[ ^3 = Ai^^i + -4-2352 ~*~ -^33^3

dove Ars è il complemento algebrico di a^s nel determinante A ;;

e si è trascurato al secondo membro il fattore -j, perchè^,

trattandosi di coordinate omogenee, queste possono sempre supporsi

moltiplicate per un qualsivoglia fattore di proporzionalità,

(Si avverta che, per la condizione a^,=zaj,., si ha an-
cora Ars— ^sr)'

Vediamo, dalle formule (19), (20), che una conica non de-

genere determina nel suo piano una corrispondenza biunivoca di

punto a retta, tale che ad ogni punto P corrisponde mia retta p
(polare di P) e ad ogni retta p un punto P (polo di p). I punti

che appartengono alla propria polare, sono i punti della conica e

le rette che appartengono al proprio polo sono le tangenti alla

conica.

Questa corrispondenza si dice polarità, ed è definita ana-
liticamente dalla sostituzione, a determinante simmetrico.

8:^
1 "ZI

\^31 ^32 "'itf

o dalla sua inversa.
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264. Si vede immediatamente che: se la polare p' di P'

appartiene a P", la polare p" di P" appartiene a P\ In-

fatti P" è coniugato di P', quindi P' di P".

Da ciò segue che se nn punto P" descrive la punteggiata p\
la polare p" descrive il fascio che ha per centro il polo P' di p',

265. Sia p una retta qualunque del piano, e siano A, B i

punti (reali o complessi) di intersezione di p con la conica.

Ad ogni punto P' di p possiamo far corrispondere, su p,

il punto P" coniugato di P', ossia P intersezione di p con la

polare p' di P': risulta da quanto precede che a P" corri-

sponderà P'; tra i punti di ^ è così posta una doppia corri-

spondenza.

E considerando che il birapporto {P'P'^AB} ha, per ogni

«oppia P'P"^ il valore costante — 1, vediamo che questa cor-

rispondenza è una involuzione, di cui A, B sono i punti doppi.

Possiamo dunque concludere: la conica f{x^WiX^) = induce

sopra ogni retta p del piano mia involuzione^ nella quale sono

punti doppi le intersezioni A, B di p con la conica.

Detta involuzione è iperbolica se la retta p sega la conica

in due punti reali e distinti, è ellittica se la retta p è esterna

alla conica; ed è degenere se la retta jp è tangente alla conica.

Reciprocamente: se la involuzione determinata su la p dalla

conica f(x-^x.x^)= è iperbolica^ la retta p sega la conica in due

punti reali e distinti^ se ellittica la p è esterna alla conica; se

degenere è tangente alla conica,

266. Rette coniugate. Due rette p\ ^" si dicono coniugate

rispetto alla conica /{x^x^x^)= 0, quando V una di esse appartiene

al polo deW altra.
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Indichiamo con ^lizis 1^ coordinate di p', con J/'^g^Sa" 1^

coordinate di p" ; con P\x^x^x^) il polo della retta p"{^xltli)'ì

con P''(x^'x^'x^') il polo della retta p'\l^%yiì'). Dovremo
avere (for. (20))

/ Xi =: ^11^1 -J- -«12^2 ~+~ ^13^3

< X^ rrz^gj^j -+- ^22S2 "^ -^23?3

\ X^ = A^i^i -+- A^^^z' -+- -4 33^3'

e, per la condizione di appartenenza di P' a y,

cioè

(21) (^,,?/+ ^,,?,' -4- ^,35b')Si" -^ (>4,,5/ + A,,i,'+ J23?3')5." +
+ (A,:?/ + -^32?.' + ^3353053" =

ed è questa la condizione di coniugio delle due rette ^(Ji'^j'gg'),

La formula trovata è la duale di quella che esprime la

condizione di coniugio di due punti P\xìx^xj)^ P"{x{'x^'x^')

trovata al n.° 260.

267. Conica inviluppo. La condizione perchè una retta

sia autoconiugata (cioè perchè contenga il suo polo e quindi

sia tangente alla conica) si deduce dalla formula (21) suppo-

nendo 5' = g". Togliendo gli apici alle ^ per indicare generi-

camente coordinate di una retta che si suppone iiutoconiugata,

(cioè tangente alla conica) si trova

(^n?l +- -4 1252 H- ^I3?3)5i -+- Unii -t- -^2252 -^ A&)Ìi "+-

-t- {A,,^j_ -h ^32^2 -^ ^33?3)?3= ^

e riducendo

(22) A,,^,' -+- ^2.?2'+ ^33?3'+ 2^12?!?.+ ^A.^^ + 2^23?^? 3= 0-

Le coordinate JiJg^s ^^ qualsiasi retta tangente alla conica

soddisfano a questa equazione, e le rette, le cui coordinate

soddisfano a questa equazione sono tangenti alla conica.

L'equazione scritta rappresenta dunque l'insieme di tutte

le tangenti che inviluppano la conica, e perciò si dice che

essa è l'equazione della conica inviluppo di tangenti. Essa è
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duale della equazione della conica luogo di punti, scritta al

li.*' 241. In coordinate non omogenee di retta la equazione

della conica inviluppo ha la forma

(22') An'u* -h A 22ÌJ* H- 2^12^1; -i- 2A^^u -t- 2A .^v -t- ^33= 0.

Il fatto che l'equazione della conica inviluppo risulta

di 2." grado, rispecchia la proprietà geometrica, già da noi

riscontrata, che da un punto del piano di una conica escono

due tangenti (reali e distinte, reali ed eguali, od immagi-

narie) alla conica, e si esprime dicendo che la conica è una

curva della seconda classe.

Accostando questo risultato a quello enunciato al n.o 247

vediamo che le coniche sono curve del secondo ordine e della

seconda classe,

268. Inviluppi degeneri. Con considerazioni duali a quelle

svolte al n.° 248, si vede che: se il determinante

=

è nullo ed ha caratteristica 2, P inviluppo rappresentato dal-

l'equazione (22) degenera in due fasci di rette, o, se si vuole,

in una coppia di punti, ceneri di tali fasci. Se ha caratteri-

stica 1 i due fasci risultano sovrapposti, od, in altri termini,

l'inviluppo degenera in un punto doppio, centro comune di

quei due fasci. Da note proprietà dei determinanti abbiamo

subito che se una conica è degenere come luogo di punti, lo è

anche come inviluppo delle sue tangenti,

269. La proposizione duale di quella data al n.° 265 si

enuncia dicendo:

Sopra ogni fascio di raggi aventi il centro in un punto qual-

siasi P del piano di una conica^ questa determina una involu-

zione, nella quale si corrispondono le coppie di raggi coniugati, e

sono raggi doppi le tangenti per P alla conica.

Detta involuzione è iperbolica se P è esterno alla conica;

ellittica se P è interno ; degenere se P appartiene alla conica e,

^n
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reciprocamente: il punto P è esterno, interno^ o sulla conica, se-

condo che detta involuzione risulta iperbolica, ellittica, o degenere.

270. Pel polo P' di una retta p' conduciamo una retta

qualunque p" ed indichiamo con P'" il punto di incontro

di p' con p". La polare jp'" di questo punto (che appartiene

a p' ed a p") dovrà passare per P' e per P" ed il polo P'
della p" apparterà a p' ed a j)'" cioè sarà il terzo vertice del

trilatero p'p"p"\

Il triangolo p'p"p"' costruito ha dunque la proprietà

che in esso, ciascun vertice ha per polare il lato opposto. Un
tale triangolo si dice autoconiugato o autopolare od anche

autoreciproco rispetto alla conica.

Si vede subito, con facilissime considerazioni geometriche,

che un triangolo autopolare non può avere tutti e tre i suoi vertici

interni alla conica, né tutti e tre esterni ad essa.

271. Polarità determinata dall'assoluto. I risultati

ottenuti hanno un'interpretazione analitica anche nel caso che

la conica rispetto cui si considera la polarità tion sia reale.

Consideriamo, in particolare la polarità rispetto all'as-

soluto (u.° 238, pag. 201).

Dimostriamo anzitutto che l'assoluto è il luogo dei punti

ciclici dello spazio.

Infatti i punti ciclici di un piano n sono (n.° 70, pag. 53)

i punti impropri delle rette isotrope uscenti da un punto
qualunque del piano, e quindi rispetto a un qualunque sistema

di coordinate cartesiane ortogonali hanno le coordinate cartesiane
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ODìOgenee (1, e, 0) e (1, — «*, 0) (n." 152, pag. 125): poiché le rette

isotrope uscenti dall'origine hanno per coefficienti angolari

appunto i numeri (coniugati)

m^= /, m^z=: — i.

Da questo segue subito che i due punti ciclici apparten-

gono a tutti i cerchi del piano (Vedi più innanzi al n.^ 295). Infatti

l'equazione omogenea di ogni cerchio si può porre sotto la forma

(a?i — a?3<i)« -+- (ir, — x^b)*= x^*r^,

ed è soddisfatta dalle coordinate dei punti ciclici.

Dunque i punti ciclici di un piano r. sono ì punti impropri

di un cerchio C {qualunque} ad esso appartenente.

Considerando il cerchio G come intersezione del piano t:

con una sfera S^ vediamo che i punti improprii di do-

vranno appartenere alla retta impropria del piano t: ed al

cerchio improprio di i8; cioè saranno i punti dove la traccia

di JT sul piano improprio taglia l'assoluto.

Keciprocamente: presi due punti Aoo^ Boo sull'assoluto, la

retta per questi due punti determinerà la giacitura di un

piano che ha i punti JLc», Boo come punti ciclici.

Da ciò immediatamente consegne che due rette dello

spazio r, r', sono fra loro ortogonali quando le loro traccie Toc , Too'

sul piano improprio^ sotto punti conitigati rispetto alV assoluto.

Infatti, indicando con Aoo, Boo i punti in cui la TooToo'

taglia l'assoluto, se da un punto qualunque proprio, 0, pro-

iettiamo i punti Aooi Boo, Too, Too', otterremo un gruppo ar-

monico di raggi; dunque le parallele per P alle r, r" separano

armonicamente le rette isotrope del piano di esse che escono

da P, e perciò esse sono ortogonali fra loro (n.° 70, pag. 53).

Eeciprocamente, se due rette r, r' sono ortogonali, due paral-

lele ad esse per un punto qualunque dividono armonica-

mente le rette isotrope (del loro piano) uscenti dal loro punto

di incontro, perciò i punti impropri Too, Too' delle date rette

sono coniugati rispetto all'assoluto.

Da quanto abbiamo dimostrato segue anche che : una

retta poo ed un punto Too coniugati nella polarità indotta

dall'assoluto, determinano la giacitura di un piano ti, e la

direzione di una retta r ortogonali fra loro ; o, in altri
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termini : un piano tt ed una retta r sono ortogonali quando le

loro iraccie sul piano improprio sono retta polare e polo rispetto

alV assoluto.

Ed infatti una retta avente per punto improprio Tou ri-

sulterà perpendicolare a tutte le retfce di un piano qualunque

avente p'er retta impropria poo.

Similmente, si vede che: Bue piani sono ortogonali fra loro

se le loro traccie sul piano improprio sono coniugate rispetto al-

l'assoluto»



CAPITOLO II.

PKOPRIETÀ DIAMETRALI

§ I. Le tre specie di couiche.

272. Una conica fipo^x^x^) = può essere segata dalla retta

impropria in due punti immaginari (coniugati), in due punti

reali e distinti, in due punti reali e coincidenti.

^el primo caso la conica vien detta ellisse, nel secondo

iperbole, nel terzo parabola.

Vogliamo ora vedere come, dalP esame dei coefficienti della

equazione della conica, si possa desumere la specie cui essa

appartiene.

Faremo perciò sistema della equazione della conica e di

quella della retta impropria, scrivendo

i f{^\^i^i)= a^iX*-{-ao^x^^ H- a^^x*-\- 2a^^x^x^-^2a^^x^x^-^2à^.^x^x^ =:

Eliminando x^ avremo,

(22) «11^1* -^ <*22^2* -^ 2a^iX^x^=

questa è l'equazione che determina le due prime coordi-

nate a?!, iCj dei punti impropri! della curva (la terza è a?3 = 0),

dei punti cioè dove la retta impropria sega la curva. E, trat-

tandosi di coordinate omogenee, ci basterà determinare i va-
X

lori del rapporto m=— che soddisfano la (22), cioè che sono

radici della equazione di secondo grado

(23) a^^m^ -+- 2aij?/i -i- a^= 0.
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Secondo dunque che queste radici saranno reali e distinte,

reali ed eguali, od immaginarie, la conica apparterrà alla specie

iperbole^ parabola, od ellisse.

Il criterio per questa distinzione si ricava dall'esame del

discriminante della equazione (23): a^g* — ^n^f'zt'^ sappiamo in-

fatti che, secondo che questo è > 0, =0, < 0, le radici

della (23) risultano reali e distinte, reali ed eguali, od imma-
ginarie, concludiamo perciò:

[
il caso iperbolico è caratterizzato da a^* — dua^z > 0,

(24) { » » parabolico » » a^^^ — an^jg^O,

( » » ellittico » » «12* — (^'iiff'ii < 0.

Osservando che nel discriminante

A =
32

della forma quadratica f(x^x^x^\ il complemento algebrico

. «1

di «33 è

«^as — i

22 ^n
a,^a^^ — a

a

possiamo anche enunciare la regola precedente dicendo

(
il caso iperbolico è caratterizzato da J.33 < 0,

(25) j
» » parabolico » » ^33 = 0,

( » » ellittico » » ÌL33 > 0.

Se è A = 0, la conica degenera in una coppia di rette.

Se queste sono reali, distinte ed incidenti, determinano sulla

retta impropria due punti reali e distinti: se parallele, un
sol punto reale, se immaginarie coniugate, due punti immagi-
nari coniugati; possiamo dunque dire che, quando è A= 0,

P iperbole degenera in una coppia di rette reali, distinte ed
incidenti; la parabola in una coppia di rette reali parallele,

la ellissi in una coppia di rette immaginarie coniugate.

È utile per lo studioso l'osservare che, se la equazione

della conica è data nella forma non omogenea

F(xy) = «iiir' -f- a^^y* -t- 2a^yxy -h 2a^^x -t- 2a^^y •+- «,3 =. 0,
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la equazione (23) che dà le direzioni dei punti impropri! della

curva, 8i ottiene semplicemente con V eguagliare allo zero il com-

plesso dei termini di secondo grado

e col prendere, nella equazione risultante, come quantità incognita,

y
il quoziente m= -, Le radici di questa equazione ci danno i

coefficienti angolari delle direzioni corrispondenti ai punti

impropri della curva.

§ II. Centro e diametri.

273. Consideriamo un sistema di corde parallele ABy
A^Bi .... tracciate in una conica f(x^x^x^)= 0.

Sopra ciascuna di queste corde il punto di mezzo è il

coniugato armonico del punto impro-

prio della corda medesima rispetto agli

estremi A, B, -4.i, B^,„„ e, siccome

il punto improprio è comune a tutte

le corde del sistema, i punti coniu-

gati di esso cioè i punti di mezzo

0, Oi .... appartengono alla polare di

esso punto improprio, e cioè sono alli-

neati sopra una retta, che si dice dia-

jnetro della conica, coniugato alla dire-

zione delle corde.

Vediamo dunque così che: il luogo dei punti di mezzo in

ìin sistema di corde parallele di una conica, è il diametro, co-

niugato alla direzione di dette corde.

Osservazione. — Col nome di diametro si usa indicare

sia la retta indefinita, polare del punto improprio, sia il

segmento di essa, compreso fra i punti in cui essa interseca

la conica.

In quest'ultimo senso si può parlare di estremi del dia-

metro, di lunghezza del diametro ecc.

274. Le tangenti alle estremità T del diametro hanno il

polo nel punto stesso T di contatto, cioè in un punto del
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cliaDietro, perciò esse dovranno passare pel polo di questo

diametro (ri.*' 264) e quindi saranno anch' esse parallele alle corde

del sistema^ bisecate da tale diametro.

27o. Centro della conica. Tutti i diametri di una co-

nica, essendo polari di punti allineati (sulla retta impropria)

passano pel polo della retta impropria;

questo punto, comune a tutfci i diametri,

è detto centro della conica.

Ogni retta r passante pel centro,

incontra la retta impropria (polare del

centro) in un punto Poo che è coniu-

gato armonico del centro rispetto ai

punti A^ B ÌYL cui la retta r incontra

la conica; il centro è dunque punto

di mezzo della corda AB, Dunque: il

centro è punto di mezzo di tutte le corde

passanti per esso. Si vede inoltre che:

ogni corda passante pel centro è un diametro^ ed infatti, poiché

la retta cui tale corda appartiene passa per il centro, polo

della retta impropria, il suo proprio polo sarà sulla retta im-

propria; e la retta sarà un diametro.

276. Dato il coefficiente angolare m del sistema di corde

parallele, vogliamo scrivere Inequazione del diametro ad esse

coniugato. Basterà perciò considerare che il punto improprio Poo,

corrispondente alla direzione m, ha per coordinate omogenee
(n.® 152, pag. 125] (1, m, 0); la equazione della polare di questo

punto, sarà dunque (n.** 257, pag. 223)

(1) (fltii -h a^^m)x^ H- («21 H- a^^m)x^ +- («31 -+- «32^)^73 =

tale è la equazione del diametro coniugato alla direzione di coeffi-

ciente angolare m; essa può anche scriversi:

{!') («ii^ri -f- a^^x^ -f- a^^x^) -+- {a^^x^^ -^ a^^x^ -^ «^23^3)^= ^'

In particolare la equazione del diametro coniugato alla dire-

zione delVasse x,
| m= 0, cioè Poo(l, 0, 0) { è:

fx, = «nO?! -+- ai,a?jj -h a^^x^—
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cioè si ottiene egiiagliauclo allo zero la semiderivata par-

ziale fxì{x^X^X^),

La equazione del diametro coniugato alla direzione del-

l'asse y, ; ??i = cx>, cioè Poo(0, 1, 0) i
è:

e 8Ì ottiene eguagliando allo zero la semiderivata parziale rispetto

ad ìTj. Confrontando con la (1') si vede clie la equazione del

diametro coniugato alla direzione m si ottiene eguagliando allo

zero la combinazione lineare /r/ -f- wi/p/.

277. È opportuno osservare che, se la equazione della

curva è data in coordinate non omogenee^ F{xy)z=:Oj le equazioni

dei diametri coniugati alle direzioni dei due assi cartesiani sono

IdF ^ IdF .
-— = a,^x -+- a,,y -i-a,^ — 0, ^ -= a,^x -+- a^^y -+- a,, ==

e quella del diametro d^ coniugato alla direzione di coefficiente

angolare m è una combinazione lineare della forma

l(dF dF\ ^

cioè

(1") a^^x -h a^^y -f- a^^ -\- m{a,^ -h a^^y + a^^} := 0.

Calcolando il coefficiente angolare w' di questo diametro

si trova

a,, -+- a,,m
(2) m' = —
^

«12 ^- <^22^

cioè

a^^mìn' h- a^fw -+- m') -+- fi^ =:

si vede dunque, cbe fra i coefficienti angolari mm' dì una dire-

zione e del diametro ad essa coniugato passa la relazione bilineare

simmetrica

(3) a^^mm' -f- «^(wi +- m') -t- a^ = 0;

questa è la equazione di una involuzione in un fascio di raggi,

in cui m ed m' sono le coordinate di elementi corrispondenti.

Ora giova considerare fra le corde AB del sistema cui il
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diametro d! è coniugato, quella passante pel centro, cioè il

diametro d di coefficiente angolare m alla cui direzione è co-

niugato il diametro W: diremo che il diametro d' è coniugato al

diametro d^ e quindi anche che d

è coniugato a d'
;

poiché, ap-

partenendo d al polo PoJ di d'j

il suo polo Poo apparterrà a d\

Una coppia di diametri

coniugati dd\ è una coppia di

rette coniugate, al senso definito

al n.^ 266; con questa sola

particolarità, che i diametri

coniugati sono rette del fascio

che ha per sostegno il centro

della conica.

Ora noi sappiamo che una conica /(XiX^x^)= determina

sopra qualsivoglia fascio del piano cni essa appartiene, una

involuzione di raggi. La formula (3) che abbiamo trovato è

appunto la equazione della involuzione determinata nel fascio

che ha per sostegno il centro, cioè nel fascio dei diametri.

Concludiamo dunque che la equazione della involuzione dei

diametri coniugati è rappresentata daW equazione

a^^mm' -+- a-^J^m + m') h- a^j = 0.

278. La relazione caratteristica del caso parabolico

ci dice che in questo caso la involuzione dei diametri coniugati è

degenere (n.° 54, pag. 42), la qual cosa immediatamente si ve-

rifica osservando che, per qualunque valore di m si può, in

forza di tale supposizione, scrivere:

a,, a,o a„ -t- ma..

^it <*22 ^n '+' '^^ì%

Il coefficiente angolare m' del diametro coniugato ad ima di-

rezione m qualunque, ha dunque nel caso parabolico il valore

costante

...f ^11 ^1»
(4)

«12 «jg

e, perciò, nella parabola, tutti i diametri sono paralleli.
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279. Per trovare le coordinate del centro di una conica

basterà osservare die il centro è la intersezione comune di tutti

i diametri, e perciò che le coordinate cercate debbono essere

soluzioni comuni del sistema formato dalle equazioni di due
diametri qualunque.

Scegliendo i diametri coniugati agli assi cartesiani, si ha
il sistema

da cui
«jiiTi -f- aj2^, -+- aj3a?3 = 0,
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Si lua 'cera indeterminazione per le formule (5) che danno

le ccordinate del centro, solo quando

•^13^^^^ -423 = -A33 r=: 0,

in questo caso è anche A = 0, e le relazioni A= 0, J.33 = 0,

ci dicono che la conica appartiene alla specie parabola ed è

degenere, essa perciò si compone di una coppia di rette pa-

rallele: è evidente, anche geometricamente, che in tale caso

vi sono infiniti centri il cui luogo è la retta bissettrice della

striscia forinata dalle due rette parallele che compongono la

conica degenere.

§ III. Asintoti.

280. Sappiamo che i raggi doppi nella involuzione che la

conica /(iPi^^jiTa) = determina sopra un fascio di raggi uscenti

da un punto P, sono le tangenti per P alla conica (n.° 269).

Se, in particolare, consideriamo la involuzione dei dia-

metri coniugati, i raggi doppi in questa involuzione sono le

tangenti alla conica uscenti dal centro.

Ma sappiamo altresì che le tangenti ad una conica uscenti

da un punto P toccano la conica nei punti dove questa è

intersecata dalla polare di P, dunque le tangenti alla conica

uscenti dal centro toccheranno la conica nei punti dove questa

è tagliata dalla polare del centro, cioè dalla retta impropria;

infine, nei punti improprii della conica.

Le tangenti alla conica nei punti improprii di essa si dicono

asìntoti della conica, e dalle riflessioni fatte si ricava che

gli asintoti sono le tangenti alla conica uscenti dal centro: e che

essi sì determinano cercando gli elementi doppi nella involuzione

dei diametri coniugati,

Eicordando adunque che la equazione di questa involu-

zione è

«jjWw' -f- aij(m -t- m') -+- «li =

determineremo le direzioni degli asintoti mediante la equazione

(6) f^zzon^ -*- 2ai2W -t- ^'^11 = ^'

Questa è la stessa che abbiamo scritto al n.*^ 272 per
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trovare i punti improprii della conica. Dunque, come si fece

allora, concluderemo che: si hanno due asintoti reali e distinti

nel caso iperbolico e non si haìino asintoti reali nel caso ellittico.

La risoluzione della (6) farà conoscere due valori m^ni^

(reali e distinti, complessi e coniugati, o coincidenti) cui cor-

rispondono i punti improprii, Poo'(l, Wi, Oj, Pc«"fl, w^, 0) che ap-

partengono agli asintoti.

Ciò fatto avremo le equazioni degli asintoti scrivendo che,

rispettivamente, essi debbono passare per i punti Poo'ih Wi, 0),

Poo"(l, Wg, 0) così determinati, e pel centro della conica

0(^,3^23^33) • avremo cioè le equazioni

(7)

^1
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y
quindi la equazione in -

co

«-(I)
ì2^14 + ^11=0,

Ila per radici i coefficienti angolari wij, m^, degli asintoti.

Dunque basterà scrivere le equazioni delle rette clie passano

pel centro ed hanno coefficienti angolari m^, ?%? rispetti-

vamente.

8e il centro delta conica è nella origine, la equazione (7'\

può riguardarsi come la equazione complessiva degli asintoti.

Se il centro della conica non è nella origine, indicando

con a= -T^% p=:-^ le sue coordinate, trasporteremo con una

traslazione di assi la origine delle coordinate nel centro, e

scriveremo la eQ[uazione complessiva degli asintoti sotto la

forma :

(7") ajx - a)* -h 2a,,{x - a){y - g) + ajy — ^f= 0.

Le formule stabilite fino ad ora valgono anche per sistemi

di assi cartesiani non ortogonali.

§ lY. Assi.

282. Sappiamo che in una involuzione di raggi esiste

sempre una coppia ortogonale, e che, in generale, ne esiste una

sola (n." 69, pag. 51).

I diametri, che costituiscono la coppia ortogonale nella

involuzione dei diametri coniugati di una conica, si dicono

diametri principali od assi della conica,

I punti dove gli assi incontrano la conica si dicono vertici.

283. Gli assi della conica dividono per metà le corde ad

essi perpendicolari, cioè sono assi di simmetria ortogonale,

284. Sappiamo che in una involuzione di raggi, la coppia

ortogonale è costituita dalle bisettrici degli angoli formati dai

raggi doppi (n.** 69] ; considerando dunque che nella involu-



PROPRIETÀ DIAMETRALI 245

zione dei diametri coniugati i raggi doppi sono gli asintoti e

la coppia ortogonale quella degli assi, concluderemo clie gli

assi bisecano gli aìigoli formati dagli asintoti,

285. Per la determinazione analitica degli assi, basterà

far sistema della equazione della involuzione dei diametri co-

niugati e della condizione di perpendicolarità (cioè dalla equa-

zione della involuzione ortogonale). Supponendo la conica rife-

rita ad un sistema cartesiano ortogonale avremo dunque,

\ tti^mm' + (iij(w -+- w') -+- «11 =
^^

ì mm'-f-lr=0;

dal qnal sistema eliminando m', si ricava

(9) «i^w* +- («11 — «22)^ — «ij ==

no) «ì^— «« — <^ii =^ V(«u- (iji)* -^ ^^12'
.

• 2«,,

Il discriminante («n — a^^)^ -\- Aa^^^ è sempre positivo: dunque

esistono sempre due valori m^ , m^ che soddisfano il sistema (8). A
questi due valori, peraltro, non corrispondono due coppie or-

togonali; ma una sola, perchè i diametri corrispondenti ai

coefficienti angolari mi, m^ risultano coniugati fra loro ed or-

togonali.

286. [N'el caso in cui sia nullo il discriminante della (9),

cioè in cui sia

(«11 — «„)« -H 4a,j* = 0,

si ha ancora

(11) «11 — «22 = 0, «12 = 0;

in questo caso l'equazione della involuzione dei diametri co-

niugati si riduce alla

«2j(?rtm' -I- 1) =
cioè

min' -I- 1 =2 0,

che è la coudizione di ortogonalità, e la involuzione dei

diametri coniugati è una involuzione circolare in cui, come è

noto (n."* 70, pag. 53) ogni coppia è ortogonale.

D^ altra parte è facile vedere (ed a suo luogo sarà dimo-
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strato) che quando i coefficienti della f[x^x^x^) soddisfano le con-

dizioni (8) la conica è un cerchio.

Dunque nel cerchio tutte le coppie di diametri coniugati sono

ortogonali e, reciprocamente, una conica in cui tutte le coppie di

diametri coniugati sono ortogonali è un cerchio.

Si può osservare che, nel caso del cerchio, come conse-

guenza della ipotesi (11), l'espressione (10) di m assume la

forma ^, cioè risulta indeterminata; e ciò, anche dal punto di

vista algebrico, spiega il fatto di ritrovare in questo caso,

non già un sol valore, ma infiniti, per le coppie m, m' che

danno luogo a diametri coniugati ortogonali.

287. Nel caso parabolico, dalla relazione a^^* =z a^^a^^ si de-

duce che

(«11 — «22)* ^- ^(^u = («11 -+- «:%%)

dunque i valori di mj, m^ risultano razionali, ed hanno la

forma (n." 278)

[m,= -^' = 4^'

I «22 -^13

Il primo corrisponde alla direzione comune a tutti i diametri,

che nella parabola sono paralleli fra loro, il secondo alla

direzione ad essa perpendicolare.

Per scrivere effettivamente le equazioni degli assi,

trovati i valori Wj, m^ radici della (9) si metteranno questi

valori al posto di m nella equazione

(ai,a?i -+- «ijO^j ~h (I13ÌP3) + mia^^Xj^ +- a^^x^ -t- a^^x^)=
che rappresenta il diametro coniugato alla direzione di coefficiente

angolare m nella conica /{x^x^x^)= 0.

289. Nel caso parabolico si hanno per gli assi le due equa-
zioni

i («11^)1 +- a^^x^ -t- aijitJg) — ~ (a^jO?! -f- a^^^x^ +- a^^x^)=
}

«12

( («11^1 -^ «12^2 +- «13^3) -^ :r (^«1^1 •+ ^"^2 ^" ^«3^») = ^
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la prima di queste si riduce ad

cioè ad

e rappresenta la retta iìnpropria^ l'altra rappresenta una retta

propria che ha la direzione comune a tutti i diametri.

Dunque la parabola ha un solo asse proprio^ la cui equa-

zione è

od, in coordinate non omogenee,

(12') <»li(«ll^ -+- «12^ -+- <*13) -+- «22'!^21^ +" ^222/ "*~ ^23) =^ ^'

L'equazione dell'asse della parabola può anche scriversi

sotto la forma, facile a ricordare poiché compariscono le de-

rivate parziali,

dF dF
02") a,,— -+-«,,— = 0,

oppure, in coordinate non omogenee, ,

(12'") «„- + «„^=0.

290. Per le coniche a centro le equazioni degli assi si otten-

gono scrivendo le equazioni delle rette che passano pel centro e

che hanno per coefficienti angolari rispettivi le radici w^, m^ della

equazione (8).

Analogamente a quanto si è fatto al n.'^ 279 (quando si

trattava degli asintoti), si vedrà che: se il centro della conica

è nella origine delle coordinate, l'equazione complessiva

deg^li assi della conica è

(13) «12!/* -+- («11 — f^iò^y — «12^' = ^1

ed in generale, se le coordinate del centro si indicano con a, %
l'equazione complessiva degli assi è

(13') a,,(y - ^Y + («11 - «22)(^- 0L){y - P)
- ajx - af= 0.



248 CAPITOLO SECONDO

§ Y. Equazione del cerchio.

291. Il cerchio è definito come il luogo dei punti del piano

che hanno distanza data r da un punto fìsso 0(a[3) dello stesso

piano.

Tale proprietà in coordinate cartesiane ortogonali, è tra-

dotta analiticamente dalla equazione

(14) {x — a)' -f- (2/
- ^y= rK

Da questa subito si scorge che il cerchio è una conica.

La (14) infatti è una equazione di 2.° grado. Sviluppando

i quadrati si trova:

^* -+- 2/* — 2aa? — ^}y H- a* -f- p* — r* =

e confrontando questa con la equazione generale della conica

«iia?* -+- %22/* -+- 2rti2iJ?i/ -+- 2a^^x -h 2^232/ -+- ^33 ===

si trova che nella equazione del cerchio manca il termine in xy

ed i termini in a?', 2/* hanno eguali coefttcienti.

La equazione del cerchio ha cioè la forma

(15) a^.ix" -h 2/') -+- 2^130? -h 2^232/ -+- «33 — 0,

od, in coordinate omogenee,

(15') ajx^^ -f- x^^) -H ^a^^x^x^ h- "^^a^^x^x^ -\- a^^x^^= 0,

292. Beoiprocamente : ogni equazione della forma (15) rappre-

senta un cerchio. Ed infatti, la (15) si può scrivere:

,^^2^-^x^ N\\ f -^ 2 ^s, H-M^ M-^M- ^^-

^n \«ii/ -^ «11 Wn/ Wii/ \«u/ «11

ossia

(15, (..yV(,.J;) = -l:!l.^^^
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Confrontando con la (14) si vede die:

1.° Se «13* -+- «23* — rtii<*33 > ^1 1^ equazione proposta rap-

presenta il cerchio che ha il centro nel punto di coordinate

«11' ^
«ji

ed il cui ragjirio r ò dato da

*.t— «l3*-^«t3^— «11«33
.

2.^ Se «18* -4- «,3* — ai^a^^ = 0, la equazione proposta è

soddisfatta solo per i valori reali

«11' ^ «11

si suol dire che in tal caso la conica rappresentata dalla

equazione (15j è un cerchio di raggio infinitamente piccolo^

ridotto cioè al solo centro.

Ma se vogliamo considerare non solo valori reali, ma
anche valori immaginari per le coordinate, vediamo che la (15")

nel caso ora considerato si riduce nella

\
^ «11 V «11/ W ^ «11 V «11/ \

'

cioè che il cerchio degenera nelle due rette immaginarie

(16)

2/
=
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3.^ Finalmente se «13* -+- «23' — «n^ss < 0, nessun valore

reale delle coordinate x, y può soddisfare la equazione pro-

posta, questa dunque è una conica immaginaria, la quale è

ancora detta: cerchio immaginario.

293. La ragione della comune denominazione: cerchio data

alla conica in tutti e tre i casi superiormente considerati, sta

in ciò che essa conica è soggetta, in ogni caso, a passare per

i punti ciclici del piano, e che qualunque conica passante per i

punti ciclici ha una equazione della forma (16) cioè è un cerchio.

Scriviamo infatti la equazione (15) sotto la forma omogenea

(15') «11(^1* -*- ^ì) -^ ^(^ìi^i^i -t- SttjaiPjiPg -H a^^x^* =z 0.

Sostituendo le coordinate dei punti ciclici

(1, i, 0), (1, - t, 0)

abbiamo la identità

ai,(l-+-i«) =

e così rimane verificato che la conica (15) passa pei punti

ciclici.

Sia, reciprocamente l'equazione generale

e sopponiamo che la conica che essa rappresenta passi pei

punti ciclici. Sostituendo le coordinate di questi punti tro-

veremo

^11 ~ ^it ^~ 2rt]ti= 0, «11 — aj2 — 2a^^i= 0.

Ciò importa appunto che sia

«n— <*22=^> «IX ==0.

Dalla dimostrata proposizione in particolare si ricava che

i punti ciclici a'ppartengono a tutti i cerchi (reali, immaginari,

degeneri) del piano (Ofr. il n.** 271).

294. Cerchio per tre punti. Una conica, perchè possa

dirsi cerchio, deve dunque passare per i due punti ciclici del

piano; ciò spiega perchè, mentre in generale occorrono 5 punti
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a determinare una conica, bastino tre punti, quando la conica

è un cerchio.

Date le coordinate di tre punti proprii P^ix^y^^ F^ix^y^)^

Pz(x^y^\ scriveremo la equazione del cerchio ricercando la con-

dizione perchè un punto generico del piano P[xy) appartenga

ad uno stesso cerchio, insieme coi tre dati P^P^P^,

Sapendo che la forma generale del cerchio è la (15\ do-

vremo proporci di determinare i coefficienti a^^a^^a^^a^^ in modo
che siano soddisfatte insieme le condizioni:

[ <la(^' -^ y*) +- 2«13^ ^- ^(f^y -^- «33 =
«ii(^i* -+-

2/i')
-^ 2«i3a7i -+- 2aj3yi -t- «33 —

«iife* -+- 2/2') -^ ^<^nXt +- 2a,32/j -f- ^33=
«ii(^a* +- 2/3*) -+- 2ai3a?3 -+- 2a23y3 -»- «33 ~ ^'

Queste sono quattro equazioni lineari, omogenee nelle

quattro incognite a^i, «jg, «23, «33. La condizione di possi-

bilità è

(17)

y^ X y l

2/1* ^1 2/1 1

2/2* ^2 2/2 1

2/3* ^3 2/3 1

e questa appunto è la equazione del cerchio per i

punti PiPjPa.

tre

295. Se i tre punti P^P^P^ non sono allineati, il deter-

minante

^1 2/1 1

Xi 2/2 1

^3 2/3 1

è diverso dallo zero, se sono allineati è nullo.

Per discutere quest'ultimo caso, scriviamo la equazione (17)

in coordinate omogenee, che meglio si prestano alla rappre-

sentazione di elementi improprii, ponendo

*i=r;,y.
X " X "

nt. Il ì 2/2 ^—^
,y, fi 5 ^a 2/3

=
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avremo l'equazione

(17')

X,

, 2
i 1
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Ma questo stadio rientra in quello piCi generale delle co-

niche, che vogliamo ora riprendere.

§ VI. Forme particolari delle equazioni delle coniche.

298. Equazioni riferite al centro come origine delle
COORDINATE. Scegliendo in modo opportuno gli assi cartesiani

(ortogonali od obbliqui) cui una conica si suppone riferita, si

può far si che la equazione di essa conica assuma forma più
semplice e meglio atta alle operazioni di calcolo ed alle di-

scussioni geometriche.

In particolare, disponendo dei coefficienti arbitrari che
compariscono nelle formule di trasformazione (n.° 99, pag. 76)

potremo render nulli alcuni coefficienti nella equazione rife-

rita ai nuovi assi.

Sappiamo già (u.° 100) che non sarà possibile che con tali

trasformazioni si annullino i coefficienti di tutti i termini
di 2.° grado, perchè il grado complessivo nelle a?, y, del poli-

nomio F{xy) non può venire alterato.

È peraltro possibile, ìtella equazione di ima conica a centro,

rendere eguali allo zero i coefficienti dei termini di primo grado;
e ciò con una traslazione di assi che porti la origine nel centro
della conica.

Sappiamo infatti (n.° 279) che le coordinate del centro

sono

"^33""
«11«22 — «18* ' '

~"^33~~ «n«22 — «12* '

se supponiamo eseguita la traslazione che porta l'origine nel

punto (a^S), la equazione della conica, nel nuovo sistema, avrà

coefficienti tali che per essi risulti a= 0, ^= 0, cioè sarà:

/j^gx
j

«12«23 — «22«13=

ma poiché si tratta di una conica a centro, è

a,.

«11 «12
~«12* — «ll«22 4=^;
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ed il sistema

non può essere risolto se non da valori entrambi nulli di (»i, x^.

Le (18) ci dicono che tale sistema è risoluto da Xi=za^^,

^2= «13. Sarà dunque

<*13 = ^n == ^?

oioè saranno nulli i coefficienti dei termini di primo grado nella

Fixy)=0.
È poi evidente che, se in una equazione F(xy) tali coef-

ficienti sono nulli, le (18j sono entrambe soddisfatte, cioè

a= p= 0, e la conica è riferita ad un sistema cartesiano con

P origine nel centro.

Eseguendo effettivamente la trasformazione

-^33 -^33

si ritrova la equazione della conica sotto la forma

\^33 -^33/

cioè i termini di secondo grado rimangono invariati ed il termine

noto risulta eguale al valore che assume il primo membro della

equazione primitiva quando in luogo delle coordinate x, y si mettano

le coordinate del centro.

Fatti i calcoli si trova

\^33 -^33 ^33

a la equazione trasformata assume la forma

a,,X* -^ a,,Y^ + 2ai^XY -f- -^ = 0.
A 33

299. Equazioni di coniche a centro riferite ad una
COPPIA DI diametri CONIUGATI.

Se si eseguisce un cambiamento nella direzione degli assi car-

tesianiy che trasporti gli assi Ox, Oy sopra due diametri coniugati,
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V equazione della conica riferita al nuovo sistema, mancherà del

termine in .vy.

lafatti abbiamo visto che, dopo la traslazione della origine

nel centro, Pequazione della conica assume la forma

«ii.T* -+- a,.y -+- 2a^,xy -+- «33 =

nella quale la particolarità dell'essere nulli i coefficienti a^^a^^

dei termini di primo grado non potrà cambiare per nna tra-

sformazione di assi che conservi immutata la origine. Suppo-
niamo che, dopo eseguita tale trasformazione, l'asse y sia sul

diametro coniugato alla direzione dell'asse x. L'equazione di

questo diametro, che sarà

(19) aii.r-+-a,j3/ = 0,

(n.° 275) dovrà in tale ipotesi, ridursi a quella dell'asse y,

cioè ad a? := 0.

Ciò importa che nella (19) sia nullo il coefficiente di y,

cioè appunto che sia

«,, = 0.

In particolare tale risultato si ottiene riferendo la conica

agli assi della conica medesima, considerati come assi carte-

siani di riferimento.

Da quanto si è detto risulta che: mia conica a centro, ri-

ferita ad un sistema di diametri coniugati (come assi cartesiani)

assume la forma trinomia:

(20) n,,x*-ha,,y'-^a,, = 0.

La qìial forma è detta normale o canonica per le coniche a

centro.

300. Si può osservare che la condizione

«12 ==

cioè V annullarsi del coefficiente del termine in xy, è soddisfatta

per la equazione dì qualunque conica, la quale si supponga riferita

ad un sistema di assi Ox^ Oy paralleli a due diametri coniugati

(sia o no la origine nel centro, ed anche se la conica non è

a centro).
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La qual cosa subito si verifica scrivendo la equazione del

diametro coniugato . alla direzione delPasse a?, ed osservando

che questa deve rappresentare una retta parallela all'asse y,

e quindi che in essa deve essere nullo il coefficiente a^^ della

variabile y.

301. Per il caso parabolico è specialmente opportuna una
trasformazione (la quale è pure assai utile per coniche a

centro) e che consiste nelP assumere come origine degli assi

cartesiani un punto della conica, come asse delle x il diametro

della conica passante per tal punto^ come asse delle y la tangente

alla conica in questo medesimo punto,

Kiferita ad un tale sistema (il quale risulta ortogonale

se il punto preso su la conica è un vertice) l'equazione della

conica prende la forma trinomìa

(21) a^^x^ -f- ^222/* -+- S^igii? r=z 0.

Ed infatti, poiché la conica passa per la origine, man-
clierà nella sua equazione il termine noto, cioè sarà

L'equazione della tangente alla conica nella origine, ha
la forma (u.° 2o9j

ttnOG -f- a^^y -i- «33 —

e, nel nostro caso, per essere ^33 = 0,

a,^x -f- a^^y— 0.

Questa deve ridursi alla equazione dell'asse Oi/, la quale

è ic= 0, perciò deve essere anche

Finalmente, l'equazione del diametro coniugato alla dire-

zione dell'asse 0?/, che in generale è

a^jK -^ a^^y -1- «23 =:

e, nel caso nostro, si riduce ad

«1,0? -f- <i222/= 0,
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dovendo ridursi a quella dell'asse Ox, che è y=:0, richiede

che sia soddisfatta la condizione

rtjg= 0.

Le condizioni a^^= a^j ==: «3, == riducono la equazione

generale della conica alla forma trinomia da noi prevista

«ijO?* H- a^^y* -t- 2aiiX= 0.

Supponendo a^^^^ scriveremo questa equazione sotto la

forma :

(22) 2/*= 2i?iP -f- l'x\

Calcolando, per questa equazione, la espressione

si trova

^33= — 1c.

Dunque la equazione (22) rappresenta un' ellisse se le < 0,

una iperbole se A; > 0, una parabola se le= 0.

Essa è i)erciò particolarmente utile nel caso parabolico,

poiché allora essa assume la forma binomia

(23) y^= 2px:

è questa la forma normale della equazione della parabola.

Si ottiene riferendo la parabola ad un sistema di assi car-

tesiani, conila origine in un punto della parabola, Passe Ox
nel diametro della parabola uscente da 0, l'asse Oy nella

tangente in alla parabola.

Questo sistema è ortogonale se è il vertice della parabola.

302. Iperbole riferita A*:tLi asintoti. Anche la equa-

zione della iperbole assume forma binomia quando è riferita

agli asintoti, come ad assi coordinati. E precisamente vedremo

che in tale ipotesi la equazione della iperbole ha la forma

(24) xy= 1c\

Infatti : poiché, nella nostra ipotesi, V origine è nel centro,

sarà

«13= <*j3= 0-

Bortolotti 1"
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L'equazione complessiva degli asintoti, quando il centro è

nell'origine è (n.'' 281)

(7) «„2/* ^- 2oti2a?2/ -h a^^x*— 0:

questa, quando gli assi coordinati siano negli asintoti, dovrà

assumere la forma che compete alla equazione complessiva

degli assi coordinati, cioè

xy=^0

perciò si richiede che nella (7) sia

^%ì = ^11 = 0-

Si vede dunque che la equazione della iperbole acquista la

forma
2a^^xy + «33 —

la quale è equivalente alla (24).

Questa forma richiede, in generale, che gli assi cartesiani

siano obliqui.

L'equazione in coordinate di rette, di una conica a

centro inviluppo, riferita ad una coppia di diametri coniugati

assunti come assi cartesiani, si ricava dalla formula (22') data

al n.'' 267, cioè

•^11^* -f- A^^v* -+- 2AizUV -+- 2A^zU -+- 2A^^v -+- A^^ = 0.

Tenendo conto che, per la scelta degli assi di riferimento,

si ha

^12 '^-^ ^13 ^^^ ^23 ^^-^ "?

si ritrova

•^12 -— -^13 —- -^23 -— ^5 -^11 -— ^22^33 » -^22 —- ^11^33 ? -^33 —- ^'^11^'22

e rimane semplicemente

(20') a>n^2zU^ -+-
«'33<«ll^^ -+-

«^ll<*22= ^•

Similmente, la equazione in coordinate di retta della para-

bola inviluppo, riferita ad un sistema di assi cartesiani con

la origine in un jmnto della parabola. Passe Ox nel dia-



PROPRIETÀ DIAMETRALI 259

metro della parabola passante per 0, Passe Oy «ella tangente

in alla parabola, assume la forma

(23) pv* = 2u^

corrispondente ai valori

§ VII. Invarianti ortogonali.

304. Si dicono invarianti ortogonali della conica, quelle

funzioni dei coefficienti che conservano il medesimo valore

l)er qualsiasi trasformazione di assi ortogonali. Dimostreremo

che sono invarianti ortogonali 1 seguenti :

(25) J== «1,-4-^22^ ^33 — «11«22 — <*12*7 A — «21 CfgS ^83

^21 ^39 ^23

Perciò dovremo premettere alcuni Lemmi.
1.° Qualunque traslazione x= X -h m, y ^=: Y -\- n^ lascia

invariati i coefficienti dei termini di 2." grado nella equazione

della conica (quindi anche I ed ^33).

Infatti la equazione F{xy)^=Q per la traslazione indicata

si trasforma nella

F^{XY)= «iiX* -+- a^^T^ -+- 2a^^XY-h 2{ai^m -^ a^^n h- a^^)X-\-

-j- 2(«2iW -{- a^^n H- a^^)Y -+-

-+- a^^m* -+- «22??.* -+- 2ai^mu -\- 2ayzm +- 2a.^n -+- «33 = 0.

2.° Una rotazione

j
2/ = aX -+- pr

( x= cc^X -\- p^Y

trasforma il gruppo dei termini di 2,° grado della equazione pri-

mitiva nel gruppo di termini dì 2.° grado della trasformata, quello

dei termini di primo grado nel gruppo dei termini di 1,° grado e

lascia invariato il termine noto.

Ciò risulta dal fatto che le a?, y sono espresse da funzioni
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lineari omogenee delle X, Y, e si verifica immediatamente, svi-

luppando i calcoli nella formula

F,(XY) = «n(aX-+- pr)* -h a^iKX-f- ^,Yf -f-

-+- 2«,,(aX-f- p Y)(aiZ-f- PiZ) -+- 2ai3(aX-4- pr)-»-2a23(aiX-i-Pjr)-+-a33.

Indicando con ar/{r, «= 1, 2, 3) i coefficienti nella equazione^

trasformata, avremo quindi in particolare

(26) «i/X* -+- a^i' r« + 2a,2'Zr= a^^x^ -+- a^^y- -+- 2a^^xy.

305. Ciò posto, proponiamoci anzitutto di dimostrare la in-

varianza di J e di J.33. Considerando che qualsiasi trasfor-

mazione si compone di una traslazione e di una rotazione, ed
avendo dimostrato, col 1.° Lemma, che le traslazioni non cam-
biano il valore di J, né quello di ^33, basterà occuparci delle

rotazioni.

Poiché in una rotazione di assi rimane immutata la ori-

gine 0, la distanza OP della origine da un punto F del piano
rimarrà la medesima, cioè si avrà

(27) x^-{-y^= X'-^YK

Se dalla (26) dimostrata al 2° Lemma, togliamo la (27)

moltiplicata per un fattore p, che lasciamo per ora indeter-

minato, ne|risulterà la identità

(28) (a^i — p)x^ -+- («22 — p)y' -h- 2a^^xy=
= (a,,' — p)X« -H («2/— p)r2 + 2a,^XY.

Le forme quadratiche ai due membri di questa equazione
dovendo risultare eguali per ogni valore di p, saranno, in

particolare, ridotte in quadrati esatti dai medesimi valori

della p; cioè'i discriminanti di quelle due forme dovranno
annullarsi|per i medesimi valori di p; in altri termini le equa-^

zioni in p:

=0, «li' - P «1»'

<ll2 ^22 — P

=



cioè
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I P*~ («2;' - «11')? -+- «u'«22' — <*12" =
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dovranno avere le medesime radici.

Ma, in tali equazioni sono eguali i coefficienti dei termini

lii secondo grado, dovranno essere, perciò, eguali anche gli

altri, e si dovrà avere

<30)
«„.

«U«22 — «12 = «11 «22 — «12 •

Ciò dimostra appunto la invarianza delle espressioni

J= «ii-»-«t2

^33 ^^ «11«22 «12 ?

delle quali la prima è invariante lineare, il secondo, qua-

dratico.

306. Dimostriamo ora che anche il determinante A (discri-

minante della forma quadratica f{XyX^x^)) è un invariante,

Invariante cubico.

Supponiamo perciò eseguita una trasformazione di assi (or-

togonali) ed indichiamo ancora con a^, i coefficienti della equa-

zione della conica riferita al sistema primitivo, con a,./ i coef-

ficienti della equazione della stessa conica riferita al sistema

trasformato.

Se indichiamo con un parametro arbitrario, per ogni

valore di le due equazioni

«11^»* -\- a^^y^ -+- 2a^^xy -+- 2a^^x +- ^a^^y =
«n'X^ a^T* +- 2^15' rX-i- 2ai,'X-+- 2a^^Y =

rappresenteranno una medesima curva riferita ai due sistemi

cartesiani, rispettivamente. Quegli stessi valori di che an-

nullano il discriminante della prima forma, cioè che rendono

degenere la conica, dovranno perciò annullare anche il discri-

minante della seconda, e sarà contemporaneamente.

«11 «12 «13

"21 "Jt 22

a31 a32 a 33

= 0,

«11 «12 «13

a a* a.21 "'22 '*23

«3/ «32' «33' -^- ^
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ossia

Ma abbiamo già dimostrato che A^^ è un invariante, cioè

che ^83=: J^gg'; dunque dovrà essere ancora

A =:: A'

cioè anche A sarà un invariante.

§ Vili. Riduzione delle equazioni delle coniche

alla forma normale.

307. Data l'equazione di una conica a centro

(31) a^^x* +- a^^ìf -+- 2a^^xy -+- 2a^^x -+- 2a^^y -+- a^^ = 0,

riferita ad un sistema cartesiano ortogonale qualunque, sap-

piamo che, se si trasporta P origine nel centro e si assumono

per assi cartesiani gli assi della conica, la equazione della

conica assume la forma normale

(32) a,,'X*-^a,,'Y*-^a,,' = 0,

Poiché si può sempre, mediante i coefficienti «^, della

equazione data, calcolare le coordinate del centro (n.° 279) e

le equazioni degli assi (ii.® 285), così la trasformazione della (31)

nella (32) potrà sempre farsi senza difficoltà alcuna.

Ma il calcolo dei coefficienti a', fatto mediante queste

trasformazioni di coordinate, riesce assai laborioso
;
può invece

eseguirsi rapidamente per mezzo delle proprietà invarianti ve

delle espressioni J, A33, A, considerate al § precedente.

Calcolando infatti I ed A^^ nelle due formule (31), (32)

si ha
J= «11 -f- a^i = «11' -f- a,,'

Conosciamo così la somma a^^' -+- a^/ ed il prodotto a^^'a^^

delle due quantità incognite «n', a^j'; queste dunque si otter-
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ranno risolvendo hi equazione di 2.° grado

(33) P* — («11 -+- «22V -- <^l\^il — «12* = ^^

263

che potremo anche scrivere sotto la forma — 0,
«11 — P «u
«12 «22 — ?

Per avere il terzo coefficiente a^^ della equazione ridotta,

osserveremo che
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Siccome poi per valori tutti di egual segno dei coeffi-

cienti a^i^it^ii ^^ conica

risulta immaginaria, concludiamo che, jper ellissi reali il discri-

minante A ha il segno discorde da quello dei coefficienti a^^, a^^

(cioè dal seguo di J).

Mettendo in evidenza i segni dei coefficienti avremo

dunque, per il caso ellittico i due tipi di equazioni

a,,'X^-^a,,'Y^-a,,'=:0

a^^X^-ha^^'Y^-ha^^'^zO,

dei quali il primo rappresenta una ellissi reale, il secondo una

curva che non ha nessun punto reale ed è detta ellissi im-

maginaria.

Questi due tipi si distinguono dal segno del prodotto AI^

che è negativo per ellissi reali, positivo per ellissi immaginarie.

Analogamente: si hanno, per il caso iperbolico, i due tipi:

a,,'X^-a,,'Y'-+-a,,'=:0

a,,'X^-a,,'Y' -a,,' = 0,

che non differiscono sostanzialmente, in quanto che il secondo

si ottiene dal primo scambiando fra loro gli assi X, Y (e ad

un tempo gli indici 1, 2). Dall'esame delle equazioni scritte

si vede che, se i coefficienti sono reali, la iperbole è sempre una

curva reale,

308. Nel caso parabolico la equazione ridotta ha la forma

a,,'Y^-^2a,,'X=:0,
perciò

(35) I=aji', -^33 = 0, A= — a,i'a,^'K

Dalla prima di queste si ricava «„'; dall'ultima si ha

(36) «n"=-J
e così si calcolano entrambi i coefficienti della equazione ridotta.

La formula (36) ci dice che, nella parabola, gli inva-

rianti A, I hanno sempre segni contrarii.
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309. È opportuno l'osservare che il calcolo dei coefficienti

nella equazione ridotta si fa con grande semplicità, miche

senza ricorrere agli iìivariaìiti ortogonali, quando nella equazione

della conica è nullo il termine in xy.

Infatti in tal caso gli assi cartesiani sono già orientati

nella direzione degli assi della conica (n.° 300) e basta una
traslazione per ridurre la equazione a forma normale.

Praticamente si noti che, se a^j = 0, la conica è un' ellissi

quando a^, a,, hanno segni eguali, una iperbole, quando «u, a^j

hanno segni contrari, una parabola quando uno dei due coef-

ficienti ajj, «jj è eguale allo zero.

Per coniche a centro:

«iiO?* -\r a^^y* -I- 2aiiX +- 2aj^^y -h a^^= 0,

basterà scrivere, completando i quadrati:

2
ff

t
a^a* a

'11 "2jr

od anche:

..(-sr-..(-:i!)'-..-(vft)'-feJ-.

per iscorgere che la trasformazione

t^ll «22

cioè la traslazione della origine nel centro della conica

(n."" 279), riduce l'equazione alla forma ridotta

Per la parabola

a^^y* -t- 2aiiX -t- 2a,3y h- a,,= 0,
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faremo similmente

"»(^ -*-£)" -f- 2^130? H- ^33 =^ =
cioè

•..('-a)**-"(""*SSr)=»

e COSÌ scorgeremo che la trasformazione

Za>23%2 ^22

cioè la traslazione della origine nel vertice, riduce la equa-

zione della parabola alla forma normale

310. Le riflessioni e gli svolgimenti di calcolo contenuti

nei numeri precedenti valgono anche per il caso in cui sia

A==:0, cioè per coniche degeneri.

Nella ipotesi A = 0, risulta, per coniche a centro,

«33'= (form. 34),

l'equazione ridotta della ellisse diventa

e rappresenta una eoppia di rette immaginarie uscenti dalla ori-

gine (coppia ellittica di rette).

Quella della iperbole:

«1,^* — «222/*= ^»

rappresenta una coppia di rette reali uscenti dalla origine (coppia

iperbolica di rette).

Per il caso parabolico degenere, la equazione normale si

riduce ad 2/*= che rappresenta l'asse delle x contato due
volte.



PROPRIETÀ DIAMETRALI 267

La discussione fatta si può riassumere nel quadro seguente:

( AI < ellissi reale

J33 > . ^i > ellissi immaginaria

[ A =0 coppia ellittica di rette

^ i J.d=:0 iperbole
yl33<0 ^

j
A= coppia iperbolica di rette

{ Jl 4= parabola
'^

^ A= coppia parabolica di rette.



CAPITOLO III.

STUDIO DELLE PKOPRIETÀ DELLE CONICHE
SULLE LORO EQUAZIONI NORMALI

§ L Ellisse.

311. Indicando con a^, «22? ^sz numeri positivi (non nulli)

l'equazione normale della ellisse si presenta sotto una delle

tre forme (n.i 307, 310)

«11^* -^ «222/*= <*33

«11^* 4- a^^y*= — ^33

ttiiX* -\- a^^y^= 0.

La seconda di queste rappresenta una conica priva di

punti reali, detta ellisse immaginaria. La terza rappresenta la

coppia di rette immaginarie coniugate uscenti dalla origine:

r a,.
y-

La prima solamente, dunque, rappresenta una conica reale^

non degenere. Scriveremo questa equazione sotto la forma

e, poiché «11, «22» «31 sono numeri positivi, porremo

a^= ^\ b'= -'-'

«11 «22
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e COSI ne verrà

(1)
Vi
b*

ed è questa la forma che suol dirsi canonica e che potrebbe

anche dirsi segmentarla della equazione della ellisse.

312. Si vede infatti, facendo successivamente y= Oy x= 0,

che i numeri

sono le lunghezze dei segmenti che la ellisse stacca sugli assi a

partire dalla origine. E poiché i punti dove gli assi incontrano

la conica sono stati detti vertici, così troviamo su la ellisse 4

vertici, due A, Aj su l'asse Ox, di ascisse h- a, — a; due B, B^

su V asse delle y^ di ordinate h- 6, —h.
La distanza A^A^=2a è detta asse, ed a semiasse della

ellisse. Analogamente, si dà il nome di asse alla distanza

B^ ="!}>,

Se gli assi sono eguali, cioè se

a=:h

l'equazione dell'ellisse

ossia

t^x

2/*= rt*
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314. Supporremo a^b, e perciò diremo a semiasse mag-
giore, e b semiasse minore della ellisse,

315. L'equazione dell'ellisse, che possiamo scrivere

ci mostra che non esistono punti reali della curva le cui

-j , (t) maggiori della

unità. Per punti P{xy) della ellisse debbono dunque essere

soddisfatte le condizioni

— «^^^«, —b^y^bj

le quali ci dicono che i punti della ellisse sono tutti contenuti

entro il rettangolo determinato dalle quattro rette x=:d-a, y= dt:b,

316. Dalla equazione della ellisse si ricava

^ -+- ^ 2/ = ^^

b^
-,x*~hy^= ¥;

da cui:

(2) ic* H- 2/*^ «»

(3) x^-^-y^^b^.

Le formule (2), (3) ci dicono che il raggio vettore

OP^yx^ ~\- y^ di un punto qualunque della ellisse è sempre

compreso fra il semiasse minore b ed il semiasse maggiore a.

317. Cambiando i segni delle variabili a?, y^ la equazione

della ellisse non si muta, dunque la curva è simmetrica rispetto

agli assi (sappiamo del resto che gli assi della conica sono

assi di simmetria ortogonale).

La parte di curva che si trova nel primo quadrante si

sovrappone, per ribaltamento intorno agli assi, alle parti con-

tenute nei rimanenti quadranti. Basterà perciò studiare P anda-

mento della curva nel primo quadrante per conoscerla intie-

ramente.
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318. Risolvendo P equazione della curva rispetto ad y,

troviamo

(4) 2/= =t- Va*-^*.

Nel primo quadrante alla ascissa x=zO corrisponde y^=^b,

il punto (0, h) è il vertice B della

curva.

Per X crescente da o ad a la 2/

decresce da 6 a zero; per ic^a,

è 2/ = ed il punto (a, 0) è il ver-

tice A su Passe x.

Per a? > a non si hanno punti

reali della conica.

Confrontando le ordinate MF^
MPi , di due punti P, Pj del primo

quadrante aventi la medesima

ascissa OM e situati Puno sulla

ellisse che stiamo studiando, P altro sul cerchio, a?* -+- 2/*= a%

di centro e raggio a, troviamo

(5)
MP=:- V a- — x\ MI\= V»* — ^\

MF
MP^

Dunque: il rapporto delle ordinate della ellisse a quelle

dei punti di stessa ascissa del cerchio che ha per raggio il

semiasse maggiore è costante^ ed uguale al rapporto dei due

semiassi deW ellisse,

319. Paragonando invece le ascisse QP\ QP^' di eguale

ordinata OQ, di punti sulla ellisse e sul cerchio di raggio

eguale al semiasse minore, ic* -f- ?/-= &*, si trova

(6) QP'=:-yh^-,f^ QP^:=\h^ y\
QP

Il rapporto delle ascisse dei punti di eguale ordinata sulla

ellisse e sul cerchio con centro nella origine e raggio eguale al

a
semiasse minore, è costante ed eguale al rapporto t^ inverso di

quello considerato al numero precedente
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320. Ponendo ^rrrcosa, le formule (5), (6) si possono

scrivere

(7) MF= MP, cos ce, QP,' = QP' cos oc.

Dunque, se conduciamo per l'asse Ox un piano che faccia

angolo a con quello della ellisse e su questa descriviamo un
cerchio con raggio OA eguale al semiasse maggiore, i punti P^

di questo cerchio proiettati ortogonalmente sul piano della

ellissi, generano la ellisse.

Perciò, potremo considerare la ellisse come sezione retta di

un cilindro circolare obliquo (di raggio a).

Interpretando in modo analogo la seconda delle formule (7)

vediamo che, conducendo per Passe Oy un piano che faccia

lo stesso angolo a col piano della ellisse, e proiettando orto-

gonalmente su questo piano la ellisse, i punti P' della ellisse

si proiettano in punti P^' del cerchio di raggio OB=ì).
Perciò la ellisse si può anche considerare come sezione obliqua

di un cilindro circolare retto (di raggio 6).

321. Un raggio uscente da incontri i due cerchi dianzi

descritti nei punti M^M.,, e per questi si conducano le perpendi-

colari MyP, M^P agli assi Ox, Oy rispettivamente.

Si vuol dimostrare che il punto P deve esse s'incontrano è

un punto della ellisse.

Infatti pel teorema di Talete

si ha

MM, ~ 031^

cioè

MP
MM.

La proprietà dimostrata sug-

gerisce una facile costruzione per punti della ellisse dati i

semiassi è, a, di essa.

322. Si conduca ora nel punto P della ellisse la paral-

lela PRS al raggio OMy^. DalP esame dei due parallelogrammi
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OSPM,, ORPM.,, si ricava

\ SP=:OM] = a

j RP=:ÓM,= b

SÉ = a~- b.

Si vede da ciò che, se sul segmento 8P di lunghezza SP=za,

eguale al semiasse maggiore, si segna il punto R, che stacca il

segmento EP=z &, semiasse minore, facendo strisciare il segmento 8P
sul piano, in modo che i suoi estremi 8, P descrivano gli assi, il

punto R segnato su tale segmento descrive la ellisse,

323. L'angolo ,p= aSp=: AOSfi che il segmento <SP forma

con Passe delle a?, vien detto anomalia eccentrica del punto P
della ellisse.

Eccentrica, perchè il raggio per il punto P delP ellisse

che forma tale angolo, non passa pel centro j tale angolo è la

anomalia vera del punto Mi corrispondente a P e situato sul

cerchio di raggio a. Osservando che

a^z=0¥^cos:p, J/P=::5Psen9

e tenendo conto che è OM^=x, MP= y, OM^^za^ RP=: OM^^zb,

si ha

L x=:a cos cp

•
''

' ] y=:b sen '^,

equazioni parametriche dell'ellisse.

Supponendo az=bz=zr, si ricavano le equazioni parame-

triche del cerchio

x=zr cos 9, 2/= *' sen 9.

324. Dalle (8) si ricava immediatamente la equazione ca-

X u
nonica scrivendo -=:cos'f, ^^sen^, quadrando e sommando.

325. Tangente alla, ellisse. Qe P-^ix^y^) è un punto della

ellisse, la equazione della tangente alla ellisse in questo punto

Bortolotti ly
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si scriverà (form. (17') al n.° 259, pag. 224)

cioè

{^) a* ^ b'
— ^•

Questa è anche la equazione della polare del punto Piix^yj)

quando il punto Pj non sia sulla ellisse.

§ IL Iperbole.

326. L'equazione normale della iperbole ha una delle due

forme

— «iiic* -+- a^^y*— aj3

.

Poiché si passa dalP una forma alP altra col cambiar nome
agli assi coordinati, considereremo solo la prima di queste.

Dividendo per «33, e facendo

a' = '^', 0^=:'^'

avremo l'equazione della iperbole sotto la forma

X* 17*

(10) a.-6-.= l-

Da questa, facendo successivamente 3/= 0, a?= 0, si scorge

che la iperbole stacca su Passe oc due segmenti OA^=za,

OAi=— a, e che non si hanno punti reali su Passe Oy.

L'iperbole dunque ha due soli vertici reali su Passe x.

L'asse x è detto perciò asse reale od asse trasverso della iper-

bole; e Passe y, asse immaginario^ ìion trasverso,

327. Su l'asse non trasverso P iperbole segna due punti

immaginari, le cui ordinate si ottengono facendo a?= nella

equazione della iperbole, esse sono cioè: et, — M,
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Anche nella iperbole le lunghezze a, b, si dicono semiassi,

il primo semiasse principale^ o trasverso, P altro semiasse non

trasverso o immaginario.

L' a sse Oy è trasverso della

iperbole (iperbole coniugata)

y ^ _ 1

disegnata con linee tratteg-

giate nella figura, ed in questa

sono vertici i punti B. B^

che corrispondono ai segmenti

OB—ì>, OB, — — l,

La lunghezza h è semiasse trasverso della iperbole co-

niugata.

Se i due semiassi a, &, sono eguali, la iperbole si dice

equilatera.

La iperbole equilatera è uguale alla sua coniugata,

'i28. L' equazione della iperbole inviluppo, in coordinate tan-

genziali, (n.i 303, 313) assume la forma

a^u" — b-v*— 1,

quando si intenda riferita agli assi.

329. L^ equazione della iperbole, che si può scrivere

^,= 1-+-^,, Cloe x^= a'-^^^y\

ci dice che non ci sono punti reali della iperbole la cui ascissa

Ma, in valore assoluto, minore di a; cioè che siano compresi

nella striscia compresa fra le due parallele all'asse y per

i vertici A, Al.

330. Tangente alla iperbole. L'applicazione della nota

formula (n.® 257, form. (17)) ci dà per la tangente all'iperbole

nel punto Piioo^yi)

(11) ^-^^1
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questa è aiiciie I;i equazione della polare nella ipotesi piìi

generale che il punto P^ non sia sulla conica.

331. Asintoti. L'equazione complessiva degli asintoti della

iperbole è (n.° 2S1)

-. — T-. =:

Cloe

X
_ ÌJ = 0.

^a h/\a bj

Gli asintoti hanno dunque singolarmente le equazioni

(11) ^ a -^ a

332. Gli asintoti hanno coefficienti angolari -, : eguali

cioè in valore assoluto al rap-

porto dei semiassi. Essi sono

le diagonali del rettangolo

SRS^B^ coi lati R,8, BS, pa-

ralleli agli assi Ox', Oy e lun-

ghezza 2«, 2ò, ed avente il

centro nella origine.

Di qui una facile costru-

zione degli asintoti dati i se-

miassi della iperbole.

333. Gli asintoti sono i medesimi per le due iperboli co-

niugate
^« _ 2/' _ ^' _ •£' _ 1

a» 62" ' b^ a*" '

In generale si vede che se Jc è un numero reale qualunque^

tutte le iperboli -^ — ^ = =t A;' hanno gli stessi asintoti.

334. La iperbole, al pari della ellisse, è simmetrica rispetto

agli assi coordinati. Esaminando P andamento della curva nel

primo quadrante, vediamo che al crescere della a', da a al-
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P influito, la ordinata 7)7/* r?/=:- V-^' — <*S ^ continuamente

crescente: sappiamo già che il punto P percorrendo la iperbole

tende al punto improprio cui appartiene l'asintoto OR,

Facendo la differenza delle ordinate (corrispondenti ad

uno stesso valore di x) del punto della iperbole e del punto

corrispondente dell'asintoto, abbiamo

b
PF, = MP, ~ MP=-x—- \x* — a'

h

cioè

— ' (.r — Va?» — a*) ==
« <^x-^\ X

. ah
PP,=:-

\x^~ a^

Questa formula ci dice che la differenza PP^ è infinitesima

per .r— oo; cioè appunto che l'asìntoto è tangente alla iperbole

nel punto improprio,

335. Per valori di x minori di a la ordinata di punti della

iperbole ha valori immaginari

y^i - \a* — X*
^ a ^

che potremo scrivere

(13) y — iY, con Y=^ ^/a^—xK
a

Ora se nella equazione della iperbole facciamo la trasfor-

mazione

(". ìlz'ì

essa si muta nella equazione della ellisse con gli stessi se-

miassi:

ed il valore trovato per Y nella formula (13) è appunto la

ordinata di un punto di questa ellisse.
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Similmente si vede che la medesima trasformazione (14)

muta la ellisse -• -f- f-,
== 1 nella iperbole ^=zl, aventi

gli stessi semiassi.

L^ ellisse dunque si può considerare come una continuazione

della iperbole attraverso V immaginario ; e V iperbole come una

continuazione delV ellisse. L^ iperbole equilatera si continua nel

cerchio e questo neW iperbole equilatera.

336. La forma normale della equazione della iperbole sup-

pone questa riferita a due diametri coniugati ed è la mede-
sima anche se la coppia scelta per assi cartesiani di riferi-

mento non è la coppia ortogonale (assi della conica).

Scriveremo in generale

(15)
i>-

q'

Inequazione della iperbole riferita a una coppia di diametri

coniugati (non necessariamente ortogonali).

337. Nel sistema cartesiano prescelto i segmenti staccati

sull'asse x saranno OP= p^ OP^zzz—p; quelli sulPasse y sa-

ranno determinati dai numeri
complessi iq, — iq,

E saranno p, iq le lun-

ghezze di due semidiametri

coniugati. Diremo, anche in

questo caso, che q è il semidia-

metro non trasverso (nel fatto

3 è il diametro trasverso della

y^ x^
iperbole coniugata -^ ^ = 1).

Ed in generale, quando
considereremo nella iperbole

due diametri coniugati, uno di

essi risulterà trasverso, ossia segherà la conica in due punti

reali; l'altro, che per la conica data non è trasverso, incon-

trerà la iperbole coniugata; e per estremi di quest'ultimo dia-

metro intenderemo i punti ove esso incontra la iperbole co-

niugata alla data.
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338. Bicercando al solito modo (n.° 281), le equazioni degli

asintoti, troveremo:

q

d'onde si vede che gli asintoti sono le diagonali del parallelo-

gramina SES^Bi, aventi il centro nella origine ed i lati eguali in

lunghezza e paralleli a due diametri coniugati,

339. La tangente nel punto P, estremità del diametro

trasverso, dovrà risultare parallela al diametro coniugato (cioè

alPasse delle y) e sarà quindi il lato SB del parallelogramma

dianzi descritta. Ed i segmenti PB, SP risulteranno eguali.

Cioè: il segmento della tangente alla iperbole compreso fra gli

assintoti è bisecato dal punto di contatto.

Si noti che, avendo preso come assi di riferimento due
diametri coniugati qualunque, la tangente considerata è una
qualsiasi delle tangenti alla iperbole.

340. Sia AB una corda della iperbole che, per la scelta

arbitraria delle direzioni dei diametri coniugati scelti come
assi cartesiani, potremo sempre supporre parallela ad uno degli

assi coordinati. (Per es. come nella figura, all'asse Oy). La
retta AB incontri gli asintoti nei punti C e D.

Poiché AB è una corda parallela all'asse y, cioè coniugata

al diametro Ox, essa sarà bisecata, in jE7, da questo diametro,

e sarà

BB= BA,

Dalla applicazione del teorema di Talete si vede imme-
diatamente che (essendo P punto di mezzo di 8B) è anche B
punto di mezzo di OD, cioè che

Da cui, per sottrazione,

DE—BB:=zEG— BA
cioè

BB=:zAa

Nella iperbole ogni corda taglia gli asintoti in due punti

equidistanti dagli estremi della corda.
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341. Eiferendo la iperbole agli asintoti, come ad assi

coordinati, la sua equazione avrà la forma (n.** 302)

xy = fc^.

Se per un punto P(xy) conduciamo la tangente GPD^ la

porzione di questa limitata agli asintoti, cioè agli assi coor-

dinati, risulterà bisecata da P e si avrà

~GD~2GP',
di qui anche

0G= 20M=2x, 6Ì)— WN~2y,

Indicando con a V angolo degli asintoti, si calcolerà

l'area del triangolo 0GB mediante la formula

S=z OCD= - OG'OD8enoc=: ^'2x'2y mn oc := 2xy sen

x

infine, ricordando la equazione della iperbole, avremo:

(16) 8=:21c*Benoc.

D'onde il teorema: V area del triangolo compreso fra gli

asintoti ed una tangente alla iperbole è costante.

In particolare, considerando la tangente condotta per uno
dei vertici, ed indicando con a, b i semiassi, si ha

(17) 8= ab.
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Da cui
ab

ab 1= 2/r* seii a, fc*= ^r
——

.

' 2 sen a

D'altra parte

a ò a a
sen ^ =:

, , eoe
2 ^/a^^J)*' 2 \a»-t-è«

a a ab
sen a= 2 sen ^ cos ^ = "i r« •

2 2 a* -I- 6*

Sostituendo si ritrova:

(18, ^^"^.

Abbiamo dunque trovato che, noti i semiassi a, b della

iperbole, si calcola il coefficiente fc', nella equazione di essa rife-

qÌ _|- j*
vita agli asintoti xy= ìc*, facendo il quoziente —j—

.

§ III. Teoremi di Apollonio su le coniche a centro.

342. La equazione di una conica a centro riferita agli assi

ha la forma

dove il segno superiore compete al caso ellittico, l'inferiore

al caso iperbolico.

La equazione della involuzione dei diametri coniugati, che

nella forma generale è

a^^mm' -+- a^J,m -+- m') •+- «^ = 0,

(n.** 277) assume dunque, per coniche a centro riferite agli

assi, la forma

wm' 1

b' a-'

cioè

b*
(20) mm' —dt-L
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nella quale il segno superiore compete al caso ellittico e P in-

feriore all' iperbolico.

Da ciò si deduce che nella ellisse i coefficienti angolari di

due diametri coniugati hanno segni contrarli, nella iperbole

segni uguali.

Nella ellisse^ dunque, una coppia di diametri coniugati è se-

parata dagli assi (coppia ortogonale) nella iperbole non è separata.

In altri termini: due diametri coniugati nella ellisse, sono

Puno nel primo e terzo quadrante, l'altro nel secondo e quarto.

Nella iperbole invece sono entrambi nel .primo e terzo, od

entrambi nel secondo o quarto quadrante.

IsTella iperbole poi, dalla relazione m?w'=—g si scorge che,
a

b
se non è m= m'=: db-, (caso corrispondente agli asintoti-

a

raggi doppi nella involuzione dei diametri coniugati) dei due
coefficienti angolari m, m' Puno sarà in valore assoluto, mag-

giore di -, l'altro minore.

Ciò significa che mia coppia di diametri coniugati è separata

dagli asintoti.

In particolare uno dei diametri taglia la curva, P altro

non la taglia (la qual proprietà si è riscontrata per altra

strada al n.° 337).

343. Due punti Pi(^i2/i), Pi(~ ^i — 2/i) ^^i ^^^^^ conica a

centro, che si trovano all'estremità di uno stesso diametro

(simmetrici rispetto al centro) si

dicono diametralmente opposti.

Si dicono supplementari due
corde ITPi, MP^ che vanno da uno
stesso punto M della conica a due
punti Pi, P/ diametralmente op-
posti.

Indicando con {ji, pi' i coeffi-

cienti angolari di due tali corde, si avrà

(21).
y — Vi

oc — oc ì

y -+-yi
\i\i

— 2/i

Ora, considerando che i punti P^P^'M sono sulla cònica.
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si ha

a* — ò* ~ ' a* — b*~ '

e sottraendo,

^' — ^i' .
y' - yi' _ n

y* ~ yi' — -t-

^'

a* ^ ftx — ",
ip«-a7i' a'*

Sostituendo nella (21) si trova

b*

d'onde, ricordando la (20), vediamo che due corde supplementari

sono sempre parallele a due diametri coniugati.

In altri termini, il diametro che dimezza una corda è pa-
rallelo alla corda supplementare: o, ciò che torna lo stesso, i

diametri che dimezzano due corde supplementari sono coniugati.

Infine, osservando che in qualunque parallelogramma in-

scritto in una conica a centro, il punto di mezzo della diago-

nale è centro della conica, le diagonali sono diametri, e due

lati adiacenti sono corde supplementari, si ha : in ogni paral-

lelogramma inscritto in una conica a centro^ le congiungenti i

punti di mezzo di due lati opposti formano una coppia di dia-

metri coniugati.

Considerando anche il parallelogramma circoscritto for-

mato con le tangenti nei vertici, si vede immediatamente che

le diagonali di un parallelogramma circoscritto ad una conica a

centro formano una coppia di diametri coniugati.

344. L'equazione del diametro coniugato alla direzione di

coefficiente angolare m è in generale (n.° 276, pag. 238)

«n^ -^ «ijy -<- «13 -^ inia^^x -f- a^.jj -+- a^a) — 0,

trattandosi di una conica a centro riferita agli assi, essa

diverrà

(22, ^±™|.= 0-
.

Se d, d' sono diametri coniugati, se il punto P^ix^y^) è

uno degli estremi del diametro d ed il punto F^{x^y^) è uno
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degli estremi di d'', il diametro d coniugato alla direzione di

y
'

coefficiente angolare —,, avrà per equazione

a* — x^' h^
—

cioè

a^ — &2 — ^'

e poiché esso contiene il punto PJx^y^), sarà

cioè

Indicando con le il valore comune ai due membri nella

ultima equazione, avremo

(23) 5l'^fc|?, yl^^k^,
da cui

Ora, poiché i punti P^, P^' nel caso ellittico sono entrambi

su la conica, e nel caso iperbolico P^' è su la conica, P^ su

la sua coniugata (n.*' 337) avremo

2

1
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Le formule trovate servono a dimostrare i due seguenti

teoremi, noti col nome di Apollonio.

345. Teorema 1.° — Nella ellisse è costante la somma, nel-

U iperbole la differenza dei quadrati di due semidiametri coniugaci.

Poniamo

d'' =~OFi^ — x.^ -h y^\ d'^ = OP^'* — x^* +- 1/,"

da cui, per le formule (25), (26), sommando nel caso ellittico e

sottraendo nel caso iperbolico, si ottiene:

d' ± d'^ = ix,'' H- y^^ ± ix,' -H 2/,«j= X,'' (l dt ^') zi= 2//* (^I ± l)

(27) d^ ± d" = (a* zt 6') (^ ±:^\=za'±: h\

11 teorema è così dimostrato. Si può osservare che nel

caso della iperbole equilatera si ha a= &, a'— 6*=:0, opperò

d*= d'^: dunque nella iperbole equilatera ogni diametro ha lun-

ghezza eguale a quella del suo coniugato,

346. Teokema 2.^ — In ogni conica a centro è costante l^ area

del triangolo OP^P^' compreso fra due semidiametri coniugati e

dalla corda che ne congiunge gli estremi.

Si ha inflitti (n.° 132, pag. 108)

20P,P: = ^iVi Vt^z

Nel caso ellittico avremo, per le (25),

(28) 20P,P^ = =P X,' ^ =p 2/,^
I
= + 6« (^* -^ ^1 == =^

Nel caso iperbolico, per le (26),

(29) 20Ki>/ = i x^l .p y^l
= .^ ab (^ -h ^') = =f

In ogni caso, adunque, il teorema è dimostrato.

ai).

ah.
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Si noti che così è provato che rimane, costante il valore

assoluto dell'area del triangolo OP^F^, Il segno andrà scelto

positivo o negativo secondo die il triangolo medesimo è sini-

strorso o destrorso.

347. Distanza del centro dalla tangente in un spunto PJ^x^y^)

di una conica a centro. Dalle formule trovate si può dedurre

una formula comoda per la distanza del centro da una tan-

gente alla conica a centro.

L'equazione della tangente in P^ix^'if^) è, come sappiamo
(n.i 325, 330)

La sua distanza dal centro, cioè dalla origine, è perciò (n.** 138,

pag. 113)

±:1 ±ab ±:ah
S=

Il segno dovrà essere concorde con quello del coefficiente

di y nella equazione della retta (30), dunque sarà eguale a
quello della ordinata y^ del punto di contatto, nel caso ellittico,

contrario a questo nel caso iperbolico. E il valore assoluto della di-

stanza del centro dalla tangente è inversamente proporzionale alla

lunghezza Va?,'* -+- y^'^= d' del diametro parallelo alla tangente.

§ IV. La parabola.

348. L'equazione di una conica riferita ad un diametro
ed alla tangente in uno degli estremi di esso, come ad assi

coordinati, ha la forma (n.^ 301)

«ni»* -+- «22^* -+- 2a,^^x =: 0.

Nel caso parabolico, la condizione «nagg— aij*=:0, richiede
che dei due coefficienti a^, a^^ uno sia nullo.

Possiamo precisare che, nella supposizione che l'asse x sia

nella direzione dei diametri, deve essere an = 0.
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Infatti la direzione dei diametri nella parabola (n.® 278)

ha per coefficiente angolare , e dovendo essa, per

ogni valore di m, coincidere con quella dell'asse delle x, il

cui coefficiente angolare è 0, ciò richiede appunto che sia

Si ha dunque, per la parabola, la equazione normale

aj2?/' -+- 2a^^x=

che scriveremo, come è Puso

(81) y^=:2px.

Il valore di p che risulta da questa relazione, quando la pa-

rabola è riferita ad un sistema cartesiano ortogonale, è detto

parametro della parabola,

349. Si noti che, cambiando nome agli assi, cioè chia-

mando asse y quello che è nella direzione dei diametri, si ha

la forma equivalente

(32) x^= 2py.

Osserveremo ancora che la forma normale della equazione

si ottiene riferendo la parabola ad un sistema in cui Passe x

è uno qualunque dei diametri. Volendo usare sistemi ortogo-

nali di coordinate cartesiaue, dovremo supporre che Passe

della parabola sia assunto come asse delle x e che il vertice

sia nella origine.

350. Esaminando P equazione y*=:2px, vediamo che la y

è reale solo per i valori della x che hanno lo stesso segno del

parametro, e che per ciascuno di tali valori, assume valori

eguali e contrari; ciò significa che la parabola è tutta nel se-

mipiano a destra^ o tutta nel semipiano a sinistra delibasse y, ed

è simmetrica rispetto all'asse delle x.

351. L'equazione y*^2px può interpretarsi dicendo: per

ogni punto P(xy) della parabola la ordinata è media proporzionale

fra la ascissa ed il doppio del parametro: e di qui si può rica-

vare una facile costruzione per punti della parabola.
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352. L' equazione della tangente in un punto Pi(^i2/i) della

parabola, con P applicazione della formala nota (n.^ 259) as-

sume la forma:

(33) yy,=2p(x-^-x,).

Questa è anche la equazione della polare del punto Pi{x^y^\

nelP ipotesi più generale che questo punto non sia su la conica.

353. Per un punto P della curva conduciamo la tan-

gente PT e la normale PN,
Si dice tangente geo-

metrica della curva, nel

punto Pix^y-^) la lunghezza TP
del segmento di tangente com-

presa fra V asse delle x ed

il punto di contatto.

Sottotangente la pro-

iezione TM della tangente

geometrica su V asse delle x.

Normale geometrica la

lunghezza NP del segmento

di normale compreso fra V asse delle x e la curva.

Sottonormale la proiezione N3i della normale su l'asse

delle X.

Per calcolare la sottotangente della parabola calcoleremo

prima la ascissa alla origine della tangente, che ricaveremo

dalle (33) facendo y=:0; troviamo così

OT—— X,

cioè : nella parabola la ascissa alla origine della tangente è eguale

in valore assoluto, e contraria in segno, alla ascissa del punto di

contatto.

Si ha di poi:

TM— ~T0-^0M—2x,

cioè: la sottotangente della parabola è doppia, in valore assoluto,

della ascissa del punto di contatto, ed ha segno contrario al segno

di questa.

Poiché nel triangolo TMP, è punto di mezzo di TJf, e
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la retta OR è parallela alla base MP^ sarà anche

(34

)

OS= r, M~P, TE= EP

ossia, la ordinata alla origine della tangente alla parabola è

eguale alla metà della ordinata del punto di contatto: la tangente

geometrica TP è dimezzata dal punto R di intersezione con V asse y,

354. Si dimostra subito che è vera anche la proposizione

reciproca e cioè che: se il punto Pix^y-^) della parabola si con-

giunge con im punto T delibasse x, la cui ascissa è uguale e con-

traria ad x^(OT:= — iUi), la retta TP è tangente alla parabola

nel punto P,

355. Per scrivere la equazione della normale, basterà tener

conto che il suo coefficiente angolare deve essere contrario in

segno ed inverso in valore assoluto di quello della tangente,

e scrivere la equazione della retta per Pi(Xiyi) con questo

coefficiente angolare.

Ora il coefficiente angolare della tangente nel punto {ooiyi)

p y,
alla parabola è ^^, quindi quello della normale è — — : la

"1 JlT

equazione della normale è dunque

Piy — Vi) -t- 2/i(^ — ^i)= 0,

e perciò V ascissa alla origine della normale è

Oy^p-i- x^

e la sottonormale è

NTf=-'MN=~-{OW—ÓM) = -p.

Nella parabola la sottonormale ha valore assoluto uguale al

parametro.

356. Consideriamo ora, su Tasse x il punto F di ascissa

POF=z^, Questo punto è detto fuoco della parabola. Le pro-

prietà focali saranno studiate nel capitolo seguente: possiamo

per ora osservare che, da quanto si è superiormente trovato

B ortolotti 19
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risulta MN^=z20F, ed essendo anche MF=z2ÒE, il segmento

FH risulta parallelo ad A^P, cioè normale alla tangente.

Cioè: i piedi delle perpendicolari abbassate dal fuoco della

parabola su le tangenti ad essa sono punti dell'asse delle y {tan-

gente alla parabola nel vertice).

Reciprocamente : se sopra la retta Ox si prende un punto F— P
tale che sia 0F^=^, e condotta la FÉ per F, e la TEP, nor-

male ad FE^ per E, si interseca^ questa con una normale alV asse x

nel punto M, tale che 0M:= TO, il luogo dei punti P è la para-

bola con asse Ox, vertice 0, parametro p.

Infatti si ha

MP_OF
TM~~OE'

ossia

cioè infine

2x~f
2

y* r= 2px.

La costruzione fatta ci dice inoltre (n.° 353) che la TP è tan-

gente alla parabola.



CAPITOLO IV.

PROPRIETl FOCALI DELLE CONICHE

§ L Definizione e ricerca dei fuochi delle coniche.

357. Data la equazione di una conica f{cPiX^x^) =: 0^ ogni
punto del piano può considerarsi come centro di una involu-

zione di raggi coniugati rispetto alla conica (n.° 269, pag. 231).

In una tale involuzione esiste sempre una coppia ortogonale^

ed in generale, ne esiste una sola.

Ma per certi particolari punti del piano la involuzione

delle rette coniugate che escono da essi è costituita da coppie
tutte ortogonali: tali punti si dicono fuoclii della conica.

Fuoco di una conica è un punto del piano della conica pel

quale tutte le coppie di rette coniugate rispetto alla conica sono

ortogonali,

358. Un fuoco è dunque centro di una involuzione orto-

gonale di raggi coniugati; una tale involuzione è ellittica (70)

perciò ogni fuoco deve sempre essere un punto interno alla conica

(n.° 269).

Eicordando che le rette doppie di una involuzione orto-

gonale sono le rette isotrope^ le quali appartengono ai punti
ciclici del piano, potremo anche definire il fuoco come un
punto tale che le tangenti alla conica^ uscenti da esso^ passino

per i punti ciclici.

359. Per determinare i fuochi dovremo cercare punti tali

che due rette p'ilì^^lz), i>"(5i"?2"?3")» uscenti da esso, le quali

soddisfino la condizione di coniugio (n.^ 266)

(1) (^h5/ -+- ^1.5/ + ^isSa')?/' -+- (^.i5i' + ^..?/ -^ A,,l,')l,'' -+-
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soddisfino seinpre anche a quella di ortogonalità (n.° 155,

pag. 127)

(2) 5i'?i" + ?.'?." -0.

360. Consideriamo prima il caso di una conica a centro ri-

ferita agli assi, la cui equazione è

x^ il*

Calcolando in questa i numeri A^s (n.° 303, pag. 258) si trova

A jL a _Z_ A H A A A A
-^11 ^52' 22— ^ìì ^33

a^b^^ ^^— ^^ — ^^
—

Sostituendo i valori trovati nella condizione di coniugio^ tro-

viamo questa espressa da

cioè da

(3) «'§/§." ± &'?/?."= ?3'?3"-

Sappiamo che la forma generale della equazione di una
retta per un punto F(a, p, 1) (cioè di coordinate non omo-
genee x=:a^ 2/= P) è (n.° 156, form. 54)

5i(a?i — ax,) -{- ^2(^2 — p^g) =r

ossia

?1^1 -+- §2^2 — Kl + P?2)^3 = 0.

Indichiamo con p\ jp" due qualunque di tali rette,

*^
li'"(§i", 5/', -(«?i" + .%")).

La condizione perchè esse siano coniugate rispetto alla

conica si ha sostituendo le loro coordinate nella (3) ed è quindi

espressa dalla

a%'^," ± h%%" = (ag/ + p?/)(a?/' + K,")
cioè da

(5) {a' - a»)5,'f/' -H (± 6« - 13«)?,'5/' = a^(?/?," + ?/'5/).
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Si tratta ora di determinare a, p in modo che per ogni coppia

di tali rette sia sempre soddisfatta anche la condizione di

ortogonalità

(2) £i';i" + 5,'?," = o,

od, in altri termini, che la (2) sia equivalente alla condizione

di coniugio (5).

Ciò esige la proporzionalità fra 1 coefficienti delle (5), (2),

cioè

a,3=
'^^

' a^ — cc*= dtl)'- p*.

Questo sistema si scinde nei due

a=0 i 8=0
^'^^

{ p*:= — a^±ih\ / a« = a« zp b''

Supponendo a > 6 si vede che il primo di questi due si-

stemi è risoluto dalle coppie di coordinate

(8) a= 0, ^ — i^/a^zp¥; a^O, 3 = — t V<i* hP b%

cui corrispondono due fuochi ìmmsLgìnaTÌ sulV asse delle y (asse

non trasverso della iperbole, asse minore della ellisse).

Il secondo sistema dà luogo a due soluzioni reali

^= 0, oc=\^a^~^¥', p = 0, «=:: — Va*zp6«

cui corrispondono due fuochi reali situati sulV asse principale,

e simmetricamente disposti rispetto alla origine,

(9) ^,(V^^"^S 0), F^{- y/à^^¥, 0),

il segno superiore corrispondendo al caso ellittico, P inferiore

al caso iperbolico.

Concludiamo dunque: le coniche a centro hanno due fuochi

immaginari sulV asse delle y, e due fuochi reali situati sulV asse

delle X, ad egual distanza dal centro.

L'asse su cui si trovano i fuochi (asse principale, mag-
giore, trasverso) viene detto anche asse focale della conica.

La distanza (in valore assoluto) dei fuochi dal centro si
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dice distanza focale: essa è espressa dalla formula

(10)
= ^/a^^*

valendo il seguo superiore per il caso ellittico, l'inferiore per

il caso iperbolico.

Il rapporto della distanza focale al semiasse focale si dice

eccentricità e si indica d'ordinario con la lettera e, si pone

cioè

La eceentricità è minore di 1 nel caso ellittico, maggiore di 1

nel caso iperbolico.

361. La formula (10) dà ragione delle notissime costruzioni

geometriche, per la determinazione dei fuochi, indicate dalle

figure qui disegnate: nella prima di esse il cerchio di centro B
ha raggio BF=ia^ nella seconda si è fatto AM=^h,

362. Nella discussione da noi fatta, non abbiamo conside-

rato P ipotesi

a= &.

Questa ipotesi non ha importanza nel caso iperbolico.

Nel caso ellittico, essa corrisponde a supporre che la co-

nica considerata sia un cerchio, e le formule (8), (9) in tale

ipotesi danno un unico sistema di soluzioni (0, 0); cioè danno
come unico fuoco la origine.

Nel cerchioj dunque^ tutti e quattro i fuochi sono reali, e coin-

cidono nel centro. La eccentricità del cerchio è nulla.
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Per l'equazione della parabola y*=:z2px, si ha (n.° 303)

e la condizione di coniugio prende la forma

cioè

(13) 5l'53"-H§3'?x''-i>f.'?."=0.

Mettendo in questa le coordinate di due rette

y(?i', ?/, -(^5,' + ?,V)), i>"(?/', 5/', -(a?/' + .85."))

passanti per il punto J^(a, jB, 1) (n.° 360) si ha la condizione di

coniugio di queste due rette y, y espressa da

- ?i'Ki" -^ PS,") - ?i"(^§i' + PS.') -i>?.'5." =

o, riducendo,

(U) 2a5,'?/' -H P(?/?," + 5,'?i") -f- i>?,'?,"- 0.
•

Se vogliamo che per tutte le coppie p\ p" di rette coniugate

rispetto alla parabola sia soddisfatta la condizione di ortogo-

nalità

(3) ?/?." + ?,'?,"= 0,

dovremo disporre delle indeterminate oc, j3 in modo che le

equazioni (3), (14) risultino equivalenti. Ciò importa che sia

.8= 0, 2oc=p,
cioè

(15) arz.|, p = 0.

Sono queste le coordinate del fuoco della parabola: il

quale è un punto delV asse distante dal vertice di una lunghezza

eguale a metà del parametro.

Si può considerare come fuoco della parabola anche il punto

improprio della curva (la direzione dei diametri). Infatti le

tangenti alla conica uscenti da un tale punto coincidono nella

retta impropria, la quale contiene 1 punti ciclici (n.° 358).
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364. Se la parabola non è data mediante la sua equazione,

ma si suppone effettivamente tracciata sopra il piano del di-

segno, la costruzione del fuoco e la determinazione del para-

metro si fanno applicando la

proposizione data al n.° 356: i

piedi delle perpendicolari calate dal

fuoco sulle tangenti alla parabola

si trovano su la normale all'asse

uscente dal vertice (cioè, sulla tan-

gente nel vertice).

Tracciata una tangente qual-

siasi alla parabola, si conduca
la perpendicolare a questa tan-

gente nel punto dove essa in-

contra Passe Oy: il punto F dove
questa perpendicolare incontra P asse Ox della parabola, è il

— P
fuoco, e la distanza OF=z^ è il semiparametro.

365. Calcolando la ordinata FM del punto M della para-— p
boia che ha per ascissa 0F=^^ si trova

Da cui

y^=FM'= 2p-^z=:p\

FM=:p;

ciò si esprime dicendo che: il parametro è la ordinata al fuoco

della parabola.

La corda M'M=2FM=^2p è doppia del parametro, ossia:

la corda condotta pel fuoco della parabola normalmente alV asse

ha lunghezza doppia del parametro.

Tale corda era dagli antichi chiamata lato retto della

parabola.

Anche per coniche a centro si dà il nome di parametro alla

ordinata al fuoco.

Indicando tale valore con p avremo per P ellisse

j? = - Va* - e', cz= Vd^ — b\
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e, per V iperbole

^ — - Yc« _ rt«, e — Va* +- b*
CI

in ogni caso quindi

(16) p = '-

tale è la espressione del parametro per le coniche a centro.

§ IL Raggi focali. Proprietà angolari relative ai fuochi.

366. Si dice raggio focale il valore assoluto della di-

stanza FF del fuoco F da un punto P della conica.

Vogliamo esprimere questa distanza in funzione delle coor-

dinate X, y di P[xy),

Pel caso ellittico e pel fuoco F^{— e, 0) avremo

F^P =(x-\- cy -^ y*z=(x-i- cY +- -j (a* — a?*)
a

z=x^\l- -A -+- 2cx -+- e' -f- 5*

c^ (e Y= —, 07* -+- 2cx -\- a^ := {
- X -i- a] ,

a* \a 1

La distanza F^P risulta positiva per punti P situati nella

parte della curva superiore all'asse x. Il suo valore asso-

luto è:

(17) F.P =z- x-^ a^* a

a* -f- ex
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similmente per P altro fuoco, Fj{o, 0), troveremo

.

——
•

,
e a* — 00?

(18) \F,P\ = --x-^a=—^—,
e sommando
(19) \T\P\-h\F,P\ = \F,P-^F^P\ = 2a.

La somma dei raggi focali è^ ]^er ogni spunto della ellisse^

costante ed uguale alV asse maggiore,

367. Per il caso iperbolico, si ha similmente

F.P \=i-xz^a— —^ a ^ a
(20)

\F^P\=-xz^za=
a a

Nelle precedenti formule il segno superiore vale pei punti

del ramo di curva che avvolge il fuoco F-^ (che hanno ascissa

positiva), r inferiore per P altro ramo. Sottraendo si ricava

\\F;P\--\F;P\\^\F\P-F;p\ = 2a.

Il valore assoluto della differenza dei raggi focali, è per ogni

punto della iperbole, costante ed eguale alV asse trasverso,

368. Per il caso parabolico si ha P\\'> o) epperò

#P z= zt ]/(^ - Ij
V i/« z= zt |/(^ -|)

V 2i?a;= zfc (^ + 1) ;

se si suppone, come si fa ordinariamente, j? > 0, è anche, per

ogni punto reale delia curva, a? > 0, e quindi

(21) \FP\=.x-^\, \FP\-x= \.

La differenza fra il raggio focale e la ascissa è per ogni

punto della parabola costante ed eguale al semiparametro.
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È notevole il fatto che, mentre la distanza

299

fra due punti è, in generale una funzione irrazionale delle

coordinate di tali punti, la distanza di un punto della conica

da un fuoco di essa è sempre funzione razionale iìitera di i.° grado

delle coordinate del punto (form. 17, 18, 20, 21).

370. Proprietà angolari relative ai fuochi delle

CONICHE.

Consideriamo prima il caso ellittico. Per un punto P(Ji\yi)

della curva conduciamo i

due raggi focali F^P, F^P,

la tangente PT e la nor-

male PK,
Dalla equazione della

tangente

XX ì

(facendo in essa 2/= 0) ri-

caviamo il valore della ascissa alla origine della tangente

(22)

Sarà dunque

F^T—F^O-\-OT=c-\--
cx.

X.

- - «* a*— cXy
F,T=OT-OF, = --cz: " '"''

a?,

e ricordando le (17), (18)

(23)
F,T cx^ F,P

F^T ex, jF^p

Vediamo dunque che la retta PT pel vertice P del trian-

golo F^F^P, divide (esternamente) la base F^F-, nel rapporto

degli altri due lati: dunque essa è bisettrice (esterna) dell'an-

golo F^PF, compreso fra questi lati.
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La normale PI^ è bisettrice (interna) dello stesso angolo.

Dunque: la tangente e la normale in un punto Pj della ellisse

bisecano gli angoli formati dai raggi focali uscenti da questo punto.

In altri termini: un raggio che uscendo da uno dei fuochi

si rifletta sul perimetro della ellisse, secondo le note leggi della

riflessione (^) dà origine ad un raggio riflesso che passa per

l'altro fuoco.

371. Per il caso iperbolico, col medesimo ragionamento,

giungeremo ad analoghe conclusioni. L'unica differenza con-

siste in ciò che, mentre la

tangente alla ellisse sega ester-

namente il segmento F^F^ com-
preso fra i due fuochi, la tan-

gente alla iperbole sega questo

segmento internamente, ed è

bisettrice dell' angolo F^F
(non del suo supplementare).

In generale possiamo con-

cludere che: la tangente e la

normale in un punto di una

conica a centro sono le bisettrici

degli angoli formati dai raggi focali uscenti dal punto.

Da ciò si deduce (n."" 64) che: i raggi focali F^P^ F^P,

uscenti da un punto P di una conica a centro separano armoni-

camente la coppia di raggi formata dalla normale e dalla tan-

gente alla conica nel punto P,

Od anche che : i fuochi di una conica a centro separano ar-

monicamente le coppie di punti T, N^ determinati sull' asse focale

dalla tangente PT e dalla normale PN in un qualunque punto P
della conica,

372. Nel caso parabolico, uno dei fuochi è il punto

improprio delP asse, dunque la proposizione precedente si muta
nella seguente:

La tangente e la normale in un punto P(oc-^y^ di una para-

bola sono le bisettrici degli angoli contenuti dal raggio focale e

dalla parallela alV asse della parabola uscenti da P,

(*) Cioè facendo angolo di incidenza eguale a quello di riflessione.
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In altri termini: i raggi uscenti dal fuoco sono riflessi dalla

parabola in raggi paralleli aW asse.

Sappiamo infatti che {form. (21))

inoltre (n.° 351);

dunque

F^P = a?i -f-

TF^ =: TO -h J^i = 0^1 -H I

F^P=zTF^

ciò prova che il triangolo TF^P^ è isoscele e quindi anche che

F\PT^^F\TP— F\PT.

§ HI. Direttrici e podarie.

373. La polare di un fuoco si dice direttrice della conica,

L^ equazione della polare di un punto Piix-^y^) per coniche a

centro, riferite agli assi è (u.^ 325, 330)

a' — h
-^

Se il punto Pj si prende in uno dei fuochi F^{c^ 0),
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F^i—Cy 0) si hanno rispettivamente le equazioni:

ossia

(24)

ex ex

X=— , X=:

Dunque: ìtelle eoniehe a eentro, si hanno due direttrici, nor-

mali alV anse focale, simmetricamente disposte rispetto al eentro e

distanti da questo di ima lunghezza eguale, in valore assoluto

ad —
e

374. La distanza di ciascun fuoco dalla corrispondente

direttrice è, in valore assoluto,

a^
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La direttrice della parabola è una retta normale alVasse, la

P
cui distanza dal vertice è — "^

.

Da ciò si vede che: il vertice della parabola è equidistante

dal fuoco e dalla direttrice. La distanza d del fuoco dalla di-

rettrice è il parametro

Assumendo come valore della eccentricità nella para-

bola 6= 1 si ha anche pel caso parabolico, la formula (26),

cioè
pz=zed,

376. Calcolando il rapporto dei valori assoluti delle di-

stanze FFj RP che un punto P{xy) appartenente ad una co-

nica ha da uno del fuochi e dalla rispettiva direttrice si ha:

Per coniche a centro: (form. (17), (18) e (20))

\B[P\=:\'PH\ = \l)D— x\ =

Da cui

(28)

ex

FP
HP

Il rapporto dei valori assoluti delle distanze di un punto di

una conica a centro^ da un fuoco e dalla rispettiva direttrice, è

costante ed eguale alla eccentricità della conica.
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Per la parabola si ba (form. 21)

onde

\FP\=:X

5^P|=:i>0-4-0Jf=|H-^,

\FP\^\B.F\, ,

Un punto della parabola è ugual-

, mente distante dal fuoco e dalla di-

rettrice.

377. Da quanto si è detto risulta che: i punti di una co-

nica^ (qualunque essa sia) hanno la proprietà che le loro distanze

(in valore assoluto) da un punto fisso e da una retta -fissa sono

in un rapporto costante e (eguale alP eccentricità della conica).

Se la conica è un'ellisse si ha e <1, se è una iperbole si

ha e > 1, se è una parabola si ha e= 1.

Reciprocamente : il luogo dei punti P(xy) le cui di-

stanze PF, PH da un punto fisso F{oc^ p) e da una retta fissa r,

ax-hby -^ c= 0, hanno un rapporto il cui valore assoluto e è

costante, è una conica.

Infatti dalla relazione

(29)

PF
PH

V(^-a)^ + (^-p)^

\
ax -{- by -+- e

\

SI ricava

(30) (a* -f- 6*)
I
(x — a)'

Va' -f- b^

— 8)'
ì
=i e^ax -h by

e questa appunto è la equazione di una conica.

Si noti che sviluppando questa equazione e calcolando il

relativo invariante quadratico, si trova

^33=:z(a*-t-6«)*(l-e«).

Da cui si scorge che se e>l la conica è una iperbole, se 6<1
una ellisse, se e= l una parabola.
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378. 11 calcolo riesce assai semplificato prendendo un si-

stema di assi cartesiani di riferimento avente la origine nel

punto fisso dato F e con Passe

delle X coincidente con la perpen-

dicolare FK^ calata da F sulla retta

data r.

Ponendo
|
FK\^=id troviamo che

PF^ = x*-¥-y*, \PH\z=\d- x\

e la (30) si muta nella

cioè

(31)

y* = e*{d — X)*

(1 — e*)x* -H 1/* -f- 2e^dx — eH^= 0.

y^
\
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La seconda di queste è contenuta nella prima, dalla quale

si ricava cambiando il segno a p, e mutando 6 in G -+- tt. Pos-

siamo dunque concludere:

L'equazione polare di una conica riferita ad un fuoco

come polo ed all' asse focale come asse polare^ si scrive

^ 1 -+- <? COS tj
'

questa per e<l rappresenta una ellisse, per e= l una para-

bola, per e>l una iperbole.

380. Abbiamo dimostrato che la distanza di un punto P{xy)

di una conica da un fuoco di essa è una funzione lineare delle

coordinate del punto (n.^ 369). Ha luogo anche la proposizione

reciproca: il luogo dei punti F{xy) la cui distanza da un punto

fisso jP{a, p) si esprime con una funzione lineare PF=zax-\- hy-\-

e

delle coordinate del punto, è una conica.

Consideriamo infatti la retta r, la cui equazione è data da

ax -h by -^ e= 0.

La distanza PH del punto P dalla retta r è data, in valore

assoluto, da

ax -j- &«/ -h e
\FH\ =

Avremo, perciò, in conseguenza della ipotesi,

PF ax -\-by -\- c\

PH
i

\ax-^by -{-c\\\ V<** -+- ^^

ya'

Cioè, il valore assoluto del rapporto delle distanze del

punto P(xy) dal punto fìsso F e dalla retta fìssa r è costante,

dunque il luogo di questo punto è una conica (n.*" 377).

381. Si dice podaria di una conica il luogo dei piedi delle

perpendicolari per un fuoco alle tangenti alla conica.

La proposizione dimostrata al n.° 356 si dice che la po-

daria della parabola è la tangente ad essa nel vertice.
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Yogliamo ora dimostrare che la podaria di una conica a

centro è un cerchio con centro nel centro della conica e raggio

eguale al semiasse focale.

Conduciamo la tangente in

P{xy) alla conica, e la perpen-

dicolare F^H ad essa per il

fnoco F^.

Sia O il punto simmetrico

di jPj rispetto alla tangente con-

dotta, P^j, PF^ i due raggi fo-

cali uscenti da P e si coii-

giunga PQ.

Dall' eguaglianza degli an-

goli HFF,, F.PH^, (n.i^O, 371^e

da quella degli angoli HPF, HPQ
che è conseguenza della fatta costruzione, segue che i punti P.,

P, 6^, sono allineati, e che è PF^ = PO*
Da ciò, nel caso ellittico:

F,G= F^P -\- F^P,

nel caso iperbolico

dunque in ogni caso

F,G =: F.P— F,Py

F^Q
I

= 2a.

II. segmento OH, che congiunge i punti medi dei lati PjPi,

F^O del triangolo F^F^O^, è parallelo alla base F^O, e quindi

uguale alla metà di essa; dunque

OH=z-F,0= a.

Xe segue clie il punto H, piede della perpendicolare

per Pj alla tangente, è sul cerchio che ha centro in e

raggio a.

La medesima dimostrazione prova che anche il piede R^
della perpendicolare F^H^ alla tangente per l'altro fuoco P,

si trova su quel medesimo cerchio.

Dalla dimostrazione fatta si ricava in particolare, che la

distanza F^O di un fuoco dal punto simmetrico delP altro
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fuoco rispetto alla tangente, è costante ed eguale (in valore

assoluto) a 2«.

Ossia il luogo del punto G simmetrico del fuoco F^ rispetto

alla tangente, è un cerchio ohe ha il centro neW altro fuoco e

raggio eguate aWasse focale.

Sia K la ulteriore intersezione della F^R col cerchia

podario : per la simmetria rispetto al centro si ha

F,E,= KF,,

Ora si ha, per note proprietà delle corde nel cerchio,

F,A, . F^A= KF^ . BF,
cioè

e infine

(e -4- a){c — a) = F^H, • HF,

F^R^'F,H—±ih\

valendo il segno superiore pel caso ellittico, V inferiore pel

caso iperbolico, ossia: il prodotto delle distanze dei fuochi da

una tangente variabile è costante ed eguale {in valore assoluto) al

quadrato del semiasse minore.



CAPITOLO V.

FASCI E SCHIERE DI CONICHE

§ I. Fasci di coniche.

383. Intersezioni di due coniche. Date due coniche

mediante le loro equazioni

^ ^
) ^{xy) =z b^^x* -f- 6j,t/* -h 2\^xy -\- 2h^^x -+• 2h^^y -+- ^33 =:

è noto, dalP algebra (^) che esistono quattro coppie di valori

^i2/n ^iVii ^zVzi ^ìVa

che sono soluzioni comuni alle due equazioni ^=0, = 0,

cioè che esistono quattro intersezioni:

^i(^i2/i)j Pti^iVì)-, Pi^^iVzh PìÌ^ìVa)

delle due coniche date.

Si hanno più di quattro intersezioni solo se 1 polinoTui

F[xy)^ ^(xy) hanno un fattore comune del primo o del secondo

grado, cioè se le coniche si spezzano in due coppie di rette

aventi una retta comune, o se sono coincidenti.

(^) Cfr. PiNCHERLB. Teoria delle equazioni (seconda edizione) pag. 158.
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384, Può accadere che le quattro intersezioni siano tutte

distinte oppure che alcune di esse coincidano, e nel prima
caso può darsi che esse siano:

1.° tutte reali,

2.° due reali e due immaginarie
coniugate,

3.'^ due a due immaginarie co-

niugate.

Si possono considerare inoltre i

seguenti sottocasi:

I. Due intersezioni coincidono

in un punto reale Pj = P^ nel quale si ha un contatto sem-
plice, bipunto : le altre due intersezioni possono essere reali

e distìnte, oppure immaginarie coniugate.

II. Tre intersezioni coincidono in un unico punto reale

P^^ P^^ Pi. In questo punto si ha un
contatto del secondo ordine o tripunto; il

punto Pi si dice anche punto dì oscula-

zione ed in esso le curve, oltre al toc-

carsi si attraversano.

Il quarto punto P^, che abbiamo sup-

posto distinto da Pj, è reale.

III. Le quattro intersezioni, coin-

cidono in un unico punto reale

P, = P,^P3^P„,

nel quale si ha un contatto del terzo ordine o quadripunto.

TV, Due intersezioni coincidono in un punto P^^^ P^ e

le altre due in un secondo punto P^^ P^. In questo caso le
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coniche si dicono bitan^enti: questi due punti di tangenza

possono poi essere reali oppure immaginari coniugati. Por

esempio due cerchi concentrici sono bitangenti nei punti

ciclici.

385. Se con le due equazioni F=0^ O = si forma una

combinazione lineare

(2) ÀjP -+- «lO =r 0,

qualunque sia il caso in cui si trovano le due coniche corri-

spondenti, per ogni coppia di valori dei parametri À, ^ si

avrà la equazione di una conica passante per i quattro punti

P^PjPgP^; perchè le coordinate di questi punti, annullando

entrambe le P, $, annullano anche ogni combinazione lineare

ÀP-ì-[jlO.

Le infinite coniche rappresentate dalla equazione XP-+-{jt$=iO

formano un sistema detto fascio di coniche.

I punti PjPjPgP^, comuni a tutte le coniche del fascio, si

dicono punti base del fascio. Se questi sono reali e distinti

il fascio è costituito da tutte le coniche circoscritte al qua-

drangolo P^P^P^P^,

386. Per ogni punto del piano, distinto dai quattro punti base,

passa una conica del fascio ed una sola. Ed infatti, se il punto

^5(^5^5) ^ distinto dai quattro punti base, i valori F(x^y^)^

^ix^y^) non potranno essere entrambi nulli, e, posto che sia

$(0751/5)4=0, dalla relazione

^XP(a?53/5)-h{xO(%y5)==0

si ricava

|A _ _ Fix^y^)
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onde si vede clie la conica

appartiene al fascio e passa pel punto Pg.

Questa è la sola conica del fascio passante per P^ perchè
cinque punti del piano determinano (in generale) una conica

ed una sola (n.° 252).

Le coniche passanti per 4 punti P^, P^, Pg, P^ dati ad ar-

bitrio costituiscono un fascio.

Infatti se P=0, $=:;0 sono le equazioni di due coniche

qualunque passanti per tali punti, (che si possono individuare

prendendo ad arbitrio per ciascuna un quinto punto), tutte le

coniche del fascio IF -t- jx^crr passano per i quattro punti
dati. Beciprocamente: una conica W= passante per quei 4

punti appartiene al fascio. Infatti la conica del fascio che
passa per un punto qualunque Pg di W= (non coincidente

con uno dei quattro punti dati) ha con W=:0 cinque punti a
comune, e quindi coincide con essa.

387. Le .coniche P=0, $==0 (coniche fondamentali del

fascio^ corrispondono ai valori X = 1, |jl==:0; X ==: 0, [x = 1.

Due coniche qualsivogliaìio del fascio possono essere riguardate

come fondamentali.

In altri termini: il fascio è individuato quando -ne siano

date due coniche arbitrarie. Infatti, prese ad arbitrio, nel fascio,

le due coniche

F,=:\,F-hlX,^z=0, P,=:X,PH-pi2O= 0,

la conica

F, z= l^F, -4- [X3P2 = (XgAi -I- ii,\^)F -4- (Xgtxi -+- fÌ3jX,)0 =:

appartiene al fascio perchè corrisponde ai valori X= A8Xi-i-[jt3X2,

{jLr=>3|.ij -I- iJtgUj dei parametri X, \ì: reciprocamente, la equa-
zione di una qualunque conica del fascio può porsi sotto la

forma XgPj -+- [jtgPg = 0.

388. Una retta qualsivoglia del piano sega le coniche di

un fascio, in altrettante coppie di punti A, A'-, P, P',....
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Biferendoci ad un sistema di coordinate avente per asse

delle X una tale retta, avremo le ascisse della coppia deter-

minata dalla conica X^-i-jaO=:0 risolvendo la equazione

cioè

(3)-'

\F{x, 0) -f- \i.(^{x, 0) =

}v(«jia?* -f- 2ai3a? -+- a^^) -f- \i.{piiX* -*- 2&13 -4- 633) 1= 0.

Ma sappiamo che questa è la equazione della involuzione

determinata dalle coppie di

punti che sono radici delle

equazioni
^

(4)
\ «iiO?* -+- 2a^^x +- «33 =
j ÒiiO?' H- 26130? -+- ^33 =:

(n.'' 53, pag. 41). Potremo

dunque concludere :

Le coniche di un fascio

determinano sopra una tra-

sversale le coppie di una in-

voluzione. Proposizione nota col nome di teorema di Desargues.
Se la trasversale passa per uno dei punti base le funzioni

del 2.'' grado in a?, F\x^ 0), O a?, 0) hanno un fattore lineare a

comune, e la involuzione è degenere.

Se non passa per nessuno dei punti base, la involuzione

non è degenere, e perciò ammette due punti doppi (reali o no).

Ognuno di questi è punto di contatto della trasversale con

una conica del fascio, dunque: m u^n fascio di coniche esistono

due coniche (reali od immaginarie) tangenti ad una data retta

del piano non passante per nessuno dei punti base,

389, Coniche degeneri in un fascio. La condizione

perchè una conica del fascio sia degenere è espressa dall' an-

nullarsi del suo discriminante, cioè da:

Xao

[A^l
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questa, se non è identicamente soddisfatta (per ogni coppia A, (jt)

è una equazione del 3." ^rado nel rapporto -, ed ammette tre

radici: si vede dunque che in un fascio di coniche esistono tre

coniche degeneri e tre sole^ ,a meno che le coniche del fascio non

siano tutte degeneri.

Se i punti base sono tutti distinti, le tre coniche degeneri

sono date dalle tre coppie di lati opposti del quadrangolo

P^P^P^P^, cioè da

(4) Pl^tì ^9^4 1 ^l^dì ^%Paì -PlPiì ^2^3»

Se i quattro punti sono reali, queste tre coniche sono

tutte reali.

Se Pi, P^ sono reali, P3, P^ immaginari, la coppia

^iPzì Pz"a

è reale, le altre imma-
ginarie. O^è una coppia

reale anche se i quattro

punti sono tutti imma-
ginari (a due a due co-

niugati), ed è quella che

si ottiene congiungendo
le coppie di punti im-

maginari coniugati.

In questo ultimo caso

i tre punti diagonali

M{P^P^, P3P4), N'iP^Ps, P^P,\ PiP^P^, P2P3) sono tutti reali.

Il triangolo MNP {triangolo diagonale del quadrangolo

P^P^P^P^ è autoconiugato rispetto ad una conica qualsiasi del

fascio.

Se i punti base non sono tutti distinti, le tre coniche de-

generi vengono in parte, o tutte, a coincidere, e si ottengono

sempre dal quadro (4) purché s' intenda per retta congiungente

due punti base coincidenti, la tangente comune, in un tal

punto, a tutte le coniche del fascio.

390. Coniche determinate da condizioni lineari. La
considerazione del fascio di coniche permette spesso di seri-
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vere nel modo più rapido la equazione di una conica soggetta

a <late condizioni lineari.

Dato infatti, che si sappia che la conica cercata deve

passare per quattro dati punti, si scriverà l'equazione del

fascio cbe ha questi per punti base, prendendo per coniche

fondamentali le più semplici o le più opportune, (in general©

le coniche degeneri, costituite da due coppie di rette per quei

quattro punti), e si avrà poi la conica richiesta determinando

il parametro - in guisa che rimanga soddisfatta la quinta

condizione.

§ IL Fasci di cerchi.

391. Se le coniche fondamentali F, <l> sono due cerchi,

cioè se sono date dalle equazioni:

\ F= «n(a?* -h y*) -h 2ai^x -h 2a^3y -h «3,=
•^^

\
^= bjx^ -\- y^) -+- 2b,,x -t- 26,32/ -+-b,, =

tutte le coniche non degeneri del fascio sono cerchi, e la

equazione

rappresenta un fascio di cerchi.

Dei punti base, due sono i pimti ciclici comuni a tutti i

cerchi del piano, gli altri due sono sulla retta che ha per

equazione :

(6) b,,F— a^^^— 2{a,,b,, — a,,b,,)x -+- 2{a.,,b,, — a,^b,,)y -f-

che possiamo scrivere anche sotto la forma

«n ^11 \aii hiJ Wii hi) «11 ^11

Questa retta è l'asse radicale dei cerchi Fz=0, ^z=0.

I
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Se indichiamo con PiP^ i punti ciclici del piano, con PjP^

i punti (reali od immaginari coniugati) dove Passe radicale

incontra i due cerchi, tro-

viamo per il fascio di cerchi

la conica degenere PiPg?
P3P45 costituita dalP asse

radicale e dalla retta im-

propria.

Le altre due coniche

degeneri

^ì"zi P%Pi'i PiP^i Pì^i

sono immaginarie. Ciascuna

delle tre coniche degeneri è costituita da una coppia di rette

che complessivamente passano per i punti ciclici, e quindi può
ancora considerarsi come un cerchio.

392. Se i punti P^P^ sono reali e distinti, tutti i cerchi

del fascio si tagliano in questi punti ed hanno l'asse radicale

per secante comune.

Se i punti P3, P4 sono coincidenti, tutti i cerchi del fascio

sono tangenti all'asse radicale nel punto P^^P^.
Se i punti P3P4 sono immaginari coniugati due cerchi

quali si vogliano del fascio non hanno alcun punto (reale) in

comune.

In ogni caso i centri dei cerchi del fascio sono tutti sopra

una stessa retta, normale all'asse radicale, la quale interseca

Passe medesimo nel punto medio del segmento P3P4.

393. Il teorema di Desargues per fasci di cerchi, si

enuncia: segando i cerchi di un fascio, con una retta del suo

piano, si ottengono le coppie di una involuzione che ha come centro

la intersezione della retta stessa con V asse radicale del fascio.

Se la retta non passa per ano dei punti base, la involu-

zione è non degenere.

394. È noto dalla geometria elementare che Passe radicale

è il luogo dei punti di egual potenza rispetto ai cerchi del fascio,

tali cioè che, indicando con AA^ i punti dove una retta uscente
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da un punto delPasse radicale incontra uno qualunque dei

cerchi del fascio, è costante il prodotto

OA . al'.

Ciò segue immediatamente anche dal teorema di Desargues :

infatti è il centro della involuzione segnata su tale retta

dai cerchi del fascio (n.° 54).

395. Gli assi radicali di tre cerchi, associati due a due,

concorrono in un punto che ha la stessa potenza rispetto ai

tre cerchi e che si dice centro radicale dei tre cerchi.

Ciò si verifica immediatamente, anche per via analitica,

osservando che se

P == 0, O == 0, W == Cii(a?« -4- 2/*) -+- 2c^iX -+- 2o„i/ 4- O33=

sono le equazioni dei tre cerchi, quelle dei tre assi radicali

sono (n." 391)

(T) ìjr W JP jP

^11 ^1] «11 ^11

e tra i primi membri delle loro equazioni sussiste la relazione

lineare : L^~^ L^-\- L^=: 0.

». Punti limiti di un fascio di cerchi

Se il fascio di cerchi si

sega con la linea dei centri,

nella involuzione determi-

nata sopra questa linea sono

coppie di punti coniugati

gli estremi dei diametri

AA\ BB\.,.

I punti doppi U^j U^

di questa involuzione sono

centri di cerchi del fascio di

raggio nullo. Questi punti

sono detti punti limiti del fascio di cerchi.
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§ IH. Schiere di coniche.

397. Date due coniche, considerate come inviluppi e rap-

presentate dalle equazioni in coordinate di retta (n.^ 267)

(8) F[U, V) = 0, ^(u, v) =

si dice schiera V insieme delle coniche inviluppo date dalla equa-

zione

(9) IF[UV) -+- jjlO(wv) — 0,

dove A, \i sono parametri variabili.

Le coniche i^=0, = si dicono coniche fondamentali

della schiera; esse hanno in comune quattro tangenti (reali od

immaginarie, distinte, oppure in parte o tutte, coincidenti) le

quali sono tangenti comuni anche a tutte le coniche della

schiera, e si dicono rette basi.

Se queste rette sono reali e distinte, la schiera è costituita

da tutte le coniche inscritte in un quadrilatero.

Ogni retta del piano distinta dalle rette basi è tangente

ad una conica e ad una sola della schiera.

Le coppie di tangenti condotte da un punto del piano

alle coniche di una schiera formano una involuzione.

Per un punto del piano passano due coniche della schiera

(reali od immaginarie).

In una schiera di coniche sono contenuti tre inviluppi

degeneri (coppie di punti considerati come centri di fasci di

raggi) (n.° 268).

398. Le coniche di una schiera non formano, in generale,

un fascio, perchè per un punto del piano passano due coniche

della schiera: le coniche di un fascio, in generale, non for-

mano una schiera, giacché ogni retta del piano è tangente a

due coniche del fascio. ^

Ma si ha un fascio che è ad un tempo anche schiera, nel

sistema delle coniche che hanno due contatti bipunti in due

punti fìssi (n.*" 384, IV); tale sistema è detto fascio schiera

di coniche hitangenti. Un particolare fascio-schiera è formato

dai cerchi concentrici (n." 384). E si ha parimenti un fascio
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schiera nel sistema delle coniche che hanno un contatto qiia-

dripanto in un dato punto del piano (n.° 384. Ili),

§ IV. Schiera di coniche omofocali.

399. Si dicono omofocali o confocali due coniche a centro

che abbiano gli stessi fuochi, o due parabole che abbiano lo stesso

fuoco e lo stesso punto improprio,

400. In conformità alle considerazioni fatte al n.° 363

possiamo anche alla parabola attribuire due fuochi, dei quali

r uno è all' infinito nella direzione dei diametri, si può dunque,

in generale, affermare che sono confocali due coniche che hanno

gli stessi fuochi.

401. Le coniche a centro omofocali hanno in comune il

centro e gli assi. Immaginandole riferite ad un sistema di assi

cartesiani coincidenti con gli assi delle coniche, avremo la

equazione di una qualunque di esse sotto la forma

(10, ^V^= l
^ m n

dove possiamo supporre m > n ed i numeri m, n entrambi po-

sitivi se la conica è una ellisse, m positivo e n negativo se è

una iperbole.

La distanza focale è in ogni caso espressa da

c=Vm — n.

ed il valore di e deve rimanere il medesimo per qualunque

conica del sistema.

Se dunque rappresentiamo con

p q

una conica omofòeale alla (10), dovremo avere

p — q^=zm — n
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od anche
p — m= q — n.

Indicando con Jc la differenza p — m=:q — n, si avrà infine :

p=:m -{-Jcy q=zn-hk.

Si conclude da ciò che tutte le coniche omofocali alla (10)

hanno una equazione del tipo

(11) ^+-^—=1

dove Jc è un parametro variabile da una conica a conica

Queste coniche aono ellissi reali se A; > — n

» » » iperboli » -~ m<zJc < — n

» » » ellissi immaginarie » A; < — m
» » » degeneri » Jc= — m, o Jc:=-~n^

402. Per un punto generico P{xy) del piano passano una
ellisse ed una iperbole del sistema, luoghi dei punti le cui

distanze dai fuochi Fj^F^ hanno somma eguale a PF^-h FP^^
o differenza eguale a PFi — PF^; esse si tagliano in P ad
angolo retto perchè la tangente in P biseca nella ellisse V an-
golo esterno, nella iperbole P angolo interno F\PF^ formato
dai raggi focali.

Queste proprietà si esprime dicendo che le dette curve sì

secano ortogonalmente. Per la simmetria rispetto agli assi,

esse si segheranno ortogonalmente in altri tre punti simme-
trici di P.

liC infinite iperboli ed ellissi omofocali formano dunque
un doppio sistema ortogonale, che ricopre il piano in guisa

che in ogni punto P di esso si incrociano ortogonalmente
una curva del primo sistema ed una del secondo.

403. Una parabola riferita a coordinate cartesiane ortogo-

nali con V origine nel fuoco e l' asse x nelP asse della parabola,

ha una equazione della forma

(12) 3/«— 2px -f- jp*
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questa, se si considera p come parametro variabile, rappre-
senta le infinite parabole oniofocali (col fuoco nella origine).

Per ogni punto Pi{x^y^) del piano passano due parabole
del sistema, corrispondenti ai valori di p che risolvono la

e(i nazione di 2.® grado in p:

p^ — 2px,— 3/1*= 0,

le cui radici sono sempre reali, ed hanno la forma

cioè sono Puna positiva, l'altra negativa.

Le parabole del sistema si ripartiscono dunque in due
serie con le concavità rivolte al verso positivo dell'asse, op-
pure al verso opposto.

Le due parabole passanti per uno stesso punto apparten-

gono a serie diverse. Dunque dice parabole di una stessa serie

non si tagliano in nessun punto proprio.

Due parabole di serie diverse si tagliano in due punti reali

proprii ortogonalmente.

Infatti i coefficienti angolari delle tangenti in Pi{x^yi) a

tali parabole sono dati da

Pi Pi
' Vi' ' 2/1'

ma si ha PiP2= — 2/1*; onde m^m^^: — 1.

Le parabole oniofocali costituiscono dunqtoe un doppio si-

stema ortogonale.

404. In un sistema di coniche a centro oniofocali le tan-

genti pei fuochi a tutte le coniche del sistema sono le rette

isotrope (n.° 358), possiamo dunque dire che tutte le coniche

oniofocali sono inscritte nel quadrilatero formato dalle quattro >

rette isotrope per i fuochi F^F^; esse formano quindi una
schiera di coniche.

405. La medesima conclusione vale per le parabole omofocali,

e si ottiene supponendo di mandare all' infinito uno dei fuochi

nella direzione dell'asse focale. Il quadrilatero circoscritto a

Bortolotti
'

21
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tutte le parabole della schiera viene ad essere costitnito dalle

rette isotrope uscenti dal fuoco e dalla retta impropria con-

tata due volte.

406. Le proposizioni enunciate al n.^ precedente si verifi-

cano subito analiticamente scrivendo la equazione, in coordi-

nate di retta, della conica (11), la quale come sappiamo

(n.* 313, 328) assume la forma

(m -+- A:)w* -t- (w -h k)v^ =: 1 .

cioè

(13)
'

(mw* + nv^— 1) H- l'iu* h- t?«) =

questa è appunto la equazione di una schiera di coniche a centro

(si è fatto - =1c] che ha per coniche fondamentali

(14)
mu* +-nv*— 1 =:

La seconda di queste si spezza nelle due -w-f-iv^O,

^t — iv =: 0, cioè nei punti (rappresentati da equazioni in coor-

dinata di retta) che hanno per coordinate cartesiane omogenee

(1, i, 0), (1 — t, 0) ;
questi sono i punti ciclici del piano^ i quali

costituiscono una conica degenere della schiera; le altre due

sono la coppia dei fuochi reali, corrispondenti a A:= — w, e la

coppia dei fuochi immaginari, corrispondenti a 7c=z — m.

Le medesime considerazioni si estendono immediatamente
alla schiera di parabole omofocali.
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CAPITOLO I.

OMOGKAFIE

§ I. Omografie nel piauo.

407. Dati due piani II, II', che potremo supporre distinti

o sovrapposti, si riferiscano i punti di tali piani a sistemi di

coordinate omogenee e si indichino genericamente con Pix^x^x^)

ì punti del piano II, con P\x^x^x^) quelli del piano E'. Si

dice omografia, o collineazione la corrispondenza biunivoca che

viene stabilita fra i punti Pix^x^x^), P'(x-^x^'x^') mediante la tra-

sformazione lineare a modulo diverso dallo zero:

(1)

( px^ = rtiiiPj H- a^^x^ -+- «igO?,

' gx^— «jio?! -f- a2,a?2 -h a^^x^

pxz' = a^^Xi = a^^x^ -t- «33^3

dove p è un arbitrario fattore di proporzionalità.

La trasformazione così rappresentata ammette la inversa:

(2)

p'aJs= O^n^ì -*- «23^2' -^ «33^3'5

dove (Xrs è l'elemento reciproco di ars nel determinante (mo-

dulo della trasformazione)

a 13

"21 "22

"32

«23

Sappiamo inoltre che il prodotto di due trasformazioni

lineari a modulo diverso dallo zero è ancora una trasforma-
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zione dello stesso fcipo. "Dunque vediamo che la inversa di una
omografia è una omografìa, e che il prodotto di due omografie

è una omografia.

Da ciò si conclude che tutte le possibili omografie costitui-

scono un gruppo : il gruppo delle omografie piane
;
questo gruppo,

per la ragione che fra poco vedremo, viene anche detto

gruppo proiettivo.

Le formule (1) che definiscono la omografia, contengono

8 parametri essenziali (i rapporti di 8 coefficienti al rimanente)^

diremo dunque che la totalità delle omografie piane forma un

gruppo finit^ continuo ad 8 parametri.

Geometricamente ciò significa che la omografia è determi-

nata da due quaterne di punti (tre a, tre non allineati) corri-

spondenti.

Date due di tali quaterne A^ B, C, D; A', B\ G\ D', il

modo più semplice di realizzare la omografia da esse deter-

minata consiste nello scegliere sui due piani due sistemi di

coordinate proiettive (n.^ 159, 161), assumendo tre di quei punti

come vertici di triangoli fondamentali, il quarto come punto
unità.

Le formule della omografia si riducono allora a quelle

che stabiliscono la eguaglianza delle coordinate proiettive di

elementi corrispondenti.

Se due piani U, IT' sono omografici, e se il punto F(x^x^x^)

descrive su II una retta rf^i^^Es), la equazione

(3) ?1^1 "+" S2^2 "+ S3^3 "

di questa retta, per mezzo delle formule (2) si trasforma nella

equazione

-+- (2^3l5l -t- ^32^2 -^ a33?a)^3'= ^»

la quale rappresenta una retta r'(5/52 §3) ^^^ piano II', di

coordinate

(4) 9il% l'ai
"+ "^22^2 +•'^23^3(ri*2 21«sl ' '^22'S>2 ' •^23's3

Ciò significa che nella omografia (1) ad ogni retta r(^^^J^^)
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di n corrisponde una retta »*'(5i'5i'?3') ^^ ^wi coordinate si ottengono

mediante la trasformazione lineare (4).

Reciprocauieiite, ad ogni retta rXJi'^s'Ss) ^i H' corrisponde

una retta W^^^j^a) le cui coordinate sono date dalla trasforma-

zione inversa:

*'^'
Pl'?2 = «12?i' -+- «M?2' -t- «32?3'

( Pl'Ss= «13?/ -t- «23?2' -^ «3J§3'-

. In una omografìa dunque corrispondono biunivocamente

punti a punti e rette a rette, e se un punto ed una retta si

appartengono sopra uno dei piani, anche il punto e la retta

corrispondenti su l'altro, si appartengono.

Da ciò si deduce che ad tuta punteggiata in II corrisponde

una punteggiata in II', e ad un fascio un fascio.

Dal fatto che le trasformazioni (1), (2), (4), (5) sono lineari

si deduce inoltre che se il punto P descrive su II una curva di

ordine w, il punto P' corrispondente descrive su II' una curva

dello stesso ordine, e che, se la retta r descrive su II un inviluppo

di classe m, la retta corrispondente r' descrive sopra II' un invi-

luppo della stessa classe.

408. Ogni omografia piana subordina una proiettività fra

forme di prima specie in essa corrispondenti.

Consideriamo, infatti, due punteggiate corrispondenti e su

queste le coppie di punti corrispondenti Aia^a^a^)^ B(h^hjb^)',

A'{a^'a^a^')^ B^h^'h^h^).

Assumendo i punti J., B, come punti base, potremo espri-

mere le coordinate di qualunque punto della prima punteg-

giata mediante le formule:

iCj = X^i -t- jjtftì , x^ = Xa^ -4- |i&, , a?3 == Xa^ -\- \i.ì)^

.

Giovandoci delle formule (1) otteniamo allora le coordi-

nate del corrispondente punto P'(a7i'a?j'a?3') della seconda, espresse

mediante le formule

x^' = Xai' -f- \ib^, x^ — \ai -\- jjl&j', x^ — la^' -+- \i.h^.

Vediiamo dunque che i punti corrispondenti nelle due pun-

teggiate hanno la stessa coordinata proiettiva -; (n.^ 158, 159), le

due punteggiate sono quindi proiettive (n.^ 40).
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La medesima dimostrazione si può ripetere per fasci omo-
loghi, e se ne deduce che le proprietà proiettive delle figure si

conservano, o (come si suol dire; sono invarianti, per le tranfor-

mazioni omografiche.

Ed è per questa ragione che il gruppo delle omografie è

anche detto gruppo proiettivo,

409. Quando i piani omograUei soìio soyrapposti, può darsi

che le coppie di elementi corrispondenti si corrispondano in

doppio modo.

In tal caso la omografìa subordina una involuzione sopra

ogni forma di prima specie contenuta nel piano, essa viene

più propriamente detta omografia involutoria. La omografìa

è certamente involutoria se il suo modulo è un determinante

ortogonale e simmetrico.

410. Elementi uniti. Xella ipotesi che i piani omografìci

siano sovrapposti è importante la ricerca degli elementi uniti.

Usando un unico sistema cartesiano di riferimento, ed

indicando con p un fattore di proporzionalità, che si dovrà

determinare in modo opportuno, le coordinate di punti uniti

dovranno soddisfare il sistema:

pa?3 =:^ a^iXi -+- a^^x^ -+- W33.T3

cioè

«21^1 H- {«^22 — p)oOi -H a^^x^=
«31^1 -+ «32^2 -+- (<*33 — ?)'^3= ^

il quale sistema è possibile per i valori di p che soddisfano la

relazione

«11 — 9 <^12 <^13

«21 ^2ì — 9 ^n

«'31 «32 «33 — 9

(7) Dip)=: — 0.

Questa è una equazione di terzo grado in p, detta equa-

zione fondamentale : essa, nel caso di una omografia reale, ha

sempre almeno una radice reale, e le altre pure reali o coni-



OMOGRAFIE 329

plesse coniugate. Ai valori di p dati da quesU^ radici, cor-

rispondono, per le (6), punti uniti nella data omografìa.

La ricerca delle rette unite si può fare in modo analogo.

Dalle (5) si ottengono le equazioni

(6')

I

«IsSl -+-
(<^it — 9)Ìt -+- «.2?3 =

. «13^1 +- ^ìB^Z +- i^ZZ ~ P)S3 == <>

e, per p, la equazione

(7') A(?]

«11—

P

«31

«32

Poiché i determinanti D(p), A(p) si ricavano Puno dal-

l'altro collo scambiare le linee in colonne, così vediamo che
la equazione A(p) == 0, che

si incontra nella ricerca

delle rette unite, è identica

a quella I>(p) = da cui

dipende la ricerca dei punti

uniti.

Da ciò si deduce che

le rette unite appartengono

ai punti uniti.

E, precisamente, che la

retta unita r^(^^^^^^) deter-

minata dalla radice p^ della equazione fondamentale, appartiene

ai punti uniti Oj, O3 determinati dalle due rimanenti radici p^, p^

della stessa equazione.

Si ha infatti per la retta rj,

1

\

i
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^2"? -^a"? sommando e ricordando le (6), avremo

E, se non è pg^rp^, ciò clie abbiamo escluso, dovrà essere

questa è appunto la condizione di appartenenza del punto 0^

e della retta ì\.

Del resto si vede direttamente ed immediatamente clie la

retta che congìunge due punti uniti è una retta unita, e, re-

ciprocamente, che il punto di intersezione di due rette unite

è un punto unito,

Kelle omografie tra piaìii sovrapposti si hanno dunque in

generale tre punti, uniti e tre rette tuiite, le quali congiungono a

due a due i punti uniti,

411. Omologie piane. Derivando la espressione D(p) ri-

spetto a p, si trova:

mp)
a^c

ttoo

a,,

Da questa formula si vede che, se per un certo valore pj

di p il determinante D(p) ha caratteristica < 2, quel valore pi

annulla anche la derivata i>'(p) e perciò pi è radice almeno
doppia della equazione l>(p) = 0.

Abbiamo supposto che per un tale valore la caratteristica

di D{p) sia < 2. Se questa caratteristica è nulla, si ha

«n = <*22= «33 = P> «v.= 0, r=^s

e le equazioni della omografia si riducono alle

X^ :::=: Xj^ , X^ ^^ 00^ , X^ =^ X^
,

cioè la omografia è ima identità, e tutti i punti del piano sono

U7liti,
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Sapporremo dunque che la caratteristica del determi-
nante D{p) e quindi anche quella del sistema (6) sia 1.

In tale ipotesi tale sistema si riduce ad una sola equa-
zione essenziale, la quale rappresenta una retta r in cui tutti i

punti sotto uniti.

Contemporaneamente, lo stesso valore pj rende minore
di 2 la caratteristica di A(p); il sistema (6') si riduce ad una
sola equazione, che, in coordinate di retta, rappresenta la

equazione di nu punto 0, centro di un fascio di rette unite»

Questo punto è il punto imito (in generale esterno alla

retta r) il quale corrisponde alla terza radice della equa-
zione jD(p)=iO, oltre le due coincidenti nella radice dopjna

Concludiamo dunque che: se esiste tm determinato valore p^

di p (che dovrà essere radice ìnultipla di D{p) = 0) per il quale

il determinante D(p^) ha caratteristica <c 2, i piani omografici sono

identici nel caso della caratteristica nulla, e, nel caso della ca-

ratteristica unOy hanno infiniti punti uniti allineati in una retta r^

ed infinite rette unite per un punto 0.

In questo caso la omografia prende il nome di omologia^
la punteggiata r di punti uniti è detta asse della omologia,,

ed il punto centro del fascio delle rette unite, è detto centro

della omologia.

Se il centro appartiene all' asse si ha una omologia
speciale^

412. In una omologia due punti corrispondenti sono allineati

col centro, e due rette omologhe si incontrano in un punto deW asse,.

Per dimostrare ciò basta considerare che la retta PG che
congiunge un punto qualunque P del piano omologico col

centro 0, è unita, e perciò il punto P' deve ad essa appar-
tenere.

Si dimostra immediatamente (n.^ 49, pag. 38) che in qua-

lunque omologia due punti corrispondenti P, P' formano col

centro 0, e col punto ove la loro congiungente incontra l'asse, un
birapporto costante. Il valore di questa costante è detto carat-

teristica della omologia. Se la caratteristica è — 1 la omologia

è involutoria, e, vien detta omologìa armonica.

413. È facile stabilire la forma particolare a cui si ridu-

cono le equazioni (1) della omografia nel caso della omologia.
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Se supponiamo di porre 1^ origine delle coordinate nel centro

(supposto proprio) della omologia, vediamo dalla (6) che ri-

sulta <i,3= «23 =^ ^ ? ^ c^^ l'equazione fondamentale ammette
la radice p^z^a^^ corrispondente al centro; scrivendo poi che

deve esistere una radice doppia atta a rendere eguale ad 1 la

caratteristica di D{p), si trova che tale radice è p2= p3= «jj=r«22,

e che inoltre è a^^ =: «21 = 0. Le equazioni della omologia assu-

mono la forma:

ÌpXi = a^a?!

p^2 ^^^ <*ii«'^2

1/^ asse della omologia è la retta

«31^1 -^ «'32^2 -»- (<*33 — «ll)-^3 = ^'

§ II. Affinità.

414. Una omografia, piana nella quale le rette improprie si

corrispondono è detta affinità.

Se i piani omografici sono sovrapposti^ si ha affinità quando
la retta impropria è unità; o, in altri termini le trasformazioni

dffini di nn piano in sé sono tutte le omografie che lasciano inva-

riata la retta impropria.

Le equazioni della affinità si ottengono dalle equazioni (1)

della omografìa, introducendo in esse la condizione che alla

retta x^ = 0, corrisponda la retta x^ = 0.

In forza di tale ipotesi la terza delle (1) si riduce alla

x^ =^ ^33^3 ?

<i\h richiede che sia

^31 = «32 = ^1

^ le equazioni cercate assumono la forma

px^ r=: a^^x^ -f- a^^x^ -4- ^130:^3

px^ = a^^x^ -+- a^^Jc^ -h tft23^3

pa?3 = ^33^3 •

a,., r= l, 2,

Se poniamo

Wjg S J., _/^ Oj
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e passiamo alle coordinate cartesiane non omogenee, abbiamo
le equazioni della affinità piana

(8)

Dal fatto che le forniule (8) sono trasformazioni lineari

(non omogenee) a modulo diverso dallo zero, si deduce che il

prodotto di due affinità piane, e la inversa di una affinità

piana sono ancora affinità piane. Possiamo dunque dire che

le affinità piane formano un gruppo.

Questo è un gruppo finito, continuo a 6 parametri, sotto-

gruppo del gruppo proiettivo.

Due terne di punti corrispondenti (non allineati) o due
terne di rette corrispondenti (non incidenti in uno stesso punto)

determinano una affinità piana.

415. Il sottogruppo delle affinità si è ricavato introdu-

cendo la condizione che le rette improprie sieno corrispondenti

o, se si tratta di piani sovrapposti, che la retta impropria sia

elemento invariante.

Le proprietà delle forme geometriche che rimangono in-

varianti per le trasformazioni del gruppo proiettivo sono le

proprietà proiettive, e queste sole. Ma quando si assumono
come fissi certi particolari elementi geometrici, e si studiano le

relazioni che con questi hanno le rimanenti figure dello spazio,.

si vengono a considerare anche nuove proprietà di coteste fi-

gure : e cioè le proprietà che non rimangono invariate per tutte

le trasformazioni del gruppo proiettivo; ma solo per quelle, fra

esse trasformazioni, che lasciano fissi gli elementi considerati»

Tali trasformazioni formeranno, in generale, un sottogruppo

del gruppo proiettivo, e le proprietà che rimangono inalterate

per le trasformazioni di un tale sottogruppo saranno (oltre

alle proprietà proiettive) quelle appunto che risultano dalle

relazioni fra gli elementi fissi e le figure geometriche dello

spazio.

Abbiamo visto che quando si considera come elemento

invariante la retta impropria, il gruppo proiettivo si abbassa

al sottogruppo delle affinità. Fra le proprietà che rimangono

invariate per le trasformazioni di questo sottogruppo si tro-

vano, oltre alle proprietà proiettive, certe particolari proprietà

metriche, che riguardano le aree di figure corrispondenti.
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E precisamente dimostreremo che in una affinità piana il

rapporto fra le aree di figure corrispondenti è costante.

Basterà che ci limitiamo alla considerazione di due tri-

angoli omologhi. Siano dunque

Piif^iVi)^ Pl^%yt\ Pzi^zVs^

P.'i^i'Vi'ìi P^i^.'y.'h Pzi^zVz)

ì vertici di due triangoli corrispondenti. Calcolando con la

nota regola, Parca del triangolo Pi'P^'P^' e tenendo conto

-delle (8) avremo

<jioè



OMOGRAFIE

Se il modulo è — 1, le aree sono conservate in valore as-

soluto, ma ne è cambiato il se^no; cioè è invertito il senso in

cui si percorre il perimetro di figure corrispondenti.

416. Omologie affini. Perchè un'omologia sia una affi-

nità occorre che la retta impropria sia unita; quindi, o che

essa coincida colmasse di omologia o

che appartenga al centro della omo-
logia.

I. Se V omologia non è speciale

e se Vasse coincide con la retta impropria,

due punti omologhi sono allineati col

centro, e due rette omologhe sono paral-

lele. Dalla proprietà data al n.*' 412,

circa la caratteristica della omologia,

si deduce, nel caso presente, che il rap-

porto delle distanze di due punti omologhi

dal centro di omologia è costante : dunque
le figure corrispondenti sono simili (nel

senso della geometria elementare) e si dicono omotetiche rispetto

al centro: e la omologia è piti propriamente detta omotetìa.

Questo caso sarà trattato anche più innanzi, poiché rientra

in quello delle similitudini, che sarà oggetto del prossimo pa-

ragrafo; nel quale daremo anche la forma caratteristica delle

equazioni della omotetia.

Per ora aggiungeremo soltanto che, se la omotetia è armo-

nica, il rapporto delle distanze di punti corrispondenti dal

centro è — 1; cioè si ha una simmetria rispetto al centro,

li. L'omologia non è

^' Coo j speciale^ ed il centro è im-

proprio,

L^asse è allora una retta

propria ed è questo il caso

che piti propriamente è in-

dicato col nome di affinità

omologica o di omologia

affine.

In questa affinità è co-

stante il rapporto delle di-

stanze di due punti corrispondenti dal punto in cui la loro

cougiungente incontra Fasse di omologia.
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Se questo rapporto è — 1, cioè se la omologia affine è

armonica, si ha ima simmetrìa rispetto all'asse. Questa sim-
metria è ortogonale se il centro è il punto improprio ortogonale

alPasse; ed anche questo ultimo caso rientra in quello delle

similitudini, di cni piìi innanzi tratteremo.

III. L^ omologia è speciale, V asse è proprio ed il centro è il

punto improprio delV asse.

Si ha una affinità omo-
logica speciale.

I punti omologhi sono

su rette parallele alPasse:

cioè ogni punto subisce una
traslazione lungo una retta

parallela alleasse; ma queste

traslazioni non sono uguali

per tutti i punti, esse sono proporzionali alle distanze dei punti

deWasse,

Ed infatti dall'esame della unita figura, dove r rappre-

senta l'asse di omologia, si ha:

PiP/ : p,p/ : : p,q :p,q: : p,b, : p,e, .

IV. L^ omologia è speciale,

e l'asse ed il centro sono am-
bedue improprii.

In questo caso il punto Q
rappresentato nella figura ri-

sulta improprio; le rette PiPi,

P,P^\ P^P^, Pj'P^' sono fra loro

parallele, i segmenti P^Pi, P^P^'

sono paralleli ed uguali V omo-
'

g
"

logia dunque coincide con la tra-

slazione di tutto il piano, del vettore P^Pi', Anche questo caso

rientra in quello delle similitudini.

.§ IH. Similitudini.

417. La rappresentazione di una figura piana sopra un'altra

figura piana si dice conforme quando alP angolo r^r^ formato

da due rette della prima figura, corrisponde un angolo eguale



OMOGRAFIE 337

in valore assoluto,
|

r/r,' ] =
[
r^r^

!
, formato dalle rette corri-

spondenti nella seconda.

Cfna omografia piana conforme è detta similitudine.

La similitudine è diretta se gli 'angoli corrispondenti sono

eguali in valore e segno, è inversa se sono eguali i valori

assoluti e contrari i segni.

418. La condizione necessaria e sufficiente perchè una omografia

piana sia una similitiidine è che tn essa si corrispondano i punti

ciclici.

Siano infatti ir, n' due piani omografici, e siano fj, r^ due
rette qualsivogliano di tt, «j, «, le rette isotrope di coeflficienti

angolari -f- i, — i, che escono dal vertice delP angolo r^r,; ana-

logamente, sul piano n', consideriamo le rette omologhe r/r^'

e le rette isotrope s^'s^' di coefficienti angolari •+- i, — i, uscenti

dal vertice delP angolo r/r,'.

Supponiamo che i punti ciclici dei due piani si corrispon-

dano. Secondo che al punto i del primo piano corrisponde il

punto i od il punto — i del secondo, si corrisponderanno le

rette isotrope s^ ed 8^', s^ ed «;,', oppure «j ed «j', », ed V»
E per la proiettività subordinata dalla omografia in fasci

corrispondenti, avremo

(9) (^i^,«i«,) = {r,'r^'8,'s;)

nel primo caso, ed

(9') {rir,8,s,) ^ {r,'r,'8,'8,')

nel secondo caso.

Ora per la definizione proiettiva di angolo (n.° 71, pag. 54)

si ha nel primo caso:

(10) r,r, = r,%'

e nel secondo,

(10') r,r,= r,'r^' = — r,'r,'i

cioè se i punti ciclici si corrispondono ordinatamente si ha simi-

litudine diretta; se invece il punto di coefficiente angolare — i

corrisponde a quello di coefficiente i si ha similitudiìie inversa.

La proposizione reciproca si prova osservando anzitutto

che, se la omografia fra i piani tu, k' conserva gli angoli, a

rette parallele di k corrispondono rette parallele di tt', perciò

le rette improprie dei due piani si corrispondono. In secondo

luogo, ad ogni involuzione ortogonale in tt, corrisponde una

, Bortolotti 22

I
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involuzione ortogonale in n'. Le rette isotrope di due piani

dunque si corrispondono; anche i punti ciclici di rr corrispon-

dono dunque ai punti ciclici di tc'.

Dalla dimostrazione fatta risulta che la similitudine è un

caso particolare della affinità; ed infatti se la coppia dei punti

ciclici è mutata in se stessa, anche le rette improprie si do-

vranno corrispondere.

419. Per la introduzione, come elemento invariante, della

coppia dei punti ciclici, il gruppo delle omografìe si riduce

ulteriormente in un suo sottogruppo ad un numero minore di

parametri, il quale comprende tutte le trasformazioni omogra-

fiche per le quali è elemento invariante l'angolo di due rette

corrispondenti.

Per scrivere le equazioni di questo sottogruppo (gruppo

delle similitudini) introdurremo nelle equazioni generali della

omografìa la ipotesi che i punti ciclici si corrispondano.

Tratteremo prima il caso della similitudine diretta; e,

stabilita sulla pagina positiva di ciascuno dei piani tt, ti' una
coppia di assi ortogonali, faremo corrispondere

ai punti ^1 =: 1, X.j= dr: ij X^=:0
i punti Xi = 1, x^' = ±1 f, x^' =:

ed avremo così dalle (1) le condizioni

p— «11 ± ia^^

Da ciò segue che deve essere

^31 = «^32= 0, a^i =: — a^j , c^ii = (^1%

e per le equazioni della similitudine si trova

t px^'^aiiXi — a^^x^-^a^sX.^

(11)
j

px^'= a^^Xj^ -h a^^x^ -4- a^^x^

Possiamo fare

^33 = p, a^i= aj2= ph cos a, — ai^= a^i = ph sen a
;
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<love

(12) h*:=^a,*-^a,,'

è il modulo della trasformazione (11), ed ^ è il valore assoluto

della radice di un tale^^modulo.

Scrivendo, per maggior semplicità

avremo le equazioni della similitudine diretta sotto la forma

( Xy = h{x^ cos a — a?j sen a) -+- ax^

(1^)
I

x^' =z h(x^ sen a -t- a?, cos a) -+- &a?3

l ^3 ^^^ ^3 >

ed in coordinate non omogenee,

(13')
oif = h(x cos a — y sen a) -i- a

2/' = ^(ic sen y.-\~y cos a) + &

.

Si verifica immediatamente che il prodotto di due tali

trasformazioni è una trasformazione dello stesso tipo, e che

anche la inversa di una tale trasformazione è nuovamente una

trasformazione dello stesso tipo; ossia che il prodotto di due

similitudini dirette è una similitudine diretta, e che tale ò

pure la inversa.

Dunque le similitudini dirette formano un gruppo finito,

il 4 parametri, di trasformazioni omografiche, detto gruppo delle

similitudini dirette.

Una similitudine diretta è determinata da due coppie di

clementi corrispondenti.

Il confronto delle formule (13') con le (8), che ci danno il

gruppo delle affinità, ci conferma che le siìnilitudini sono par-

ticolari affinità; e ci dice inoltre che nelle similitudini dirette,

il rapporto delle aree di figure corrispondenti è costante ed eguale

ad A^

Ma si può, inoltre, provare che in una similitudine il rap-

porto di due segmenti corrispondenti è costante ed eguale in valore

'assoluto ad h.

Il numero h è detto costante di similitudine.

Per la diuiostrazione basterà considerare due coppie di
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I)uiiti corrispondenti :

^1(^1^ Viìi Afe» 2/2)

A'fe', 2//), n'«, 2//);

per le formule (13) abbiamo:

' x^ —x^'^=h\ {Xj_ — x^) cos oc — (2/1 — ?/j) sen a [

2// — 2//— ^ i (^1 ~ ^2) sen a h- (1/1 - y^) cos a
! ;

da cui:

{X,' - X^f -t- (2// - y/)^ = h^
I
(O^, - ^,)^ -4- (t/, - y,)^

ì r

cioè appunto

Due figure corrispondenti in una similitudine diretta,

oltre ad avere eguali gli angoli corrispondenti hanno anche

rapporto costante fra segmenti corrispondenti, cioè sono figure

simili nel senso che ha questa frase in geometria elementare.

Potremo dire perciò che, per le trasformazioni del gruppa

delle simiUtudini dirette, sono invarianti le proprietà che caratte-

rizzano la forma delle figure geometriche.

420. L'equazione cubica che dà gli elementi uniti^ nel caso^

della similitudine diretta fra piani sovrapposti ha la forma

D(p)=
h cos a — p

h sen a

— h sen a

h cos oc — p

a

b

1-p
= 0,

Cloe

(1 — p) I
A^ — 2hp cos a -H p*

ì
—

ed ammette le tre radici

(14) Pi = 1, p^=i ^(cos oc-{-i sen a), pg cos ce — ^ sen a

Per ogni radice p,,{r= 1, 2, 3) di questa equazione si tro-

vano le coordinate dei punti uniti risolvendo il sistema

{h cos a — p)x^ — h sen wx^-^- ax^ =:

h sen a •
£i?i

-4- {h cos oc — p}x^ -+- bx^ =z

(1 — p)a?3 r= 0,

nel quale 5ue sole equazioni sono fra loro indipendentic.
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Prendendo due linee orizzontali di D(p) che formino una

matrice a caratteristica 2, ed indicando con i>,.iD,.,D,3 i mi-

nori corrispondenti, avremo:

Così si vede che alle radici complesse p, , pj corrispondono

i punti uniti

' a?i = f— 6 d:= ai)h sen a

' Xi = {adrz bijh sen a= qp ix^^

<'he possiamo scrivere

cioè si trovano i punti ciclici', i quali, come sappiamo, sono

elementi invarianti.

Per determinare il punto unito corrispondente alla radice

reale p^ = 1 si hanno (usando coordinate non omogenee) le

equazioni

I
{h cos a — l)x — h sen oc'y= — a

{ h sen a «a? -h (li cos a — l)y =: — b.

Indicando con C^ix^y^) questo punto unito, troviamo quindi

a — ^(a cosa -t- 5 sen a) 6 -+- ?t(a sen a — ò cos a)

(15) ^1 — (^cosa-lj»H-A«sen*a' ^^ ~ (h cos a -1)*+ h* sen'a
'

J^ p?m<o G^{x^y^) si dice centro di similitudine.

421. Similitudini dirette a centro improprio. Dalle

formule (15) risulta che il centro G^ non può essere improprio

se non è

(16) il sen a= 0, li cos a= 1.

Ricordando che nella similitudine diretta deve essere ^ > 0»

vediamo che tali condizioni non possono verificarsi se non si

suppone anche ?i=:l, cosaci; cioè a= 0.

In questo caso i tre valori di p dati dalle (14) coincidono.

-Cioè la equazione fondamentale ha una radice tripla. Le coordi-
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nate del centro di similitudine Oj sono date da

(17) X. = a, &, X3==0,

cioè il centro Oj è un spunto improprio di coefficiente angolare -..

Nella ipotesi fatta che sia ^= 1, i segmenti corrispondenti

hanno eguale lunghezza (n.'' 414): la similitudine viene allora

detta congruenza.

Il caso della congruenza sarà fra poco trattato in modo
generale: per ora, cioè nella ipotesi che il centro sia improprio^

in conseguenza delle formule (16), avremo dalle (13') le relazioni

(18) a?' = a? -4- a, y' =:y -+~bj

le quali dimostrano che, quando il centro è improprio, la simi-

litudine diretta è una traslazione.

Infatti la relazione

y' — y __ b

x' — X a '

che si ricava dalla (18), ci esprime che, per effetto della tra-

sformazione (18), tutti i punti su-

biscono una traslazione [di lun-

ghezza costante) nella direzione che

ha per coefficiente angolare -
, cioè

a

nella direzione del centro (im-

proprio) di similitudine.

Dall' esame delle formule (18)

si scorge che le traslazioni piane

formatto un gruppo continuo a due

parametri.

422. OMOTETIA. Perchè la similitudine risulti omologica^

occorre che la equazione cubica I>(p) = 0, abbia una radice

doppia (n.° 411) : dunque occorre che sia pg= pg ,
(formule (14)) ;

cioè che sia senato, onde risulta

I

cosa
1

= 1 5 p2 = p3 = /t5

oppure che pi sia eguale ad una delle due pj, pg, nel qua! caso

tutte e tre le radici risultano eguali, come si è visto al n.° 419,.

e la equazione fondamentale ha una radice tripla.

y
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Sia nel caso della radice doppia che in quello della ra-

dice tripla, tutti i minori del secondo ordine di D(p) risultano

nulli, il che dimostra che si ha veramente omologia (n.^ 411).

Il caso della radice tripla è quello considerato al n.° 419;

nel quale la similitudine diretta è una traslazione.

^NTel caso della radice doppia il centro di similitudine è

un punto proprio C^ix^yj^}

— a —b

ed è anche centro di omologia.

Si trova subito che, in conseguenza della nostra ipotesi,

Passe di omologia ha per equazione

X,=:0
cioè è la retta impropria.

Siamo dunque nel caso della omotetia (n.** 416, 1). Per

iscriverne la equazione basterà introdurre nelle (13') la con-

dizione

sen oc =2 0, \

cos a
|
= 1

e se ne dedurrà

x' = ±ikx -^ a

Si vede da queste formule che le omotetie piane formano

un gruppo a tre parametri, detto gruppo delle omotetie.

Dal segno che figura nelle formule (19) si distinguono

omotetie dirette (per il segno h-) ed omotetie inverse. Le

omotetie dirette formano da sole un gruppo; ma non già le

inverse, poiché il prodotto di due omotetie inverse è una

omotetia diretta. Si noti che anche le omotetie inverse sono simi-

litudini dirette.

Per ^^ 1 ed intendendo preso il segno superiore si ha una

traslazione (formule (18)). Possiamo quindi anche considerare la

traslazione come una omotetia con centro improprio.

Trasportando l' origine delle coordinate nel centro di omo-
tetia, le formule (19) si mutano nelle:

,^r.. \ x' =z±zhx
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Questa dunque è la forma che assumono le equazioni della

omotetia^ quando P origine delie coordinate si prenda nel centro

di omotetia (supposto proprio).

Nella omotetia segmenti omologhi sono paralleli, perciò

due figure omotetiche si dicono simili e similmente disposte.

423. Congruenza diretta. Quando la costante di simili-

tudine ha il valore ^ := 1, i segmenti corrispondenti sono fra

loro uguali in valore assoluto e la similitudine è una con-

gruenza diretta.

Le equazioni generali della congruenza diretta sono (for-

mule (13)):

{ x' =:x cos a — y sen a -h a

\
y' =zx sen x-h y cos (x-\~ b.

(21)

Si vede dunque che le congruenze piane dirette formatto un

gruppo a tre parametri, il quale è detto gruppo dei movimenti

(nel piano) per le ragioni che risulteranno dalle considerazioni

seguenti :

Se il centro di similitudine è proprio, trasportando la ori-

gine delle coordinate nel centro, si hanno dalle (21) le formule:

(22)
X z=^x COS oc — y sen a

y' =:x sen a -+-
2/ cos a

che rappresentano una rotazione intorno alla origine (centro di

similitudine) delV angolo a (n.° 98).

In particolare per senato, (cioè nel caso della omotetia)

il centro è proprio per a= ir, cioè per h cos a = — 1; ed allora

le formule (22) ci danno

(23) x' — ~x, y' = — y

ed il movimento consiste nella rotazione intorno al centro di simi-

litudine di un angolo n: e, piti propriamente, la congruenza è

una simmetria rispetto al centro.

Se poi supponiamo il centro improprio, ciò che ha luogo

per a= 0, dalle formule generali della congruenza (21) rica-

viamo direttamente

(24) x' =:x-+- a, y' =:y -hb

cioè ritroviamo il caso già studiato della traslazione.
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Dunque: la congruenza diretta fra piani sovrapponti consiste

in una rotazione di un angolo costante oc intorno ad un punto

proprio determinato G^ del piano, od in una traslazione; cioè in

ogni caso, in un movimento che avviene nel piano stesso della

figura.

Infine le equazioni generali della similitudine diretta

\ ic' = h(x cos oc — y sen oc) +• a

\
y' = h{x sen oc-\- y cos oc) -f- &,

confrontate con le (21), ci insegnano che

La similitudine diretta si compone di un movimento nel piano

della ilgura, e di una omotetia.

Bue figure direttamente simili nel piano possono sempre^ con

un movimento^ ridursi omotetiche.

Osserveremo finalmente che le congruenze dirette non

possono avere che un solo punto unito proprio, e ciò significa

«he, nei movimenti nel piano, un sol punto proprio può rimanere

immobile.

424. Il caso della similitudine inversa si tratta in modo
perfettamente analogo. Scrivendo che si corrispondono i punti

(1, dti, 0), (1, H=*, 0)

cioè ponendo le condizioni

p := «11 ± èrti j , =p ?> =: <lji db m,j ,
== «31 zfc ^«32 ;

si ritrova

«31= «32= 0, «12 = Ctjl ? ^n ^^^ ^22 ì

e si hanno le equazioni della similitudine inversa sotto la

forma

a^oXo •

i

Da queste formule immediatamente si scorge che le simi-

litudini inverse non formano un gruppo, poiché il prodotto di

due similitudini inverse è una similitudine diretta (cio^ « mo-

dulo positivo) come si può facilmente verificare.

I
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Indicando con
— h^= — («11* -f- aj2

il modulo di questa trasformazione, con h il valor positivo

di V«ii* -+- «22*? potremo porre

1 a^i = ph cos a, a^^= ph sen a

ed avremo
f ir/= ^(a?i cos a-h x^ sen a) -+- ax^

(25)
1

^g' :zz: h{x^ sen a — a?2 cos a) -+- bx^

[ ^3 ^^^ "^3

od, in coordinate non omogenee,

(25')

Di qui, come al n.*' 419, dedurremo per le lunghezze

PjPj, Pi'Pzj di segmenti corrispondenti, la relazione

x^ = h[x cos a H- 2/ sen a) -+- a

y' = h{x sen a — y cos a) -+- &.

P/P/« =:: ^*PiP2^

che dimostra, anche per la similitudine inversa, la costanza del

rapporto di segmenti corrispondenti.

Il numero h (radice quadrata del valore assoluto del mo-
dulo) è la costante di similitudine.

Abbiamo già detto che le similitudini inverse non formano
un gruppo; ma il complesso di tutte le similitudini^ dirette ed

inverse^ forma un gruppo^ il gruppo totale delle similitudini

piane le cui equazioni si possono scrivere:

f iPi'= h(x-^ cos a— £a?j sen a) -f- ax^

x^= ^(«1 sen a -f- zx^ cos a) -f- ììx^

dove £ può rappresentare -f- 1, oppure — 1.

Le proprietà che concernono la forma delle figure piane

sono invarianti per tutte le trasformazioni di questo gruppo.

Due coppie di elementi corrispondenti determinano due simi-

litudini, una diretta V altra inversa.
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425. V equazione fondamentale per la ricerca dei punti uniti

nella similitudine inversa ba la forma

cioè

I

h cos a. — p h sen a a

^(9) =
j

h sen a —{h cos a -+- p) &

I
1—

p

=

D(p)=z(p-ip*-p«)rz:0

ed ha tre radici reali

Pi= 1» P2 = ^? Ps = — ^*

Per Pi == 1 si trova il punto, in generale proprio, 0-J^x^x^Xi)

con

(26) a?i' = h sen a a

— (Acosa-f-l) 6
0?/ = a ^cosa— 1

h h sen a » **'3 l-^i'

che è il centro della similitudine.

Queste formule dimostrano che il centro Oj della similitu-

dine inversa può diventare improprio solo se è h= l, cioè nel

caso della congruenza.

Per p = zhh^ si hanno i punti impropri!

C,{x,'%"x,"U C,(x,'"x,"'xn

le cui coordinate sono i minori della matrice

cioè

(27)

h{GO& oczpl) h sen a a

Izizh

h(l — h) sen oc, x^" =— ^(1— ^)(cosa— 1), x^'^^zO

h{l -h h) sen oc, it?j"' —— ^(1 -^^)(cos^s -f- 1), 073'"= 0;,

di qui si ricava:

'28)

l
^1'"

cos a — 1

sena

cos a -f- 1

tg,

sena
= — cot

e ciò dimostra che i punti uniti improprii 0,, Og sono fra loro

ortogonali.
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426. Similitudini inverse a centro proprio. Suppo-

niamo anzitutto, che il pwito unito Oj sia proprio.

Le rette unite saranno OiOj, G-^G^ e la retta impropria C^G^,

Portando l'origine delle coordinate nel punto unito Oj

(centro della similitudine), le equazioni (25') assumono la forma

(29)
x' := h{x cos a H- 2/ sen a)

x' = li{x sen a — y cos a)
;

.O

portando poi con rotazione

di 2 gli assi a coincidere

con le rette unite OjOg, O^Og,

le formule (29) assumono una
delle due forme

a?' ^=iìiX

y' ~ — hy

X^ =: — hx

y'= 'hy

le quali dimostrano che la

similitudine inversa^ quando

il centro Oj è proprio si com-

pone di una simmetria rispetto

ad una qualunque delle rette unite proprie seguita da una omotetia

rispetto al centro della similitudine.

427. OoNORUENZA INVERSA. Quando la costante di simili-

tudine Ti è uguale ad 1, si ha congruenza inversa.

Eicordando i valori delle coordinate del centro di simili-

tudine Oi dati dalla (26), si vede che per li = 1, si ha

^3 = 1 — h* =:0 ed il centro di similitudine diventa improprio o

rimane indeterminato.

(^) Le formule (29) prescindendo dal fattore h si possono inter-

pretare come formule di trasformazione delle coordinate, dal sistema

ortogonale xy^ al sistema ortogonale discorde x'y', dove con a si indica

l'angolo xXi degli assi x nei due sistemi. Assunto, come orìgine il

punto (7^, la retta GiO^ è la bisettrice dell'angolo di tali assi. La tra-

sformazione (29), sempre prescindendo dal fattore 7i, consiste in un
ribaltamento intorno alla retta OiO^, mediante il quale difatti, gli

assi X, y vengono a sovrapporsi ad x', y'. Il medesimo effetto può pro-

dursi mediante ribaltamento intorno G^^C^. Le G^Cc^^ G^G^ sono rette

unite in entrambi i movimenti.



OMOGRAFIE 349

Per ^ = 1 la radice p,= h, della equazione fondamentale,

viene a coincidere con la radice Pi= l ed il punto Oj viene a

coincidere col punto Ojfl, tg^, OJ (form. (28)).

Per trovare le rette unite possiamo giovarci delle for-

mule (6') clie nel caso presente divengono:

( (cos a — p)gi -h sen «gj =
\ sen agi — (cos « -h p)^, =
[ flP,-i-6g,-+-(l_p)g3= 0.

Mettendo per p le radici 1, 1, — 1 della equazione fondamen-

tale, troviamo la retta impropria, contata due volte; ed una

retta unita propria per (p=— 1) di coordinate

sena
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Questo caso si presenta quando tutti i jninori della ma-
trice

— 1-1- cos a sen a a

sen a — {l-\- cos oc) h

«ono nulli: cioè quando

a cosa — 1 sena a

b sen a 1 -h cos a ~~ ^ 2
'

La equazione della retta propria di punti uniti si ottiene sosti-

tuendo il valore di a che qui si ricava, nella (30) ed è perciò

(32) — sen ax h- (cos a -f- V)y — & = 0.

La medesima equazione si trova cercando, con la regola nota

(n.° 411) V asse di omologia.

Assumendo questa retta come asse delle a?, le equa-

zioni (31) della similitudine assumono la forma

^ '
\ y — — y

che rappresentano una simmetria rispetto all'asse x.

Anche in questo caso la trasformazione avviene con un
movimento che si effettua fuori del piano della figura; e

precisamente con un ribaltamento.

Questo è d'altra parte, il caso della affinità omologica or-

togonale armonica^ considerato al n." 416, IL

428. Riassumendo: la congruenza -inversa si compone di una
simmetria rispetto ad una retta (cioè di un ribaltamento) seguita

da una traslazione (la quale eventualmente può essere nullaj nella

direzione di quella stessa retta.

La similitudine inversa, quando non è una congruenza, am-
mette sempre un centro proprio e si compone di una simmetria

rispetto ad una delle due rette unite (uscenti dal centro) e di

una omotetia rispetto al centro della siìnilitudine,

I movimenti, nella similitudine inversa, avvengono dunque
fuori del piano cui la similitudine stessa si riferisce; due
figure inversamente simili (in particolare inversamente con-
guenti) possono portarsi in posizione omotetica (eventualmente
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Pana all'altra sovrapposta) solo con movimenti che avvengono
fuori del piano ove tali fignre sono situate.

Eiassumendo i risultati dei n/ 423-428 possiamo concludere

che: condizione necessaria e sufficiente perchè due figure piane

sieno simili è che mediante movimento si possano portare in posi-

zione omotetica.

§ IV. Coniche simili.

429. In una similitudine fra due piani H, li' non solo,

come in ogni altra omografia, ad una conica del piano n cor-

risponde una conica del piano E'; ma per il fatto che le rette

improprie si corrispondono, le due curve corrispondenti sono

entrambe ellissi, od iperboli, o parabole.

Dimostreremo che: la condizione necessaria e sufficiente perchè

due ellissi o due iperboli siano simili è che i loro assi omonimi

siano proporzionali.

Bue parabole sono sempre simili.

Per quel che riguarda le parabole biisterà osservare che,

scritte le equazioni normali

2/' =: 2px^ 2/'* = 2p'x\

dopo avere, se occorre, col movimento portati a coincidere i

vertici e gli assi, la prima si trasforma nella seconda mediante

la omotetia

P P

Tutte le parabole sono dunque simili fra loro.

Per le coniche a centro: dato che due ellissi o due iper-

boli siano simili, i rapporti dei loro assi omonimi dovranno
essere entrambi eguali alla costante di similitudine e perciò

eguali fra di loro.

Eeciprocamente, date due coniche a centro, mediante le

loro equazioni normali

«' — &*— ^' a'* —b'*~

« supposto a =: ha', b= hb', mediante la omotetia rappresentata
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dalle equazioni
X = hx\ y= hy'

si potrà trasformare la prima conica nella seconda, e le co-

niche saranno perciò simili.

Il teorema ora dimostrato si può enunciare dicendo: la

condizione necessaria e sufficiente perchè due coniche siano simili è

che esse abbiano eguale eccentricità,

430. Coniche simili e similmente disposte. Due coniche

simili^ situate in uno stesso piano od in piani paralleli^ si dicono

similmente disposte quando i loro assi focali sono paralleli.

Segue da questa definizione che due parabole dello stesso

piano (0 di piani paralleli) aventi gli assi paralleli sono sempre

simili e similmente disposte.

Segue ancora che due coniche simili e similmente poste

hanno gli stessi punti all'infinito, e che le coppie di diametri

coniugati delPuno sono paralleli a coppie di diametri coniu-

gati dell'altra.

Teorema: 8e le equazioni di due coniche reali situate in

uno stesso piano e riferite ad uno stesso sistema di assi cartesiani^

hanno in comune i termini di secondo grado, le due coniche sono

simili e similmente disposte nel caso ellittico e ìiel caso parabolico.

Lo sono anche nel caso iperbolico, se, i discriminanti delle due

forme A, A' hanno lo stesso segno; ma se questi hanno segni con-

trari, una delle iperboli è simile e similmente disposta alla comu-
gaia delV altra.

Siano

^11^* -H a^^y* -+- 2a^^xy -\- 2a-^^x -h 2a^^y -t- «33 =
^11^^ -h «22?/* -4- ^a^^xy -h 2a^^x -t- ^a^^'y -h «53'=

le equazioni delle coniche. Si vede intanto che esse saranno

della stessa specie, poiché il determinante ^433 è lo stesso per

entrambe.

Se si tratta di due parabole, risulta comune ad entrambe

la direzione dei diametri, perciò esse sono simili e similmente

disposte.

Bimane a considerare il caso di coniche a centro.

So immaginiamo le due coniche riferite, rispettivamente, a
sistemi di assi col centro nella origine, ciò che si fa con tra-

slazioni che lasciano immutati i termini di secondo grado, le^
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equazioni delle coniche prenderanno la forma (n.^ 298, pag. 254)

(34) ;;

Se ora con una traslazione portiamo il centro della se-

conda su quello della prima, potremo identificare le due equa-
zioni con la trasformazione

.=.}/Jx, , = ]/^r,

quando A ed Al hanno lo stesso seguo.

Ciò accade sempre nel caso ellittico, perchè per ellissi

reali, A ed A' hanno entrambe il segno contrario a quello dei

coefficienti a^, a,j (n.° 307, pag. 263;. Nel caso iperbolico A
ed Al possono avere segni contrari; ed in questa ipotesi le

coniche proposte non sono simili. Ma, cambiando il segno del

termine costante in una delle (34), muteremo la iperbole corri-

spondente nella sua coniugata; e questa allora risulterà simile

e similmente disposta a quella rappresentata dall'altra equazione.

Dal teorema dimostrato risulta, in particolare, che le co-

niche omofocali della stessa specie sono sempre simili e similmente

disposte.

§ y. Omografia fra due spaziì.

431. Omografia o oollineazione è la corrispondenza biu-
nivoca che viene stabilita fra i punti P^(x-^x^x.jc^\ P^'{x^x^x^'x^)

di due spazi (naturalmente sovrapposti) mediante una tra-

sformazione lineare, omogenea, a modulo diverso dallo zero,

(35)

gx^ = a^^x^ +- a^jiCj -h a^jO?, -+- a^^cc^^

Si vede immediatamente che, in forza di una tale trasfor-

mazione, anche fra le rette e fra i piani dei due spazi è sta-

Bortolotti aq

P^l
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bilita una corrispondenza biunivoca, e ad ogni forma di prima

specie corrisponde una forma di prima specie proiettiva ad

essa, dello stesso nome; ad ogni forma di seconda specie, una

forma dello stesso nome ad essa omografica.

E dal carattere lineare delle (35) si deduce altresì che:

uìia omografia fra due spazi non altera V ordine di una superficie

algebrica.

Le formule (35) contengono 15 parametri essenziali perciò

la omografìa fra due spazii è individuata quando di cinque

punti, quattro a quattro non complanari, (o di cinque piani

non passanti a quattro a quattro per un punto) siano dati gli

elementi corrispondenti, soddisfacenti le medesime condizioni.

Non 81 possono dare^ quindi^ più di (Quattro elementi uniti;

la ricerca di questi si fa in modo intieramente analogo a

quello tenuto per le omografìe piane al n.° 410, e porta alla

considerazione delle radici della equazione fondamentale,

(2) D{p) =
hi ^14

«'22 — P <»J3 »;

«32 «38 ~ P «34

24 = 0,

ed alla conclusione che una omografia nello spazio ha in gene-

rale quattro punti uniti^ e (per dualità) quattro piani uniti,

I quattro punti uniti sono, in generale, distinti, e deter-

minano un tetraedro le cui faccie sono i quattro piani uniti,

ed i cui spigoli sono le 6 rette unite.

Ed infatti la equazione (2) ha in generale quattro radici

distinte, ciascuna delle quali rende eguale a 3 la caratteristica

del determinante Big),

432. Se per una delle radici della 7)(p)=::0, il determi-

nante Big) ha caratteristica 2, tale radice è necessariamente

doppia (n.° 411). In tale ipotesi la omografìa ha una retta di

punti uniti, ed ha una seconda retta, sghemba con la prima,

che è asse di un fascio di piani uniti. Una tale omografia si

dice assiale.

Un esempio di omografìa assiale è dato dalle rotazioni in-

torno ad un asse, Que^t^asse è una retta di punti uniti, ed i

piani normali alPasse formano un fascio (improprio) di piani

uniti.
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Se il (leteriniuante i>is as.suine la caratteristica 2 perdile

•differeuti radici dell'equazione i>,p;=:0, le quali saranno en-

trambe radici doppie, allora la omografia ha due rette di punti

uniti, sghembe fra di loro, le quali sono ad uno stesso tempo

assi di fasci di piani uniti.

La omografia in questo caso è detta biassiale.

Esempio di questa omografia è la simmetria ortogonale ri-

spetto ad uìi asse, I due assi sono Passe di simmetria e Passe

improprio del fascio di piani normali ad esso.

Se per un determinato valore p^ di p il determinante Dio)

ha caratteristica 1 (il che può accadere soltanto quando pi è

radice almeno tripla di J)(p)=:Oj la omografia ha come elementi

uniti tutti i punti e tutte le rette di un piano, detto piano di

omologia e tutti i piani e tutte le rette di una stella, il cui

-centro si dice centro di omologia: la omografia è in questo caso

detta omologia solida. In una omologia due punti omologhi

sono allineati col centro: due piani omologhi si tagliano in una
retta dei piano di omologia: due rette omologhe si tagliano

in un punto del piano di omologia e sono in un piano pel

eentro di omologia.

Infine se esiste una radice della equazione fondamentale

che rende eguale allo zero la caratteristica di Dfp), si ha
identità (n.° 411).

§ YI. Similitudine fra due spazii.

433. Una omografia in cui uno dei piani uniti è il piano

improprio vien detta affinità. Le equazioni della affinità hanno
la forma (n.° 414):

/ px^'= «11^1 -f- aj,a?, -t- a,^x^ -+- a,^x^

p^z — a^^x^ -4- «3,072 -4- a^^x^ -f- a^^x^

px^'= a^^x^ .

Di qui risalta che le affinità costituiscono un gruppo fi-

nito continuo a 12 parametri. Una affinità è determinata da
<lue quaterne di elementi corrispondenti (punti non compla-
nari, o piani non appartenenti ad un medesimo punto).
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ideila affiaità due punteggiate corrispondenti sono simili

e due piani corrispondenti sono affini: piani o rette parallele

hanno per corrispondenti piani o rette parallele, ed il rap-

porto fra i volumi di figure oorrispondenii è costante (n.^ 415) ed

eguale al modulo della trasformazione.

Un caso particolare della affinità è la similitudine, la quale

è una omografia che fa corrispondere ad ogni angolo (e quindi ad

ogni diedro) deWim spazio un angolo eguale nelV altro, o, in

altri termini, è una rappresentazione omografica conforme.

È facile infatti mostrare che una similitudine è una oìno-

grafia che trasforma in sé il cerchio assoluto; e che, reciproca-

mente, ogni omografia che muta in sé V assoluto è una similitudine.

La dimostrazione si ricava dalla analoga proposizione di-

mostrata per similitudini piane (n.® 418), osservando che una

similitudine fra due spazi determina una similitudine fra

i piani corrispondenti II, II', per effetto della quale i punti

ciclici di n si mutano nei punti ciclici di II'; e perciò tra-

sforma in so stesso il luogo dei punti ciclici dello spazio, cioè

il cerchio assoluto.

E, reciprocamente, se una omografia trasforma in sé l'as-

soluto, indicando al solito con II, II' due piani corrispondenti,

troveremo che i punti comuni a II e alP assoluto dovranno
corrispondere ai punti comuni a II' ed alP assoluto ; cioè i

punti ciclici di II ai punti ciclici di E'; e fra i piani II, IT'

dovrà intercedere una similitudine: gli angoli corrispondenti

in questi due piani dovranno dunque essere eguali, ma essi

sono due piani generici corrispondenti nella data omografìa,

dunque tutti gli angoli corrispondenti nei due spazi risulte-

ranno eguali e la omografia sarà una similitudine.

434. I risultati ottenuti circa le similitudini piane, ed in

particolare circa le omotetie e le congruenze, si estendono im-
mediatamente alle similitudini solide.

' Accenneremo qui brevemente a questa estensione.

Se nelle formule generali della affinità (36) si introduce^

la ipotesi che il cerchio assoluto

x^* -hx^^ -h x^*= 0, x^ = 0,

si trasformi nelP assoluto

i^l'* -t- 0?/* 4- x^'*= 0, xj = 0,
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si ritrova che i coefficienti debbono soddisfare a relazioni

della forma

a„, a, A;', «ij* -f- a^j* -h «32*= fc', «13* -+- ff,3* -+- «33* =: /e*

rt,,a,, -f- «,,«,, -f- «aiCta» = «ii«i3 -H- «jittaa H" «9,(1,, ==:

13 « «^^2X^23
"*" ^32^33

'H'*J2 "^~ "'2I"22 • ^11^31 ^*11**13 "T~ "Xl'^aS "^ "31^*33

= «i««j3 -f- fl9»«93 -+- «2»«a5 ^=

essere cioè, salvo un fattore A: di proporzionalità, i coefficienti

di una trasformazione ortogonale (n.° 178, pag. 152).

Se indichiamo con ^i(aj8iYJ, ì\(y.J^j^Y^), ^z(^ì%Yì) tre dire-

zioni formanti un triedro ortogonale ì\f\r^,
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Da queste formule risulta che il prodotto di due similitu-

dini spaziali è ancora una similitudine, e che l'inversa di una^

similitudine è una similitudine.

Le similitudini spaziali formano dunque un gruppo, e lo

studio delle proprietà geoDietriche comuni a figure corrispon-

denti in una similitudine si fa ricercando le proprietà che

sono invarianti per questo gruppo.

Si verifica subito con ragionamento identico a quello fatto

per similitudini piane, che in una similitudine spaziale il rap-

porto di due segmenti corrispondenti è costante ed eguale a ìc (ra-

dice cubica del modulo della trasformazione).

Si dicono similitudini dirette quelle in cui questo rapporto

è positivo, inverse le altre.

11 numero le si dice costante o rapporto di similitudine.

Le figure corrispondenti in una similitudine spaziale sono

simili nel senso che ha questa parola in geometria elementare.

Le loro aree stanno fra loro nel rapporto fe', ed i volumi nel

rapporto Ic^.

.Quando \lc\^=l si ha congruenza, diretta od inversa se-

condo il segno di le,

435. L^ equazione fondamentale^ per la ricerca dei punti

unitL ha la forma

(40) B(p)
ka^ k}^ — p kxt bt

kxs fe?3 ^Ys — P ^
1 —

p

=:(l-p)i)Jp)= 0.

Per ogni radice p,,(ri= 1, 2, 3, 4) di questa equazione si ha un
punto unito

con le coordinate

(41) ^ Cr).^ (v).^ (r).^ (r) T) .7) .7) .7)

dove con D^,. si è indicato il complemento algebrico dell'ele-

mento «s,. nel determinante B^p)^ e la linea s è scelta in modo
che la matrice formata dalle rimanenti linee nel determi-
nante I){p) abbia caratteristica 3.
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In particolare si vede che per quei valori di p^ che an-

nullano I)^^^ si hanno punti 0,. per i quali è x^^''^=iO, cioè

])unti uniti improprii.

D'altra parte l'equazione i>ip)=:0, oltre la radice p;=:l,

amniette le tre radici pj, P3, p^ di l>^/p)=:0: dunque tre dei

punti uniti della siìmliiudine sono sul piano improprio; il solo

punto unito G^ corrispondente alla radice Pi = l di D(p)= può

efiliere proprio.

Questo punto è detto centro della similitudine. Poiché la

equazione i>(p)=zO di quarto grado ammette una radice reale

ij^^il, essa dovrà ammettere un'altra radice reale almeno pj,

cui corrisponderà un punto unito reale, certamente improprio Cj.

Assumendo come direzione dell'asse z^ nel triedro coordi-

nato, quella del punto unito improprio Oj (cioè facendo

nelle (38) corrispondere i punti improprii (0010), (0010) si trova,

por le equazioni della similitudine, la forma:

Possiamo fare

' x' = k(y.^x -+- ,Sj2/) -+- h^

' y' = k(oc.x -+- 3j2/) -+- &j

, Z' =:kz ,
-+- ^8 .

«1 = cos a, 3i =z — sen oc

aj =: sen a, ,3j = cos a,

ed abbiamo finalmente le equazioni

(42)

f x' =z k(x cos y. — y sen a) -f- h^

;
y' =: kix sen y. -\- y cos ex.) -h h^

h.. z' =zkz

L'equazione fondamentale assume la forma

(43) JD{p)^ =(l-p)DJp)=0,

k cos a — p ~ k sen a b^

k sen ce k cos a — p &2

k- p b^

l-p|
D^/p) =z(k — pYp -— fc(cos a — è sen 5c))(p — fc(cos a h- i sen a)).

Dunque le quattro radici della equazione fondamentale sono

(44) pi= l, Pt= ^, p3= fc(cosa— «sena), p^= A;(cosa-+-«sena).
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Le radici pg, p4 possono essere reali solo se è

sen a= ;

per a= si ha la radice tripla

(45) '
P2 — ?3 = p4= ^r

per a= 7T si ha la radice doppia

(46) p^ — p^z= — k.

Per fc=i:l si ha, in generale, una radice doppia pj^= p^.

Per A:= 1, a= TT, si hanno due radici doppie pi = pj =:: 1,

Per A:= l, a= 0, si ha una radice quadrupla (5i=:p3=: 03=54=1.

Per A;=— 1, a= 0, si ha una radice tripla p^= p^= p^=z— 1..

436. Similitudini spaziali a centro improprio. Il

centro Oj di similitudine, cioè il punto unito corrispondente

alla radice Pi = 1, può riescire improprio solo quando

Ma
1)44(1)= (k — 1)(1— A;(cosa— i sen a))(l— A;(cos oc -hi sen a)),

dunque il centro di similitudine può essere improprio solo in

uno di questi due casi:

(47)
I. k=zl
II. sen a= 0, k cos a = 1.

Il secondo caso si distingue in due

^ '
I
IL a= 71, 7ì; = -- 1.

In ogni caso dunque il centro di similitudine non può essere

improprio se non è
|
/e

|

=: 1, cioè se non si tratta di una con-
gruenza.

Da ciò il noto teorema: una similitudine spaziale ohe non

sia ima congruenza ha sempre un punto unito reale proprio G^

ed uno solo (centro di similitudine).
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Si avverta che per i valori di ìc ora determinati, il

centro Ci può diventare improprio^ ma non è necessariamente im-

proprio.

Per veder bene quando effettivamente esso diventi im-

proprio, ne scriveremo le coordinate sotto la forma

, j7,' {le — 1) 1 1cb„ seii Ci -h b^ìk cos a — 1) !

^9)

ik— 1) I
(A; cos a — 1)2 -h k* son* a ;.

kb^ sen a -h b^ik cos a — 1)

{k cos a — 1)* -+- Zf* sen* «

;fc — 1) ; kbi sen a — b^{k cos a — 1) !

(/i; — J) ;
^A: cos a — 1)' -+- k* sen' a j

Aròj sen a — b^ijc cos a — 1)

ik cos a ~ 1)* H- A:* sen^ oc

k — V

Per /c^rl l'equazione fondamentale ha due radici eguali

Pj = c. = 1, i punti uniti Ci, 0, coincidono; le formule scritte

danno, in generale^ una coppia di valori finiti per le coordi-

nate ^=:a7i, -^=ryj, e determinano una retta unita
.
propria

i\ x^

passante per i punti uniti {entrambi improprii e coincidenti) C^C..

Ma se nella data similitudine è &a = 0, allora il centro O^

rimane indeterminato, e non è piìi lecito di affermare che esso

sia il punto improprio della retta unita dianzi considerata.

Ye<lremo infatti che in tal caso la retta medesima è una

retta di punti uniti. Analoghe riflessioni si possono fare nel

caso a = TI, k=: — 1 (in cui si ha congruenza inversa). In questo

caso la relazione -~= — -~ rappresenta un piano (piano unito)
x^ A

sul quale non rimane determinato il punto Cj, poiché le altre

due coordinate hanno la forma ^.

Si osservi che nella congruenza inversa si può avere centro

proprio per a = 0, A:= — 1; in questo caso la i)(p)=:0 ha la

radice trii)la p^ = p^^=ip^=z — 1, e V intiero piano improprio è

di punti uniti,

437. Congruenza diretta. Per /c = l il centro di simili-

tudine Oj è improprio, o rimane indeterminato; ma ad ogni
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modo rimane determinata dalle formule (49) la retta unita

propria G-^G^,

Assumendo questa per asse delle 5-, dalle (42) si hanno le

equazioni della congruenza diretta sotto la forma:

{ x'' =iX cos a — y sen a

(50)
j

2/' = ^ sen a-\- y cos a

[ z' = 2; -h 63

.

Se nella nostra similitudine si ba èg = 0, in corrispon-

denza della radice pj == 1, il determinante D{g) (forra. (43;)

acquista la caratteristica 2. Dunque in questo caso si ha una
omografia assiale. La retta G^G^ è una retta di punti uniti e

le equazioni della congruenza sono

Ìx' =ix cos a — y sen a

y' = x sen oc-i- y cos oc

e rappresentano una rotazione di ampiezza a intorno al-

l'asse z.

In particolare, per a = 71 si hanno le formule

f x' = — X

\
y'^ — y

{ z' =^z,

che esprimono una rotazione di tt, cioè simmetria ortogonale
rispetto all'asse delle z.

Per y.= si ha Identità

x^=:x, yi = y, z^ — z.

Se supponiamo &3 4= ed a = 0, le formule (50) della con-

gruenza diretta divengono

/ x'= x

(52)
,

Sy,==y

[ z' =Z-+-l)z

cioè rappresentano una traslazione nella direzione dell'asse z
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dì ampiezza h^, per y. = tt, invece, si hanno le formule

', x' = — X

, z' =zz-hb^,

che rap]>resentano simmetria ortogonale rispetto ad un asse, se-

gnila da traslazione parallela alV asse.

Concludiamo dunque che, nel caso piti generale, la con-

gruenza diretta spaziale (forra. (50)) rappresenta il prodotto di

ìina rotazione intorno ad un asse e di una traslazione nella di-

rezione di questo asse.

La composizione di questi due movimenti produce il moto
elicoidale: dunque potremo dire che la congruenza diretta è

generabile con un movimento elicoidale attorno ad un asse, e può
ridursi, in particolare, ad una semplice rotazione attorno ad

un asse, od a una simmetria ortogonale attorno ad un asse, od

a lina traslazione.

438. Similitudini spaziali a centro proprio. Portando

la origine delle coordinate nel punto unito proprio C^ ^centro)

ed assumendo per asse z la retta unita propria O^Oj, le equa-

zioni (42) della similitudine acquistano la forma:

[ x' = 1c{x cos y. — y sen a)

(53i
, y' ::::^ ^-(^ geu a -4- y COS a)

[ Z' =:kz.

Omotetia. Considerijimo prima il caso a = 0. In questo

caso la I>(p)=rO ha la radice tripla p= fc (forra. (45)) e, per

p:=A-, il determinante stesso ha caratteristica 1, dunque siamo

nel caso della omologia solida e, trattandosi di una similitudine^

della omotetia.

Le formule (50) acquistano la forma

' x' =:kx

(54) \y' = ^y

{ z' = kz.

le quali dimostrano che Oj è il centro della omotetia e k la

costante.
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La omotetia è diretta od inversa^ secondo che k è positivo o

negativo.

La omotetia inversa è una similitudine inversa^ a differenza

di ciò che accade nel piano (n.° 422).

Paragonando le equazioni (50) della similitudine spaziale

diretta, con le (52), (54) vediamo che una similitudine spaziale

diretta {non congruente) è il prodotto di una rotazione intorno ad

un asse {eventualmente di ampiezza nulla) per una omotetia diretta

che ha per centro un punto proprio di guest' asse,

439. Congruenza inversa. Facendo k=^ — l nelle for-

mule (53) si hanno le equazioni della congruenza inversa a centro

proprio :

i x' =i~(x cos X — y sen a)

(5'5) •

i
2/' = — (^ sen a -4-

2/ cos a)

t Z' =: — Z,

Queste rappresentano una rotazione di ampiezza a attorno

<ilV asse z seguita da una simmetria rispetto al centro, oppure, ciò

che è lo stesso, una rotazione a -h ti attorno alV asse z, seguita

da U7ia simmetria ortogonale rispetto al piano xy.

In particolare, per a= si ha la simmetria centrale dello

spazio (che è una particolare omotetia inversa). Le formule (55)

possono essere in difetto quando è a=: tt, poiché in tale caso non

esiste centro proprio determinato. Ma sappiamo che esiste allora un

piano unito (n.*" 436, pag. 361) normale alla direzione O» , di equazione

z=: — ~. Portando il piano coordinato xy su questo piano, le

formule generali della similitudine (42) acquistano la forma

x' == Mx cos y. — y sen a) -+- b^

2/' = h(x sen a -f- ?/ cos a) -+- b^

z' •=. Icz^

e, per k=z-~l, a= 7r,

1 x' = X -{- b^

(56) ^y'=:y-^b,

,
Z' ^=z — Z,

Queste formule rappresentano una traslazione spaziale avente

per piano direttore il piano unito 2;= 0, seguita da ìina simmetria

ortogonale rispetto allo stesso piano.
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In particolare per 6^ = èj = 0, la traslazione è nnlla^ e la

congruenza è semplicemente la simynetria ortogonale rispetto al

piano zz=iO, Questo piano, nel caso speciale che consideriamo,

è non solo piano unito, ma piano di punti uniti.

Si verifica infatti immedi ataniente che, nella ipotesi

5^ = Z>2 = 0, a= :r, il determinante D(p) per p = l acquista la

caratteristica 1: cioè si ha omologia^ ed il piano considerato è

il piano di omologia.

Riassumendo vediamo che la congruenza inversa è una ro-

tazione attorno ad un asse seguita da una simmetria centrale ri-

spetto ad un punto delibasse, oppure una traslazione segnila da

una simmetria ortogonale rispetto ad un piano parallelo alla di-

rezione della traslazione.

In particolare si hanno le simmetrie rispetto ad un centro

o ad un piano, le quali sono congruenze inverse omologiche.

La similitudine inversa, è il prodotto di una congruenza in-

versa e di una omotetia,

440. La distinzione fra congruenza diretta e congruenza

inversa nello spazio è fondata sopra proprietà analoghe a

qnelle che si sono riscontrate per le congruenze tra figure piane.

Due figure piane congruenti direttamente possono sovrap-

porsi con un movimento che avviene nel piano (rotazione o

traslazione). Due figure piane inversamente congruenti non

possono essere sovrapposte se non con movimenti che avven-

gono fuori del piano (ribaltamento).

Due figure dello spazio direttamente congruenti possono so-

vrapporsi con un movimento elicoidale.

Due figure dello spazio inversamente congruenti non sono so-

vrapponibili con un movimento.
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Da ciò si deduce che, in una correlazione fra due piani^ ai

punti di un piano corrispondono biunivocamente le rette dell'altro^

€ reciprocamente.

Rette e punti corrispondenti si dicono omologhi.

La correlazione, come la omoo^rafia, (n.° 407), conserva le

proprietà di appartenenza. Si dimostra anche (come al n.'* 408)

che la correlazione conserva il hirapporto formato da quattro

elementi di una forma di prima specie; ossia che forme di

1.*^ specie omologhe in una correlazione sono proiettive.

Si vede immediatamente che il prodotto di due correlazioni

è una omografia, il prodotto di una omografia e di una correla-

zione è una correlazione.

Le correlazioni dunque non formano un gruppo; ma l'in-

sieme delle omografie e delle correlazioni costituisce un gruppo,

detto gruppo delle proiettività.

442. I problemi piti interessanti nello studio della corre-

lazione fra piani sovrapposti sono i seguenti:

I. la ricerca degli elementi incidenti, cioè che apparten-

gono all'elemento omologo;

IL la ricerca delle coppie involutorie, cioè delle coppie

di elementi omologhi che si corrispondono in doppio modo.

443. La condizione di appartenenza del punto P{Xj^x^,r^)

alla retta omologa rX^/c^'^s') è data da

cioè da:

(aiiiPi -4- ai,a?j -+- a^^x^)Xi -h (a^iX^^ -+- a^^x^ -h «ja^a)^?^
-+-

-4- (rtji.Ti -t- a^^x^ -f- «330^3)073 =
od infine, da:

(60) «niTi' -+- a^^x^"- -h «33^,' -\- (rtij -h aji)a?ia?2 -h

-f- («13 -t- a^^^XyX^ -4- (rtj3 -+- «'32)0^2^3 = ^•

Questa è la equazione di una conica, luogo dei punti incidenti

con la retta omologa.

Similmente si trova che la condizione perchè la retta

^(mSxSs) sia incidente è espressa dalla relazione

(61) aji^f -f- «,2^2» -f- ^33^3' -+- (ai, -4- a^jSiJj -t-

-f- (a,g -f- 0f8i)5i53 -+- (^23 -*- ajx)?i?3= ^1
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equazione di una conica, inviluppo delle rette appartenenti ai

punti omologhi.

Le due coniche così trovate sono in generale distinte, coin-

cidono solo quando sia

^ik ^^^^ ^ki ì
k, l =zl, 2, o,

cioè quando il determinante delle (57) sia simmetrico.

In questo caso la correlazione non è altra cosa che la

polarità rispetto ad una tale conica (n.® 263). La conica (luogo

ed inviluppo), si dice fondamentale della polarità.

Abbiamo eseguito la ricerca di elementi incidenti, consi-

derando elementi del piano tt; se avessimo preso in esame

elementi del piano ti' avremmo ottenuto le medesime coniche.

444. Veniamo ora al 2.° problema. Osserviamo anzitutto che

la operazione che si fa quando, essendo dato un punto P di i:^

si cerca la retta omologa r di ti', ed, in seguito, il punto P'

di 7r', omologo di r pensata come appartenente 2i iz, è il qua-

drato della data correlazione, e perciò è una omografia.

Questa omografia si dice appartenente alla correlazione:

le sue equazioni si ricavano immediatamente dalle (57j, (59j, e

sono:

-+- («13^11 -*- ^23^12 -^ «33^18>3

PPl^i -+- (<^n5f21 •+- «'21^22 -^ «31^23)^1 -+- («12^21 -»" ^22«22 -+- <^32^23)^2 +-

-+- (^13^21 -t- «23^22 -+- <*33«23)^3

pPiiCj' = (<i„a3i -+- a^iags h- «31^33)^1 -^ («fis^si -+" <^n^z2 "- (^i^'^nK-^
+" (^13^31 ~^ ^'23''^32 ~*~ ^'33^33)^3 •

la ricerca delle coppie involutorie si riduce dunque alla ricerca

degli elementi uniti, in tale omografia.

445. Si vuol ora cercare la condizione perchè tutte le coppie

P, P' siano involutorie.

Questa condizione consiste in ciò, che la omografia appar-

tenente alla correlazione, rappresentata dalle equazioni trovate

al n.° precedente, sia una identità (n." 411): occorre perciò che,
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indicando con a un fattore di proporzionalità, sia

«13^11 -+- «««it -+- «sa^ia = 0» f <*i35^ti -+- «ta^M "t" «33««= 0,

( «11^31 H- «213^32 -^ «31^33 = <>

I

«ij^ai -^- «22^3» -^- «32^33= ^

f «13^31 -+• «^23^32 -+- «33^33= ^•

Tali relazioni sono possibili solo quando ogni a^^ sia eguale

o proporzionale al complemento algebrico di a,^ nel determi-

nante della correlazione, cioè quando abbiano luogo identità

della forma
aa= \ia^i, t, fc=:l, 2, 3.

Queste si possono anche scrivere:

«Ai = [i'f^ik ^

d'onde si ricava, moltiplicando,

e quindi

«tft= ±«ftt.

Abbiamo così trovato, come condizione perchè ogni coppia

sia involutoria, che il determinante della correlazione sia simme-
trico od emisimmetrico. Quest'ultimo caso va escluso perchè

i determinanti emisimmetrici di ordine dispari sono nulli; ri-

mane dunque provato che: la condizione necessaria e sufficiente

perchè una reciprocità fra piani sovrapposti sia involutoria è che

il determinante della reciprocità sia simmetrico,

Eicordando ora che le reciprocità a determinante simme-

trico sono polarità rispetto ad una conica, possiamo concludere

che le correlazioni involutorie sono tutte e sole le polarità rispetto

a coniche.

§ IL Polarità ortogonale nella stella.

446, Consideriamo una stella di raggi a centro proprio : ad

ogni retta della stella possiamo far corrispondere il piano

pel centro della stella, normale ad essa. Si ha così una corri-

Bortolotti 24
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spondenza biunivoca fra retta e piano, nella stella, che viene

detta polarità ortogonale nella stella.

Per esprimere analiticamente questa corrispondenza assu-

miamo il centro della stella come origine di un sistema di

coordinate cartesiane ed omogenee. Le equazioni di una retta r

della stella, contenente il punto proprio P^(x^x^x^x^\ sa-

ranno (n.° 239, form. (57))

(62)
a?2 a?8 ^4 — M-

.

U/a X.3 •*'4

quella di un piano ^(^i^^SsO) per la origine, è

(63) 5i^i-+-52^t-»- §3^3= 0;

e la condizione di ortogonalità è espressa dalle formule

(loc. cit., form. (58))

Poiché la coordinata x^ può sempre prendersi eguale al-

l' unità, riguarderemo x^x^x^ come coordinate della retta varia-

bile nella stella; considereremo poi SiSaSa» come coordinate del-

l'elemento variabile nella stella di piani; ed osservando che le

formule (64) esprimono una trasformazione lineare a determi-

nante positivo e simmetrico, troveremo la giustificazione del

nome di polarità dato alla corrispondenza fra retta e piano,

così determinata.

Ma possiamo, inoltre, dimostrare che la polarità ortogonale

nella stella, determina sul piano improprio la polarità assoluta

(n.° 271), cioè la polarità rispetto al cerchio immaginario all'in-

finito eassoluto).

Infatti sappiamo che ogni retta r{xìxjlx^) per la origine,

determina sul piano improprio il punto Poo(x^x^x^'); ed ogni

piano per P origine "^(^y^jii) sega il piano improprio secondo

la retta roo(^-^j^i) : e reciprocamente che ad ogni punto P<x> cor-

risponde una retta r della stella, e ad ogni retta re», un

piano 7c per la origine.

Ora le relazioni (64=) esprimono appunto una polarità fra

i punti Poo, e le rette roo del piano improprio; e la conica
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fondamentale di questa polarità, (come si vede dalP applicazione

della formula (60)) è il cerchio assoluto

x^ -t- x^ -f- ÌP3*^ 0.

È evidente che la polarità assoluta, così determinata, è

sempre la medesima, comunque sia scelto il centro della stella in

cui si considera la polarità ortogonale.

§ IH. Correlazioni fra due spazi.

447. Dati due spazi S, S', (sovrapposti), si dice correla-

zione o reciprocità, la corrispondenza biunivoca fra i punti

F[x^x^XiX^) di S ed 1 piani '^'{^i^ì^ì^\) di S', determinata dalla

trasformazione lineare a modulo diverso dallo zero:

(65)

[ P5/= «41^1 -t- «42^2 -+- «43^» -+- «44^4 '

La trasformazione inversa:

[ P'^i— «iiSi' -^ «21^2' -+• «si^s'+ «4154'

fa corrispondere un punto P di S ad un piano n' di S'.

8i vede immediatamente che : se il punto P percorre un
piano 71(515253^4), il piano ti' corrispondente ruota attorno ad un
punto P'{x^x^'Xi'x^), le cui coordinate sono date da formule,

analoghe alle (59), trovate al n.° 441.

Inoltre si può dimostrare che : se il puntoP percorre una
retta r (sostegno della punteggiata ìp^= Xa?, -t- [x^J il piano cor-

rispondmte tu', ruota intorno ad una retta r', (asse del fascio

5/ = À5/H-[x57).

Valgono anche per le correlazioni fra due spazi le osser-

vazioni fatte al n.° 441: e cioè che il prodotto di dìie correla-

zioni è una omografia, e che il prodotto di una omografia e di

una correlazione è una correlazione.
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L^ insieme di tutte le omografie e di tutte le correlazioni

dello spazio costituisce il g^ruppo delle proiettività dello spazio.

448. Anche nello studio delle reciprocità dello spazio si

presentano i due problemi fondamentali :

I. La ricerca degli elementi incidenti,

IL La ricerca delle coppie involutorie.

La ricerca degli elementi incidenti, si eseguisce al moda
indicato al n.** 443, e dà luogo alle due equazioni:

(luogo dei punti che appartengono al piano omologo);

(67) «11?!* + «M^t* H- ^33^3* -»- a44§4* "t" («it H" ^n)iiii ^- ••"

-+- («34 -+- «43)^354= 0,

{inviluppo dei piani ohe contengono il punto omologo).

Queste due equazioni rappresentano una unica superficie

quando è tt,.,= a„., (r, «= 1, 2, 3, 4) cioè quando il determinante

della correlazione è simmetrico,

449. Per quel che riguarda il Problema della ricerca delle

coppie involutorie, con procedimento al tutto simile a quello

tenuto nello studio delle correlazioni piane si vedrà che tale

ricerca coincide con quella degli elementi uniti nella omografia che

risulta dal quadrato della data correlazione.

Se poi si cerca la condizione perchè tutte le coppie di

elementi corrispondenti siano involutorie, cioè perchè la cor-

relazione sia involutoria, si giungerà alle relazioni

«tA=± ctki fc, *== 1. 2, 3, 4,

le quali richiedono che il determinante della correlazione sia

simmetrico, od emisimmetrico,

Nel nostro caso poi, non essendo di necessità nullo ogni

determinante emisimmetrico (perchè Perdine è pari) entrambi

questi casi debbono essere considerati.

Il caso del determinante simmetrico, è quello di correlazioni

polari, o polarità, ed è intieramente analogo a quello consi-
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tìerato nel piano. Le polarità dello spazio si presenteranno

nello studio delle quadriche, di cui sarà oggetto la 3.* Parte

del nostro corso.

Nel caso del determinante emisimmetrico^ che non ha ri-

scontro nelle reciprocità piane, le correlazioni si dicono nulle,

e prendono anche il nome di sistemi nulli.

In queste reciprocità le equazioni che rappresentano

luogo di punti incidenti, ed inviluppo di piani incidenti (66),

(H7), hanno tutti i coefficienti identicamente nulli, dunque
tutti gli elementi sono incidenti: cioè ogni punto giace nel piano

corrispondente, ed ogni piano appartiene al punto corrispondente.

FINE DEL VOLUME PRIMO
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CAPITOLO I.

SUPERPIOI E LINEE DELLO SPAZIO

§ I. Forma generale della equazione dì una superficie.

450. Data una superficie S qualunque, e fissato un sistema

di assi cartesiani di riferimento che per semplicità suppor-
remo ortogonali, consideriamo 1^ area

piana 8' determinata sul piano xy

•dalle proiezioni dei punti della su-

perficie 8.

Se per un punto P\xy) di 8'

consideriamo la parallela all'asse 2^,

questa incontrerà la superficie 8 in

mio (od in più) punti P(xyz) e verrà

così determinato uno (o più) valori

di z in corrispondenza della coppia

di valori xy, coordinate di P'.

Dunque ad ogni coppia di valori xy, entro V area 8\
-corrisponde un valore (o più valori) per z, e perciò si può
dire z funzione delle x, y nel campo 8'. Scriveremo:
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'151. La equazione di una superfìcie può ancLe assumere
la foruia iinplieita

(2) Fixyz):=:.0,

quando la F soddisfi le condizioui analitiche richieste per de-

finire la z come funzione continua delle altre due variabili.

Sappiamo che se la ^ è una funzione lineare, cioè se la (2)

ha la forma

ax -{- òy -+- cz -h d=

la superfìcie rappresentata è un piano.

Se Fixyz) è un polinomio razionale intero del grado 'w

complessivo nelle tre variabili, la superfìcie si dice algebrica

dell'ordine m.

Si vede immediatamente^ con ragionamento analogo a quello

fatto per curve piane algebriche al n.*' 100, Voi. I, pag. 77,

che V ordine di una superficie algebrica non varia per qualsiasi

trasformazione di assi coordinati,

452. Il significato geometrico deìV ordine di una superfìcie

è dato dal Teorema:

Uìia retta non può incontrare una superficie di ordine m che

al più in m punti, a meno che essa non appartenga alla superficie.

Assumendo infatti la data retta come asse delle x, e fa-

cendo sistema delle equazioni di questa retta: 2/= 0, z=zO, e

della equazione della superficie, si ha una equazione in x

F{x, 0, 0) ==

di grado non superiore ad m, le radici della quale corrispon-

dono ai punti di intersezione della retta e della data superficie.

In modo analogo si dimostra il Teorema: un piano gene-

rico incontra ima superficie delV ordine m in una curva algebrica

di ordine m.

453. Equazione della sfera. Scrivendo che un punto

generico dello spazio P{xyz) ha da un punto fisso P^ix^y^z^

distanza costante ed uguale ad r, si ha Ja equazione della sfera

di centro Pq e raggio r sotto la forma (n,^ 183, Voi. I, pag. 156)^

(3) {x — x,y -\-{y— y.Y -h{z — z^)* z= r\
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Sviluppando i quadrati troviamo:

x^-\-y*-^z^ — 2x^x— 2y^y - 2z^z -h (— r« -h x^^ -f- 2/0' "+- 2^0*)= ^-

Vediamo dunque che, nella equazione della sfera sono eguali fra

loro i coeffioienti dei quadrati ìp*, y*, z* delle variabili, e sono

nqunll allo zero i coefficienti dei doppi prodotti xy, rrz, yz.

E, con procedimento analogo a quello tenuto per la equa-

zione del cerchio (n." 292, Yol. I, pag. 248), si vede immedia-

tamente cl)e tale condizione è anche sufficiente perchè una
equazione di secondo grado nelle variabili x, i/, z rappresenti

una sfera.

Possiamo dunque concludere che una sfera è rappresentata

da un'equazione di 2° grado della forma

(iiifiC* -\- y* -+- z') -+- 2a^^x -t- 2^2^?/ -f- 2«3,z -f- a^^ == 0.

In coordinate omogenee (n.^ 238) l'equazione della sfera as-

sume la forma

(3) «iif.'Tj' -f- iPj* •+- x^') -f- 2a,4.Ti.r4 -4- 2a^^^XiX^ -\- 2a^^x^x^ -h a^^x^= 0.

454. Ckrchio assoluto. Per avere la sezione di una sfera

col piano improprio^ bisogna far sisteiqa della equazione tro-

vata con quella del piano improprio, x^^zO. Si ottiene così il

sistema:

(4) X* -+- x^ -h a?,* = 0, ÌP4 =

che rappresenta il cerchio assoluto (n.° 238).

Si dimostra facilmente anche che: ogni superficie di se-

conda ordine, la quale appartenga al cerchio assoluto è una sfera.

Basta perciò considerare che una superficie di secondo

ordine è rappresentata da un'equazione del 2.*^ grado, che in

coordinate omogenee si può scrivere:
*

a,irri« -+- a.^x,^ -+- a^^x^* H- a^^x^^ -f- 2a^^x^x^

-f- 2^13.1?, ojj -+- 2a^^x^x^ -+- 2a^^x^x^ -\-

-f- 2rtj4irj£C4 -4- 2^3437337^ = 0.

\r.\ sua sezione col piano improprio è la conica

'''ir^'i' -f- <Tr,j.r^* -+- a^^x,^ -f- 2aT^^XiXz •+- 2ai^XiX^ -+- 2a^^x^x^= 0.
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E se questa deve coincidere col cercìiio assoluto, deve essere

rtjj = <*22 =^ ^*33 ? ^12= ^13 ^^ ^^23 ^= %

e sono queste appunto le condizioni sotto le quali si può af-

fermare che una superfìcie del 2.° ordine è una sfera.

455, SuPERPici CILINDRICHE. Una equazione che contiene

due sole delle tre variabili x, y^ z^ considerata come equazione di una
superficie^ rappresenta una superficie cilindrica con le generatrici

parallele alV asse omonimo della variabile che non figura nella

equazione.

Così per es. la equazione

F(joy)z=zO

rappresenta uiTa superficie cilindrica con le generatrici pa-
rallele alPasse z.

Ed infatti, i punti del piano xy che soddisfano la equa-
zione F{xy)=:0, sono sopra una curva G di questo piano. Se

per uno P{xyo) di tali punti con-

duciamo la parallela all'asse z

tutti i punti M{xyz) di questa

avencio le due prime coordinate

coincidenti con quelle del punto
P, soddisfano la F{xy)^=0, cioè

appartengono alla superficie rap-

presentata da questa equazione.

L'insieme di queste paral-

lele è appunto una superfìcie

cilindrica, generata dal moto
di una retta parallela all'asse z, che si appoggia alla curva C*

Inversamente: se consideriamo una superfìcie cilindrica

con le generatrici parallele all'asse z, essa viene tagliata dal

piano xy secondo una curva 0. L'equazione F{xy)= di una
tale curva, interpretata come relazione fra coordinate di punti

dello spazio, rappresenta la data superficie.

Data una superficie cilindrica, comunque situata nella

spazio, potremo, con una rotazione di assi, far coincidere la

direzione dell' asse z con quella delle generatrici della superfìcie»

Nel nuovo sistema OXYZ la equazione della superfìcie

>

z
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avrà la forma
FiXY) =

ma, per la rotazione eseguita, si ha (n.° 177, Voi. I, pag. 151)

X z= ax -\- hy -\~ cz

Y= a^x H- b^y -+ c^z

dunque, la forma generale della equazione di superficie cilin-

driche è

(5) Fiax -h òy -+- cz, a^x -+- ò^y •+- c^z) =

456. SuPEBFioi CONICHE. Uìia equazione omogenea nelle tre

coordinate x, y, z, rappresenta una superficie conica col vertice

nella origine delle coordinate.

Ed infatti: se indichiamo con m il grado di omogeneità

della F{xyz)j si avrà, per qualsivoglia valore di k

(6) F{Jcx, Icy, 'kz) — 'k^F{xyz),

di qui, per ^= 0, si ricava

^(000)= 0,

e ciò prova che la nostra superficie passa per la origine.

Sia, in secondo luogo, Piix^y^z^) un punto diverso dalla

origine, appartenente alla superficie: si avrà

F{x,y,z,)=:0

ed anche, per la (6)

Fikxjcy^kz^= 0.

Ma per i punti della retta OP^^ si ha

X =r kx^ y z=z Jcy^ z == kz^

(n.° 208, form. (46 )), dunque tutti i punti di questa retta ap-

partengono alla superficie.

È noto che là condizione (6) di omogeneità può esprimersi

anche mediante una relazione della forma (^)

(^) Cfr. PiNCHEKLE. Calcolo Infinitesimale, n.* 253.
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potremo dunque scrivere la equazione di un cono col vertice nella

origine sotto la forma

) /fi.
!)=«•

Se poi supponiamo che il vertice del cono non sia P ori-

gine, ma un determinato punto F(ii?o2/o^o)» comunque fissato,

trasportando la origine nel vertice con la traslazione

avremo la equazione del cono sotto la forma

cioè

-^ \z — z,' z — zj

questa dunque è la forma generale della equazione di superjici

coniche,

457. Cono di rotazione. È la superficie generata dalle

rette incidenti in un punto V con una retta data r, e for-

manti con r angolo costante. Consideriamo un sistema di

assi cartesiani coli' origine nel vertice y, ed indichiamo i

coseni direttóri di r, in questo sistema, con a, p, y,

I coseni direttori di una retta per l'origine e per un
punto P(xyz) sono (n.*' 206, form. (42'))

X y z

± Va;* -+-«/* -f- 2;* zt yaj« _f_ 2/' -+- «* zìi \ x^ -{-
y* -k~ z*

(il segno del radicale essendo comune con quello di z).

La condizione perchè la retta OP formi angolo con la

retta r, cioè perchè il punto P appartenga alla superficie,

sarà dunque (n.® 172)

ax -+-^y -h yz
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Questa è appunto la equazione del cono di rotazione col

vertice nella origine, avente per asse la retta r(a^Y) ^ ^^^

quale'l' angolo costante delle generatrici con l'asse è 0.

Assumendo per asse z la retta r si lia a=:p=:0, 7= 1,

« quindi l'equazione del cono ha la forma semplicissima

(10) z^ — cos* ft(a7* -+- 2/* -+- z^) = 0.

È facile verificare che la equazione (9) è omogenea nelle

tre variabili x, y^ z; e ciò a conferma di quanto si è detto

al n.** 456.

458. Cono isotropo. L'equazione

(11) X^-^ìf-+-Z^=zO

rappresenta un cono immaginario per la origine. La sezione

di questo cono col piano improprio dà, origine al cerchio as-

fioluto (n.** 454) cioè in coordinate omogenee, al cerchio

Il cono (11), che proietta il cercliio assoluto dalla origine, è

detto cono isotropo.

§ IL Equazioni di lineo nello spazio.

459. Due superfici si tagliano, in generale, secondo una

linea, perciò il sistema di due equazioni della forma

^o,
S

F{xyz):=.0
^^-''

\ (S){xyz) =

rappresenta, in generale, una linea, quale intersezione completa

delle due superfici J^=0, a)=rO.

Se, inversamente, data una linea 0, si possono determinare

due superfici che appartengano a C e che non abbiano altri

punti a comuni all' infuori di 0, facendo sistema delle equa-

zioni di tali superfici, avremo la rappresentazione analitica

della linea 0.
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È spesso utile, per tale rappresentazione, considerare le

superfìci cilindriche che proiettano G su due piani coordinati.

Le equazioni di tali superfìci si possono ottenere per elimina-

zione dal sistema (12). Per es. eliminando successivamente la y
e la a; si ottiene un sistema equivalente alle (12) e della forma

che corrisponde alla forma ridotta delle equazioni della retta

(n.^ 211).

Le due equazioni di questo sistema, singolarmente consi-

derate come equazioni di luoghi di punti sui piani xs, yz^

rappresentano le curve proiezioni della data su questi due

piani.

460. Equazioni pabametriche di una linea nello
SPAZIO. La rappresentazione di una data linea mediante si-

stemi della forma (12) o (13) non è sempre possibile, perchè

non sempre si riesce a determinare due superfìci che abbiano

per intersezione completa una data curva. Perciò torna oppor-

tuno il rappresentare analiticamente la curva, assegnando le

terne di valori che le coordinate xyz di un punto P(xyz)^ ad

essa appartenente, assumono in corrispondenza dei valori di

un parametro <, variabile in un certo campo. Le equazioni

della curva assumono allora la forma parametrica:

(14) x= x(t), y = y{t), z= z{t),

nella quale x{tX y{t\ z{t) sono funzioni note (finite, continue,

derivabili) del parametro t nel detto campo di variabilità.

461. Un esempio di questa rappresentazione ci è dato dalle

equazioni parametriche

il?= a?! -+- < cos a, yz=y^-ht 0,0^^^ z^=z^-\-tQ,o^\'

della retta per P^ix-^y^z^) con cofeeni direttori cosa, cos|j, cosy:

trovate al n."* 206.

Per dare un altro esempio, scriveremo le equazioni di una

curva, detta finestra di Vtviani, che si ottiene intersecando
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una sferii con un cilindro circolare in cui il diametro di una
sezione retta è uno dei raggi della sfera.

Assumendo come origine delle coordinate il centro della

sfera, come asse z la parallela per P origine alleasse del ci-

lindro, come asse y il prolungamento del diametro passante

per della sezione del cilindro col piano x\j^ ed indicando

con 2r il raggio della sfera, si hanno le due equazioni

(15)
\ x^ -h y^ -\- z*=: 4r* (sfera)

/ x' r 2ry=z0 (cilindro).

Per avere le equazioni parametriche, si assume come pa-

rametro variabile l'angolo cp = AOQ che forma l'asse x con

la proiezione OQ del raggio OP, uscente dalla origine e pas-

sante pel punto P{xyz) della curva.

Considerando che 2r= |0Q|, che OQ, nella nostra figura,

ha valore negativo, e che anche 9 ha valore negativo, si ha:

Cloe

0Q—0BG08rl-+-^]

0^=i2rseu.p

yzzzz — OQ sen 9=— 2r sen* ^>

a;= — oQ cos 9 = — 2r sen 9 cos cp

z' =^ 7JP* = OP* — OQ^=z 4r* — 4r* sen» 9 z= 4r« cos* 9.



12 CAPITOLO PRIMO

Dunqne le equazioni parametriche della curva proposta sono

( a?=—2r sen '^ cos cp

(16) y=: — 2r sen* 9

^
2!= dr 2r cos '^.

La curva è simmetrica rispetto al piano xy, nel punto B dei-

Passe y, corrispondente a 9= 7^, ha un punto doppio {ìnteTsec^

se stessa).

Se cerchiamo, nel modo indicato al n.*" 449, la curva proie-

zione della finestra di Viviani sul piano yz, (eliminando la Xj

per sottrazione, dalle formule (15) troviamo la parabola

z* =: 4r" -f- 2r?/,

che ha per asse Passe y e vertice in B, cioè una curva che

esiste ed è reale per tutti i valori di y positivi e negativi maggiori

di — 2r. Mentre la curva proposta non è reale altro che per valori

delle y compresi fra — 2r e 0.

Ciò avviene perchè il piano y= a, incontra la intersezione

delle due superfici (15) nei punti:

Pi{i\a^2ar, a, V4r*-+-2ar), P^(i^/a^-i- 2ar, «, —\/4r*H-2arj,

Pt{—i\ a*-+-2ar, a, yj 4:r^-+-2ar), PJ—iy/a^^2ar, a, —V4r*-t-2ar),

(che si ottengono risolvendo il sistema

\ X* -^ a^ -h- z^ =z 4:r*

i a?* H- <i« -4- 2ar= 0).

Le coppie PiP^, P^P^ sono formate da punti tutti reali

se — 2r<a<0; e per ogni altro valore reale di a, da punti

immaginari coniugati e simmetrici rispetto al piano yz.

Le rette PiP^-, P^Pa sono quindi in ogni caso reali e pa-

rallele all'asse a?, e proiettano i punti (reali od immaginari

coniugati) della curva situati nel piano y=^a in punti reali

del piano yz, situati sulla parabola s^= 4r* -+- 2ry.

462. Elica cilindrica. La composizione del moto di tra-

slazione uniforme nella direzione di un determinato asse r e
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di rotazione uuiforme intorno al medesimo asse, produce il

moto elicoidale, per effetto del quale un punto descrive sul

cilindro di rotazione che ha per

asse r, una curva detta elica cilin-

drica.

Assumendo Passe di rotazione

per asse z, indicando con r il raggio

del cilindro, e riferendo i punti ^

dell'elica ad un sistema di coordi-

nate cilindriche (n.*" 184, Yol. I,

pag. 156) si ha

(17) xzzzr cosQ, i/= rsen0, z^mrd

dove m esprime il rapporto costante

fra lo spazio percorso in tempi

eguali per effetto della sola trasla-

zione (z) e per eff'etfco della sola

rotazione (r0).

Se w è positivo l'elica è sini-

strorsa, se negativo, destrorsa.

Gli infiniti punti dell'elica posti sopra una stessa gene-

ratrice si hanno aumentando il parametro di 2kK {le intero):

infatti ai valori h- 2kTz del parametro, corrispondono punti

PÀXkVk^k) con

x^=zr cos (0

cioè

2/c7r), y^ =z r sen (0 -+- 2A;7:), z^^ z= mr(Q h- 2A-7:

x^= r cos 0, y^= r sen 0, z^ z=z mrB h- 2mrJcK :

ora al variare di k non variano le coordinate Xf^y^j e perciò

tali punti sono tutti sopra una perpendicolare al piano xy,

uscente dal punto M{r cos 0, r sen 0). Due successivi di questi

punti sono fra loro alla distanza costante

F,P, z= P,P,= .... =zz P^^.P^= ....= 27nrz

che è detta passo dell'elica.

Dalle (17) eliminando 0, si hanno le equazioni

(18) r\ X =:r cos mr
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che rappresentano le superfìci cilindriclie che proiettano P elica

sui piani xy ed xz.

§ III. Equazioni parametriche di una superficie.

463. Anche per le superfìci si può dare una rappresenta-

zione analitica analoga a quella esposta al § precedente per

le linee, esprimendo le coordinate dei punti F(xyz) apparte-

nenti alla superficie da rappresentare, come funzioni (finite,

continue, derivabili) di due parametri u^ v, cioè mediante equa-

zioni della forma

(19) X =: x(u, v), y =1 y{u, v), z= z[n^ v).

Da queste, eliminando i parametri ìi, v si ricaverebbe la

equazione della superficie sotto la forma generale

Fix,y,z) = 0.

464. Le equazioni parametriche (19) mettono in evidenza due

sistemi di linee tracciate sulla superficie.

Ed infatti, se fissiamo per uno dei parametri, ad es. per v^

un valore particolare v^^ in corrispondenza di questo si ha una
curva 0^1 rappresentata dal sistema

(20) X= x{u, i?i), y= y(u, Uj), z= z(u, vj.

Variando il valore v^ di i?, la curva 0^, si muove sulla

superfìcie (in generale mutando forma col cambiare del va-

lore di v).

La superficie risulta così ricoperta dal complesso di tutte

queste curve 0^.

Se, analogamente, si suppone di fissare uno speciale va-

lore Wi della u, le equazioni

x:=x{Ui, v\ y= y{ìi^, v\ z— z(u^, v)

nelle quali figura il solo parametro variabile v, definiscono una

linea 0^^ appartenente alla superficie.

Ed al variare del valore costante scelto per w, si ottiene

un sistema di infinite curve 0„ appartenenti alla superficie.
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465. In questo modo siamo venuti a considerare su la data

superiScie un reticolato composto dalle curve dei due si-

stemi Oi.(t?= costante) e 0„(u= costante).

Per ogni punto P della superficie passa in generale una

sola coppia di linee 0„, 0^,; e per ogni coppia di tali linee

(determinata da una coppia di valori Wj, v^ di u^ v) si ha in

generale un punto della superfìcie^ che è sulla loro intersezione.
* Perciò si dice che w, v sono coordinate curvilinee dei punti

della superficie. Le linee C„, 0„ si dicono linee coordinate,

466. Sfera. Le formule

a; =: r sen 9 cos b, 2/ = ** sen 9 sen 0, z= r cos 9

trovate al n.° 186 (Voi. I, pag. 158), come espressione delle

coordinate cartesiane di un punto dello spazio, in funzione

delle polari, quando in esse si consideri r costante, rappre-

sentano la sfera di raggio r, col centro nell'origine.

Le linee 0?, ((^ = costante) sono cerchi sulla sfera paral-

leli al piano xy.

Le linee O0 , (9 = costante) sono cerchi massimi su piani

per l'asse z (meridiani). Dunque i due sistemi di linee coordi-

nate sono i paralleli ed i meridiani della sfera.

467. SuPERFioi DI ROTAZIONE. Le supcrfici di rotazione

sono quelle che vengono generate da una curva di forma

invariabile che ruota intorno ad una retta fissa (asse). Ogni

punto della curva generatrice genera un circolo {parallelo) col

piano normale all'asse e col centro nell'asse.

Segando la superficie di rotazione con un piano per l'asse

si ha una linea che si dice linea meridiana o meridiano della

superficie di rotazione.

Tutti i meridiani sono l' uno all' altro sovrapponibili per

rotazione intorno alPasse. Se si riferisce la superficie di rota-

zione ad un sistema di assi cartesiani, nel quale l' asse 2; coin-

cida con Passe di rotazione, il valore della coordinata z sarà

costante per tutti i punti di uno stesso parallelo, e potrà va-

riare, da parallelo a parallelo in dipendenza dal raggio p del

parallelo cui si riferisce.

Si ha dunque una relazione della forma

(21) z=f^p)
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la quale si può riguardare come equazione della linea meri-

diana nel suo piano, e basterebbe da sola per determinare la

superfìcie.

Le equazioni parametriche sono:

(22) X =: p C08 0, y= p sen 0, z ^=f(p) ;

i due sistemi di linee coordinate sono i meridiani (6= co-

stante) ed i paralleli (p =z costante).

La equazione della superfìcie di rotazione, attorno all'asse

delle z, nelle ordinarie coordinate cartesiane, si ottiene dalla (21)

facendovi p=:r\/.T*-+-y^ ed ha quindi in generale la forma

(23) z— F[x^ -f- 2/*).

468. SuPEEFioi RIGATE. Una superfìcie si dice rigata se

per uno qualunque dei suoi punti passa una retta apparte-

nente alla superfìcie; questa può dunque immaginarsi gene-

rata dal moto di una retta, o composta di infìnite rette, le

quali si dicono generatrici della rigata.

Se le equazioni di una retta nello spazio contengono un
parametro arbitrario, al variare di questo la retta si muove^
ed in generale, descrive una superfìcie.

Le equazioni parametriche di una superficie rigata po-

tranno dunque mettersi sotto la forma;

(I) xz=zx^-^ìi7.^ y= y^-+-h^^ z= Zj^ + hy
^

ove h rappresenterà un parametro arbitrario, e le coordi-

nate a?ij/iZi, ed i coseni direttori apy, della generatrice della

rigata uscente da Pj, sono funzioni di un nuovo parametro u:

riTì ^
x,= x^{u\ y,= y^{u), Zi= z^{u)

^^^^
( a==:a(t.), P-P(i*), r= TW.

Sulla superfìcie potrerpo assumere quali linee coordinate

le w=: costante e le Accostante, cioè le rette che si hanno
dalle (I), (II) per u costante, e le curve che le stesse (1), (II)

rappresentano per h costante.

Se le equazioni della retta sono date sotto la forma ridotta

x= mz -{- a, y=i nz -+- b,
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scrivendo
X= mt -I- fl, y z=z ut -h Z>, zz=.ty

si vede che dette equazioni rappresentano una superficie frigata),

se in esse t è un parametro variabile ed i coefficienti m, n^ a, b,

sono funzioni di un altro parametro u.

469. Piano. Se le x, y, z si esprimono linearmente per

mezzo di due parametri u, v,

!x= a^u H- a^^v -I- 61

Z =: flgilt H- ajgV -h &3

la superfìcie rappresentata dalle formule (24) è un piano.

Ed infatti la coesistenza della (24) esige P annullamento

del determinante

(25) «-6, «,, a„ =0
x-b.
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x= f(u\ y= ^){u}^ z= f]){u) -^ k. Dalle prime due eliminando u
si ba una relazione della forma F{xy) = 0, e questa è appunto
(n." 455) l'equazione cartesiane di una superficie cilindrica con

le generatrici parallele all'asse z.

471. SuPERFioi CONICHE. La superficie conica è una ri-

gata in cui tutte le generatrici passano per un punto proprio.

Assumendo questo punto come origine di un sistema cartesiano

di riferimento le equazioni delle generatrici saranno

X= Icx^
,

y:=.ky^^ z=: kz^

e, scrivendo che il punto Pi{x^yyZ^) è sopra una determinata

linea {direttrice)

(28) ^i=/(^), 2/i = 9W^ ^i^^'H

avremo le equazioni parametriche della superficie conica sotto

la forma

(29) x-zzilifiu)^ y:=k:p{u), z=:'k'])(u),

I sistemi di linee coordinate sono le generatrici (u= co-

stante) ed un sistema di curve omotetiche alla direttrice

(curve k =z costante : la direttrice è la curva &= 1) essendo il

vertice del cono centro di omotetia.

Dalle (29) si ha

^~"^(w)'

2;~cJ;(i*)'

da queste eliminando it, si ottiene una equazione della forma

^(-.' !)=0'

ed è questa appunto (n.° 456) la equazione cartesiana di una

superficie conica col vertice nella origine.

472. SuPERFioi DI TRASLAZIONE. Supponiamo che le equa-

zioni parametriche di una superfìcie esprimano le coordi-

nate X, y, z^ come somme di due funzioni, Puna del solo pa-

rametro u, l'altra del solo parametro v,

(30) X= f,{u) -h ^,iv), y= f^(u) -H ^^[v\ z= f,{u) -h- ^>,(v).
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Se sopra due diverse linee C,., , 0,., consideriamo 1 punti Pj, P^

corrispondenti ad uno stesso valore di u^ per le coordinate di

tali punti si avrà:

(31) ^1 = ?i(^2) — 9/^'i)j Vt — yi — 92K)

«, — 2^1 = cpa^i?^) — 93(^1)

"U'^i),

e, dal fatto che queste differenze sono indipendenti da w, ne

viene che qualunque sia la curva 0„ che incontra le date

curve C,.j , (7„, nei punti Pj , Pj il

segmento P^P^ è costante in lun-

ghezza, direzione e verso.

La curva O^., si Ottiene dun-
que dalla C^.j con la traslazione

PiPi", ed, in generale, tutte le

curve C^ si ottengono da una di

esse con una traslazione continua,

che faccia scorrere uno dei suoi

punti lungo una curva 0^.

Le medesime considerazioni valgono per le curve del si-

stema 0„, rispetto a quella del sistema 0^: e da ciò si deduce

che la superficie è generabile in doppio modo per traslazione di

ima curva invariahile lungo una seconda curva pure invariabile,

Queste 'due curve mobili si dicono generatrici e la superfìcie

vien detta di traslazione. Ponendo

x,= 2Uu) y,= 2f,{u) z, = 2Uu)

^2 = 2-^1W yi= 2-^^(v) z^=^2:p,(v)

si hanno le equazioni di due curve 0' e 0", per mezzo delle

quali si può dare una nuova definizione della superficie.

Scrivendo le (30) sotto la forma

x= y= Vi
Zzzz-

si vede che la superficie di traslazione è il luogo dei punti medi

dei segmenti che congiungono un punto qualunque della curva G'

con un punto qualunque della curva C",
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EQUAZIONE GEI^J^ERALE DELLE QUADEICHE

§ L Quadriche riducibili.

473. Le superfìcie algebriche del secondo ordine sono dette

quadriche. La equazione di una qiiadrica è dunque del se-

condo grado nelle variabili x, y, z e si scrive nella sua forma

generale

F(xyz)= a^^x^ h- a^^y^ -+- «33^* -h

-+- 2a^^xy +- la^^xz -f- ^^^a^^yz -+- 'Jiia^^x -+- 2^242/ ~^ ^^zi^ -^ ^u= ^>

od, in coordinate omogenee:

+- 2ai^x^x>i -+- 2aizX^x^ -+- 2a^^x^X4^ -+- 2a^^x^x^ -+- 2a^^x^x^ -t- 2a^^x^x^= 0.

Con convenzione analoga a quella fatta nello studio delle

coniche (n.*^ 241) supporremo, pei coefficienti di questa equa-

zione, che sia

a,.^= a„,„ (w, m= l, 2, 3, 4).

Il primo membro di questa equazione, f{oc^x^x^x^^ è una

forma quadratica nelle 4 variabili x^x^x^x^,

474. Il determinante simmetrico formato coi coefiacienti

delle semi derivate parziali

A =
«jj «jj ttjg a^^

a»-, ttfio aao a^i

^32 ^33

'41 "42 "43 *^*'44
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si dice discriminante della quadrica^ ed è anche il discriminante

della forma quadratica quaternaria f{XJ^x^x^oo^).

475. Quadriga per 9 punti. Nella equazione della qua-

drica compariscono 9 parametri essenziali, dunque la quadrica

è determinata dalla condizione di passare per 9 punti, e date

le coordinate di questi se ne potrà scrivere la equazione sotto

forma di determinante al solito modo (v. per es. il n.° 252).

476. Indichiamo le semiderivate parziali coi medesimi sim-

boli usati nello studio delle coniche ponendo:

n ,
/

/*-» '{x^x^x^x^) — a,^x^ + fljjirj -^ «230:3 -+- a^^x^

/,, '{x^x^x^x^)= «aiiTi -+- a^^x^ -^ a^^x^ -+- a^^x^

fcc, '{x^x^x^x,) = a,^x, -4- a,iX^ -t- a^^x^ -+- a,^x, .

Moltiplicando ordinatamente per x^^ x^, x^^ x^ e sommando
si ha la formula

(2) X^f^, '{X^X^^X^X^) -t- .Tj/,, '{x^x^x^x^} -+- x^f^, '(x^x^x^x^) -h

~^ ^iJ-r^ \XiX^X2X^) ::=f[Xj^X^X^Xj.

477. Intersezioni della quadriga f{x^x^x^x^)=zO con
LA retta per due DATI PUNTI F^{x^'x^'x^'x^'), P^^X^^X^'xj'x^'),

Sostituendo nella /=:0, i valori di x^x^x^x^ dati dalle equazioni

parametriche della retta (n.*' 239, Yol. I, pag. 203)

00^ ^i^ R/3u A "T~ X M j

con un procedimento analogo a quello tenuto al n.° 245 per

la risoluzione di questo medesimo problema nello studio delle

coniche, troveremo :

j
f{hx^' -f- a?i", hXi' -f- 0*2", hx^' -+- x^'\ hx^ -t- x^")

W <

lx'\
[
= ^'"K^ixixix;) -t- 2V(^^„j -\-fyx;'x;'x^'xC)
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nella qual formula si è posto

(5) ì -^^z%s 'i^i^^i'^z'^I') -^^Ifcc, \x^'x;'x.:'x;')=
'=^rfc.r \x{Vi%^zXl)-\-XÌ'f^,, \xlx^Xo;X^^-^

^~^3 Jor,% C^i X% ^3 ^4 )"+'^4 /a?4 ("^l "^g ^Z ^4 )'

I punti che appartengono contemporaneamente alla retta P'P"
ed alla quadrica f= sono dunque quelli che, per mezzo delle (3),

corrispondono ai valori di h che sono radici della equazione di

secondo grado :

(6)

478, Se in questa equazione tutti i coefficienti sono nulli, cioè se :

essa è identicamente soddisfatta da tutti i valori di h^ cioè

dalle coordinate di tutti i punti della retta P'P'\ e questa retta

appartiene alla quadrica.

Se la (6) è soddisfatta da piii di due valori distinti di h (cioè

se piti di due punti della P'P" sono sulla quadrica), la equazione

medesima è identicamente soddisfatta, tutti i suoi coefficienti sono

nulli, e la retta P'P" appartiene alla quadrica.

Avvertenza. Nel seguito, per brevità di scrittura, quando
ciò non potrà dar luogo ad equivoco, scriveremo brevemente

f(x), invece di fioo^x^x^x^)

fccA^)') » » f.ry'{x,x^x^x;)

/./W, * J cci
{X^X^X^X^},

479. Quadrighe riducibili. Consideriamo il caso in cui

si annulla il discriminante della quadrica

A —
^11 %2 (^n ^14

^21 ^22 ^23 ^24

^31 ^32 ^'33 ^34

«41 <*42 ^M ^44
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le quadriclie per le quali è soddisfatta una tale condizione

offrono speciali particolarità cìie importa esaminare.

La caratteristica del determinante A potrà essere 3, 2 od 1.

480. Se la caratteristica è 3, ciò significa che delle quattro

equazioni omogenee

\ a^jO?! -f- ^4 .r. -f- r/43ir3 -+- a^iX^ = 0,

una è conseguenza delie altre tre, e queste servono a definire

(a meno di un fattore di proporzionalità) un sistema di valori

x^x^x^xl^ ci^^ determinano un punto V {x^x^x^xl) pel quale

sono identicamente soddisfatte le (7), cioè le

(8) f,,\x;x;x^x;)^% /./M= o, /.,v) = o, /./w=:0.

Per la formula (2) avremo ancora

fix^xix^xl) — ^',

ciò significa che il punto P' è sulla quadrica.

Preso un secondo punto qualsivoglia P" pure appartenente

alla quadrica, tale cioè che sia

in forza delle (7) sarà ancora /( „]=rrO; troveremo allora che

tutti i coefficienti della equazione (6) relativa alla retta P', P"

sono identicamente nulli, dunque (n.° 478) che tutti i punti di

questa retta appartengono alla quadrica. E, siccome P" è un
punto qualunque della quadrica, questa si ridurrà ad un cono
col vertice nel punto P'.

In particolare, e coìne caso limite del cono, si avrà un cilindro,

se P' sarà un punto improprio, cioè se troveremo x^ = 0.

Tali coni (o cilindri) del 2.° ordine si dicono coni (o ci^

lindri) quadrici.

Se la equazione della quadrica è omogenea nelle x^x^x^^

cioè se è a^^= a^^ =z a^^ ==: aj^= il cono quadrico ha il vertice

neir origine (n.° 456).
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Ciò segue da quanto è stato detto in generale al n.° 456

ed anche, direttamente, dal fatto che il sistema (7) in tale

supposizione ammette la soluzione Xi = x^=zx^=zO.

481. Supponiamo ora che la caratteristica di A sia 2. Due
sole delle equazioni (7) saranno indipendenti, siano queste

i ttiiO?! H- a^.^x^ -+- «igOJg -f- a^^x^ =

esse rappresentano una retta r' dello spazio. Per ogni punto

di questa valgono le considerazioni fatte al N.^ precedente pel

punto P'; dunque tutta la retta r' apparterrà alla qaadrica,

e preso un punto qualunque P" appartenente alla quadrica e

situato fuor della retta r', troveremo che anche tutta la retta

P'P" (dove P' è un punto qualunque di r') appartiene alla

quadrica.

Ciò prova che tutto il piano determinato da P" e da r' ap-

partiene alla quadrica.

Preso ora un punto qualsivoglia P" della quadrica, situato

fuor di questo piano, vediamo che anche il piano (P'", r') appar-

tiene alla quadrica; questa dunque degenera in due piani pas-

santi per la retta r determinata dalle (7).

482. Finalmente, se la caratteristica di A è 1, tre delle equa-

zioni (7) sono conseguenza della rimanente, e questa d' altra

parte rappresenta un piano, per ogni punto del quale valgono

le considerazioni fatte al 480 pel vertice P'.

La quadrica si riduce allora a quel piano, contato due volte.

Concludiamo dunque che quando il discriminante A è nullo,

la quadrica è riducibile (degenere) e che il cono, la coppia di

piani ed il piano doppio sono i tre successivi gradi di degene-

razione,

§ IL Cono circoscritto, piano tangente.

483. L^ intersezione della quadrica con un piano è una conica.

Ed infatti, assumendo il piano secante come uno dei piani

coordinati, per es. come piano xy^ avremo la equazione della

della curva sezione facendo nella F{xyz)^^0,^z=^0', si trova

così

^11^* -H a^^y^ -\- 2a-^^xy -+- 2^140? -+- 2a^^y +- a^^ = 0,
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e questa è appunto la equazione di una conica. La quale, poi,

potrà essere reale od immaginaria; non degenere, o degenere.

484. Cono circoscritto alla quadriga da un punto.

La condizione perchè la retta P^P^' risulti tangente alla qua-

drica è che la equazione (6), che serve a determinare le sue

intersezioni con la quadrica, abbia una radice doppia; perciò

occorre e basta che si abbia :

(9) f{x,'x^'x,'x:) 'f(x,"x^'x,"xn -
\ /p,) j

= 0.

Se consideriamo il punto P' come dato, ed il punto P' come
punto generico dello spazio, la formula (9) esprime la condizione

cui devono soddisfare le coordinate di tutti i punti che con-

giunti con P" danno luogo ad una retta tangente alla quadriea.

Scrivendo x^x^x^x^^ in luogo di x^x^x^x^ avremo la equa-

zione del luogo di questi punti sotto la forma :

(10) Ax,x,x,x,) . f{x^'x-x^^xn -
I
/ (^.,)

I

=

e poiché questa è del 2.° grado, il luogo cercato sarà una

quadriea
;

piti precisamente, un cono quadrico col vertice

in P'\ poiché se un punto P' appartiene al luogo, anche tutti

i punti della retta P"P' vi appartengono.

La (10) è dunque la equazione del cono circoscritto alla

quadriea, col vertice nel punto dato P", Tale cono potrà essere

reale o immaginario : se P' non é sulla quadriea, si dice che P" é

esterno o interno ad essa secondoché il cono circoscritto da esso

alla quadriea é reale o immaginario.

485. Piano tangente in un punto P" della quadriga.

Se supponiamo che il punto P" sia sulla quadriea, il cono

tangente degenera in un piano. Ed infatti: la equazione (10),

quando in essa si faccia f[x{'x^'xi^xl^)= 0, si riduce alla

(11) /(^„)
=:A, \x;'xi^XÌ^Xr)x^^f,,\x{'x^'X^'xnX^ -H

-t- /,, \x^'xi'xi'xl')x^ + /^, '{x;'x;'x^'xl')x,= 0.

Questa è la equazione di un piano passante per P".
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Tutti e soli i punti di questo piano, congiunti con F"
determinano rette tangenti alla quadrica in P". Questo piano

è detto piano tangente alla quadrica nel punto P',

L'equazione del piano tangente può scriversi anche:



sono
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Questa intersezione, che sappiamo essere una conica, conte-

nendo la retta P'P'' si spezza in una coppia di rette rr'

uscenti diil punto di contatto P",

Per la seconda parte del nostro enunciato, supponiamo

clie un piano ti incontri la quadrica secondo una coppia di

rette rr' ', che si incontrino nel punto (proprio od improprio) P".

Consideriamo due altri punti P\P'" rispettivamente su

le r', r": poiché i punti P', P", P'" sono sulle rette r', r'", che

appartengono alla quadrica, avremo (n.° 478).

/(^) = 0, /(a;") = 0, fx"')-=0 ,

(/P=»./g:)=..

Ma le /( ,J=0, /( „ |r=:0 ci dicono che i punti P', P"

nel piano tangente in P" alla quadrica, questo dunque con-

tiene le rette P'P"^ pftp't. q^q^ ^ ^ piano ti considerato.

487. Osservazione. Se il piano tangente n oltre alle

rette r\ r" avesse in comune con la quadrica un altro punto P ",

non appartenente a quelle rette, tutto il piano tangente appar-

terrebbe alla quadrica, e questa si spezzerebbe in una coppia

di piani.

Ed infatti 'qualunque retta per P'" del piano ti, incon-

trando le r', r" in due punti P^^, P^ della quadrica, avrebbe tre

punti P"', P'^, P^, a comune con la quadrica ed apparter-

rebbe ad essa.

Osserveremo ancora che non è in generale possibile nem-

meno che da uno stesso punto escano tre rette distinte r', r", r'"

non complanari, appartenenti alla quadrica. Perchè, in tale

ipotesi, si avrebbero in quel punto (appartenente alla quadrica)

tre piani distinti, tangenti alla quadrica, mentre, in generale,

non se ne ha che uno solo, dato dalla equazione (12). Fa ecce-

zione solamente il caso che la quadrica sia un cono e che

quel punto ne sia il vertice.

Dunque U7ia quadrica irreducìbile non può appartenere a tre

rette uscenti da uno stesso punto.

488. Risalta dalla proposizione dimostrata al n." 477, che

per ogni punto P della quadrica passano sempre due rette (reali
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od immaginarie) appartenenti alla quadriea^ ed in generale [due

sole, (a meno che la quadrica non si spezzi in due piani o non

sia un cono col vertice in quel punto).

Se per una retta qualunque appartenente alla quadrica si

conduce un piano ^
questo interseca la quadrica in una seconda

retta^ ed è tangente alla quadrica nel punto dove queste due rette

si incontrano.

§ IH. Quadriche a punti ellittici, iperbolici, parabolici.

489. Abbiamo visto da ogni punto P" della quadrica escono

due rette appartenenti alla quadrica, rappresentate dal sistema

/(«') = o, /(y = o.

Se la quadrica è reale tali rette saranno, od entrambe reali e

distinte, o reali e coincidenti, ovvero immaginarie coniugate.

Nel primo caso il punto viene detto iperbolico, nel secondo

parabolico, nel terzo ellittico.

Dimostreremo che tutti i punti di una stessa quadrica sono

della stessa specie, cioè o tutti iperbolici^ o tutti parabolici, o

tutti ellittici.

Per maggior semplicità useremo coordinate cartesiane non
omogenee, e ci riferiremo ad un sistema con la origine nel

punto P'' che vogliamo considerare, ed assumeremo come piano

xy il piano tangente in P" alla quadrica.

Escludiamo il caso che la quadrica sia un cono col ver-

tice nel punto P". Essendo P" origine delle coordinate sarà

x'' = y" = 0" = 0, e perciò la equazione del piano tangente

in P" alla quadrica sarà (formula (14))

a^^x -+- a^^y -+- a^^z -h a^^ = 0.

Ma questa equazione deve ridursi a quella del piano xy, cioè

a 5^= 0, perciò dovremo avere

<*14= <»24= <*44= 0,

non potrà essere anche a^^= perchè altrimenti la equazione

della quadrica sarebbe omogenea nelle x^ y, z e rappresente-

rebbe un cono col vertice nella origine P", contro il supposto.
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Lji equazione della quadrica avrà dunque la forma

(15) «uj;' H- a^^y* -f- «33^;^ -+- ^a^s^xy -+- 2a^iXZ H- 2a^^z -h 2ai^z =: 0.

Segando col piano 2?= 0, otteniamo

che rappresenta una coppia di rette per la origine ; risolvendo

questa rispetto ad x troviamo per la rappresentazione analitica

di tali rette sul piano xy^ le equazioni :

I «n^ -t- («12 — V«u*— «11^22)^= 0.

Vediamo dunque che tali rette sono

reali e distinte (punto iperbolico) se a^u — a^^a^t >
reali e coincidenti (punto parabolico) se a*ij — «ii«2j =
immaginarie (punto ellittico) se a*i2 — <»ii«22 < ^

Ma calcolando il discriminante della (15) troviamo

ttii a,- a,,

«•1 a22 ^*'23

a,, a
1

W32 »*33 "34

a34'(«l»*— «lia22)

dunque, ricordando che nelle nostre ipotesi è a34 4=^j vediamo

che il segno del discriminante della quadrica è quello che deter-

mina la specie del punto P".

W altra parte è noto che il discriminante non muta per

trasformazioni ortogonali (^), perciò, in particolare, il suo segno

(*) Questo bì vede facilmente osservando che, posto

o brevemente y= S{x), per le formule (2) si ha
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rimarrà lo stesso qualunque sia il punto P" della quadrica,

rispetto al quale si sono fatte le precedenti riflessioni : dunque
in fine, vediamo che tutti i punti della quadrica sono della stessa

specie^ e precisamente iperholici^ paraholici od ellittici^ secondo che

il discriminante A è positivo, nullo o negativo,

490. Le sole quadriche a punti parabolici sono i coni fo cilindri).

Ed infatti, se un punto P della quadrica è parabolico, il piano iz

tangente in P; sega la qua-
drica secondo due rette reali

e coincidenti cioè secondo una
retta r^r^^ r'\ e perciò è tan-

gente alla quadrica in ogni

punto di una tale retta.

Se ora facciamo passare

per r un altro piano ii' diverso

da ir, questo incontrerà la qua-

drica in una seconda retta s

(diversa da r) e sarà tangente alla quadrica nel punto V dove
le rette r ed « si incontrano (n.'' 488).

Ma anche il piano ti è tangente in Falla quadrica, dunque
la quadrica ammette in V due piani tangenti ed è quindi un
cono col vertice in V (n. 487) e la retta r è una sua generatrice.

Se ora eseguiamo una trasformazione (ortogonale)

/ Xi == 6'iiXi -+- .... -+- Ci^X^

che indicheremo scrivendo x = 8i{X)^ ne verrà

y^SS.iX)

f=T^Xi~h....-hT,X^, con T=SS^^X.

Il discriminante della / nelle X è dunque eguale al prodotto del

determinante A delle 8, pel quadrato del determinante della S^^ (vedi

n.^ 162, Voi. I, pag. 136).

Ma quest'ultima è una trasformazione ortogonale, il cui modulo

è d= 1 ; il quadrato di questo è dunque 1, e perciò A rimane invariato.
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491. In una qaadrica a punti ellittici il piano tangente

in uno dei suoi punti lia questo solo punto (reale) in comune
con la quadrica, e la quadrica non può
attraversare il piano tangente. Perciò

vi è almeno una porzione (o falda) della

superfìcie che è tutta dalla stessa parte

del piano tangente. Potrà accadere, pe-
raltro, che la superfìcie possegga anche
una seconda falda, che dovrà allora

giacere interamente dalP altra parte ri-

spetto a tale piano.

Questo caso si presenta, come ve-
dremo, per l'iperboloide a due falde.

492. Se la quadrica è a punti iperbolici il piano tangente

in un punto Q taglia la quadrica secondo due generatrici reali

per 0, r', r" ; e qualunque piano

dello spazio sega la quadrica se-

^ condo una conica reale, poiché esso

ha un punto comune reale (pro-

prio od improprio) con ogni retta

della quadrica.

Se consideriamo i punti E', B"
dove una tale conica incontra le

due generatrici r', r", vedremo
che in questi punti la conica at-

traversa il piano tangente rV :

dunque nelle vicinanze del punto le generatrici r', r" divi-

dono la superficie in quattro settori, che, successivamente, sono

posti da bande opposte rispetto al piano tangente; di qui si

vede che, in ogni suo punto la quadrica ha forma concavo-

convessa, o, come suol dirsi, di sella.



CAPITOLO III.

POLAEITl DEFINITA DA UNA QUADRIGA

§ I. Poli e piani polari.

493. Due punti P'P" si dicono coniugati rispetto ad una

quadrica, se il segmento PP" è diviso armonicamente dai punti A^ B,

di intersezione della retta P'P" con la quadrica. Questa definizione

è la stessa che fu data per punti coniugati rispetto ad una

conica al n." 260: con lo stesso procedimento colà seguito, tro-

veremo che la condizione di coniugio per i punti P'P" è

espressa dalla equazione

(^) -^6'') = '^i'-^- '(^"> -+- ^«'•^- '^^"' + '^«'•^»-' '('*") -^ '^^'/-'(*") = <*•

494. Sopra ogni retta dello spazio esistono infinite coppie di

punti coniugati, le quali costituiscono una involuzione che ha per

punti doppi i punti di incontro di una tale retta con la quadrica

(n.° 265). Tale involuzione sarà dunque iperbolica se la retta

attraversa la quadrica, ellittica se è esterna, parabolica (o

quindi degenere) se è tangente alla quadrica.

Se consideriamo le infinite rette della stella che ha per

centro P", sopra ognuna di queste potremo determinare il

punto P, coniugato di P" rispetto alla quadrica.

Le coordinate di questi punti P{XiX^x^x^) soddisfano tutte

alla condizione di coniugio:

(2) (O'n^i" -+- (f'nXi" -+- ciu^i" -+- «14^4")^! -+-

-+- (a3ia?i" -h a^^x^" -+- a^^x^" +- a^^x^")x., -4-

-f- (a^iXi" -+- a^^x^" -+- a^^x^" -\- a^^X4")x^ =
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questa, che scriveremo brevemente

oppure

(2") x.Wix^^) H- xJ,J{af') -+- xj^,\x') -+- xJ,J{x^^) = 0,

è la equazione di un piano n".

Dunque il luogo dei punti coniugati di P" rispetto alla

quadrica è il piano k" rappresentato dalla equazione (2), detto

piauo polare di P" rispetto alla quadrica.

Il punto P" è detto polo del piano tt".

Confrontando la equazione (2) con la (13) trovata al n.° 485

pel piano tangente, vediamo che se P" è sulla quadrica, il suo

piano polare è il piano tangente in P" alia quadrica stessa;

cioè che : il piano polare di un punto appartenente alla quadrica

è tangente alla quadrica in quel punto : e reciprocamente ; Se

un punto P" appartiene al suo piano polare, è sulla quadrica, ed

il piano polare è tangente alla quadrica nel punto P".

495. Abbiamo visto al n.° 484 che la equazione del cono cir-

coscritto alla quadrica, avente il vertice in un dato punto P"
dello spazio, ha la forma

(3) /W/(^')-|/(yf=0.

Se consideriamo il punto P'(x^Xc^'x^'XjI) dove una retta

uscente da P" tocca la quadrica, questo punto soddisfa la (3;,

perchè appartiene al cono circoscritto ; inoltre soddisfa la

f(x)= 0, perchè appartiene alla quadrica, dunque le coordinate

di un tal punto soddisfano la condizione

/(::.)=«•

Ma questa è la condizione di coniugio dei due punti P', P",
dunque il punto P' si trova nel piano ti" polare di P" rispetto

alla quadrica. Abbiamo quindi il teorema:

Il luogo dei punti di contatto delle generatrici del cono circo-

scritto alla quadrica da un dato punto, è la conica secondo cui il

piano polare (di tale punto, vertice del cono), taglia la quadrica.

Bortolotti II. a



34 CAPITOLO TERZO

Questa conica risulta reale se il vertice P^ è esterno, imma-
ginaria se interno ; degenere, se il punto P^ è sulla quadrica

(infatti il suo piano polare risulta tangente alla quadrica)

(n.° 484). E, inversamente, secondo che la conica di contatto è

reale e non degenere, immaginaria, degenere, il punto P^ è esterno,

interno, od appartiene alla quadrica.

A questo proposito, peraltro, è bene osservare che nelle

quadriche a punti iperbolici ogni sezione è reale, ed il cono

circoscritto è sempre reale qualunque sia il suo vertice; tutti

i punti dello spazio sono dunque da considerare come esterni ad

una quadrica a punti iperbolici; mentre le quadriche a punti ellit-

tici parabolici dividono lo spazio in due regioni, V una interna

e V altra esterna alla quadrica.

§ 2. Polarità definita da una quadrica.

496. Data una quadrica /(iCiiCgiPaiP^Ì = 0, ad ogni punto P"
dello spazio rimane coordinato un piano tt, che è il piano po-

lare di P", Vedremo ora che se la quadrica non è riducibile,

cioè se J. 4=0 (n.° 479), ad ogni piano ti" dato mediante le sue

coordinate g/', ?/', g/', ?/' (n.« 239, Yol. I, pag. 201) corri-

sponde un punto P'', polo di tt.

Ed infatti, dato il punto P" rimangono determinate le

coordinate del suo piano polare (formula (2)) mediante le

formule
?."



POLARITÀ DEFINITA DA UNA QUADRIGA 35

Così rimane determinato in modo uiiico il polo P'' del

piano dato ti''.

Le equazioni (4), (5) definiscono una polarità (n.^ 449,

Voi. I, pag. 372).

Concludiamo quindi die : una quadrici irriducibile stabi-

lisce una corrispondenza ("polarità) fra i punti ed i piani dello

spazio, per la quale ad ogni punto corrisponde un piano (piano

polare) e ad ogni piano un punto (polo).

I punti della quadrica appartengono al loro proprio piano

polare.

I piani tangenti alla quadrica appartengono al loro polo.

Dalla forma lineare delle equazioni (4), (5), die definiscono

la polarità, si deduce ancora che : Se un punto descrive una
punteggiata, il suo piano polare descrive un fascio proiettivo alla

punteggiata, e reciprocamente (i\.^ 447).

Se un punto P appartiene ad un piano n', il piano polare tz

di P appartiene al polo P' di ti' (legge di reciprocità).

Se due punti P\ P" sono coniugati rispetto alla quadrica,

<;iascuno di essi appartiene al piano polare dell' altro, e recipro-

camente.

E, con le stesse riflessioni fatte nello studio delle coniche

al n.*' 265, (Voi. I, pag. 229), dimostreremo che la quadrica in-

duce sopra ogni retta dello spazio una involuzione, nella quale

^ono punti doppi le intersezioni di tale retta con la quadrica; e,

sopra ogni fascio di piani, una involuzione nella quale sono ele-

menti doppi i piani tangenti alla quadrica,

497. Bue piani ti', tc" si dicono coniugati rispetto ad una
quadrica, se ciascuno di essi appartiene al polo delV altro.

Indicando con P*, P'' i poli rispettivi dei piani dati, la

•condizione di coniugio sarà data dalla condizione di apparte-

nenza di P" a tt',

•cioè, per le formule (5),

yg\ ]
"+~ (^21^1 ~^ ^ti^-i "^~ -^23^3 ~+" -^24^4' J^s'

"+"



36 CAPITOLO TERZO

Se un piano coincide col suo coniugato appartiene al

proprio polo, cioè è tangente alla qiiadrica, e reciprocamente,,

ogni piano tangente coincide col proprio coniugato.

498. Inviluppi di seconda classe. La condizione, per un
piano generico ^{^^^^^2^4), di essere tangente alla quadrica,

viene data perciò dalla (6), nella quale si supponga n' =:tz" = TCy

ed è della forma

(7) 4i,f.'+ A,,^,' -f- A,,l,' -+- A,,i,' +
-t-^^nUz +;2^i3?,?3 +i2A„?,5,+ 2A„Uz "+- 2^uU4+2A„i,i,=0^

questa dunque è la equazione della quadrica considerata come

inviluppo di piani, 0, in altri termini, è la equazione tangenziale^

(o plilcJceriana) della quadrica.

Poiché essa è di secondo grado, ne dedurremo che i piani

tangenti ad una quadrica costituiscono un inviluppo doppiamente,

infinito di seconda classe,

499. Inviluppi di seconda classe degeneri. Il discri-

minante della forma (7) è legato, come è noto, a quello della

f{x^x^X2X^):=z{) dalla relazione

^11 •••• -^14

-^41 •••• ^44

= ^»;

questi d'je discriminanti dunque sono insieme nulli o diversi

da zero. In una quadrica inviluppo data a priori, e degenere,

la caratteristica del discriminante può essere 3, 2, 1.

Se la caratteristica è 3 l'inviluppo è V ente duale di un cono;

cioè un inviluppo composto degli infiniti piani che passano per

le infinite tangenti ad una conica. (Il cono è considerato come
costituito dalle infinite punteggiate i cui sostegni proiettano da

un punto, esterno al suo piano, gli infiniti punti di una conica).

Un tale inviluppo vien detto quadrica limite perchè si

considera come 1' ente in cui degenera l' inviluppo dei piani

tangenti ad una quadrica, quando si immagina che la qua-

drica si appiattisca, tì.no a ricoprire in doppio modo la por-

zione di piano interna (od esterna) ad una conica.
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Se la caratteristica è 2 ^inviluppo deo^enere si Stende in

due stelle di piani: vieii detto coppia di punti (dei centri di

tali stelle).

Se la caratteristica e 1 le due stelle coincidono e V invi-

luppo deo^euera in un punto doppio (contato due volte).

§ III. Polari reciproche.

500. Abbiamo già osservato (n.° i96) clie, nella polarità

determinata da una quadrica, i piani polari dei punti di una
retta r', costituiscono un fascio avente per asse una seconda

retta r". Si vede facilmente che i piani polari di punti alli-

neati su r" formano un fascio avente per asse r'; e ciò perchè

due punti qualsi vogliano F\ P" presi, rispettivamente, su r'

e su r" sono coniugati rispetto alla quadrica.

Per questa ragione due rette, come r', r" delle quali cia-

scuna sia asse del fascio di piani polari rispetto alla quadrica,

dei punti dell'altra, si dicono rette polari reciproche o rette

coniugate.

501. Due rette coniugate sono, in generale, sghembe. Quelle

coppie t'y t" che risultano complanari, hanno un punto co-

mune (proprio od improprio) il quale deve appartenere al suo

piano polare. Infatti essendo su f , il suo piano polare deve

contenere t" e quindi 0. E, similmente, il piano t: di tali rette

deve appartenere al stio polo: questo polo sarà dunque il

punto comune alle due rette. Esso perciò apparterrà alla

quadrica, il piano - sarà tangente alla quadrica, ed anche le

rette f, t" saranno tangenti alla quadrica nel punto 0.

Sono esse dunque due tangenti coniugate. Si vede che, re-

ciprocamente, ad ogni tangente alla quadrica in un punto è

coniugata una seconda retta t'\ tangente alla quadrica nel mede-

simo punto i poiché ai punti di r' debbono corrispondere i piani

di un fascio avente per asse una retta per 0,

502. Le infinite coppie di tangenti coniugate t% t" in un
punto della quadrica formano una involuzione i cui raggi

doppi sono le due generatrici della quadrica per 0,
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Si dimostra che le coppie t\ t" formano una involuzione

osservando che esse sono incontrate da qualunque retta del

piano TU in coppie di punti T'T'% coniugati rispetto alla qua-

drica (n.« 496).

Se poi indicLiamo con r' una retta doppia della involu-

zione delle tangenti coniugate ogni punto di essa dovrà ap-

partenere al suo piano polare,

cioè sarà punto della qiiadrica:

essa quindi sarà una retta ap-

partenente alla quadrica, e

X)recisamente una delle due
generatrici secondo cui il piano

tangente tt taglia la quadrica»

JJ altra generatrice sarà

P altra retta doppia r". Katu-
ralmente queste generatrici sa-

ranno reali od immaginarie se-

condo che la quadrica sarà a punti iperbolici od a punti ellittici.

Dunque la involuzione delle tangenti coniugate in un
punto della quadrica, è iperbolica, parabolica od ellittica,

secondo che il punto stesso è iperbolico, parabolico od ellittico.

Abbiamo anche che, se una retta appartiene ad una qua-*

drica, anche la sua coniugata le appartiene.

503. Sia un punto della quadrica: se immaginiamo con-

dotto un piano qualunque iz' parallelo al piano tz tangente

in alla quadrica, esso incontrerà la quadrica secondo una
conica G che vien detta indicatrice di Bupin, relativa al

punto della quadrica. I punti impropri! di questa conica

saranno i punti improprii delle generatrici r', r"; queste dunque
segnano le direzioni assintotiche della indicatrice C.

Ogni coppia di tangenti coniugate è parallela ad una
coppia di diametri coniugati di 0. Fra le infinite coppie di

tangenti coniugate in ve ne è in generale una sola orto-

gonale, che è parallela agli assi della indicatrice C. I^e dire-

zioni di queste tangenti coniugate ed ortogonali per 0, si

dicono direzioni principali della quadrica relative al punto 0.

Al variare del piano secante tu', variano le coniche se-

zioni 0. Ma queste, avendo gli stessi punti improprii, riman-

gono sempre della stessa specie j vedremo a suo luogo che

esse sono coniche simili e similmente disposte.
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504. Ombelichi. Se hi indictitiice è un cerchio, la involu-

zione delle tangenti coniugate per è quella degli angoli

retti, e reciprocamente:

Se il punto della quadrica è tale che per esso la involu-

zione delle tangenti coniugate risulti ortogonale, tutte le sezioni

fatte nella quadrica con piani paralleli al piano tangente in

sono cerchi.

11 punto è, in tal caso, detto punto circolare od om-
belico della quadrica.

505. Piani tangenti alla quadriga per una retta.

Se una retta r' non appartiene alla quadrica, nemmeno la

retta sua coniugata r" apparterrà alla superficie; la r" incon-

trerà questa in due punti P, Q.

Se consideriamo ora un piano t: uscente da r', tangente

alla quadrica, vediamo che il suo punto di contatto, essendo

polo dello stesso tt, deve appartenere ad r'\ cioè è uno dei due

punti P, Q.

Keciprocamento un piano per r' e per uno di questi due

punti appartiene al suo polo ed è quindi tangente alla quadrica.

Concludiamo dunque che: per una retta, non appartenente

ad una quadrica, si possono condurre due piani tangenti ad essa,

ed i punti di contatto sono le intersezioni con la quadrica della

retta coniugata alla data.
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PEOPRIETÀ DIAMETRALI DELLE QUADRIGHE

§ 1. Classificazione metrica delle quadriche.

506. Segando la quadrica col piano improprio si trova una
conica Coo di equazioni:

(1)

La Ooo può essere reale od immaginaria, degenere o no, e

da ciò si distinguono le varie specie di quadriche.

Consideriamo anzitutto quadriche non riducibili.

507. I. Se la conica Ooo è immaginaria non degenere^ la qua-

drica non ha nessun punto alP infinito, le sezioni di essa con

piani sono ellissi reali od immaginarie, ed essa ha il nome di

ellissoide. Se l'ellissoide è reale, esso è una quadrica a punti

ellittici, perciò il suo discriminante A è negativo (n.° 489).

Inversamente, se A < F ellissoide è reale, (come mostreremo

in seguito), e se A > è immaginario.

II. Se la conica Ooo è reale non degenere^ la quadrica è

certamente reale, le sezioni di essa con piani sono ellissi se

la traccia del piano secante nel piano improprio è esterna

alla Ooo, parabole se tangente alla Ooo, iperboli se taglia

la Ooo in due punti reali. La quadrica è detta iperboloide, è

a punti ellittici (iperboloide a due falde) se JL < 0, od a punti

iperbolici (iperboloide ad una falda o rigato) se A > 0.

III. Se la conica Ooo è degenere, essa può spezzarsi o

in due rette immaginarie coniugate, o in due rette reali, Kel
primo caso la quadrica è a punti ellittici (A < 0) e vien detta:

paraboloide ellìttico, le sezioni fatte in questa quadrica con

piani sono in generale ellissi, esse sono parabole solo se il
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l)iiino secante appartiene alla stella che ha per centro il punto

(improprio), intersezione delle rette nelle quali degenera Oc».

Se la Ooo è costituita da una coppia di rette reali e di-

stinte^ la quadrica è a punti iperbolici (A > 0) ed è detta pa-

raboloide iperbolico o paraboloide rigato.

Le sezioni piane di questa quadrica sono in generale

iperboli, sono parabole per quei piani che appartengono alla

stella che ha per centro il punto di incontro delle rette di Ooo.

Se infine, la Ooo si spezza in due rette coincidenti, la qua-

drica è a punti parabolici, cioè è un cono (piti propriamente

«n cilindro). Si tratterà in ogni modo di quadriche riducibili,

che noi esamineremo piìi partitamente nel n.° seguente.

Si vede infatti, che in tale ipotesi si ha A=:0, poiché

essa importa che il discriminante A^^ della Ooo abbia carat-

teristica 1 (n.° 248, Voi. I, pag. 214); cioè che due delle sue

linee siano funzioni lineari omogenee della rimanente: dunque
questo determinante, con operazioni razionali su linee, assume

la forma
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può esser immaginaria solo se A > 0, e inoltre i coefficienti a^^y

ttgg, «33 hanno tutti lo stesso segno, e questo è concorde con

quello di A^^.

508. Le quadrìche riducibili, caratterizzate dall' annullarsi

del discriminante A, sono coni (eilindri) o coppie di piani.

Lasciando dal considerare queste ultime, cLe non hanno

interesse, osserveremo che i coni hanno sempre vertice reale

(proprio od improprio) dato, come si è visto al n.^ 480, dal

sistema di equazioni lineari /«;,/ = 0, r=zl, 2, 3, 4; ma gli altri

loro punti possono essere reali od immaginari, perciò si hanno

coni reali e coni immaginari, I primi tagliano il piano improprio

secondo una conica Ooo reale (non degenere se si tratta di un
vero cono a vertice proprio, e non di una coppia di piani né

di un cilindro) perciò essi si possono considerare come ap-

partenenti al genere degli iperboloidi, I coni immaginari in-

vece si possono considerare come appartenenti al genere degli

ellissoidi.

Un piano non passante pel vertice sega il cono secondo

una conica che sarà ellisse, iperbole o parabola, secondo che

il piano parallelo al piano secante, pel vertice, non taglia

ulteriormente il cono, o lo taglia secondo due generatrici, o

lo tocca lungo una generatrice.

Se il vertice è un punto improprio, il cono è, nel fatto,

un cilindro, questa quadrica è incontrata dal piano improprio

(contenente il vertice) lungo due generatrici, dunque può con-

siderarsi come un paraboloide; ed a seconda che tali genera-

trici saranno immaginarie, reali e distinte, reali e coincidenti,

si avranno cilindri ellittici, iperbolici, parabolici,

509. Le considerazioni fatte al n.° 507 offrono il mezzo
analitico per distinguere le varie specie delle quadriche; ag-

giungeremo la osservazione che: la condizione necessaria e suffi-

ciente perchè la quadrica sia un paraboloide è che si abbia

(2) A,,=
"22

ao^

Ed infatti A^^ è il discriiniiiante della Ooo, e la (2) è la

condizione perchè questa conica sia degenere.
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Per superftci cilindriche (quadriche) deve aversi ad un

tempo ^ = 0, A^^ = 0.

Per coni quadrici (a centro proprio) si deve avere A = 0,

^.4+ 0.

§ IL Centro e piani diametrali.

510. I punti di mezzo di corde fra loro parallele di una

quadrica sono, su ciascuna corda, coniugati del punto im-

proprio comune ad esse.

Il luogo di quei punti è dunque il piano polare di un

tale punto improprio. Ad un tale piano è dato il nome di

piallo diametrale coniugato alla direzione di quelle corde.

Diremo dunque che: il luogo dei punti di mezzo di un hì-

stema di corde parallele in una quadrica è il piano diametrale

coniugato alla direzione di esse corde,

511. Se indichiamo con l, m, n, i coseni direttori perti-

nenti alle corde del sistema, il punto improprio Poo ad esse

corrispondente avrà coordinate omogenee {l, m, n, 0), e la

equazione del i^iano diametrale ad esse coniugato sarà (n.'^ 494,

form. (2)):

(3) (a^-^l -+- a^^m -^ a^^n)x^ h- (aj,? -+- a^^m -+- a^{n)x^ -+-

-+- (agjZ -f- ajjm -t- a^^n)x^ -\- [a^^l -+- a^^m -t- a^gn)^?^ = 0,

che potremo anche scrivere

(4) («niPi-i- «12^37,-4- aitiPg-f- a{^x^)l -+- («210?!-h a^^x^-\- a^jOJj-t- a^^x^m +
-f- (a^^x^ -\- rtjjiPg -t- «13ÌP3 -+- a^^x^m= 0.

In coordinate non omogenee:

(5) [a^^x -h ajj2/ -f- (f^n^ -^ ^14)1 -+- {Ot^x -\- a.^y -h a^^z -+- a^^m -+-

-f- [a^^x -H «jji/ 4- a^^z -f- a^^ìn — 0.

In particolare i piani diametrali coniugati alle direzioni

degli assi x, (1000), y, (0100), z^ (0010) saranno, rispettivamente,

1 a^^x -+- a^^y -h a^^z h- a^^ =:

'^) ' a^^x -^ a^^y -^ a^^z -\- a^^ — Q
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cioè si ottengono eguagliando allo zero rispettivamente la derivata

parziale presa rispetto alla variabile omonima.

Confrontando la (5) con le (6) si vede che la equazione del

piano diametrale coniugato alla direzione (/, w, n) risulta da una

comòiìiazione lineare delle equazioni dei piani coniugati alle dire-

zioni dei tre assi^ coi coefficienti l^ m, n,

512. Centro della quadriga. I piani diametrali, essendo

polari di punti appartenenti ad uno stesso piano (il piano

improprio) apparterranno tutti al polo del piano improprio.

Questo punto è detto centro della quadrica.

Dunque: il centro della quadrica è il polo del piano im-
proprio^ nella polarità determinata dalla quadrica.

Tutti i piani diametrali passano per il centro.

Tutte le corde della quadrica, passanti pel centro (diametri)

sono da questo dimezzate,

513. Un diametro d ed un piano diametrale ti sono coniugati

quando il punto improprio di d è polo di n,

I piani tangenti alla quadrica negli estremi di un dia-

metro sono paralleli al piano diametrale ad esso coniugato.

E reciprocamente:

Un diametro è coniugato al piano diametrale parallelo al

piano tangente alla quadrica in uno degli estremi del diametro.

514. Per avere le coordinate del centro Cix^yQZo) basterà

risolvere rispetto ad x, y, z il sistema risultante dalle equa-
zioni di tre piani diametrali qualunque.

In particolare dal sistema (6) ricaveremo

(7) X —^ y —^ z —èli
^u ^u ^u

Risulta da queste formule che il eentro è un punto improprio

quando è ^^^ ^ 0, cioè quando la quadrica è un paraboloide,

515. 11 centro non risulta determinato quando si ha ad
un tempo A^^= Ai^z=z Ai^=: A^^=zO, In tal caso è anche JL= 0,

la quadrica è un cilindro, e quindi possiede in effetto infiniti

centri allineati, sopra una retta propria se il cilindro è ellittico

od iperbolico, sopra una retta impropria se parabolico.
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516. In particolare abbiamo dunque: nel paraboloide i piani

diametrali formano una stella impropria ^ ed i diametri sono tutti

paralleli fra loro.

517. Se consideriauio una quadrica qualsivoglia, ed in essa

un diametro d\ poiché questo passa pel centro della quadrica

(proprio od improprio) la retta d" polare reciproca di d' sarà

nel piano polare del centro, cioè nel piano improprio, o vi-

ceversa.

I diametri si possono dunque considerare come le rette

polari reciproche delle rette improprie rispetto alla quadrica.

518. Coppie e terne di piani diametrali coniugati.

Due piani diametrali sono coniugati se ciascuno di essi appartiene

al polo deW altro, (cioè se è parallelo alle corde bisecate

dair altro).

Per ogni diametro passano infinite coppie di piani dia-

metrali coniugati; esse formano una involuzione, involuzione

dei piani diametrali coniugati, nella quale sono piani doppi i

piani tangenti alla quadrica pel centro (piani assintotici)

(n.° 498, cfr. i n.i 277, 280).

Sia d' un diametro di una conica a centro, tc' il piano

diametrale ad esso coniugato. Si consideri un diametro d" ap-

partenente a Tu' : il piano diametrale ti" coniugato a d" passerà

per d\ e taglierà k' secondo un terzo diametro d'", il quale ri-

sulterà coniugato al piano tu'" dei primi due.

Si è così costruito un triedro in cui ogni faccia ha per

polo il punto improprio dello spigolo opposto: esso è detto

triedro diametrale autoconiugato; le sue facce costituiscono

una terna di piani diametrali due a due coniugati, i suoi spigoli

una terna di diametri due a due coniugati.

519. Piani diametrali principali. Si dicono principali i

piani diametrali che risultano normali alla direzione cui sono

coniugati.

La condizione di normalità fra il piano diametrale

(a^Z -1- «igW -+- a^^n)x -+- {a^^l -+- a^^m -h a^^n)y -+-

-t- («31^ -4- a^^m -\- ai^n)z =z
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€ la direzione Z, m, ?i, cai esso è coniugato è espressa (n.° 215,

Voi. I, pag. 185) da:

(81
i

— ~
^

— -
.

Indicando con fe il valore comune di questi tre rapporti,

si dovrà avere:

I («11 — 7c)l -+- rtijm -+- «igTi=
(9)

, «21? -f- («jj — 1c)m -+- a^^7i=
; «31? -f- a^^ìn -f- («33 — k)n =: 0.

La condizione di coesistenza di queste tre equazioni è

espressa dalP annullarsi del determinante dei coefficienti, cioè

da

le «,» «,,

(10)

"11

«33 — k

=rO.

Questa è un'equazione del terzo grado in k, che appartiene

al tipo delle equazioni secolari, ed ha, come tale, tre radici

tutte reali (^).

(*) Si dicono secolari perchè si presentano nella determinazione

«delle ineguaglianze secolari nel moto dei pianeti.

La dimostrazione che le radici della (10) sono tutte reali^ può

farsi al modo seguente: sia Tci una radice (in generale complessa)

della (10); in corrispondenza di Tc^ determineremo tre numeri non tutti

nulli (in generale complessi) li, m^ , n^ soddisfacenti le (9), ed avremo

(11)
I

«21?1 "*- ^22*"i +" <*23'*1 = ^iWll

' rt3iZi-h«32mi-+-a33roi = A;i«i.

Indichiamo genericamente con a' il numero complesso coniugato

di un dato numero a; moltiplichiamo le (11) ordinatamente per Z/,

wi/, n/ e sommiamo. Ne verrà

^iihh' +• ^2i?i^i'+ ^3ih^^i +- ^i2^ih' -^ a22*^i^*''i' "+~ ^32^1^*1' -+~

-+- alenili -+- rt23^«^iWi' -+- «sabini'= ICiilJi' -+- «^w/ 4- «£»?/).
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I piani principali di una data quadrica sono dunque tre^ e

sono sempre reali: e costituiscono il triedro autoconiugato ortogo-

nale della quadrica,

520. Per le quadriche a centro i tre i)iani principali for-

mano un triedro trirettaugolo, e sono mntaalmente coniugati.

]<], siccome i piani principali sono piani di simmetria ortogonale,,

le tre intersezioni di essi sono assi di simmetria ortogonale,

che vengono detti assi della quadrica.

I punti dove gli assi incontrano la quadrica si dicono

vertici della quadrica. I piani tangenti nei vertici sono perpen-

dicolari agli assi.

621. Per i paraboloidi uno dei piani principali è il piano

improprio, gli altri due sono piani proprii coniugati che si

segano secondo un diametro coniugato ad ogni piano ad esso

perpendicolare, che vien detto asse della quadrica: il punto

proprio dove Passe sega la quadrica è il vertice del para-

boloide.

522. Se la quadrica è una superficie di rotazione (n.° 467)

Passe di rotazione è un asse della quadrica, e tutti i piani

per V asse di rotazione sono piani principali.

Se la quadrica di rotazione è a centro, essa possiede anche

un piano diametrale principale normale alP asse. In particolare

nella sfera ogni piano diametrale è principale.

Immediatamente si verifica che formando il numero complesso

coniugato del primo membro di questa eguaglianza, cioè

-+- «13»ll'^l -H rt23*»l'*Wl -+- «33Wi''H

per la simmetria dei coeflScienti rtrs= «sr, si riproduce quello stesso

primo membro, onde si vede che esso è reale. Sarà dunque reale anche

il secondo membro, cioè

ma il fattore Z^/i'-f- m^Wi'H- w^Mì', è reale; tale è dunque anche il nu-

mero k^.

Così si prova che ogni radice le della (10) è reale.
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523. Cono asintotico. Si dice cono asintotico il cono circo-

scritto alla quadrica (n.** 484) dal centro di essa, cioè che ha il

vertice nel centro.

Sappiamo che il cono circoscritto tocca la quadrica Dei

punti della conica sezione della quadrica stessa col piano

polare del vertice del cono (n.** 495).

Ora, poiché il piano polare del centro è il piano improprio,

potremo anche dire che il cono asintotico proietta dal centro

della quadrica la conica Ooo, traccia della quadrica medesima sul

piano improprio.

Se dunque supponiamo riferita la quadrica ad un sistema

di assi colla origine nel centro, la equazione del cono asintotico

sarà semplicemente quella che rappresenta la Ooo sul piano

improprio.

In coordinate non omogenee essa è

(12) «iiO?* -+- a^^y^ -h a^^z^ -+- 2a^^xy -+- ^a^^xz h- ^^^a^^yz := 0,

si ottiene cioè eguagliando allo zero il complesso dei termini di

2.° grado nella equazione in coordinate non omogenee della quadrica

(cfr. il n.° 281).

Se il centro della quadrica non è nella origine ed ha

coordinate (a?o2/o^o)) ^^ equazione del cono asintotico sarà

(13) a^,{x— x^y -\- a^^{y - y^Y -t- a^^{z— z^f -+-

-+- 2a^i{x - a?o)(2/— 2/o)+ 2«i3(^ - ^o)(^— ^o) -+- ^(^niV — 2/o)(^ - ^o)= ^*



CAPITOLO V.

STUDIO DELLE QUADRIGHE
SULLE LORO EQUAZIONI NORMALI

§ I. Forma normale della equazione delle quadriche.

524. La equazione di una quadriea a centro, riferita ad un

sistema di assi cartesiani con V origine nel centro, manca dei ter-

mini di primo grado, e reciprocamente, se nella equazione di una

quadriea a centro mancano i termini di primo grado, il centro

della quadriea è nella origine.

Ed infatti le equazioni dei piani diametrali coniagati alle

direzioni degli assi (n.° 510)

/ a^^x -+- a^^y -+- a-^^z -f- a^^=
(1) a^^x -\r a^^y -h a^^z -\-a^^=

\ a^^x H- «32^ -+- a^^z -+- «34= 0,

quando il centro è nella origine devono essere soddisfatte

contemporaneamente dalle coordinate 0, 0, e ciò importa

che sia

(2) , «14— 0, a,4= 0, «34= 0.

Reciprocamente, se le (2) sono soddisfatte e non è

A,,:=
«11 «12 «13

«21 «23 «23
I

"^ ^ '

«31 «32 «38 I

(cioè se la quadriea è a centro), le (1) sono soddisfatte solo

dalla terna 0, 0, 0, ed il centro è nella origine.

Bortolotti II.
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525. La equazione di una quadrica a centro riferita ad un

sistema cartesiano, nel quale ogni piano coordinato è coniugato

alla intersezione degli altri due {triedro autoconiugato n.** 518)

assume la forma normale (o canonica)

Ed infatti, nella nostra ipotesi, le equazioni (1) dei piani

diametrali coniugati alle direzioni degli assi coordinati, deb-

bono coincidere con le equazioni dei piani coordinati: a?= 0,

y=zO, z=^0, e perciò occorre e basta che sia

<^12= <*13= <^23= «14 = «X4= «34 = ^'

Se il triedro autoconiugato di riferimento è ortogonale

(n.** 519) oltre al vantaggio della forma canonica, avremo

l'altra della ortogonalità degli assi cartesiani di riferimento.

526. La equazione di una quadrica riferita ad un sistema di

assi cartesiani aventi per origine un punto della quadrica, per

piano xy, il piano tangente in alla quadrica, per piani xz, zy,

due piani diametrali coniugati, assume la forma

(4)

'

aiiO;* -4- agji/* -F «832;* -t- 2a34« == 0.

Infatti nella ipotesi posta Passe « è un diametro della

quadrica, ed i piani diametrali yz, xz, dovendo risultare co-

niugati alle direzioni degli assi a?, y rispettivamente, le loro

equazioni dovranno coincidere con le prime due del sistema (1),

e ciò importa che sia

«18= «13= «14= «24— ;

inoltre, poiché la origine appartiene alla quadrica, sarà a^^=:0,

D^onde la forma (4).

Questa forma della equazione della quadrica è particolar-

mente vantaggiosa per paraboloidi, perchè in tale caso V asse Oz

deve nuovamente incontrare la quadrica nel suo punto im-

proprio Poo(0, 0, 1, 0).

Scrivendo la (4) sotto la forma omogenea

«11^1* -•- «22^2* -+- «33^3* +- ^Hi^ìl^i = ^1
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dalla condizioue di appartenenza del punto Poo alla qnadrica

ricaveremo a^^x^^= 0^ cioè «33 = 0, e troveremo, come forma
canonica della equazione dei paraboloidi

(5) a^iX* -t- «222/* -+- 2^342= ,

nella quale si intende che il triedro cartesiano di riferimento

sia formato scegliendo per asse z un diametro, per piano z=^0
il piano tangente nella estremità di questo diametro, per

piani 2/= 0, x:=0 due piani diametrali coniugati.

Naturalmente un tale triedro sarà in generale obliquo e

risulterà ortogonale solo quando si prenda come origine delle

coordinate il vertice della quadrica (n.° 521).

§ IL Quadriche a centro.

527. Se nella equazione canonica di una quadrica a centro

è nullo il termine a^^^ essa prende la forma omogenea

(6) aiia?2-Ha„2/'-^<*332'*= ^>

cbe rappresenta un cono quadrico col vertice nella origine

(n.*» 480).

Se è nullo uno degli altri coefi&cienti, per es. a^iz=z0, la

equazione risultante

(7) a^y -f- a332!2 -I- «44=

rappresenta un cilindro con le generatrici parallele alV asse

delle X (u." 4o5j: questo cilindro sarà ellittico od iperbolico

secondo che a„, a^^ hanno segni eguali, o contrari, e sarà di

rotazione se a^j^risg.

528. Nella ipotesi che nessuno dei coefficienti diiCitiCizzCin

sia nullo, dividendo per «44, daremo alla equazione della qua-

drica la forma

(8) oux!^-\-'^y^-\-^(Z*— l

-con

r,
——^ R— _ ^* y_ _ ?33
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Le combinazioni di segni che si presentano sono le seguenti

(9)

I

II

III

\ lY

Nei primi due casi il cono asintotico

ax^ P2/* H- Y^^*
=

è immaginario, e perciò la quadrica è un ellissoide, reale nel

caso I, immaginario nel caso II.

Ciò conferma la osservazione fatta circa il discriminante^

A = — c(,'^Y, il quale nel caso I è negativo e nel caso II posi-

tivo (n.° 507).

Kei casi III, IV il cono asintotico è reale, quindi si

tratta di iperboloidi j e precisamente, nel caso III, in cui A>0,.
di un iperboloide rigato, nel caso lY, in cui A < 0, di un
iperboloide a due falde.

529. Caso I (-t- -h -h) Ellissoide reale. I segni di a,

essendo tutti positivi potremo porre oc= -;:^, ^=z^^ y^^,

r
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Sej2:an(lo con nn piiiiio x><inineIo ad uno dei piani coordinati,

es. al piano x.y, a distanza A; dalla origine (cioè col piano z=:k)

si lia la ellisse

a?* 1/' 7c*

cioè

(12) ^^1— *'' -^
a' h'

~"

Tale ellisse è reale se le < e, immaginaria se lcy> e, si riduce

ad un punto {o piti precisamente ad una coppia di rette imma-
ginarie coniugate, e dal punto di vista reale, al punto ad esse

comune) se 1c=zc, Tutte queste ellissi sono simili {n.^ 430) fra

di loro, e simihnente disposte.

Segando con un piano qualunque, si ottengono sempre ellissi

{reali od immaginarie) perchè la quadrica non ha punti reali

improprii.

L'ellissoide si può immaginare generato dal moto di una
<3llisse che varia, mantenendosi in un piano parallelo al

piano xy rimanendo simile e similmente disposta alla ellisse

principale del piano xy^ ed appoggiandosi alle due altre el-

lissi principali.

Se due dei semiassi sono eguali, per es. a= &, l'equazione

"dell'ellissoide assume la forma

z^ a?* -f- y*

«d è del tipo z=:f{x*-hy^} proprio delle superfici di rotazione

<u." 457).

Ed infatti si verifica immediatamente che le sezioni con

piani 2; ==/<;, sono cerchi.

Se i tre assi sono uguali a= &= e= r, V ellissoide è una
sfera di raggio r

iC* H- 2/' -+- ;J* =r r*.

Se in un ellissoide di rotazione i tre assi non sono uguali,

cioè se non si tratta di una sfera potremo scrivere la equa-

zione sotto la forma:

a?' -f- y* z^
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Se in questa èa*<c*, si ha l'ellissoide allungato generato dalla

rotazione dell'ellisse intorno all'asse maggiore. Se è a' > o* si

ha l'ellissoide schiacciato, generato dalla rotazione dell'ellisse,

intorno all'asse minore.

530. Caso II ( ) questo corrisponde, come già si è

notato, ad ellissoidi imma^ijinari.

531. Caso III (-4- H— ) Iperboloide
RIGATO (od iperboloide ad una falda).

Usando le notazioni

avremo dalla (8)

(13)
y' = 1.

La quadrica ha, nella direzione degli

assi coordinati a?, y due assi trasversi, che

incontrano la quadrica nei punti reali J., A'; B, B' distanti

dalla origine di a^ — a, &, — &, rispettivamente.

Ha un asse non trasverso nella direzione dell'asse delle z.

Il piano xy sega la quadrica secondo la ellisse

a*^b^— ^'

detta ellisse di gola.

Piani z= 1c, paralleli al piano xy, determinano nella qua-

drica sezioni ellittiche

X* y^
1

^'

simili e similmente disposte alla ellisse di gola, i cui semiassi:

vanno crescendo con Te fino a superare qualunque numero po-
sitivo.
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532. La sezione della quadrica col piano xz è la iperbole

{iperbole principale)

x^ z*-

i piani y= 1c, paralleli al piano xz, generano le iperboli

rp* z* fc*

le quali, per
|

A;
|
< j

& | sono simili e similmente disposte alla

iperbole principale.

Per k^=±bj la iperbole degenera nella coppia di rette reali

X z
-=:dz-, ed i piani y=zdo1c risultano tangenti alla quadrica
a e

nei vertici B^ B\
Per

I

A;
I
>

I

&
!

le iperboli (14') sono simili alla iperbole

coniugata della principale. Le medesime considerazioni possono

ripetersi per le sezioni fatte col piano yz e coi piarci a?= fc

paralleli a questo.

Il cono asintotico

-^ H- ?. — -.=

è reale, ed i piani paralleli ad una generatrice del cono asin-

totico segano la quadrica secondo parabole. Per es., segando

col piano

si ritrova la parabola

h e

b e

Le sezioni fatte con nn piano generico tc, nelP iperboloide

ad una falda possono essere ellissi iperbole o parabole, secondo

che la retta impropria di k taglia la conica Ooc in due punti

immaginari, in due punti reali, od è tangente ad essa.
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L Se a= Z>, V iperboloide è di rotazione^ ed è generato

dalla rotazione della iperbole

00^ z

a*
= 1

intorno alP asse z^ non trasverso.

534. LMperboloide da noi considerato è una qnadrica a

punti iperbolici, cioè ha la proprietà clie per ognuno dei suoi

punti passano due rette reali appartenenti alla quadrica.

Questa proprietà si ricava direttamente dallo studio della

equazione che scriveremo

07* z* y*

a*
~~

c^
""

è
'

cioè

(-) (Ml-9={^-f)(^-l)-

Questa è soddisfatta dalle terne xyz che soddisfano l'uno

o V altro dei due sistemi

x-«v X z / y\, X z ir y\

dove X, [JL sono parametri arbitrari.

Per ogni coppia di valori X, pi ciascuno di questi sistemi

rappresenta una coppia di rette appartenenti alla quadrica.

Questa dunque contiene due sistemi di rette
f

quelle del

sistema (16), quelle del sistema (17).

535. Si vede immediatamente che due rette appartenenti a

siatemi diversi si incontrano sempre, qualunque siano i valori

di X, [1, cui rispettivamente corrispondono.

Infatti se consideriamo le (16), (17) come formanti un
unico sistema, il determinante dei coefl&cienti e dei termini
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noti ha la forma
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538. Per z = 0, le (16), (17) si riducono alle

L'uno o P altro di questi due sistemi, per moltiplicazione dà

co* il*

(20) ^=1-1

cioè le generatrici incontrano il piano xy in punti della ellisse

di gola: cosa già nota.

Dal confronto delle (18), (19) si vede che le due generatrici

uscenti da uno stesso punto della ellisse di gola corrispondono a

valori dei parametri legati dalla relazione X= -

.

Ed infatti questa è appunto la condizione perchè i si-

stemi (18), (19) siano soddisfatti dagli stessi valori di a?, y,

539. Fissato un punto Pf^ix^y^O) su l'ellisse di gola, per

determinare le generatrici uscenti da questo punto basterà

mettere Xq, 2/0 ^1 posto di xy nel sistema (18) e ricavare di qui

il valore Xq di X; poi porre Xq al posto di X e [Xo^y" *^ posto

di jx nelle (16), (17). Tenendo conto della (20) troviamo:

(21)

IX, ^-''M
^
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le quali per la relazione X = - sono equivalenti ; d'altra parte,

ponendovi x=:XQy y=yoì ^^^= ^0» M-^P^o? ^ tenendo conto

delle (21) esse risultano identicamente soddisfatte. Ciò signi-

fica che le due generatrici uscenti da uno stesso punto P^ del-

l' ellisse di gola sono sopra un piano tc normale al piano xy.

La retta OFq è dunque perpendicolare comune alPasse OZ
e a ciascuna di tali generatrici, ed il segmento OFq segua la

minima distanza di ciascuna di queste generatrici dall'asse OZ,

Mettendo per X -t- y , X — y i valori dati dalle (21) si ha

cioè

Questa è la equazione della tangente per P all'ellisse di gola,

dunque le due generatrici delV iperboloide uscenti da Pq sono sul

piano 7r normale al piano xy e passante per la tangente in Pq

alV ellisse di gola.

Le equazioni (16), (17) di queste generatrici si scambiano le

nne nelle altre (quando i parametri sono legati dalla rela-

zione X=-j col cambiare il segno di z', ciò significa cbe le

generatrici uscenti da Pq sono simmetricamente disposte rispetto

al piano xy^ ed in particolare che esse formano angoli eguali con

l'asse z.

Per calcolare quest' angolo, scriviamo le equazioni della

parallela ad una retta del sistema (16), uscente dalla origine,

sotto la forma :

y X z

l

^l-
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e, per le (21)
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I piani xy ed xz segano la quadrica secondo le due iper-

boli principali

a?* 2/* a?' z*

i piani paralleli a questi, cioè

z= k, yz=.k

determinano iperboli che, per |^|<|&| (o|fe|<|(j|) sono

simili e similmente disposte alle principali, per
|
fc

|
> |

&
|

(o
I

fc
I
> ]

e
I
) sono simili e similmente disposte alle coniugate

delle principali.

II piano ic=:0 non sega la quadrica, i piani paralleli a

questo, X= /e, sono pure esterni alla quadrica per |
fc

|
<

|
a

|

,

risultano tangenti per |fc|=:a, e segano la quadrica secondo

le ellissi (simili fra loro e similmente disposte)

f ^_^_^
per

I

A:
I

> a.

La quadrica si può immaginare generata da una ellisse

variabile il cui piano si mantiene parallelo al piano yz, e che

si muove appoggiandosi alle due iperboli principali.

Anche questa quadrica ha cono asintotico reale

?!__^_-—

n

a» 6* e*
~ "

ed è secata secondo parabole da piani paralleli alle generatrici

di questo cono.

Le sezioni di questa quadrica con un piano generico pos-

sono essere ellissi, iperbole, o parabole.

LMperboloide a due falde è di rotazione quando sono eguali

i semiassi ?>, o; essa ha in tal caso, per equazione:

ic* y^ -\-z*

ed è generata dalla rotazione di una iperbole, intorno alP asse

trasverso.
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§ III. Paraboloidi.

542. Se nella equazione canonica

(25) a^^x^ -h a^^y* -+- 2a^^z—

dei paraboloidi qualche coefficiente è nullo, la quadrica è ridu-

cibile.

Ed infatti se a^^= 1' equazione (25) diventa :

che scriveremo

o infine

(Vanii? -4- V^^«2/)(V«iia? — y^^iiV)—

che rappresenta una coppia di piani (reali o immaginari).

Se è zero uno degli altri coefficienti la quadrica è, come
sappiamo, un cilindro parabolico. Supporremo dunque che

i coefficienti della (19) siano tutti diversi dallo zero : dividendo

per «34, potremo scrivere

(26) (xx^ -+- ^y^— 2z

con

Le combinazioni di segno che occorre considerare saranno

allora

(27)

h.

(Il caso si ottiene dal primo cambiando il segno di z,

cioè con una simmetria ortogonale rispetto al piano xy).

543. I Gaso (-h -+-). Paraboloide ellittico. Il discrimi-

nante Jl= — «p è negativo, dunque si tratta di una quadrica
a punti ellittici (n.° 507).
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Ponendo a = -
, ? =^ ~

> ^^ scriveremo la equazione sotto

la forma

— -f- — = 22r.

P 3

Si vede intanto che z è sempre positivo, cioè che la qua-

drica è tutta nella regione positiva dello spazio, rispetto al piano xy.

La sezione col piano xy è la coppia

di rette immaginarie per V origine

dunque la quadrica ha come piano

tangente nella origine il piano xy.

Le sezioni con piani z^=:'k^ fc >
sono ellissi simili e similmente di-

sposte

X* v^

Le sezioni coi piani y= 0, xz=0,

sono le parabole ^parabole principali) AOB, COB, di equazioni :

07* =: 2pz^ 3/*= 2qz,

Le sezioni coi piani paralleli y= lc^ x=:k sono le parabole

le quali sono, rispettivamente, eguali alle parabole principali, e

&*
si ottengono da queste con la traslazione Z=:z — ^, o rispet-

k*
tivamente, Z= z— ^z-,

'

2p
Si può dunque immaginare il paraboloide ellittico gene-

rato al modo seguente:

Si considerino due parabole AOB, GOD i cui piani siano

fra loro perpendicolari, aventi il medesimo vertice e gli assi coin-

cidenti anche nel verso; delle quali parabole una si supponga fissa

ed immobile, e V altra si muova parallelamente a se stessa, in
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modo che il suo vertice descriva la parabola fissa. Il luogo delle

traiettorie dei punti della parabola mobile è il paraboloide.

Il paraboloide ellittico è dunque una superficie di trasla-

zione (n.° 472).

Le sezioni di questa quadrica con un piano generico sono,

generalmente, ellissi; sono parabole se il piano secante passa

pel punto improprio reale della quadrica.

Per p:=zq\2b quadrica è di rotazione^ ed è generata dalla

rotazione della parabola x^=z2pz intorno al suo asse.

544. II Gaso (h ). Paraboloide ipekbolico. Il discri-

minante JL =— a,3 è positivo, dunque si tratta di una qua-

drica a punti iperbolici, cioè di una superficie rigata (n.° 507).

Ponendo a=-, ^ = -, scriveremo l'equazione della qua-

drica sotto la forma

Vi
2z.

La sezione col piano xy è la coppia di rette

^ _ ^_ /_^ _^ j_Y_^ _ JL\ -_

dunque il piano xy è tangente alla quadrica nella origine.

Le sezioni coi piani paralleli z=z]c sono iperboli
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che, per valori di k aventi lo stesso segno, sono simili e si-

milmente disposte, per valori di le con segni contrari sono

Puna simile alla coniugata dell'altra.

La sezione col piano xz è la parabola x^ = 2pz (che nella

figura è rappresentata dalla AOB), le sezioni con piani pa-

ralleli 2/= fc sono parabole x*=z2plz-h ^-j eguali alla prece-

dente e similmente disposte. I vertici di queste parabole sono

punti di coordinate x=:0, y:=k, z=z — , cioè sono sulla

curva COBj che ha per equazione

y*=z — 2qz

sezione della quadrica col piano yz. Questa pure è una para-

bola che ha per asse Passe z; ma (per essere q positivo) è

rivolta verso la parte negativa di questo asse.

Le sezioni coi piani paralleli x=zh, sono ancora parabole

eguali ad essa e similmente disposte, aventi i vertici sulla

parabola x*=:2pz.

Si vede dunque che anche questo paraboloide è una su-

perficie di traslazione^ generata in modo perfettamente ana-

logo a quello esposto al u.° 543 pel paraboloide ellittico.

L* unica differenza sta in ciò, che le due parabole principali

sono, nel caso presente, situate da parti opposte rispetto al

piano xy.

In questa quadrica non esistono sezioni piane ellittiche. Le

sezioni fatte con un piano generico t: sono generalmente iper-

boli; sono parabole se n passa pel punto d'incontro delle due
rette che costituiscono la conica Ooo.

545. Sappiamo già che questa quadrica è una superficie

rigata (n.° 507).

Per mettere in evidenza i due sistemi di rette che ad essa

appartengono, ne scriveremo la equazione sotto la forma

e cosi vedremo che essa può essere soddisfatta dalle terne xyz

Bortolotti li. 5
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che soddisfano l'uno o l'altro dei due sistemi

(28)
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Consideriamo 3 di queste rette, distinte, «', «", s'" ed i

^ punti di intersezione

P^'P^'P^' sopra r'

Pi'Pi'P^" sopra r"

P^'P^'P^" sopra r'".

Per questi nove punti passa una quadrica ed una sola, la

quale avendo tre punti a comune con ciascuna delle 3 rette

r', r", r" contiene intieramente le tre rette come generatrici

di uno stesso sistema.

Le generatrici delP altro sistema di tale quadrica incon-
trano ciascuna delle r\ r", r'"; e le rette che incontrano r',

r ", r"', avendo tre punti a comune con la quadrica, appar-
tengono ad essa, cioè sono rette del secondo sistema.

Dunque le rette che incontrano le tre rette date r', r", r'",

costituiscono uno dei sistemi di generatrici della quadrica e,

nella loro totalità, ricoprono la intiera quadrica.

§ lY. Sezioni coniche.

547. Indicando con P{x^y^z^ il vertice di un cono rotondo,

con a, p, Y i coseni direttori delibasse, con \ il coseno del-

l' angolo costante delle generatrici con V asse, P equazione del

cono è data da (n.*' 457):

(1) ì
y.ix — o^o) -f- p(y — yo) -^ r(« — 2^0), !* --

- Wi^x - x^f -^{y — VoY -t- (2r - zj) = 0.

Segando il cono con un piano determinato (che potremo

sempre supporre sia il piano xy) si ottiene la conica che ha
per equazione

(2) |3c(a7 — a?o)H-;i(y-2/o) — T^oì*
—

— À*! (X — X)* -\-{y — yo)* -t- 2^0*
I
= 0.

In questa conica si ba
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Si vede dunque che al variare dei coseni a, p, cioè ai

variare della inclinazione del piano secante sulP asse dei

cono, la sezione risulta una ellisse (quando X*>a*-+-p*), op-

pure una iperbole (quando X* < a* -+- p*), ed infine una para-

bola (quando X*= a^ -f- p*).

Se Zq=:0 la equazione (2) risulta omogenea, e la sezione

(fatta con un piano passante pel vertice) degenera in una

coppia di rette. Se a= p= la sezione è un cerchio.

Concludiamo dunque che, segando un cono di rotazione

con un piano si possono ottenere tutte le varie specie di

coniche da noi studiate nella parte IP del nostro corso.

548. Reciprocamente : Qualunque conica può considerarsi come

sezione piana di un cono di rotazione.

Ed infatti, data una conica qualunque, assumiamo come

origine degli assi di riferimento un vertice di essa conica,

come asse x, V asse della conica uscente da detto vertice, come

asse y la tangente alla conica in quel vertice. L^ equazione della

conica assumerà la forma trinomia (n.° 301, pag. 256)

(3) a^^x^ H- a^^y^ -4- 2aj^^x= 0.

Vogliamo dimostrare che è sempre possibile determinare una

retta del piano zx tale che il cono di rotazione avente per asse

questa retta e per generatrice V asse z, sia segato dal piano xy

secondo la conica data.

Indichiamo infatti con P(0, 0, z^) il punto delP asse z che

vogliamo assumere come vertice del cono, con a, 0, y, i coseni

direttori dell'asse dei cono (y sarà anche il coseno dell'angolo

che una qualunque generatrice del cono forma con 1' asse).

Come al n.° precedente, scriveremo P equazione del cono

sotto la forma :

(4) I
ccx -t- ^{z —Zq)\^— Y*(ii7* -+- 2/'+ (^ — 'S'o)') = 0.

Quella della sezione col piano xy sarà

{'XX — yz^y ~ y\x' -f- ?/* -4- 2^0*) = ^ 1

cioè

(5) (a* — y^}x^— y'i/* — 2xyZQX= 0.

Questa conica si farà coincidere con la (3) data, prendendo
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per a, y, Zq^ le radici del sistema di eqnazioni

dove p è un conveniente fattore di proporzionalità, atto a

rendere a* -t- y* == 1.

Da ciò si deduce

a^=
«11 — 2a„' ^ ttii— 2a2i' " ««' — «ii«22

Se la conica (3) è un cerchio, cioè se an^^i^j, si trova

a = 0, y= l; l'asse del cono coincide con l'asse z, ed il ver-
tice è il punto improprio di tale asse.

§ Y. Sezioni circolari ed ombelichi nelle ^uadriche.

549. Data una qnadrica, che non sia una sfera, si vogliono

determinare i piani che la segano secondo cerchi.

Questo problema equivale a quello della ricerca degli om-
belichi delle quadriche, poiché sappiamo (n.° 493) che se un
punto è ombelico di una quadrica, tutte le sezioni fatte

nella quadrica con piani paralleli al piano tangente in sono

cerchi, e, reciprocamente che se un piano sega la quadrica

secondo un cerchio, essa è parallela al piano tangente in un
ombelico.

Di qui, in particolare, si desume che se un piano produce
nella quadrica per sezione un circolo, qualunque piano ad
esso parallelo, darà una sezione circolare, (reale o immaginaria).

Le sezioni circolari si disporranno quindi in serie su piani

paralleli.

Troveremo che qualunque quadrica (eccezion fatta del para-
boloide iperbolico e della coppia di pianij possiede due serie di

sezioni circolari. Anche la sfera è esclusa dalle nostre consi-

derazioni, perchè in questa quadrica tutte le sezioni piane

sono cerchi.

550. La sezione di un piano II con la quadrica sarà un
circolo se ha per punti improprii i punti ciclici del piano II:

e poiché tutti i punti ciclici di piani dello spazio sono sul

k
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cerchio assoluto F, occorrerà che i punti improprii di tale se-

zione siano i punti di incontro del cerchio assoluto con

piano n. Questi punti, se appartengono alla sezione della qua-

drica col piano E, sono anche punti della quadrica e dovendo-

essere sul piano improprio apparterranno alla conica Ooo se-

zione della quadrica col piano improprio.

Concludiamo dunque che i piani II che determinano sezioni

circolari sono quelli che passano per le coppie di punti, interse-

zioni del cerchio assoluto F, con la conica Ooo.

Queste due coniche F, Ooo si incontrano in quattro punti

P^P^P^P^ immaginari (perchè il cerchio assoluto è una conica

immaginaria) ma due a due coniugati (perchè le equazioni

delle due coniche sono a coefficienti reali).

Se supponiamo Pj coniugato a P^, e Pg a P^, delle sei

rette

(32) P,P,, P,P,; P,P,, P^P,) P,P,, P^Pz

le quali, due a due considerate, formano le tre coniche degeneri

nel fascio determinato dalle coniche fondamentali F, Ooo (n.** 389,.

voi. I, pag. 313), solo la prima coppia sarà composta di rette

reali, ed in corrispondenza di essa si avranno due sistemi

di piani paralleli che producono sezioni circolari reali sulla

quadrica.

La quadrica apparirà così ricoperta da una rete di cerchi,

e per ogni punto di essa passeranno due cerchi, uno per ogni

sistema, appartenenti alla quadrica.

551. Tutto ciò vale anche se la conica Ooo è degenere^

cioè anche per paraboloidi.

Ma se Ooo degenera in due rette reali, cioè se il parabo-

loide è rigato, queste (dovendo passare per i punti P1P2, P3P4)

costituiscono appunto la coppia PiP^, P3P4, la quale dunque^

in questo caso appartiene per intero alla quadrica. Qualunque

piano passante per una di queste rette taglia la quadrica in

una seconda retta, ed è solo considerando una tal coppia di

rette come un cerchio degenere (n.° 295, voi. I, pag. 252) che

rimane valida la proposizione dimostrata.

552. Per determinare effettivamente le due serie di sezioni

circolari, consideriamo prima il caso di quadriche a centra
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di cui scriveremo V equazione nella forma normale (n.o 525)

(33) ttiiO?* -4- «223/* -+- «fasi^* -+- «44= 0.

L'equazione della Ooo (sul piano improprio) è, per tali quadriche,

(34) ai^x* -+- rt„y' h- «332;*= 0,

e quella del circolo assoluto F,

a;2 _^_ 2/« _f- ^«— 0.

Elimiuando a?* abbiamo

(35) (a„ — «li)?/*
-+- («gj — an)2;'= 0,

eliminando y*

(36) (a^i - a„)a?* -h («,3 — a^jj^;*= 0,

eliminando z*

,37) (ttu — ajjlo?» -+- («22 — «33)3/'= ;

queste rappresentano le tre coniche degeneri del fascio che ha

per coniche fondamentali Oc», F, cioè appunto le tre coppie di

rette (32) (n.° 389).

Se supponiamo

(38) a>ii>(^ii>(^izi

vediamo che di queste coppie solo la seconda, cioè quella rap-

presentata dalla equazione (36) è formata di rette reali. Scri-

vendone la equazione sotto la forma:

cioè

(V«U — «22^ -^ V«22 — «33^j(V«H — «28^— V«t2 " <^ZZ'^Ì= ^»

vediamo che i piani (passanti pel centro della quadrica)

(39) V<*u — <*22^ -*- \ <*2s — «33^= ^

(40) Vai, — a^^x — Vagj — «332;=

producono sezioni circolari, e che, perciò, le due serie di sezioni

circolari della quadrica sono prodotte dai piani rispettivamente
fò paralleli ad essi.
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Si può osservare che i piani (39) (40) passano per 1' asse
3/,

cioè per l'asse della quadrica che per le ipotesi (38) lia lunghezza

media.

Se «ii = <*22, cioè se la quadrica è di rotazione le due serie

di circoli coincidono in una sola, data dalle sezioni coi piani

perpendicolari all' asse z di rotazione, ossia dai paralleli della

quadrica.

553. Facilmente si dimostra che ogni sfera condotta per mi

circolo della quadrica sega la quadrica in un secondo circolo, detto

antiparallelo del primo.

Perciò basterà provare che due circoli della quadrica appar-

tenenti a serie diverse stanno sopra una stessa sfera.

Infatti, quando ciò sarà provato, preso un cerchio Oi della

prima serie e condotta una sfera arbitraria 8 per Oj , se con P
si indica uno qualsivoglia dei punti della ulteriore intersezione

della quadrica con questa sfera, tutto il cerchio Og della seconda

serie passante per P, dovendo stare, insieme con Oj, sopra una
stessa sfera, apparterrà ad 8,

Per fare la dimostrazione osserveremo che la equazione

complessiva dei piani di tali cerchi si scrive

(V^ii — a^^x -\^^|a^^ — a^^z — A)(V»ii— «22^ --\i a^t— a^^z— fc) = 0,

ossia, posto

Zi z

(ttj, — «^22)^* "^ (<*33 ~ <*22)^* -+- 2«ii? -H 2ì)z -f- c= ;

sottraendo questa dalla equazione della quadrica (33), ne viene

V equazione di una terza superfìcie, passante per i punti co-

muni alle prime due,

a^J^x^ H- y* -H z^) — 2ax — 2&2; — e ==1

e questa è appunto la equazione di una sfera (n.° 453) conte-

nente i due cerchi e avente il centro sul piano xz.

654. Sezioni circolari ed ombelichi nell' ellissoide.

Nella equazione normale dell' ellissoide

x^ 2/* z^

r2"*~Ax-*-;;2 — 1?
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supporremo a' > ò' > e* ; applicando i risultati ottenuti al

n.® 552 avremo:

I piani diametrali che producono sezioni circolari neW ellissoide

passano per l' asse medio, ed hanno la equazione complessiva

Per V ellissoide di rotazione, sia che si tratti dell' ellissoide

schiacciato (a*= b*:> e*), sia che si tratti dell' ellissoide allungato

[a* > ì)*=c^} i due piani considerati vengono a coincidere in uno
solo, e cioè, rispettivamente nel piano z= per V ellissoide

schiacciato, nel piano x=:0 per l'allungato. In entrambi i

casi le due serie di circoli coincidono nei paralleli della quadrica.

Corrispondentemente alle due serie di sezioni circolari si

hanno nell' ellissoide quattro ombelichi reali.

Per trovare le coordinate x'y'^' di un ombelico basterà

esprimere la condizione che il piano tangente in un tale

punto (n.° 485)

xx' yy' zz'

a* ^ è* ^ e"
—^

risulta parallelo ad uno dei piani (41).

Tale condizione è espressa dalla proporzionalità dei coeffi-

cienti delle variabili, cioè dalle relazioni :

, . x\z' i/l 1. i/l 1

la prima ci dice che gli ombelichi sono nel piano xz; dalla seconda,

indicando con Jc un coefficiente di proporzionalità, abbiamo

(42)

Osservando che gli ombelichi sono punti della ellisse

x' z'
principale sul piano a?z, cioè soddisfano la relazione —̂ -+- -^= 1,

si ha dalle (42), quadrando e sommando:
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cioè

a'— 0'

Sostituendo nelle (42) avremo le coordinate dei quattro

ombelichi espressi dalle formule

(43)

Se a=&, oppure &= c, essi coincidono nei due vertici

situati su r asse di rotazione.

555. Sezioni circolari nei due iperboloidi e nel cono.

Con procedimento analogo a quello tenuto per P ellissoide si

a?* 3/* z^
trova che nelV iperboloide ad una falda —, -i- ,-, 1 ^= ^ i piani

diametrali producenti sezioni circolari passano per V asse mag-
giore dell' ellisse di gola, e producono sezioni circolari di dia-

metro uguale a questo asse.

Non si hanno ombelichi reali, perchè la quadrica è a punti

iperbolici.
/ini (|y* /y^

NelP iperboloide a due falde —, -J- fi — 2=— 1? i piani delle
a e

sezioni circolari sono gli stessi che per P iperboloide ad una

falda corrispondente ad uguali valori dei coefficienti a, &, e

perchè le coniche C^o di tali quadriche sono le stesse. Si

hanno quattro ombelichi reali che nella ipotesi a < 6, sono

situati nel piano xz^ ed hanno le coordinate

ì/b*— a* ^
,

^lb^-\-o^
x=:±ay—i i, y = 0, z=i±:cy—i i.

r a* -H- e*
' ^ ' r a* -f- e* •

Nel cono quadrioo

m ?m:-!-:=o

nelP ipotesi a <'b^ si hanno due serie di sezioni circolari con

piani paralleli ai piani

-&.-T.)-Ì-Ì) = »'
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per iperboloidi e coni di rotazione le due serie coincidono

in una sola.

55(>. Sezioni circolari nel paraboloide ellittico. Par-

tendo dalla equazione

P Q
'

nella quale si suppone p> q, e considerando la conica Cx nel

piano improj^rio

P a

insieme col cerchio assoluto

0?* -+- ?/* -t- ;S*=

come fondamentali di un fascio, troviamo al solito modo tre

coniche degeneri, delle quali una è la stessa Oao e le altre sono

- = 0.
p

(1
1\ z'*'

J— =0, la quale si

spezza nei due piani

y)l\-l

cui corrispondono due serie di sezioni parallele, che coincidono

in una sola (nei paralleli), nel caso del paraboloide rotondo.

E, con riflessioni analoghe a quelle fatte per V ellissoide,

troviamo che questa quadrica ha due ombelichi reali^ le cui

coordinate sono

(45) .-= 0, V'^.^,f-^, z^Y^
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CAPITOLO I.

CURVE PIAjSfB

§ I. Rappresentazione analitica di curve piane.

557. Immaginando i punti della curva riferiti ad un sistema

di coordinate cartesiane, V equazione della curva potrà assumere

ujia delle tre forme seguenti:

I. La forma esplicita

IL La forma implicita

F{xy) = 0.

III. La forma parametrica

dovè < è un parametro variabile ad ogni valore del quale, in

campi determinati, corrisponde una coppia di valori a?, y.

Similmente, riferendo la curva ad un insieme di coordinate

polari si avranno le tre forme

658. Esempi di equazioni di curve riferite a coordi-

nate CARTESIANE.

I. 1/ equazione

y =: ax* -\-hx -\- e

rappresenta una parabola con V asse parallelo all' asse y
(n.*» 289, voi. I, pag. 246j.
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L' equazione

y z= a^x"" -+- a^x""-^ -f- ... -\- a^^-^x -h a„

rappresenta una curva la quale viene pure chiamata parabola^

ed, a distinzione della parabola ordinaria (parabola apolloniana)

vien detta parabola di ordine n.

IL Catenaria. L' equazione

rappresenta la curva secondo la quale si dispone un filo omo-
geneo pesante e perfettamente flessibile, i cui estremi sono

attaccati a due punti fissi posti su di una stessa orizzontale.

È detta catenaria, ed ha molta importanza in matematica

applicata.

III. La curva rappresentata da una equazione

F{xy)=:0

dove F è simbolo di polinomio di ordine m nelle due variabili

ir, y, è detta: curva algebrica dell' ordine m.

Sappiamo che P ordine di una curva algebrica non muta per

una trasformazione di assi (n.° 100, vo). I, pag. 77).

Si verifica immediatamente che una curva algebrica di or-

dine m ha m punti in comune con una retta generica del piano.

Infatti : assumendo la retta data come asse delle x, ì punti

di intersezione si hanno risolvendo il sistema:

^om?/*" -+- a^^^^xy*^-' H- a^^^^x^y»-' -+- ... -4- a^^^^x^-^y -h a^^x""' +-

-f- don^-i^*"-! -f- a^m-^xy^-^ -h ... -+- a„,_2ia7"*~«2/ -+- a^^^^x*^-^ -f-

-^ ... +- a^iy -h «10^ -+-
<*oo == ^

cioè sono i punti dell' asse x che hanno per ascisse le radici

della equazione

a^.^x"' -+- a,, _ i^a;^"
- ^ -+-... ~f- «oo= ^•

Questa (tenendo conto delle eventuali radici infinite corri-

spondenti a coelOacienti nulli delle più alte potenze delle x^ e
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contando le radici secondo l'ordine loro di molteplicità) ha
sempre m radici, reali o complesse.

TV, Cicloide. Le equazioni

a)
sen 9)

cos rp)

rappresentano una curva assai notevole detta cicloide, la quale

è generata da un punto determinato della circonferenza di un dato

cerchio quando questo

rotola senza strisciare

sopra una retta data.

Ed infatti : as-

sumiamo come asse x

la retta su cui rotola

il dato cerchio, per

origine uno dei punti

in cui la curva taglia

V asse della x (cioè

in cui il punto M del cerchio mobile si trova su la retta

data); indichiamo con C il centro del cerchio, con r^ la retta

cui appartiene il segmento MG orientata nel senso MG,
Poniamo inoltre :

r= FG=^\MG\=MG
^^MGF^MTGF'

(indichiamo cioè con r il valore assoluto del raggio e con cp

P angolo che r^ forma con la parte positiva dell'asse y) e

finalmente, supponiamo la curva situata nel semipiano posi-

tivo, rispetto all' asse x. Si ha

^=:¥Osen'r^, QO==SO cos f^

\
x—OP—ÓF-PF^OF—MGmn^

\ y= FQ= FC—QG= FG-MC(ios^.

Per le condizioni dell'enunciato si ha poi:

OF= arco MF =z rp
dunque

i X =z r((p — sen -^)

( y z=i r(l — cos cp).

Bortolotti li.
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Osservazioni.
l.a Le equazioni (1) ci dicono che la a? è funzione di cp

sempre crescente, che assume tutti i valori da —oc a ~\-oo*

la y, invece, è finzione positiva periodica^ che varia da a 2rcr,

e riprende il proprio valore, quando la variabile 9 aumenta
di 2k, Si ha cioè

2/(9 -*- ^^) = 2/(9)-

Ciò significa che, dopo ogni intero giro, il punto M si trova

ad una distanza dalP asse eguale alla primitiva.

In particolare la curva incontra l^ asse nei punti... ~ 27r,

0, 27r, 47r,...

2.* La curva si compone di infiniti archi, tutti fra loro

congruenti, sovrapponibili con traslazioni di un multiplo intero

(positivo o negativo) di 27t, nella direzione dell' asse x,

3.» Per ascisse crescenti ed ordinate positive, il moto
istantaneo di rotazione del punto M, che descrive la curva, è

destrorso: cioè ha senso negativo rispetto al sistema degli assi

cartesiani. Tale senso risulterebbe positivo riferendo la curva

ad un sistema nel quale P asse y coincidesse colla retta su cui

rotola il cerchio generatore, e

supponendo la curva nel semi-

piano positivo, rispetto all' asse

y stesso.

V. Epicicloide ed ipooi-

CLOiDE. La curva generata da un

punto dato di un circolo ohe rotoli

sulla parte esterna di un circolo

fisso (cioè mantenendosi tangente

esternamente ad esso) è detta

epicicloide. Siano 0, i centri

del circolo fisso e del circolo mobile, B il punto di contatto,

P il punto descrivente P epicicloide ed A la posizione iniziale

di P. Sia pure

allora
BG=b, OA=0B AOB= Q, BCN=^

X= ON-h KM=: {a •+- h) cos -h 5 sen ('^ — ^ "+- Q)

= (a -I- è) cos — & cos (9 -f- 0).

Ma are AB= are BP cioè

a^= b'^
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onde

Similmente

x=(a-\-b) cos — b cos

y = (a -f- &) sen tì — & seu H,

Se rt= &, la epicicloide è una curva detta cardioide, che
vedremo fra poco.

L' ìpocicloide è la curva descritta da tm punto di una oir-

oonfereìiza che rotola sulla parte interna di un circolo fisso (cioè

mantenendosi tangente internamente ad esso). Procedendo come
per V epicicloide si trovano le equazioni parametriche

a — b a — b
^= {a — b} cos -h & cos , 0, y= (a — b) sen 9— 6 sen —r— 9.

Il raggio del 'circolo clie rotola può essere maggiore o

minore di quello del circolo fìsso sì nell' epicicloide che nel-

l' ipocicloide. È facile vedere che un' ipocicloide nella quale

il raggio del circolo mobile sia maggiore di qaello del circolo

fisso, si può riguardare come una epicicloide. Infatti nelle eqna-
6 — (i

jÀouì delP ipocicloide si ponga —r— = 9, ne verrà:

x^=b cos 9 — (b

y^:zb sen '^ — (b

a) cos 7 cp
' b — a^

b
a) sen 9

-e queste sono le equazioni

di una epicicloide nella quale

il raggio del cerchio fìsso è a,

e quello del cerchio mobile,

b — a.

Un caso notevole è quello

in cui az=:A:b, Le equazioni

delle ipocicloide divengono
allora:

a?= a cos'

y z=za sen* 0.

Innalzando alla potenza
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di esponente ^ e sommando si Iia 1' equazione

la quale rappresenta una curva assai notevole, detta asteroide.

Altro caso notevole è
^

quello di a— Zi),

Le equazioni assumono j

la forma:

l a?= o (2 cos -f- cos 29)

I

f/ rrz - (2 sen — sen 20)^

la curva presenta la forma

indicata dalla figura qui

disegnata, ed è conosciuta

sotto il nome di ipoci-

cloìde tricuspidale: i punti Jl, B^ sono vertici di un trian-

golo equilatero. Il cerchio DBF inscritto alla curva ha raggio

eguale ad ^ del raggio del cerchio ABQ.

yi. Curve razionali. Si dicono razionali od unicursali^

le curve per le quali le coordinate cartesiane x, y del punto

generico P(xy)^ sono funzioni razionali di un parametro t.

La rappresentazione parametrica di una curva razionale è

dunque della forma:

con /, 9, /i,9i funzioni razionali ed intere nella t.

Si vede immediatamente che qualunque curva razionale è

algebrica.

Infatti scrivendo le (3) sotto la forma

ed eliminando fra queste la <,.se jB(a?, y) è il risultante di questa.
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eliminazione, la equazione cartesiana della curva assumerà la

formsi :

Ii{xy)= 0,

dove R indica un polinomio intero in x, y,

559. Esempi di curve riferite a coordinate polari.

Per la rappresentazione analitica di una curva, si possono

usare coordinate polari ordinarie, o coordinate polari gene-

rali (n.i 101, 102, voi. I, pag. 78, 79).

Quando si usano coordinate polari ordinarie, si suppone p
sempre positivo e variabile da a 2jr.

Quando si usano coordinate polari generali, si suppone 9

liberamente variabile da — oo a -t- oo, e non si escludono valori

negativi per la p.

Le coordinate polari generali servono utilmente allo studio

di quelle curve (spirali) che fanno parecchi (od anche infiniti)

giri intorno al polo.

Quindi, anche nel primo giro, V anomalia, in coordinate

polari, varia da a 27r, ed il

raggio mobile riprende la mede-
sima posizione, nei giri succes-

sivi, per variazioni della anomalia

di multipli (positivi o negativi)

di 2k,

Per un raggio vettore qual-

siasi è naturalmente fissato V o-

rientamento, poiché di esso si

considera solo il semiraggio che ^

forma con Passe polare l'anomalia b, che serve a determinare

il raggio medesimo.

Se p è un determinato numero positivo, il punto P,(p6) si

trova su tale semiraggio alla distanza
|
ÒPj

|
:= p dal polo.

Invece il punto Pj(— p, 9) si trova sul semiraggio ad esso

opposto, ad una egual distanza dal polo.

Il punto P, dunque, corrisponde anche alle coordinate

(d, 9 -t- 71).

560. Assi e centri di simmetria. Per V uso di coordinate

polari è utile il menzionare alcuni semplici criteri analoghi a

quelli dati al n.° 105 Y, YI, per verificare se una data curva
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possiede assi o centri di simmetria che coincidano con gli ele-

menti di riferimento.

Data la equazione di una curva /(p, 0)= in coordinate

polari (ordinarie, ;o generali) si vede che il polo è centro di

simmetria se il primo membro non muta lasciando invariato p

e cambiando in -f- tt.

Od anche, (in coordinate polari generali), se/(p, 6) non muta

lasciando invariato e mutando p in — p.

L' asse polare è asse di simmetria, se /(p, 0) non muta,

lasciando p immutato, e cambiando 9 in — o in 2n; — 0; oppure,

in coordinate polari generali, cambiando p in — p, e in tt — 0.

La perpendicolare all' asse polare è asse di simmetria se

/(p, 0) non cambia cambiando in ti — e lasciando immu-

tato p; oppure, in coordinate polari generali, mutando p in —

p

e in — 0, in 27r — 0.

561. Ciò premesso, ecco la espressione analitica di alcune

fra le curve più note, riferite a coordinate polari.

I. La spirale di Archimede è la curva la cui equazione, in

coordinate polari generali, ha

la forma

p =r «0,

ed esprime quindi proporzio-

nalità fra il raggio vettore e

V anomalia.

Si può anche definire come
la traiettoria descritta da un

punto che si muove di moto uni-

forme su di una retta, la quale,

restando in un piano, ruota di moto circolare uniforme attorno

ad un suo punto.

Il parametro a è il rapporto delle velocità dei due moti,

rettilineo e circolare.

L' asse polare Ox è la posizione della retta mobile quando

il punto mobile è in 0.

In ogni retta uscente dalla origine giacciono infiniti punti

della curva, che hanno raggi vettori dati da

p-=:^a± 2nka, oppure da p= (ti — 0)a ± 2KJca,
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Se (p, 0) è un punto della curva, lo è anche (— p, — 0) ; la

curva perciò possiede ima simmetrìa ortogonale riipetto alla

normale alV asse polare uscente dal polo.

II. Lemniscata. L' equazione

p* = 2a» cos 29

rappresenta una curva assai importante, conosciuta sotto il

nome di Lemniscata.

Il valore di p non cambia, cambiando in — 0, dunque

la curva è simmetrica rispetto alV asse polare.

Non cambia nemmeno cambiando H in G-i-tt, dunque essa

è simmetrica anche rispetto al polo.

Questa curva rappresenta il luogo dei punti le cui distanze

I

PA
I , I

FB
I

dagli estremi A, B di un segmento di lunghezza 2a,

hanno prodotto costante ed eguale a a*; cioè: \PA\'\PB\ = a*.

Per dimostrare ciò, assumiamo come polo il punto di mezzo

del segmento AB, come asse polare il raggio OB.

I
Condotta la perpendicolare PQ si ha

PB' =^ PQ' -+- BQ' = PQ*-^-{OQ- OBj*

= p« sen -+- ip* cos p — a)»

cioè

PB*= p* -f- a» — 2ap cos 0;

analogamente

PA*= p* -\- a* -k- 2ap cos 0,

onde

PA* . PB*= (?* -+- a*)* — 4:a*p* cos»

ma deve aversi

cioè:

dunque

\Pa PB\ = a*j

PA*'PB*— a\

p* -H 2a*p* ~ 4a*p* cos» =
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cioè

o infine

p* — 2a» (2 cos'è — 1)= 0,

p* — 2a* cos 26 == 0.

In coordinate cartesiane l'equazione della Lemniscata è

{x* -\- y^Y= 2a'(a7» — 2/*).

Da ciò si scorge che la Lemniscata è una curva algebrica del

4." ordine (quartica).

ITI. Oassinoidi. La Lemniscata può considerarsi come un

caso particolare delle curve dette Ellissi cassiniane o cassi-

noidi che si possono definire come il luogo dei punti le cui

distanze da due punti fissi fdetti fuochij hanno un prodotto

costante &'. Sia 2a la reciproca distanza dei due punti fìssi A
e B, Scegliendo la AB come asse della a? e la perpendicolare

nel punto medio di AB, come asse delle y, dette x ed y le

coordinate in un punto M della cassinoide, si ha subito

y [(oj— a)*-f- y*][(x -f- a)* + y*] = ¥

d^ onde, quadrando

cioè
(a« ,«\2 4:a*x

i^i

{x* +- y'Y — 2a\x^ — y')= b* — a'.

Per a=:b si ha appunto la Lemniscata.

IV. Evolvente del cerchio. Per dare un esempio di

rappresentazione parametrica

di una curva, in coordinate

polari, cerchiamo la evolvente

del cerchio uscente da un
punto dato A della circonfe-

renza.

Immaginiamo il cerchio

riferito ad un sistema di coor-

dinate polari (ordinarie) col

polo nel centro : indicando

con r il raggio, la equazione

del cerchio è semplicemente

p=:r.

Condotto il raggio OM che

forma angolo colmasse polare,
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si tiri la tangente MP in Jf, ed in questa si porti un segmento MP
egnale in lunghezza all' arco MA, con Terso concorde con quello

dell'arco MA stesso.

La curva luogo del punto P è quella appunto che viene
detta evolvente del cerchio.

Ora si ha

PM=i arco AM= UA»^= r^p,

p* = OP* = OM* -t- PM*— r» -+- rW= r*(l -t- cp»)
;

e infine

Inoltre

ma

duuqne

p =z rVl

= cp — POM= <¥> — are tg=^ ^ OM

PM_ are AM
ÒM~~ OZ ""^'

= 9 — are tg ^.

In conclusione le equazioni cercate sono

(1) \

^ ^

i = 9 — are tg 9.

La nostra figura rappresenta il tratto di curva corrispon-

dente a p positivo ed a 9 variabile da a 27z,

Considerando la curva come riferita a coordinate polari

generali, si può supporre 9 variabile da — 00 a -i- 00. È oppor-
tuno peraltro mantenere il segno positivo pel radicale Vl-+- T*»
e, fra gli infiniti valori di arctg'f, scegliere il valore positivo

che è nullo per 9= 0. Vediamo dalle (1) che la evolvente si

svolge in infinite spire. Per valori negativi di 9 si ha un
altro ramo di curva, simmetrico di quello disegnato rispetto

all' asse polare.

Le tangenti al cerchio incontrano ortogonalmente ciascun

ramo della evolvente in infiniti punti, tutti fra loro equidi-

stanti di un tratto uguale alla circonferenza del cerchio.
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§ II. Tangenti.

Tangente ad una curva in un punto M è la posizione

limite della secante MM' passante per il punto M e per un altro

punto M' da ohe percorre la curva tendendo ad M, cioè avvici-

nandosi ad M in modo che la di-

stanza MM' divenga, in valore

assoluto, mittore di qualsivoglia

numero positivo.

Se indichiamo con {x, y) le

coordinate di M^ con F(x^ y) =
V equazione della curva e con

X, Y coordinate correnti {}) di

un punto appartenente alla retta

MM'y potremo indicare le coor-

Aa?, y -+- Ay) e V equazione delladinate di M' con

retta MM' sarà

{x

Y-y Ay
iX-x),

Al/
Il coefficiente angolare -r^, quando si consideri la y come

funzione della x^ data implicitamente dalla F{xy)=zO^ si pu6
scrivere

ày y(x -+- àx) — y(x)

àx Ao; '
'

ed è, come si è visto nel corso di Analisi (*) il rapporto incre-

mentale della y(x). Segue da ciò che, se la secante, col tendere

del punto M' al punto M tenderà verso una posizione li-

mite determinata, il rapporto incrementale
y{x + Lx) — yix)

Are
per

Aa? —«- avrà un limite determinato, finito od infinito (che sarà

{*) Le coordinate X, Z, di un punto generico F{XY) di una data

curva, sono dette coordinate correnti sulla curra.

(*) Cfr. PiNCHERr.E, Lezioni di Calcolo Infinitesimale^ Gap. XIV, ^ I.
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la derivata ^)) il quale ci darà il valore del coefficiente ango-

lare della tangente.

civ
E reciprocamente, se esiste derivata ordinaria -^ della y(x)

nel punto considerato, questa ci rappresenterà il coefficiente

angolare della tangente alla curva in tale punto. Se poi esi-

stesse solo la derivata a destra o solo la derivata a sinistra,

nel punto considerato, vale a dire se il rapporto incrementale

avesse limite a destra, (o limite

a sinistra) per accrescimenti po-
sitivi Ao?, o se esistessero, ma non
fossero fra loro uguali, le deri-

vate a destra ed a sinistra, la

curva nel punto M(xy) avrebbe

una tangente a destra (od una a

sinistra) determinata, il cui coeffi-

ciente angolare sarebbe eguale

alla derivata a destra (o a sinistra); e la tangente a destra

potrebbe essere diversa dalla tangente a sinistra. Questi punti

nei quali esistono le derivate a destra ed a sinistra e non

sono uguali fra loro sono detti punti angolari {salienti) della

curva.

y
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equazione della curva, F{xì/)=:0, avremo

dy

dx

dF
dx

dF
dy

epperò l'equazione della tangente avrà la forma:

(Y-y)
dF
dy

dF(X-.)- = 0.

Se la curva è data mediante le equazioni parametriche

x=zoo{t\ yzz=y{t\ si ha

dy_y\t)
dx x'(t)

quindi l'equazione della tangente si scriverà

r(3)

ossia
y=m^^-^^

y'(t)

Biassumendo abbiamo per la equazione della tangente alla

cnrva in un punto xy, le forme:

(4)

(5)

(6)

(7)

^-^= |(^ X)

(r— y)dx — (X— x)dy=
dF dF

X—x
x\t)

y

-Hj

y\^)
= 0.

Osservazione. Le formule trovate danno, in valore e

segno, il coefficiente angolare della tangente, cioè la tangente
trigonometrica dell'angolo formato dalla tangente alla curva
con l' asse delle x. Indicando con a quest' angolo si ha dunque

tg y. =z y'ix).
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Di qui

y'

seiia= ^1- -, cosar

Ricordando che sen a è sempre positivo, (n.° 138, Yol. I,

pg*. 113) vediamo che, in queste formule il segano del radicale

deve esser preso eguale a quello di y',

564. Inviluppi di rette. Se la curva vien considerata, non

come luogo di punti, ma come inviluppo di rette, ad essa tan-

genti^ essa può rappresentarsi mediante una equazione in coor-

dinate di retta

F{u, V) = 0.

In questa rappresentazione le tangenti sono date dalle

rette r(w, v) le cui coordinate soddisfano alle equazioni del-

V inviluppo.

Questa rappresentazione è quindi particolarmente utile

quando si cercano le tangenti comuni a due curve.

Per risolvere tale problema basterà infatti scrivere le equa-

zioni dei due inviluppi aderenti alle date curve,

i F{u, v)=

considerar queste come simultanee, e cercare le coppie w, v, che

sono soluzioni di questo sistema.

Occorre perciò saper scrivere la equazione di una curva

inviluppoj nota la equazione della curva, luogo di punti, ad essa

aderente.

Supponiamo dunque data la equazione di una curva, con-

siderata come luogo di punti (equazione locale)

scrivendo la equazione della tangente ad essa nel punto ge-

nerico {x, y)

(X_.)gH-(r-y)|= 0,
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cioè:

df a/

di di^^ df df
^ dx'^^dy ^ dx'^y dy

vediamo clie le coordinate pluckeriane della tangente alla curva

f(xy)==:0 nel suo punto generico {xy\ sono (n.° 149, Yol. I, pg. 121)

_ ^ _ ^l
dx dx

Basterà dunque eliminare i parametri x, y, dal sistema for-

mato dalle equazioni (1) e dalla equazione del luogo f(xy)= 0,

per ottenere la equazione delV inviluppo aderente (ossia V equazione

tangenziale della curva data)

F{u, t;)=:0,

come risultante di questa eliminazione.

Così, data la equazione del cerchio (luogo di punti)

8i ha

da cui, quadrando e sommando,

X^-^yi 1 1
U^ -\- 1)^ z=z ' — =: = —

,

(a?* -+- ?/*)* a?* -f- y^ r-

566. L' inviluppo rappresentato dalla equazione tangenziale

/(t^ v)= (^

in cui il primo membro è un polinomio intero di grado m
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complessivamente nelle varsabili w, r, è detta inviluppo alge-

brico di classe wi (n." 151).

Una correlazione piana (n.*' 441. Yol. I, pg. 366) muta una
curva algebrica di ordine w, in un inviluppo algebrico di classe m,
e reciprocamente.

566. Il problema correlativo a quello di trovare la equa-

zione della tangente nel pnnto P{ooy) ad una curva luogo di

punti, è quello di trovare il punto di contatto di una data

retta r{u v) tangente alla curva inviluppo F{uv)= 0.

Considerando il punto di contatto di r{uv) come la posi-

zione limite della intersezione della retta r(u v) con una retta

riu^v^) che, percorrendo l'inviluppo si accosti indefinitamente

ad essa, dovremo anzitutto scrivere la equazione del punto di

intersezione di quelle due rette (n.° 150, Voi. I, pg. 122)

- Vi — V.
V — V=^ — =: (U W),

u, — u

Vi — V
poi cercare il limite per u^^^u di =.

1*1 — u

Considerando la v come funzione implicita della u data

mediante la F{uv)=2 0, avremo

dF\
du /«^tt

lini

«1 —-U

1?! — V /dv\ v=v

dV Ju=u
v= v

Infine avremo la equazione del punto di contatto della

tangente r{u v) sotto la forma

fdF\

{ du /n=ti

V — V=z — ,
„,*' * (U — U),

\ dV )u=u
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§ HI. Tangente, normale, sottotangente,

sottonormale geometriche.

567. Per tangente geometrica di una curva f[xy) riferita

ad assi eartesiani ortogonali, in un punto M(xy)^ si intende la

lunghezza TM del segmento di tangente uscente da M, determi-

nato dal punto M e dal punto di incontro T con V asse delle x

(contata a partire da T),

Indicando con It tale lunghezza, si ha in valore assoluto

(8) l,= IM
sen a y ^

;
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568. I numeri che misurano le proiezioni TP, N'P della tan-

gente e della normale geometrica suW asse delle x si dicono rispet^-

tivamente sottotangente e sottonormale.

Indicando questi numeri con «<, «„, si ha

(10) St=TP=TMGOHa= -,.

y

Di qui si vede, in particolare, che la sottotangente è positiva,

Sé nel punto M dove essa è calcolata, la y{x) e la derivata y'ix)

hanno segni eguali, è negativa se contrari.

Per calcolare il valore della sottonormale basta considerare

che il coefficiente angolare della normale è (x= , (per la

condizione di ortogonalità fra la tangente e la normale): l'equa-

zione della normale è dunque

La sottonormale è IfP= OP— ON^; ma OP=iX; ON, ascissa

all'origine della normale, è x-\-yy\ da ciò segue che

(11) «n == - 2/2/'.

In particolare vediamo che la sottotangente e la sottonormaU

hanno sempre segni contrari.

569. Se V equazione della curva è data sotto la forma im-

plicita

F(xy)= 0,

ricordando che
d_F

dx

8i ha
dF_ dF_

^ dy dx

dx dy

dx dy

Bortolotti II.
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dy
Usando la notazione differenziale y'=:~^ si ha:

yàyydx

''~~dy'

V^ic* -f- dy^

dx

in = y
V dx* -f- dy*

"'— '' dy ' -^n— ^ ^^

Se la curva è data mediante le equazioni parametriche

si ha
m' di'

lt= ^
\9'

570. Angolo del raggio vettore, condotto dalla ori-

gine al punto di contatto, con la tangente.

Consideriamo la tangente ed il raggio vettore come rette

orientate, ed indichiamole con <, r; avremo la identità ango-
lare rt= xt — xr.

Se dunque indichiamo con w P angolo rt della tangente

col raggio vettore, con l'anomalia del punto if, con a P an-
golo della tangente con Passe a?, avremo (comunque sia di-

sposta la figura):

0) a — tì

da cui

Ma

dunque

(12)

^^-^^(«-^)-a^SS^-

tge=.|, tg«:=^2/'= g,

tgO) — xdy— ydx

xdx -+ ydy

Se l'equazione della curva è riferita ad un sistema di

coordinate polari si ha la (12) sotto la forma

(12') __ _pm
tg r« = tg 0)

dp'
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571. Sempre uella ipotesi che la curva sia riferita ad un
sistema di coordinate polari, conduciamo pel polo la nor-

male N'iOTj^ al raggio vettore OM, e chiamiamo ^i, T^i punti

dove questa normale, rispettivamente, sega la normale e la

tangente in M alla curva.

Le lunghezze S^= OT^^ , S„ = OI^i dei segmenti di questa

normale compresi fra il polo ed i punti Tj, ^j, in cui essa

interseca la tangente, e la normale alla curva, contati a partire

dal polo, si dicono rispettivamente sottotangente polare e sotto-

normale polare.

y
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E poiché il segno di OT^ è dato dal segno della ordi-

nata Z, (quando questa non è nulla), vediamo che il segno della

sottotangente polare è eguale o contrario a quello di tg o) (cioè

in coordinate polari ordinarie, di -qf^L secondo che l* ascissa del

punto di contatto è negativa o positiva; se questa ascissa è nulla^

il segno di OTj^ è eguale o contrario a quello di tg w, secondo che

la ordinata del punto di contatto è positiva o negativa.

Se non si vuol far uso, nella applicazione di questo cri-

terio, di coordinate cartesiane, basterà notare che il segna

di a? tg to concorda con quello di p sen tg w ; o, nella ipotesi

di p positivo, con quello di sen tg w.

Il segno di 02^^ si determina in modo analogo, e si può-

anche a priori stabilire osservando che deve essere sempre
contrario a quello di OT^.

Avremo dunque che: In coordinate polari ordinarie, per

punti M aventi ascissa positiva la sottonormale polare ON^i è

do
eguale, in valore e segno, alla derivata ^: per punti M aventi

ascissa negativa, è eguale in valore assoluto e di segno contrario.

572. La distanza della tangente della origine, si

ricava immediatamente dalla equazione della tangente, essa è

data dalla formula:

y — xy'

nella quale il segno del radicale deve concordare con quella

del coefficiente di Y nella equazione della tangente (n.* 138,^

Voi. I, pg. 114) cioè deve essere positivo.

Se scriviamo tale distanza sotto la forma

ydx — xdy

^~db'^dx*-+-dy^

dovremo dare al radicale il segno di dx.

In coordinate polari avremo analogamente:.

— p*é«0

Vp*<?0*-t-^p*'
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573. Esempi. V. Iperbole riferita agli asintoti

xy = m*.

Si ba^' = ^ ==: — -, l'equazione della tangente nel punto
X X

generico {xy) è

y{X—x)-^x{Y~ y) — ^

od anche

xY-^ Xy— 2xy = 2m\

Quella della normale è

y{Y-y)-x{X-x) =
od anche

yY— xX z=y* ~ ip*.

Le sottotangenti e sottonormali sono rispettivamente e-

«presse da

dx — X dy y'
8t= y ^- =^y z=: — X, S,,^= — y ^- =^
' ^ dy ^ y ' " ^ dx x

Cioè il piede della perpendicolare calata dal punto M sul-

Tasse a? è ad ugual distanza dall'origine e dal piede della

tangente.

Si vede poi subito che la tangente geometrica è uguale al

raggio vettore (considerato in valore e segno).

2°. Parabola

2p P
^ 2\2px y

Ij' equazione della tangente è

ossia

2/r

(Y-y)= ^^(X-x)

~pX— px, yY=p{X-hx).
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La sottotangente è

cioè la sottotangente è doppia delP ascissa. La sottonormale è

cioè la sottonormale è costante ed egtcale in valore assoluto al

parametro.

3°. Parabola generale:

y'^zzza'X

11 .

y
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5". Tbatteice. La curva data, in forma para metrica, dalle

equazioni:

\^
x=- «(Igtg^-j-cosa)

[ y= a sen a

ossia dalla

a db Va*— y*
x=za\g +: \ a* - y*

è detta trattrice, o curva del cane, ed è la linea che verrebbe

percorsa da un cane legato ad una catena di lungezza OA = a,

e mantenuta sempre tesa, quando l' altro estremo della catena

fosse tenuto da una persona che si muovesse sopra Passe a?.

Questa linea ha la proprietà (caratteristica) che la tangente

geometrica TM è eostante ed eguale ad a.

Infatti, calcolando la derivata

tga,
dy
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Si ha dunque

' sen «/

6°. Spirale d'Archimede (n.** 561, I)

p = a{i

dp
a=:

La tangente dell' angolo lo del raggio vettore con la tangente

è dunque data da

tgw=:p- = e

cioè è eguale alla anomalia. Per valori di positivi e crescenti

(0 rimane sempre positivo, e cresce da zero a h» P©r ^ ten-

dente a -4- oo.

La sottotangente e la sottonormale polare sono singolar-

mente
^2

s. Sn = a

cioè la sottonormale polare è costante, il segno di S„ è il segno

del prodotto x tang ià= p cos • == a cos 0, ossia, di cos 0.

7**. Spirale iperbolica

dp

d%

a

Si ha

S, = a. Sn
a

S"", Spirale parabolica

p«r=a*0.

Si ha

S.
2p2

S,
2o'
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9\ Reciproca della spirale parabolica (Lituus)

La relazione

a' a
p» = — ossia p = —7^

,

dp

m 20-

p»fi = a*

mostra che V area del settore circolare che ha per raggio p e

per angolo si mantiene costante.

10°. Curve concoidi. Si dice eoncoìde di una curva data G
rispetto ad un dato punto la curva Oj ottenuta aumentando

tutti i raggi vettori di C uscenti da di una lunghezza costante b

positiva negativa (detta intervallo della concoide).

Se il punto si assume come polo di un sistema polare

di coordinate, si vede immediatamente che la curva data C, e

la sua concoide G^ hanno la medesima sottonormale polare (in

punti di eguale anomalia).

Infatti, dalla relazione

che intercede fra i punti corrispondenti ad eguali anomalie

nelle due curve si ricava

dp, dp

I

11*^. Concoide del cer-

chio, o lumaca di Pascal.

Sia un circolo di diametro

OG = a. Per si conduca

un raggio arbitrario di argo-

mento che incontri il cir-

colo in P; a partire da P
sulla OP si portino, da una
parte e dall'altra, due segmenti i PM\ =

\
PM'

i

= 6. Il luogo

dei punti M ^à M' h una curva detta Lumaca di Pascal.

Si ha subito

OP =i a cos quindi p= a cos =i= è,

equazione polare della curva considerata.
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L'equazione della Lumaca di Pascal in coordinate carte-

siane è:

(^2 _^ y2 _ axf — h^(x^ -\-y^)~Oi

essa è sempre soddisfatta dalle coordinate della origine, che è

un punto singolare della curva, come piti innanzi vedremo.

Secondo che è 6 < d; 2a> b:> a^ 2a^ ò, la curva presenta

le forme indicate dalle figure

qui disegnate.

Per a= b, si ha la cardioide

(fig. a pg. 105): questa dunque
si ottiene portando su ciascuna

corda uscente da un punto
della circonferenza, e a partire

dalP altro estremo P di essa corda,

due segmenti PM, PM' eguali al

diametro.

La normale, e quindi la tan-

gente, si costruiscono ricordando

che la concoide ha in un punto M (V. la figura a pag. 105) la

medesima sottonormale polare del punto P corrispondente del

cerchio base: cioè ha per sottonormale il segmento OK^ de-

terminato, sulla normale per al raggio vettore, dalla ulte-

riore intersezione iV^ di essa col cerchio stesso. In particolare,

nei punti A, B, dove la concoide incontra Passe polare, la

tangente è perpendicolare alPasse.
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12''. Concoide della, retta, o concoide di Nicomede.
Assumiamo come polo il punto 0, come asse polare la nor-

male OA da alla retta data, come verso positivo di que-

st'asse quello che va da alla

retta stessa.

Indicando con a la lunghezza

OAy se consideriamo il raggio vet-

tore OP, che forma F angolo gene-

rico con Passe polare, prendendo

su questo FM = ò, PjMj = — b

avremo due punti M ed Jfj della

concoide di Nicomede. Ora si ha,

in valore assoluto.

OP
C08 9'

dunque i due punti M ed Mi hanno
i raggi vettori

a a

cos 9 cos9

La curva è simmetrica rispetto all'asse polare; secondo

che a<:by a = &, a>b, iassurae le forme qui indicate.
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L'equazione in coordinate cartesiane è:

(ic^ -f- y^){x — a)2 — b^x"" =z 0.

Assumendo come asse y la ietta AP si ha l'equazione

(a?* -t- y^y{x— 2af — b{x— af— 0.

Anche in questa curva il polo è punto singolare.

13<>. Spirale logaritmica

e

p= ce<*.

La tangente fa angolo costante col raggio vettore. Infatti

§ IV. Ooncayità, conYessità, flessi.

574. Supponiamo che sia possibile determinare sulla curva
un intorno del punto ^, tale che la porzione di curva conte-
nuta in questo intorno a partire da JV in un determinato
verso (a destra di ^), resti sempre da una stessa parte della

tangente condotta nello stesso punto N'; e che così avvenga
anche per la porzione

a sinistra
;

queste due
porzioni, potranno es-

sere o tutte e due da
X, J^ una parte o una da una

parte e l' altra dall' altra

jc 0-^:^1 S ^^^^ tangente. Nel j?ri-

mo caso consideriamo
una retta OX che non passi per il punto ^ e non sia perpen-
dicolare alla tangente in questo stesso punto: si dice che la

curva nel punto N è concava o convessa rispetto alla OX, se-

condo ohe il tratto di essa che è nelV intorno accennato di N' si

trova no dentro V angolo acuto formato dalla OX colla tan-

gente in 1^,
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yd secondo caso non si ha né concavità né convessità: e si

dice che in N vi è un punto di inflessione, o un flesso.

575. Supponiamo ora che si assuma per retta OX l'asse

delle x^ e che la curva sia rappresentata analiticamente dal-

l'equazione y=f(x).
Avremo, nei vari casi indicati dalla figura,

se P^^O

se P^<0

I
QA — QB>0 convessità

I
QA— QB<0 concavità,

QA — QB < convessità

QA — QB>0 concavità,

ossia

Ora

da cui

^

TiTcrrnA m>\ >^ convessitàBePN(QA-QB) ^^ concavità.

PN'=fix)

QA =/{x-h h) =f(x) -4- hf'ix) -*- |j/"(a?) -+-

QB =zf{x) -h hr(x},

QA-QB= ^^ r(x) -H ^r'{x) -*- ....

Quindi se f"{x) 4= 0, ed ^ è sufficientemente piccolo, per

f{x)f"{x) > si ha convessità,

f{x)f'\x) < si ha concavità.
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576. Se per asse OX di riferimento si assume una pa-

rallela all'asse delle x che abbia da quest'asse distanza mag-
giore di PN, 8i ha convessità verso l'alto quando f"{x) <zO,

M ha concavità verso l'alto quando é / "(a?) > 0.

Nei punti dove è /"(^)n=0 la tangente è detta tangente

stazionaria.

Se è f"{x) =: senza che sia f"'{x) == si ha un punto di

inflessione, perchè QA— QB cambia segno al cambiare del segno

di h. In generale è chiaro che se la prima derivata che non
«i annulla è la w"'% avremo

per n dispari un punto di flesso,

» il pari ed f{3o)f^"Xx) > convessità,

» w » /(a?)/^"Xa?) <0 concavità.

577. Osservazione 1*. La concavità o convessità di una
<5urva in un punto è relativa alla scelta della retta OX cui

la curva si riferisce. Facilmente si proverebbe invece che i

punti di flesso rimangono tali per qualunque sistema di assi,

ossia costituiscono proprietà intrinseche della curva.

678. Osservazione 2*. È escluso che possa essere f{x)=
od fXx) = oo perchè abbiamo escluso che OX passi per il

punto jy e che sia perpendicolare alla tangente in N', Però
nel caso in cui sia f'(x)=:±: oo può darsi che vi sia un punto
di inflessione.

/
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579. Osservazione 3*. Se l' equazione della curva ò

F{xy)=^0, la condizione che si annulli y"{x) si scriverà:

^
^

aa?2 \dy) dxcy'dxdy
~^

dy^ \dx)~~

Se è data sotto la forma parametrica:

x= x{t), y— y(t),

usando la notazione differenziale si ba

dy

dx

dx dx^

dunque perchè sia nulla y" deve essere

„ dx d'^ydx — dyd^x

(2) d^ydx — dyd^x= 0.

In coordinate polari

dx= do cos 9 — p sen BdB

dy z=z do sen -4- p cos QdQ

d^x= d^p cos — 2 sen QdpdB — p cos 0^0*

d^y = d^p sen -f- 2 cos iidpdH — p sen 0^0^

d^ydx— d^xdy= 2dpH'l— pd^pdB h- pHBK

Dividendo per (?0', avremo che la condizione (2) si scrive:

(3) 2p'2 — pp" -4- p2 — 0.

580. Esempi. 1**. Parabola cubica

Si ha

y=^-^a^

y =^» 2/3/ —-,x{ì)a^-\-x%

V'ha convessità per ogni valore positivo di x ed anche

per quei valori negativi che rendono negativo ì>a^ -\- x*y vale a

dire che rendono negativo y.
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V'ha concavità per x negativo e y positivo. Si ha poi

y"= nel punto a?= cui corrisponde i/= 6. In questo punto

non si annulla y"'(x)^ dunque esso è un flesso.

2**. Lemniscata di Bbrnoijlli I

p2 ==: Qt COS

ha nella origine un punto di flesso dei due rami della curva.

§ V. Punti multipli.

581. Data una curva
/(^y)r=0,

il coefficiente angolare della tangente in un punto [xy) è dato

dal quoziente

di
dx

(1) - ^.

e le due derivate parziali -/-. 4- sono entrambe continue^ dx^ dy

nel punto (xy): la tangente è indeterminata Bolo nei punti in

cui sono verificate insieme le condizioni ^^ = 0, :r^ = 0.
dx dy

I punti della curva in cui non vi è tangente determinata

si dicono punti singolari.
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Supponiamo per maggiore generalità che nel punto ixy)

siano nulle tutte le derivate all'ordine (n— 1)*"" e che non lo

siano insieme tutte quelle dell'ordine n**"'.

Se indichiamo con {x -h h, y -hk) un punto della curva

sufficientemente vicino ad {xy) sarà per la formula abbreviata

di Taylor, tenuto conto che F{x h- A, y -+- fc) =:

^ -' \dx dy Jx-hQh
y-hBk

Poniamo per brevità

d"f{xy) . .

Sviluppando la (3) avremo

r=0

ossia

S (^]9.(a? -*-Hhy y-+- hk)h^k^-*-= 0,

«^<x-\-Qh, y-h Qk) UV ''=
0.

Supponendo ora che le derivate n"*^ siano continue ne segue

2(")t.{^2/) |lim^ =0.
f h=o ri

i=0

k
Ma r è il coefficiente angolare della retta che congiunge

i punti (a?y), {x-^h, y -^ fc), dunque vi sono in generale n rette^

tante quante sono le radici delV equazione in t

(4) J^I^'j^^(xy)t"-=0,

le quali sono posizioni limiti di n corde passanti per il punto (xy).

Tali rette si dicono tangenti alla curva nel punto stesso.

Pertanto pel punto (xy) passano (al più) n rami, reali od
immaginari, della curva: le loro tangenti possono essere o

no distinte.

Un punto di tale natura si dice multiplo delV ordine n o

punto n^^°. In particolare si dice punto isolato se tutti i rami
di curva passanti per esso sono immaginari,

Bortolotti II. 8

I

^1
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582. Per trovare i punti multipli di una curva si deter-

minano prima le soluzioni comuni all'equazione della curva e

alle sue derivate prime, si cerca poi quali siano le derivate

di ordine minimo che non sono tutte nulle per ciascuna di

quelle soluzioni; formata infine la corrispondente equazione (4=),

lo studio di questa ci indicherà la natura e la direzione dei

rami passanti per il punto considerato.

Per n:=2 si ha un punto doppio; V equazione (4) è in tal caso

<2
a^ ay
dxdy dx^

0.

Secondo che il determinante (Hessiano)

2>

ay
dee*

ay
dxdy

ay
dxdy

dV -\idxdy) dx* dy*

è negativo, nullo o positivo si ha:

un punto doppio a tangenti distinte (nodo), un punto doppio
a tangenti coincidenti (cuspide o punto di regresso), o un punto
isolato.

Una cuspide si dice di prima specie o di seconda specie
secondo che la curva è attraversata o no dalV unica tangente (tan-
gente cuspidale).

W
Osservazione. — Facil-

mente si prova che il grado
di multiplioità di un punto

multiplo è indipendente dalla

scelta degli assi coordinati.
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583. Esempi.
1.° Lumaca di Pascal

(^« ^- i/« -H axY — ¥(x^ -t- y^)= 0.

(Le fidare alle pag. 105, 106).

= 2(2a? -t- a)(a?* -i-y^-h ax) — 2¥x

-^= iy{x^ -\-y^ -\- ax) — 2h'^y .

L'origine è pnnto doppio. L'Hessiano ha nell' origine il valore

secondo che è a ^ &, si ha nodo, cuspide, o punto isolato

<Cfr. le figure al loc. cit.).

2."* Concoide di Nicomede

(x^ -f- y^)(x — af — ¥x^ z=

^£= 2x(x— af-i-2{x — a)ix^-^y^)_—2b^x

^
sy
= 2p{x— a*).

L'origine è punto doppio. Nella origine PHessiano ha il valore

Secondo che è a ^ è, si ha nodo, cuspide, o punto isolato

(le figure alla pag. 107).

3.° La curva
VI

(cy-^bx)^-^-^^^^^z=0.

11 punto x= a, y=z — è

sulla curva ed in essa è con- y^
temporaneamente
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Ponendo P equazione della curva sotto la forma

hx l^ix — aY

si vede che per x<.a non esistono valori reali di y : per x>a
si hanno due valori distinti; per xz=:za si ha un sol valore^

/ ah\
Il punto Jffa, — I è una cuspide. Infatti

è ivi i)=:0.

4.° Parabola semicubica

X' = 0.

^ Si ha

dx a ^ dy ^

sicché la curva ha un punto doppio nella

origine.

E, precisamente, essendo:

Wl=o-^' (w^Lo-*'' wK=<r^''
-°-"'

y=0 y=0 y=0

si vede che tale punto è una cuspide.

Con semplici considerazioni si prova

che quella è una cuspide di prima specie.

5.° Lemniscata

(07* -f- y^f — 2a%y* — x*) =z 0.

L'origine è un nodo e le tangenti in

questo punto sono le bisettrici degli assi

(fìg. a pag. 112).

6.0 Cissoide

(a?* -f- y^)x — ay* = 0.

Cuspide di prima specie nell'origine;

Passe delle x è tangente cuspidale.
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7." FoLiUM DI Cartesio

x^ — 3axy h- y^ = 0.

Nodo nelP origine; le taDgenti sono assi coordinati.

A

117

8/ EOSA A 4 FOGLIE

L'origine è punto quadruplo. La curva si compone di

quattro parti simmetricamente disposte rispetto agli assi, ed

a forma di foglia, a ciascuna delle quali gli assi delle x e

delle y sono tangenti.

§ VL Punti di massimo o di minimo (^).

584. Sia

y=fi^)

una funzione data nelP intervallo ab, essa è detta crescente, in

un punto a?o interno all'intervallo medesimo^ se è possibile de-

terminare un numero positivo § tale che, essendo < ^ < 5, sia

(1)
/(a?o-+-/i)>/(^o)

(*) Questo argomento è qui appena accennato. Si troverà trattato

nel corso di Calcolo Infinitesimale, (Cfr. Pincherle, Lezioni di Calcolo

infinitesimale. Cap. V, § IV).

I
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Si dice che è decrescente, se, con lo stesso significato delle

notazioni, è

i/K-A)>/K).(2)

585. Se la funzione proposta ha derivata determinata e

diversa da zero nel punto iiJy , dalla formula degli accrescimenti

finiti,

si ricava subito che una funzione è crescente nei punti dove la

derivata prima (supposta determinata e diversa da zero) è posi-

tiva, decrescente ove detta derivata è negativa.

586. Nei punti ove la derivata prima è nulla, il criterio

su esposto cade in difetto.

Supposto che in un tale punto, dove cioè la derivata

prima è nulla, la derivata seconda sia determinata, e diversa

dallo zero, avremo, per formule note dal calcolo,

^2

cioè

(3)

/(a?o H- h) -
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massimo (massimo relativo, od estremo) per la funzione

Se, invece, nel punto Xq la derivata seconda ò positiva,

dalle formule (3) immediatamente si deduce che la ordinata

yQ=f{xQ) è minore di una qualsiasi delle ordinate dei punti

vicini, sia a destra sia a sinistra, ed il punto Xq è detto perciò

punto di minimo.

J

v
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Se in detto punto sono nulle ad un tempo le successive deri-

vate prima, seconda,..., ed è la r'"" derivata la prima che in detto

punto non si annulla,

se V ordine r è pari, si ha massimo o minimo secondo

ohe f{x^ è negativa o positiva;

se Verdine r è dispari, non v'ha massimo né minimo, la

funzione è crescente o decrescente secondo che f''''\x) è positiva o

negativa.

588. Per P applicazione di questo criterio occorre saper

costruire le espressioni y', y",...-, in corrispondenza delle varie

forme analitiche della equazione della curva.

Abbiamo già indicato (n.° 563) le espressioni che assume

la derivata prima.

Per la derivata seconda, supposta data l'equazione della

curva sotto la forma implicita

F(xy):==zO

basta ricordare dal calcolo la formula

d*F fdFy d^dF_dF_ d^/dFV
d^y _ dx* \dy) " dxdy dx' dy

"^
dy^ \ dx )

/dFVdx^

Infine se sono date le equazioni parametriche

si ha

2'^'*^ — rfa;— 9'(t)

d^ydx — d^xdy

dx^

d^y dx d^x dy

_ Wdi~dÌF dt

\dt)

finalmente

y"{x)—
9"
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y

/ I x^

Osservazione I. I criteri esposti valgono per massimi

e minimi in j>wn<i m^erni all'in-

tervallo che si considera.

Negli estremi a, &, dell'in-

tervallo medesimo non occorre

cbe f'{x) sia nullo per la esi-

stenza del massimo o del mi-
nimo. Si vede immediatamente
che nel punto a si ha minimo,

se ivi la funzione tende a cre-

scere, cioè se f'{x) è positivo;

massimo se f'{x) è negativo.

E simili riflessioni si ripetono pel punto b.

Osservazione II. In punti angolari, dove la derivata

prima è discontinua, si può
tuttavia aver massimo se a si-

nistra di un tale punto Xq la

funzione è crescente, ed a destra

decrescente; minimo invece in un
punto Xq' se è decrescente a si-

nistra, crescente a destra di esso.

Osservazione III. Nei punti

ordinari interni, di massimo o di

minimo, la tangente alla curva è

parallela all'asse delle x.

Osservazione IV. Da quanto precede scorgiamo che i punti

di massimo o di minimo non rappresentano proprietà intrinseche

della curva; ma dipendono dalla scelta degli assi di riferimento.

§ VII. Asintoti.

590. Per asintoto di una curva si intende una retta tan-

gente alla curva in un punto all'infinito.

591. Se l'equazione della curva è data sotto la forma

esplicita y^=if{x\ si trovano subito gli asintoti paralleli al-

iasse y cercando quei valori finiti di x che rendono infinito y
e che rendono contemporaneamente infinito anche y\

Così nella curva
x^ -h ax^
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si ha un asintoto parallelo alPasse delle y la cui equazione è

Come secondo esempio consideriamo la curva

a?' — ay(x ~ b) = 0.

Scrivendo questa equazione sotto la forma

ay=:
X — 6

si scorge che vi è un asintoto parallelo all' asse delle y, la cui

equazione è

Xz=zì).

In modo analogo si trovano gli asintoti paralleli alVaise x.

592. Indicando con

(1) y = kx-\-l

l'equazione di un asintoto non parallelo all'asse delle t/, poiché

per xz=oo le ordinate di questo asintoto e quelle della curva

devono avere differenza infinitesima, potremo porre P ordinata

del punto generico della curva, o meglio di quel ramo di

curva a cui la (1) è asintoto, sotto la forma

(2) y= lcx-{-l-i-e

essendo e infinitesimo per x= oo. Si ricava quindi

(3) lim 2^r= lim (le -f- l^^] = Te

(4) lim {y— Icx)= lim il-\-z)z=: L
CCzrOO 05=00

Per determinare dunque la costante k basterà porre, nelV equa-

zione della curva,

od anche

(5) y— xz^

cercare poi il limite od i limiti verso cui converge z per x= oo.
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Trovato così k si otterrà la costante l ponendo, nella equazione

della curva,

/7)
y — kx=zt,

^ ^
y = Jcx-^t,

e cercando il limite di t per x=zoo.

Ad ogni sistema di valori limiti di

k= lim «, l =z lim t

X=0O «=00

corrisponde un asintoto

y=zkx -^l.

Oli asintoti paralleli alV asse x corrispondono al valore fc= 0.

Esempio: per la curva

si ha
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594, La pratica del metodo indicato viene agevolata, per

le curve algebriche, dalle considerazioni seguenti: Sia una

curva rappresentata da un'equazione algebrica

f[xy)=

ed immaginiamo f{xy) decomposta in una somma di parti di

cui ciascuna sia funzione omogenea delle due variabili x ed y.

Siano m, , r», ... , con Wj > m^ > ... , i gradi rispettivi di quelle

funzioni omogenee, talché si abbia

(8) f(xy) =: ^"»^9i(|) + ^"*'?«
(l)
+ - ;

usando della notazione (5) potremo scrivere l'equazione della

curva data sotto la forma:

«

x'^i^-J^z) -\- x^i'^^iz) -+- ....=
od anche

al limite per x^=.oo rimane

(9) 9i('^)==0.

I valori di h sono dunque radici della (9), cioè della equazione

che 8i ottiene uguagliando a zero il polinomio omogeneo di massimo

grado tra quelli ohe compongono fixy).

Per ogni valore così trovato di A;, si avrà il corrispondente

valore di l cercando il limite per a;= oo della funzione t(x\

determinata per mezzo della relazione

(10) x^^^lk -t-
^)

-»- ^'"'9t (^ -^
^)

-*- — = ^'

Siccome però cpi(fc)= 0, per il teorema degli accrescimenti finiti

avremo :

con O<0<1, epperò la (10) potrà scriversi:
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od anche

(11) «^.' (*+ e
^)

-H ^i^. f. (fc +
i)
+ •••= 0.

Se f^iik) e (pi(k) hanao valori finiti e diversi dallo zero,

conservando la notazione l= lim t avremo :

1.* per w, < Wi — 1 J—

(12) j2.' , .«.= ..-1 1=
-I4§^

In conseguenza di ciò si avrà:

jSFel primo caso un asintoto passante per V origine^ y= Icx,

Nel secondo caso un asintoto y:=1cx -hrn*

Nel terzo caso non si hanno asintoti rettilinei corrispondenti

a quel valore di k,

596. Osservazione — Eliminando z tra le equazioni

9j(«)= 0, y=:zx
si ha l'equazione

».(!)=«

che fornisce nel primo caso tutti gli asintoti non paralleli al-

l' asse delle y, e che può essere sostituita dalla

A questa medesima equazione si giungerebbe anche cer-

cando in tale caso gli asintoti non paralleli all'asse delle x.

Possiamo dunque concludere:

Quando il primo membro delV equazione f{xy) = è scompo-

nibile nella somma di piii funzioni omogenee ed il grado Wj di

una di esse supera di piii di una unità il grado di una qualunque

delle altre, non solo i diversi asintoti passano per V origine, ma
essi sono rappresentati dalla equazione che si ottiene uguagliando

a zero quella funzione omogenea di grado m^.
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696. Esempi — 1."* Iperbole

Ha per asintoti le due rette rappresentate dalla equazione

2." La curva
a^ 6«

— "•

x^ -\-y* -\- sen - =^ X

ha per asintoto la retta

x-\-y=:(Ì

il cui primo membro è il solo fattore reale del binomio x^-\-y^,

S.** FoLiUM di Cartesio

X* -\-y* — ^axy= 0.

Scriveremo :

0?' -f- 2/'=

l.-lW=0.

X
Questa equazione in - ha la radice reale —1; perciò faremo:

e Passintoto avrà per equazione

y = — X — a.
4.** Sia la curva

y* — x^ — 2bx*y= 0,

Scriveremo:

x*{z* — 1) -f- x^2ì)z= (m,= 4, m,= 3)

9/(2^)= 4^», (p/(fc)=:dz4

^>,(z)=2bz, 9#)= =i=26
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Gli asintoti sono dati dalle due equazioni

6 b

597. OssERTÀZiONE — Quando le quantità ^lik), cpj(fc) di-

vengono infinite, si cercherà direttamente il valore di l cercando

il limite di t, per a?= oc. Qualche volta per un solo valore

di k si troveranno così più valori di i e si avranno perciò

parecchi asiìitoti paralleli fra loro,

598. Se il valore di h soddisfa contemporaneamente alle equa-

zioni

l'equazione che dà il valore di t si metterà sotto la forma:

'^ «»<p,"(ft+ e ^)
-f- !o»'.-H^,' (fc + '5

^) + «^'«p, (* -^
i)

-*- ••••= *>

che potremo scrivere:

1*2^^ \ oc/ oo^i-mi—iri
y ^j

Se le quantità 9i"(A:), ^>t{k), (p,(fc) non sono tutte nulle,

passando al limite per a?= oo si presenteranno condizioni ana-

loghe a quelle considerate al n." precedente.

Kel caso in cui si abbia

wii r= w, -t- 1, mj= w, -4- 1,

si giungerà alla equazione

le cui radici daranno i valori cercati di l.

Se fosse contemporaneamente
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con analoghe riflessioni si giungerebbe ad una equazione del

3.^ grado in t,

699. Asintoti in coordinate polari. Data la curva

P=/(e)

v'ha luogo a cercare i valori di b che rendono infinito p senza

rendere infinito il valore =t p^ ^ (n.'' 571), della sottotangente

polare.

È facile vedere che per

ogni tale valore di si ha un
asintoto rettilineo, che si co-

struisce conducendo dal polo la

normale OT^ alla direzione

così determinata, portando su

questa un segmento

OT,z=Zt= ±p'
do

conducendo

eguale al valore che la sotto-

tangente polare ha in corri-

spondenza di tale valore di 0,

per Tj la perpendicolare allae, finalmente,

retta OT^.

Tale perpendicolare sarà l'asintoto cercato. ^^
Infatti ricordando che, se con w si indica l'angolo ri del

raggio vettore con la tangente, si ha (n.^ 570)

— d^ S,
tg(0= tgH= p^=:±-,

si vede che, per i valori di per cui è p infinito, senza che

sia infinita S^, si har<=:0, cioè la tangente risulta parallela al

raggio vettore.

V'ha luogo a cercare a,iiche cerchi asintotici. Limitandoci

al caso piti semplice, quello cioè in cui si suppone che il polo

sia centro di un tale cerchio, il cerchio asintotico corrisponde

ad un valore di p finito, che rende infinito. In particolare

se diventa infinito per p= 0, il polo è punto asintotico.
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600. Esempi:
1.° Spirale iperbolica (n.» 573, pag. 104)

a
P = g.

La sottotangente polare è costante :

per = si ha p = oo, vi ha dunque un asintoto rettilineo

parallelo alPasse polare ed a distanza da questo uguale ad a.

2.° LlTUUS
a

La sottotangente polare è

s,= 2a Ve ;

si vede quindi che per = si ha p=zoo e S^= 0. L' asse po-
lare dunque è asintoto di quella curva.

3.° Nella spirale che ha per equazione

per =: oo si ha
^|2ap ~p^ = l

p=

Il cerchio di raggio 2a è dunque asintotico di quella

curva, ed il polo è punto asintotico, (come per le due curve
precedenti).

4.° La curva che ha per

equazione

offre esempio di asintoti retti-

linei e circolari ad un tempo.

Per e= =b 1 si ha

p = oo, S, =:: qz - a.

V'hanno quindi due asintoti

rettilinei inclinati di angoli di

ampiezza -h 1 e — 1 sull'asse polare

B ortolotti II.
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Scrivendo poi l'equazione della curva sotto la forma:

si vedrà che per 9=:oo si ha

p= a.

Vi è dunque un cerchio asintotico di raggio a, col centro nel

polo.

§ Vili. Contatti ed osculazioni.

601. Siano y=f{x), y= ^[x) le equazioni di due curve

qualunque che abbiano un punto M di ascissa a comune, onde

f(a)— ^(a)

e consideriamo la differenza h delle ordinate nelP intorno di

questo punto. Applicando lo sviluppo accorciato del Taylor

alla funzione ^(x)— f{x) avremo

5= cp(<n- h) ^f(a H- h) = h[^'(a) — f'(a)] h-

+
2! Wi<^)-rià)] + 31 [r\a)

- /'"(a)] + .... +

la quale ci mostra intanto che, nell'ipotesi fatta, 8 sarà in

generale un iniinitesimo dello stesso ordine di h.

Supponiamo ora che si abbia

Allora 5 sarà in generale un infinitesimo di 2.° ordine e le

curve avranno in M la stessa tangente. Questo fatto si esprime

dicendo che le due curve hanno in M un contatto di primo
ordine {contatto hipunto).

Ma, se oltre ad essere /'(a)= /(a), è ancora:

f'(a) = ^'\a)
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sarà allora iu generale un infinitesimo del terzo ordine e si

dirà che le curve hanno in ilf un contatto di 2.° ordine (tripunto).

Oltre alle ipotesi poste, supponiamo che sia

-'""
/"(«) = 9"'H

e che analoghe uguaglianze si verifichino per tutte le coppie

di derivate successive sino a quelle dell'ordine pj queste

escluse: 5 sarà un infinitesimo di p.™'^ ordine e si dirà che le

due curve hanno in M un contatto di ordine {p — ly^^^o. Per
analogia si dice che le curve hanno un contatto di ordine zero

quando o è del primo ordine, ossia quando le curve hanno un
punto comune senza avere ivi la stessa tangente.

602. Osservazione 1*. 8e V ordine del contatto è pari, le

mirre si toccano attraversandosi. Se V ordine del contatto è dispari

le curve si toccano senza attraversarsi.

Ciò risulta dal fatto che il segno di h cambia o no, al

mutar segno di ^, secondochè l'ordine della prima coppia di

derivate differenti (per x=za) h dispari o pari.

Osservazione 2". L'ordine del contatto è indipendente

dalle direzioni degli assi coordinati. Bisogna escludere il caso

in cui la direzione dell'asse y coincida con quella della tan-

gente nel punto che si considera: in tale caso però si toglie-

rebbe ogni difiOicoltà cambiando la direzione degli assi.

Osservazione 3". Se due curve yz=zf{x\ yz=z:p(x) hanno in

un punto M un contatto di ordine p e una terza curva y=i']^(x)

ha nello stesso punto M un contatto di ordine q colla y^f(x)j
il contatto fra la y=: cp{x) e la y= t^{x) è di ordine uguale al

minore dei due numeri p e q.

Se infatti a è l' ascissa di M avremo

f'{a)= cf.'(a), /"(«)= ?"{«) .-.. , /"(«)= r(<*)

f'{a)= ^'(a), f"(a)= .],"(«) .... ,
/'(a) = i/%a)

onde

lino alle ' derivate di ordine p o di ordine q secondochè |> è

minore o maggiore di q.

k
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603. Curve osoulatrioj. Sia data una curva y=:f{x);

consideriamo il sistema di curve {ti volte inlìnito) rappre-

sentato dall'equazione

che contiene n parametri a^ , a^, .... , a^ . Si potrà, in generale^

determinare almeno un sistema di valori degli n parametri^

tali da soddisfare contemporaneamente le n equazioni :

f(a)= cp(a), f{a) = cp'(a) , ... , f'-'^a) = ^^'-^^(a)

cioè in modo da avere tra la yz=f{x) e la corrispondente

curva y= ^>(x) un contatto dell' ordine n — 1.

La curva del sistema dato che ha il contatto di ordine mas-

simo colla curva y=:f{x) in un punto dato si chiama curvìi

osculatrice di quesf ultima,

604. Osservazione 1". Le curve del dato sistema, oscula-

trici in un punto dato ad una curva data, saranno tante quanti

sono i sistemi reali di soluzioni del sistema di equazioni che

servono a determinare i valori di «i, a^^,..., a,^.

Osservazione 2*. Potrebbe darsi che in qualche punto il

contatto fosse di ordine superiore all'n^^'^^, e questo accadrebbe

precisamente quando V eguaglianza delle derivate sino a quelle

dell'ordine (n — 1)^^**"° portasse come conseguenza la ugua-

glianza di derivate di ordini successivi.

Osservazione 3^ Una curva y^=zf(x) che in un punto M
ha con un' altra curva y =: ^(x) un contatto di ordine p — 1 pìia

riguardarsi come la posizione limite di una curva che ha in co-

mune colla yz=:f(x) il punto M ed altri p — 1 punti infinitament&

vicini,

605. Retta osdulatriob. L' equazione generale di una retta

può mettersi sotto la forma

Y— mX-hb

che contiene due soli parametri arbitrari. Dunque la retta

osculatrice ad una curva data y=zf{x) in un punto avrà in

generale con quesfca un contatto di 1.° ordine. Volendo trovare

l'equazione della retta osculatrice in un punta M di data
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ascissa a, dovremo porre:

f{a)= r„ == ma -4- Z», f'{a) = Y^'= m

€ quindi sostituendo, nelP equazione della retta, ad m ed a &

i valori ricavati, cioè

m — f'{a\ h= f(a)— af'{a),

avremo :

T-f(a)=f{a)(X-a),

cioè la equazione della tangente, che è appunto la retta oscu-

latrice.

Osservazione V, La tangente in un punto M si potrebbe
quindi definire anche come quella retta che passa per M e

tale che la sua distanza da un punto della curva infinitamente

vicino ad m è un infinitesimo di ordine superiore al primo.

E potremo anche dire che la tangente in un punto M
ad una curva è quella retta che passa per M e per un punto
della curva infinitamente vicino ad M (successivo ad M).

Osservazione 2\ Si osservi che le derivate della Z, supe-

riori alla prima, sono tutte nulle: onde segue che se in casi

particolari si avesse

f-ia)^ 0, r'{a) = ....
, fp\a) =

V ordine del contatto della tangente sarebbe p. Per es. in un
punto di flesso, {f"{a)=zO ed f"'{a)=\=:0\ il contatto è di secondo

ordine*, piti in generale se la tangente è «^«eionarm, (/"(a)= 0),

il contatto è almeno del secondo ordine.

606. Cerchio osculatore. L^ equazione più generale di

un cerchio si può scrivere sotto la forma

che contiene tre parametri arbitrari; dunque il cerchio oscu-

latore ad una curva y=if{x) avrà in generale con questa un
contatto di 2.° ordine. Volendo determinare l' equazione del

cerchio osculatore in un punto di ascissa a, basterà deter-

minare g, Y] ed i? in modo che sia

f{a)=Y,,, na)=Y„', f"ia)=Y„".
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Eicavando Y, Z', Y" dall'equazione del cerchio (e dalle

due che se ne deducono derivando rispetto ad X due volte)

colla regola di derivazione delle funzioni composte, poi met-
tendo per J, Y\ Y" i valori /(a), /'(a), /"(«), avremo

(X-lf + {Y-y]f= R^

x-g-+-(r~.Yi)r'= o

onde

l-x=

1
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OssBEVAZiONE 5.» Siccome nel punto di osculazione è

f(a)=:Ya, ria)=Ya'\

il cerchio osculatore e la curva volgono la concavità dalla stessa

parte,

607. Indicando genericamente con (a?, y) il punto di oscu-

lazione, si hanno le formule

1 -f- v* 1 -+- 1/
*

(2) ^ = ^-y'—J-^ ^-y_^_^^ R^ y"

Usando la notazione differenziale, cioè ponendo

8i ha

(3)

,
dy „ d-ydx — d^xdy

y ~Tx' y ~~ dx"

e _ dy{dx* -\- dy*) . _ dx(dx* -f- dy*)

R=

d*ydx — d*xdy '

3

(dx* H- dy*y^

d*ydx — d*xdy
'

d*ydx — d'xdy

608. Se la curva è riferita a coordinate polari, facendo

uso delle note formule di trasformazione, si ha

w It= (p* -f- p'*)2

forma

p* -+- 2p'* — pp'"

. Se la curva è data mediante due equazioni della

\ x= ^>(t)

\ y= W)

le formule che danno g, y], i2 in forza delle espressioni delle y'

ed y" divengono

3

(5)
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Quando per variabile indipendente, si prende la lunghezza 8

dell'arco di curva, si ha

dx= 9'^«, dy= ^^dSj dx^ -\- dy^= d8^(^'^ -i- '];").

Ma
dx^-^dy^= ds* (')

si ricava dunque

Le formule precedenti si possono dunque, nella presente

ipotesi, scrivere nel modo seguente:

R

(6)
\
^^^-^'R

610. Se l'equazione della curva è data sotto la forma

implicita F{xy)^0, ricordando cbe

,_ dx >^ _ _ Sx^ [dy )
"' ^ dxdy dx dy

"^
dy^\dxl

^ —~"d¥' ^ ~ JdFY
"''

dy \dyì

si troverà
3

(7) R= - '^^2/ / "*"U^/ i

d^idFV d^dFdF_ d^F (dFV
dx^ \dyl

~
dxdy dx 'dy

'^
dy* \dx

)

611. Osserveremo infine, dal confronto della espressione di R,

con quella della normale geometrica /,. ,
(n.* 567) che

(8) R= , 1 3

(*) Supponiamo nota, dagli elementi di analisi infinitesimale, la

nozione di lunghezza d' arco, e la formula che dà il diflPerenzial© dei-

Parco, eotto la forma:

ds^ = dx^ -+- dy^.
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612. Esempi. 1.° Parabola:

137

^'-y> y
1 v^

Per un punto generico ixy) della curva, il cerchio osculatore

è determinato da:
3

Osservando che
y^y" = — 4jp%

dalla formula (8) ricaviamo

1
E=

4jp*
/.

eioè nella parabola il raggio del cerchio osculatore è proporzionale

al cubo della normale,

2.® Ellisse e iperbole:

1.

Si ha

(9) y'

e quindi posto

a?' y*

or-
~ ò «

__b*x „ b'

a* zLzb*= c* z= a*e*

e*x^

Dalla (9) si ricava

a'e*y^

b'
E (ay-4-&V)2 (g^-eV)^

a^6^ dò

2/"3/' ,t»

dunque, per la formula (8) trovata al n.° 611, si avrà
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cioè : il raggio del cerchio osculatore è proporzionale al cubo della

normale.

Questa dunque (cfr. P esempio 1.®) è una proprietà comune
ai tre generi di coniche.

3.** Parabola semicubioa:

'2

3 3 i 3-1

9

3 ^^l""^

ax 2

ed infine

Y]= y

9
1-1-7 a*x

3 -1
4

a;=
(1-4-^^*^)2

é.*' Parabola cubica:

3 --'
jax 2

4

y'=:ax*^ y"z=2 2ax:

^= x— ax^
1-1- a*ii?^

2ax

1 4- a*a7^
=:il7— X xil

1-t- a*a?*\ 1—a^x*

'n= y
1 -+- a^x^ ax* 1 H- a^x*

2ax 2ax

(1 -I- a*x')^

2ax
Iè=:

5.*» Catenaria (n.° 558, pag. 80):
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si ha

1/- --\ „ 1/- -""X 1

La relazione yj= 23/ ci dice che |?«r ottenere il centro del

cerchio osculatore si deve prolungare la normale al disopra della

curva, di tanto quanto è lunga la normale geometrica,

6.° Cicloide:

si ha

x= a{t^ sen t)= ^>{t)

2/= rt(l — cos t)= '^{ t)

cp'(<) = a(l — cos <), cp"it) r= a sen t

^'{t) =z a sen *, t\>"(t) = a cos i

q =z a{t -i- sen t)^ Y]r= — ad — cos<)=r — y,

ig := 4a 1/ ^ = 4ta sen o == ^'

La relazione ri= — y ci dice che il centro del cerchio oscu-

latore si trova prolungando la normale al disotto dell' asse delle x

di tanto quanto essa è lunga.

§ IX. Curvatura delle curve piane.

613. La curvatura si riguarda come una nozione geome-

trica primitiva: la retta si considera come una linea avente

curvatura nulla in ogni suo punto; il cerchio come una linea

in cui la curvatura è uniforme cioè la stessa in tutti i suoi

punti, ma variabile col variar del raggio da un circolo al-

l' altro. Se si prendono in esame i circoli tangenti in un dato

punto ad una stessa retta, osservando che quando il raggio

aumenta essi tendono, in vicinanza del loro punto di contatto,

ad avvicinarsi a questa retta, si dice che la curvatura dimi-

nuisce col crescer del raggio^ e Ciò porta ad assegnare, per

misura della curvatura di un dato cerchio, P inverso del raggio.
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Ora l'inverso del raggio si può rappresentare col rap-

porto dell'angolo di due tangenti diviso per la lunghezza del-

l' arco compreso tra i loro punti di contatto ; estendendo questo

concetto a curve di natura qualunque, chiameremo curvatura

media di un arco il quoziente ottenuto dividendo per la lunghezza

di quest'arco V angolo delle tangenti condotte alle sue estremità;

e il limite di questo rapporto, supponendo Varco infinitamente

piccolo, si dirà curvatura della data curva nel punto cui tendono

gli estremi delV arco quando questo tende allo zero.

614. Sia l'equazione della curva proposta

sia 8 la lunghezza dell'arco con-

tata a partire da un' origine

qualunque A fino al punto P,

di cui le coordinate sono a?, ?/,

ed a l'angolo xt che fa in questo

punto la tangente PT con l'asse

delle X, Sia P' un punto della

curva preso in un intorno de-

terminato di P. Indicando con A«

l'incremento del l'arco s quando
P va in P', con a -i- Aa l'an-

golo xV che fa con l'asse x la

tangente in P', dalla identità angolare,

tv =: xt' —- xt =z ce -+- A/ — a = Aa,

si ricava che Aoc è l'angolo delle due tangenti in P e P', co-

sicché avremo, per espressione della curvatura,

>
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Il valore dy., di cui ora abbiamo ottenuta la espressione,

è l'angolo limite delle tangenti in punti infinitamente vicini

cioè, come suol dirsi, l'angolo delle tangenti in due punti suc-

cessivi, o di due tangenti successive, e si dice anche angolo
di contingenza.

Supponendo nota dagli elementi del calcolo la espressione

del differenziale dell* arco ds^ = dx* -h dy*^ avremo,

doL d^ydx — d^xdy

d8~ F*
{dx*-hdy*y^

Questa è l'espressione della curvatura nel punto dato P;
ma essa rappresenta anche l'inverso del raggio del cerchio

osculatore alla curva in tale punto, dunque la curvatura di

una curva iìi un punto è eguale alla curvatura del suo cerchio

osculatore.

Questo cerchio si dice perciò anche cerchio di curvatura

ed il suo raggio, raggio di curvatura nel punto P.

Osservazione. — Se y" = 0, p= 0, cioè nei punti in cui

si ha tangente stazionaria la curvatura è nulla, cioè il cerchio

di curvatura si riduce ad una retta (la tangente stessa).

§ X. Evolute ed evolventi.

615. Il luogo dei centri di curvatura di una linea si dice la

sua evoluta o sviluppata; la linea data rispetto ad essa si

dice evolvente o sviluppante.

Una rappresentazione parametri ca della evoluta è data

dalle formule

le quali esprimono le coordinate di un punto (?, f}) dell'evo-

luta in funzione del parametro x. Eliminando x tra queste due
si ottiene la equazione della evoluta sotto la forma
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616. La tangente all'evoluta è normale alV evolvente. Ed in-

fatti: considerando y, g, f\ come funzioni della x deriviamo

rispetto ad x la relazione

^— 5 -»- (3/ — Tg) y' =

esprimente che il punto {^y]) è sulla normale alla evolvente

nel punto {xy)^ ed avremo:

v]y= 0.

da cui

..1-

1 — 5'-+-(2/ — W-^2/''
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mantenendosi ben teso ed appoggiandosi alla curva OD, l'altro

capo P descriverà l'evolvente di questa curva.

Donde i nomi di evoluta o sviluppata, evolvente o sviluppante.

Di ciò abbiamo visto esempio studiando la evolvente del

cerchio al n.° 561, pag. 88.

618. Poiché la lunghezza del filo è arbitraria si può dire

che una curva ammette infinite evolventi. Queste hanno tutte le

normali comuni e il tratto di normale compreso tra due curve

ha lunghezza costante, cioè sono curve parallele.

619. Per trovare V evolvente, data V evoluta, bisogna anzi-

tutto determinare la lunghezza a(5) dell'arco di questa evoluta

compreso tra il punto l>(5o, yjo) e il punto 0(5, yj). Precisa-

mente, supposto che l'equazione d'essa sia

bisognerà trovare una primitiva ^{^) della funzione

Vi + 9'©*;

e calcolare la lunghezza cercata mediante la formula

a(g)=JVl-T'(5M -= 4'<§) - ^(5o).

Poi (n.° 617) avremo:

\MC\ = \P3\—G=:R, — <J.

Osservando che il coeflBciente angolare di MG è dato da cp'©»

si ha

xz=^-{- CQ= i-h MG coB oc

y -^- 9^5) -»- (A — ^)

Vl-hcp'(§)*

9'(5)

Vl-*-9'(0*

Eliminando la 5 tra queste due si ha 1' equazione dell'evolvente.
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620. Esempi. Evoluta della parabola

2/* = 2pa)

onde
p*

J^^.p^yl±jt-^.^^^, ^-Lzi
p^ y p
y'

p*

y'

infine

e l'equazione della evoluta è

§ XI. Cenno sugli inviluppi di curve piane.

621. Essendo data una famiglia di curve per mezzo del-

l' equazione

dove a è un parametro variabile, il luogo delle intersezioni li-

miti delle curve ohe corrispondono ai parametri, a, a-k- da, ohe

hanno differenze infinitesime, si chiama l'inviluppo della fa-

miglia di curve proposte.

622. Così se si considera P insieme di tutte le normali ad

una data curva, esse possono essere rappresentate da un' equa-
zione

f(x, y, s) =

dove a? ed y sono le coordinate correnti sulla normale, ed « è
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Parco di carva, che si considera come parametro. LMnterse-
zione limite di due di esse, corrispondenti ai valori »,«-+- dSy

è il centro di curvatura relativo all'estremo dell'arco «. Il

luogo di qtiesti centri, cioè l'evoluta, è dunque l'inviluppo delle

ìiormali della evolvente,

623. L'equazione delP inviluppo si ottiene considerando il

sistema delle due equazioni

^ ^
ì f(xy y, a-\- da) = 0.

Sostituendo il sistema (1) col sistema equivalente

j
f(x, y, a)=

(2)
j
f(x, y, a-^da)—f{x, y, a) _ ^

( da — "'

da questo per da infinitesimo si ha il sistema

(^) l d

che è quello da cui si deve eliminare a per giungere alP equa-
zione delP inviluppo.

Posto che dalla seconda di quelle equazioni si ricavi

(4) a= :p{xy)

avremo l'equazione dell'inviluppo sotto la forma

(5) f{x, y, 9(a?y))= 0.

624. L'inviluppo è tangente a tutte le curve della famiglia.

Ed infatti: il coefficiente angolare della tangente all'invi-

luppo nel punto generico (a?, y\ è dato dal valore di ^ che

si ottiene differenziando la (5)

(6) ^^^^ . ^f?^ . ?^^\-ft
^ ^ Zx dydx d^\$x dydx)~

Bortolotti II. 10
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Ma — non differisce da -^ tranne che in ciò: che a vi è so-
d^ da

stituita con 9(0?, y) e questo ^{x^ y) è precisamente il valore

equazione

dx dy dx

che ^è precisamente la relazione che serve a determinare

il coefficiente angolare di una delle curve della famiglia

/(a?, y, a)= 0. Se ne conclude che le due curve hanno nel

loro punto comune la stessa tangente e sono perciò tangenti

dy
fra loro. Il ragionamento non sarebbe rigoroso se j- avesse

forma indeterminata. Ciò avviene nei punti multipli delle sin-

gole curve della famiglia. Anche questi punti sono dati dal

sistema (3): essi però non appartengono all'inviluppo.

625. Osservazione. La regola precedentemente data per

la determinazione degli inviluppi conduce ad un paradosso,

se la si applica all'equazione risoluta rispetto al parametro a

perchè uguagliando allo zero la derivata si ha la relazione

assurda 1= 0.

Si verifica subito che ogni curva può essere considerata

come V inviluppo delle sue tangenti.

627. Esempi. 1.° Trovare l'inviluppo delle rette

m
^ a

dove è a il parametro arbitrario. Dovremo eliminare a dal si-

stema :

Di qui

si ha quindi la parabola

a*=—

;

X '

y* z=z 4ma?,



CURVE PIANE

2.*^ Trovare l'inviluppo della famiglia di rette

147

y=zax-h r(l-f-a*)^

ra

(1 -f- a»)2

=

moltiplicando la seconda per a e togliendola poi dalla prima
si ha

( - a'
y =:r) (1 -4-a*)2

1 »
2/'

-così

(l-t-a*)2 ) (l4-a*)2
l-+-ft»

a7^r=
r^a^

Sommando si lia

l-+-a'*

ip* -t- y' = r*

equazione di un cerchio.

3.° Trovare V inviluppo della famiglia di parabole

Derivando si ha

«ppero

= a{x — a).

X
2a — a?= 0, a= ^

y'=

Si ha dunque il sistema delle due rette

y 2

4.'' Trovare V inviluppo della famiglia di ellissi

a?* j/*

derivando si ha
a*'^ih—a)* — ^

7* y^

2

go'i -t- y»
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Ic — az^

2

2

Sostituendo si lia V asteroide (n.° 658, Y, pa g. 84) :

2

y

2 2

3= A;3.

bJ" Questo medesimo inviluppo si trova anche cercando

P inviluppo di un segmento FQ di lunghezza k che si muove
in modo che i suoi estremi percorrano due assi ortogonali.

Presi come assi cartesiani

quei due assi e chiamato a

P angolo del segmento mobile

con V asse a?, V equazione della

retta cui appartiene il se-

gmento è

fc cos a le sen a

ossia

X sen a-{-y cos a—Jfc senacos<*=0.

Derivando rispetto ad a^

X cos a— y sen a — k cos 2a= ;

dalle due relazioni segue

x^=zk cos' et, y^=k sen^ a,

e quindi

07' y^z=z1c^

6.<* Trovare l'inviluppo della famiglia di parabole

.2

y =: aa? — (1 H- a*)
X'

4c'

Derivando

= 0? 20^ a= 2c
4o(«/ — e).
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Questo inviluppo è una parabola avente per asse l'asse

delle y, il cui vertice ha per ordinata e ed il cui fuoco è 0.

È l'inviluppo delle traiettorie dei proiettili lanciati da un
dato punto (preso come origine) in un dato piano verticale,

con data velocità iniziale costante Vq ma con diversa inclina-

zione a sull'orizzonte. (Precisamente, è a= tang a e e= ^, es-

sendo g l'accelerazione di gravità). Fu trovato da E. Torri-
celli, ed è il primo esempio conosciuto di inviluppi di linee

curve.

§ XII. Quadratura di curve piane.

628. Differenziale dell'area (^). Sia y=f{x) l'equa-

eione di una curva piana che dapprima supporremo riferita a
coordinate cartesiane ortogonali.

Supponendo che, almeno per una certa porzione CM, questa

curva non sia mai al disotto dell'asse delle x e sia tutta a
distanza finita, s'intende che l'area della porzione di piano
racchiusa dalla curva OM dalle ordinate GA, MP e dall'asse

delle a?, sarà una quantità determinata il cui valore, se si

i
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porterà in M' e l'area A{x) si accrescerà della porzione

PMM'F', la quale potrà considerarsi come somma (algebrica)

del rettangolo PMQP' e della porzione MBM'Q, Quest'ultima

è parte del rettangolo M8TQ che ha per hase MQ= ^x^ e per

altezza 5/, oscillazione della f{x) nel tratto Ax.

Indicando con àA{x) l'accrescimento dell'area A(x), avremo
dunque :

AA(x)— Ax'f(x) -t- àx'bf.

Osservando però che 5/ è infinitesimo insieme con Ax, vediamo
che Ax'òf è infinitesimo di ordine superiore^ onde avremo per

la definizione di differenziale

(1) dA{x)=f{x)dx.

Il differenziale deWarea è eguale al ^prodotto dell'ordinata

pel differenziale della ascissa.

629. Oaloolo dell'area. Dalla formola (1) si ricava

d'onde si scorge che se 9(^1?) è una primitiva di f(x)^ si ha

^
A{x)= ^{x)-^c

€ costante nel tratto che si considera. Per determinare e si

osservi che

A(a)=
onde

= 9(a)-f-o,

^(a)= — e

quindi

(2) A{x)=z^(x)-:p(a).

Per determinare Varea racchiusa dalla curva y=:f{x), dal-

l' asse X e dalle ordinate nei punti a ed x, basta dunque trovare

una primitiva della funzione f(x), e fare la differenza dei valori

che questa assume nei punti x ed a.
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OssEEYAZiONE. Le aree corrispondenti a porzioni di curva

scendenti sotto Tasse delle x, pei punti delle quali cioè le

ordinate sono negative, debbono considerarsi come negative.

Esempio. Cerchiamo il differenziale delParea A{x) com-
presa fra V iperhola equilatera riferita agli asintoti, di equa-

zione xy= 1, r asse delle a; e le due ordinate di ascissa 1 ed x.

Sarà

dA ^=- dx
x

onde la primitiva

dunque

(p{x)= log 0?,

A(x)= (p{x)—
(f(1)
= log a?.

2.** Parabola Apolloniana

— - A
y*= 2px; y= \2^'X^.

Una primitiva è

^{x)= y^2p^x^.

L'area della superficie AMP
racchiusa da un arco di parabola

col vertice nelP origine dal se-

gmento AP^x e dall'ordinata MP è data, in coordinate or-
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togonali, dalla differenza:

2-2 — 2
9(0?) — 9(0) = V2i?.o oi;^= ó y2p'X'^x=z^cDy

Ossia: r area compresa fra l'asse della parabola, Varco AM e

2
V ordinata MP è uguale a « dell' area del rettangolo circoscritto

APMJST, Ed allora ne viene (per sottrazione) che V area compresa

fra V arco AM di parabola, la tangente AW condotta nel vertice

^

ed una retta parallela all'asse, ha per misura il terzo dell'area

del rettangolo APMN,
Ed anche che: l'arco AM di parabola divide il rettangolo

APMK in due parti delle quali Vuna è doppia dell'altra.

la curva è riferita ad assi coordinati obliqui, ed

è u) l'angolo degli assi, il diffe-

renziale dell'area A{x) deter-

minata dalPasse a?, dalla curva

e da due ordinate AB^ MP, è

A>^ / dato da

(3) dA=zy sen oydx.

Trovata una primitiva <^{x)

della f(x) si ha

(4) A{x}= sen ^(^(a?) — ^(a)).

Esempio. Data la parabola COB ed una sua corda qua-

lunque CB assumiamo come sistema di assi coordinati il dia-

metro Ox coniugato alla direzione della corda e la tangente Oy
alP estremità di esso. L'equazione

della parabola conserva la forma
normale y*= 2px, T>

Cercheremo, come precedente-

mente, una primitiva della funzione

y(x)= '\/2px; questa sarà:

cioè

^(x) == ^ V2i)a?2

:p(x)=::^xy,
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Se con w si indica l'angolo degli assi, per la formula (4)

Parea della figura OBD sarà data da

2
sen (0 • o a?y

.

Quella del parallelogramma ODBT è senw»a;y, dunque si ha
ancora

area OBDz=^ area ODBT.

Se si considera anche la figura ODC, al disotto dell'asse Oa?,

si ha similmente

area ODG= ^ area ODGT\

Dunque sommando
2

area 0GB= ^ area T'GBT.

La porzione di diametro OD si suol chiamare saetta della

corda GB; potremo dunque enunciare il risultato ottenuto di-

cendo: V area del segmento parabolico è data da due terzi del

V area del parallelogramma determinato dalla corda e dalla saetta.

631. Elemento di area
y= yix)^ e su questa due punti

P\{^\y\)ì P{^y)i si consideri

l'area 8{xy) racchiusa dal set-

tore OP^F che ha il vertice

neir origine, ed è terminato

ai raggi OP^^ OP, ed alla

curva P^P,

Considerando il settore

elementare 0, P{xy\ P^ix-i-dx,

y-\-dy) che rappresenta l'ac-

crescimento A/8^, dell'area Sxy),

per l'accrescimento dx della

variabile x, avremo, pel triangolo OPP^

A SETTORI. Data una curva

y
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ora, Parea di questo triangolo rappresenta la parte principale

delr accrescimento AjS, onde verrà

(2) dS= -^ {xdy — ydx).

Trovata una primitiva della espressione al secondo membro,

si avrà al solito modo Parea cercata.

Questa forma è particolarmente utile quando la curva è data

mediante le equazioni parametriche

xz=x{t), y= y{t).

Si avrà in tal caso:

(5)

xdy — ydx xy'(t) - yx'jt) ^^d8= 2 = 2 '^^•

Esempio. Le equazioni parametriche della ellisse sono,,

come è noto:

x= a cos 9, y^=b sen

dove è la anomalia eccentrica; perciò

cioè

da

cioè da

d8= ^ {ab cos* -t- «6 sen* 9 1^0

dS= ^d%.

Una primitiva è evidentemente

Dunque Parea cercata sarà espressa

8= -^{^)^c{0)

Per avere Parea della intera ellisse basterà fare B= 2k, e si

troverà così per Z^area della ellisse la espressione 8= Kab.
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632. In coordinate polari si considerano generalmente le are$

di settori col vertice nel polo. Sia p=p(0) P equazione della curva.

La formula (2) che dà P elemento d'area a settori, si

cambierà nella seguente:

(3) d8iQ)=:^p'm(ì.

Questa appunto è la espressione del differenziale dell'area in

coordinate polari.

La derivata delP area i8(0)

del settore proposto è dunque
espressa da

s'(9) = ^p'(e)

e per trovare Parea medesima, o
basterà cercare una primitiva

della funzione óp*(0); chiamata questa con 9(6), si avrà

/8(0)= 9(e)-9(0o),

se 9o 1 sono le anomalie dei due raggi vettori che determinano

il settore da misurare.

Esempio. La Lemniscata (n.° 561, pag. 87 e n.° 583, pag. 116) ha

per equazione

p* = 2a* cos 20.

Il differenziale delParea è

Una primitiva è

a*
cp= -ó-sen20.

L'area racchiusa dalla parte di curva corrispondente ai va-

lori — ^j 1 della anomalia, sarà

L'area della intiera lemniscata sarà data da 2a*.
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§ XIII. Quadrature approssimate.

633. Quando le regole date al § precedente per la quadra-

tura di una curva non si possono applicare, o perchè non si

riesce a trovare la primitiva della funzione che occorre con-

siderare, o perchè la equazione della curva non è nota, ma la

curva stessa è determinata in modo empirico, cioè disegnata

con procedimenti grafici, o calcolata per punti, (cioè data per

mezzo di un numero limitato di punti, dai quali, per interpo-

lazione^ la curva stessa vien poi ricavata), servono, per il cal-

colo approssimato dell'area, dei metodi di approssimazione nu-

merica, o di approssimazione meccanica.

Esporremo i più semplici di tali metodi.

Formula di Bézout. La superficie da quadrare sia

quella racchiusa dalla curva MN, dalle ordinate AM, BN nei

punti estremi e dalla porzione AB delPasse a?, in cui la

curva MN si proietta.

/
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sotto la forma

S=ò(y<,-^yi-^yi-^yi y^-i -^ yn-i -t- Pn)

ossia

h

Questa è appunto la formula di Bézout, e corrisponde alla

interpolazione lineare,

635. Formula di SiMPSON. Indicata come al n.* prece-

dente la superficie da quadrare, si scomponga, come ivi fu

fatto, P intervallo AB in un certo numero n di parti, che

ora supporremo pari, n= 2w, si conducano le ordinate cor-

rispondenti ai punti di divisione, e, per ogni coppia di tratti

adiacenti AA^A^, A^A^A^,,,., J^,_i^,.A^^i,..., A^^^^A^^^^B,

si sostituisca al tratto di curva M,^iMrMr^^, un arco di

parabola passante per questi stessi punti, con Passe parallelo

air asse delle y.

L'area del segmento parabolico Mr-iMr^^Mr è data

(n." 630) da due terzi delParea del parallelogrammo determi-

nato dalla corda Mr-iM^^^ e dalla saetta P,.M,.,

Assunto, come base di questo parallelogrammo, uno dei

lati paralleli a P,Jf^, l'altezza risulta data da 2^; la base me-
desima ha per lunghezza

PrMr ArMr - 2 (^.-liJf^l H- Ar^lM+l).
yr-1
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L'area di detto parallelogrammo è dunque data da

2h (,._^-r=4J^)==,(2,.-,_

e quella del segmento parabolico, quindi, da

Aggiungendo a questa l'area del trapezio Ar-iAr+^Mr+iMr-i,
cioè

avremo

3(42/.

S

Facendo r= l, 3, 5,.... 2m — 1 e sommando, abbiamo

3/o-^2/tm-f-%,-f-t/4 2/tm-,)-^%l-H«/3 ^gm-l) ì.

Questa è appunto la formula richiesta.

Corrisponde ad una interpolazione parabolica (parabola

apolloniana).

636. Quadratura meccanica. Dopo aver disegnato accu-

ratamente il contorno della superficie da quadrare, l'area si

può ottenere col sussidio di opportuni strumenti detti Plani-

metri od integratori.

Uno dei più semplici, quello più comunemente usato dagli

ingegneri, è il Planimetro polare detto di Amsler.
Consiste essenzialmente

^ —2 in due aste OA, AMj arti-

colate in A, delle quali la

prima porta all' estremità

(polo) una punta che può
essere fissata sul piano del

disegno, in modo che tutto

l'apparecchio possa ruotare

liberamente intorno ad 0.

L' altro braccio AM porta nell' estremità libera M uno stilo,

cui si fa percorrere il contorno delParea da misurare, ed in
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uno dei punti B del segmento AM {o del suo prolungamento),

una ruota (ruota integrante) il cui asse è nella direzione AM^
e che può ruotare in un piano normale a questo segmento,

poggiando col suo bordo sul piano del disegno. A questa ruota

è connesso un contagiri che può dare, con esattezza più o meno
sensibile, il numero dei giri e delle porzioni di giro (di solito

fino ad
YÓQ

di giro) percorsi dalla ruota.

Quando il punto M descrive una data linea sul piano del

disegno, la ruota è trascinata nel movimento, e poiché il suo

bordo è aderente al piano medesimo, essa avrà anche un mo-
vimento di rotazione (misurato dal contagiri) tale che V angolo

di rotazione risulterà proporzionale alP arco che in questo mo-
vimento vien descritto dal punto del bordo della ruota, che

all'inizio del moto era aderente al piano del disegno.

637. Ora si avverta che se in questo movimento il punto B
percorre un segmento BB^ normale al piano della ruota (cioè

Passe AM scorre su se stesso), la ruota non ha alcun movi-

mento di rotazione.

Se invece si muove normalmente alPasse ^ilf, percorrendo

un segmento i?5,= «, un punto qualunque del bordo della

ruota descriverà un arco

di lunghezza «, cioè, indi-

cando con m il raggio della

ruota, il contagiri segnerà

un angolo ^ tale che risulti

Se poi il punto B si

sposta in una direzione BB^
,

qualsiasi, che formi angolo a

col piano della ruota, con-

siderando questo sposta-

mento come risultante dei due BB^^ BB^^ (normale e parallelo

al piano della ruota) si vede che Parco descritto da un punto

qualunque del bordo della ruota integrante, risulta eguale a

BBx= BBi cos o(.=z8 cos a.

Il contagiri dunque indicherà un angolo 9 tale che

(1) W9= «co8a.
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La formula ora scritta vale in ogni caso (qualunque sia oc) e

ci mostra che, se il punto B descrive sul piano del disegno

un segmento rettilineo di lunghezza «, che formi angolo a col

piano della ruota integrante, la lunghezza delV arco m^ descritta

da un punto della ruota integrante è sempre eguale al prodotto

della lunghezza 8 del percorso fatto sul piano del disegno, pel co-

seno delV angolo che il segmento percorso fa col piano della ruota,

638. Ciò posto, ricordando che V elemento d' area a settori

è un settore circolare, corrispondente ad un angolo al centro

infinitesimo, consideriamo il movimento rigido di rotazione di

tutto lo strumento intorno ad 0, per una rotazione piccolis-

sima <i0, che faccia percorrere ad M V arco di cerchio MM^ .

Il settore elementare delVarea da calcolare è rappresen-

tato da MOM^,
Se indichiamo con p il raggio vettore

|
OM

\ ,
per avere

l'elemento d^area si tratterà di calcolare la espressione

d8= \pHd,

Si ponga, a tal uopo,

R=\OA\, E,=:\AM

p,= \OB\, p= \OM\
a= ABO, ^=:zrE.

r=\AB\,
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Proiettando su AM la spezzata OAB^ si ha

(2) Pi cos a= r -+- i2 cos p.

^

Dal triangolo OAM si ha poi

p*= R*-\- Ej* -f- 2RB^ cos p,

da cui

^^^^?-
2E,

e sostituendo nella (2),

p* — E* — E,* -f- 2rEi
p,cosa=

2iiJ,

Poiché r, ij, J?i sono quantità note, potremo porre

]c*=zE^-^E,*-2K^r
ed avremo

p* — k*
Pi cosar= 2Ei

e, moltiplicando per E^dQ

(3) . Ei . pidQ cos a= ^ p*d0 — ^ fc*d0.

Ora si consideri che Parco elementare BB^y percorso dal

punto B sul piano del diseguo, (che può considerarsi come un
segmento infinitesimo normale ad OB e quindi inclinato del-

l'angolo ce sul piano della ruota), ha lunghezza

ds= p^dd
;

dunque per la (1) il segnagiri dopo questo spostamento se-

gnerà un angolo d^) dato da

mdcp= ds cos a= p^dQ cos oc,

infine, per la (,3), avremo

E^md^p— ^p^dQ — ^lc^dd;

onde P elemento d'area a settori risulta dato da

(4) ^'^= 2 P'^^ "^ ^,wdcp -F 2
fc^dQ-

B ortolotti il. 11
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(6)

Sapponiamo ora che l'area da misurare sia il set-

tore OM^M^ , nel quale i raggi vet-

tori estremi OMiOM^ corrispondono

alle anomalie O^, 0j.

Facendo percorre allo stilo M
Parco M^Mi,' la ruota integrante

compirà una rotazione (segnata dal

contagiri), che indicheremo con

(^j — 9i, e si avrà dalla (4):

La quantità 9^ — ^i è data dal contagiri, dunque hasta cono-

scere i numeri costanti É^m, k*, per avere V area 8 cercata,

640. Le costanti R^m^ A;*, sono di solito indicate dal co-

struttore del planimetro, ma si possono anche calcolare con

grande esattezza e molto semplicemente. La prima si ottiene

calcolando per mezzo del planimetro Varca racchiusa da una

linea chiusa M-^M^'M^M^^ essendo il polo esterno ad essa.

Quest'area risulta dalla differenza dei due settori

cioè dalla somma algebrica dei due

e si ottiene col planimetro facendo percorrere dallo stilo V in-

tiero contorno M^M^M^M^!,
I valori estremi della anomalia, 0,, G^, sono eguali, quindi

dalla (5) si ha:

(6) /8= i2,m(cp,-9i).

La differenza
-f^
—

<^i è data dal contagiri, dunque, se è nota

la costante R^m^ con la formula (6) si calcolerà l' area 8 cercata,

8e invece si è percorso il contorno di un^ area nota (p. es. di

un decimetro quadrato) si calcolerà la costante R^m^ facendo

il quoziente

(7) jtrn=—^—.
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641. Si noti peraltro cbe questo strumento è, in generale,

munito (li un dispositivo che permette di allungare o di ac-

corciare uno dei bracci, per modo da ridurre la costante B^m
(scala delle aree) ad un numero praticamente opportuno (in

generale una potenza di 10).

642. In fine, per calcolare la costante Jc* si consideri che,

quando si faccia percorrere allo stilo M una curva chiusa, che

contiene il polo nel suo interno,

r angolo 6 varia da 6i a 9i -t- 2k, ^ ^.
jj

quindi si ha la formula:

/S := jRiW(92 — 9i) -+- ^fc*'

Cioè V area da misurare è

eguale alla somma delV area cal-

colata mediante il contagiri e

dell'area di un cerchio di raggio costante k, detto cerchio fon-

damentale.

Se si percorre il contorno di un area nota, e si conosce

di già la costante -R^m, potremo dunque calcolare anche la

•costante k (^raggio del cerchio fondamentale) mediante la formula

7c*= - {8— i2iw('^j — 9i)).

§ XIV. Cenno sulla rettificazione di curve piane.

643. Abbiamo già accettata, come acquisita nel corso di

Analisi, la nozione di lunghezza di arco di curva piaìia, e la

formula che esprime il differenziale delV arco.

Vediamo ora, con qualche mezzo di geometria intuitiva,

di giustificare tale formula.

Supponiamo data una curva, rappresentata in coordinate

cartesiane da una funzione y =^f(iic), che supporremo ad un va-

lore,. finita, e continua insieme con la sua derivata «/'z^-j-.

Indicando con s[x) la lunghezza dell'arco compreso tra i

punti J. ed ilf di ascisse rispettive a ed a?, questa sarà una
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funzione della x^ in generale continua, che se si tien lasso a

crescerà insieme con x.

Indichiamo con As P incremento che essa subisce quanda

ad X si dà P incremento Ao?, vediamo sulla figura che questo A*

rappresenta la lunghezza del-

l'arco MM\ Ora se Aa? è preso

abbastanza piccolo, in modo che

in questo intervallo la f{x) non
abbia che un sol punto (al piti)

di massimo o di minimo, e che

V arco MM^ sia tutto da una

stessa parte della tangente MT^
vediamo che la lunghezza di qua-

lunque poligonale inscritta nel-

l'arco MM^ è sempre minore della

somma MT-^TM\ ed è maggiore

di MM^. Dunque anche l' arco

A« sarà compreso fra quegli stessi limiti^medesimo MM'
cioè avremo

ed anche

cioè

MM' <il8<MT-^ TM'

^8 — MM' <:MT-h TM' — MM'

^8 — \/Ax^ -4- ày^ <MT-\- TM' — MM'.

Ma TM' è infinitesimo di ordine superiore a quello di Aa;

e il valore assoluto della differenza tra MT ed MM' è sempre

minore di IW"', dunque la differenza fra A« e VAa?* -t- Ai/* è

un infinitesimo di ordine superiore a quello di Aa?. Dunque

(1)

dy^ è la parte principale di A», onde

ds= '^dx* -+- dy^.

Questa formula non contenendo che differenziali vale anche

se a? ed 2/ si suppongono espresse in funzione di un para-

metro t qualunque.

644. Lunghezza dell'arco di curva piana. Dalla (1>

mettendo in evidenza dx abbiamo

ds =y'-(iy dx
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e questa ci mostra che la funzione 8{x) lunghezza delParco

compreso tra i punti A ed M di ascissa a ed x è una primi-

tiva della funzione Vl-t- l^j .

Trovata una primitiva 9 di tale funzione sarà

8{X)= 9(0?) +- C,

E per determinare e osserveremo che se gli archi si calcolano

a partire dal punto di ascissa a, è 8{a)z=0 onde verrà

8(a) = 9(rt) -+- e= ; c=z — r^(a),

8{x)=z^x) — ^{al

Per avere dunque la lunghezza delV arco compreso tra i punti

di a8ci88e a ed x nella curva yz=zf(x) basta trovare una primitiva

della funzione ^Jl-k- f\xf e calcolare la differenza dei valori che

tale primitiva assume nei punti x ed a.

Esempio I.

m' 1

dx=zl^^ ìjdip,^ dy =^2d'^

d8=zi'^* -+- ;^\d^

9» 1

9

Esempio II. Si voglia ora trovare il differenziale delParco

della cicloide (n.® 558, pag. 81), data mediante le equazioni

parametriehe

xz=:r{t — sen t); y=z r(l ~ cos t)

sarà

x'{t)= r(l — cos t); y' =:r sen <
;

allora

ds= Vr*(l H- cos* t — 2 cos t) -+ r' sen* tdt
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cioè

ed infine
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ds=:r V2(l — cos t)dt= r]/4 sen* ^ < dt

ds= 2r sen ^ < ^^*

Ora una primitiva di 2rBeu^t è:

cp(<) =: — 4r cos ò ^

avremo dunque per Parco compreso fra a ti

e Parco intero sarà

V^= 8r,
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OUEVE NELLO SPAZIO

§ L Tangente. Piano normale. Piano osculatore.

645. Abbiamo già detto (n.^ 459, 460, pp. 9-10) che una
linea nello spazio può essere rappresentata, analiticamente, da
un sistema di due equazioni

... )
F{xyz) =

quando si possa considerare come intersezione completa delle

due superfici F==:Oy = 0; oppure da un sistema di tre equa-

zioni

(2) a!= x(t), y= tAt), z= z(t\

che esprimono le coordinate dei suoi punti in funzione di un
parametro t.

Abbiamo anche fatto osservare che in molti casi questo

secondo modo di rappresentare analiticamente la curva, torna

piti opportuno.

Sia dunque data una curva nello spazio mediante il si-

stema
X= xit), y =z y{t\ z =: z{t\

ed indichiamo con

P(xyz), Pi(a? -4- Aa?, y -+- Ay, z -+ Az)

i punti della curva corrispondenti ai valori t, t-\- àt del pa-

rametro.

Le equazioni della congiungente PP^ saranno

X~xY—y_ Z — z

ùkX Ay àz ^
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e potremo anche scriverle sotto la forma:

X- xY~y Z—z
Aa? A2/ l^z *

A< ~~W Li

Supponiamo ora che il punto P,, muovendosi sulla curva,

si accosti indefinitamente a P; ammesso che siano soddisfatte

le solite condizioni di continuità e di derivabilità, e che le

tre derivate x\t\ y'{t)^ z'{t), non siano tutte nulle nel punto
che si considera, le equazioni della posizione limite della retta

PPi, cioè della tangente in P alla curva saranno

(3)
z

x\t) y'it) — z'(t)
»

e potremo anche scriverle:

X — x Y— v Z - z
(4)

dx dy dz '

queste ci dicono, nel linguaggio infinitesimale, che, anche per
le curve dello spazio la tangente si può considerare come la con-

giungente di due punti successivi {xyz\ {x -\- dx, y -\- dy, z h- dz),

corrispondenti a valori successivi t, t-\- dt del parametro.

Se la curva è data come intersezione completa di due su-
perfìcie, cioè, analiticamente, mediante il sistema

f{xyz)= 0, ^{xyz} = 0,

si avrà, differenziando,

(6)

'£dx-^f^dy^f^dz=

'£dx-^'f^dy-^f^dz= 0,

e scrivendo che X—x, T— y, Z—z sono proporzionali a dx,

dy, dz, avremo le equazioni della tangente sotto la forma:

(6)
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Coseni direttori della tangente. Dalle formule (3)

ricaviamo, per i coseni direttori della tangente, le espressioni

a =
\V» -+- y'»

-t- ;?'* zfc: Va?' -+-?/'*

r=
yx'* -+- y'* -h z'

che possiamo scrivere

(7) cc= p^x\ ^= p,y\ y = p,z'; p,=
yx'^^y'^-^z"

nelle quali il segno del fattore di normalizzazione p, deve
essere concorde con quello di z\ e se z' = 0, con quello di y'

;

finalmente, se z' = 0, 3/'= 0, con quello di x' (n.^ 207).

Assumendo come nota dal calcolo la formula

(8) ds*— dx* -t- dy^ -h ^;?*, d8= ±z y/dx* -+- <«y* -+- dz*

(ove il segno concorda con quello delle tre quantità z\ y', x'

che per prima è diversa dallo zero) che esprime il differen-

ziale dell'arco, avremo

1 x' „ y' z'

p»=7' «=^' 1^=^' ^=?

e potremo anche scrivere:

dx dx dy dz
^^ ± yJdx*-^dy*-\- dz*~~à8' ^~d8' ^^ds'

Da ciò si vede che il verso positivo delle tangente corrisponde

al verso per cui è positivo ds^ cioè al verso iti cui gli archi vanno

crescendo,

646. Piano normale. 11 piano perpendicolare alla tangente

nel punto di contatto si dice piano normale alla curva in tale

punto.

La sua equazione (n.° 192) ha quindi una delle forme:

x'(X— x) -h y'(Y— y) -i- z\Z— «)=
(9) j a(X-a7)-t-Kr-y)-t-r(Z— 0)=:O

(X — x)dx -+- {Y—y)dy -i- {Z— z)dz— 0.
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Nel caso che la curva sia data mediante il sistema

f{xyz) = 0, ^(xyz) == 0,

l'equazione del piano normale assume la forma

X--X Y—y Z— z

_ _ i/'

(10) dx dy dz =0,
9f
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Se ora supponiamo che A< sia infinitesimo, cioè che i

punti Pj, P3, percorrendo la curva, tendano a Pj, ammet-
tendo le solite condizioni di continuità e derivabilità, e nella

ipotesi che non siano nulli contemporaneamente tutti i minori

di secondo ordine della matrice

oc y z

x" y" z'

la equazione (11) assume la forma:

(12)

ossia

(13)

X—x Y—y Z—z
x' y' z

x" y" z"

X—x Y— y Z—z
dx dy dz

dx* dy* dz*

= 0,

—

e rappresenta un piano, che vien detto piano osculatore della

curva nel "gwnto P^{an/z).

Da quanto precede risulta che il piano osculatore è il

piano dei tre punti successivi (xyz), {x h- dxj y -i- dy, z -+- dz),

{x -+- 2dx -f- d^x, y -+- 2dy -+- d*y, z -+- 2dz -4- d*z) corrispondenti ai

tre valori successivi t, t-hdt, t h- 2dt del parametro.

Perciò il piano osculatore è anche il piano della tangente

alla curva in P e della tangente successiva.

Tutti i piani del fascio che ha per asse la tangente in P,

alla curva si dicono piani tangenti alla curva in P^; il piano

osculatore è un particolare piano tangente, il quale può con-

siderarsi come la posizione limite di un piano tangente che

contenga un punto P3 della curva, quando P, muovendosi

lungo la curva tende a Pj.

Il piano osculatore in generale attraversa la curva, mentre

ciò non accade per un piano tangente generico.

648. BiNORMALE. I coseni direttori della normale al piano

osculatore (coseni direttori del piano osculatore), che indiche-

remo con X, [i, V, sono proporzionali ai determinanti di 2.° or-
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dine della matrice:
ic' \f z'

^" y z'

La normale al piano osculatore nel punto Pi di oscula-

zione si dice binormale della curva in tale punto,

I coseni direttori della binormale saranno dunque:

/ 1— p^iy'z"— z'y"), [i= p^iz'o!" — x'z"), v= 9t{x'y" — y'a?")

(14) ^ 1

il segno da attribuire al radicale essendo quello del primo

dei tre numeri

i»'«/" — x"y\ z^x" — zl'x\ y'z" — y'V

che non è nullo.

649. KoRMALE PRINCIPALE. La intcrsczione del piano nor-

male col piano osculatore in un punto P vien detta normale

principale della curva in tale punto.

Per avere le equazioni della normale principale basterà

dunque far sistema delle equazioni del piano normale e del

piano osculatore

(15)

Questo sistema equivale alP altro:

X—x Y-~y

\K-
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Il determinante dei nove coseni

173

a
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male si esprimono semplicemente con le formule

y'm" — z'y" z'x" —
(23) X= X z

db «' Va?"* -H 2/"* •+- z' f * «'\....

Infine

(24)
HY — vp = PiPx I

[z'x" — a7'«">' — (^'^" — y'iìo")y'
I

dunque i co«eitt direttori della normale principale si possono

esprimere al modo seguente:

l= epi{x"8' — X'8"), f]= .... , C= "••
^

(25)
5 =

iC « — X 8

±: 8' V^"*+ y"* -+- Z"^— 8"'

y 8' — y 8 Z 8 — Z 8

±«'V.... d=8'V..

ove il segno deve coucordare con quello di (z"«' -— z'8")8\

Assumendo come parametro Parco «, si ha:

(26) ?
y

\sc"' v:
, ^=

V.-

il segno del radicale essendo date dal segno di quella delle

tre quantità z'\ y'\ x'\ che per prima non è nulla.

651. È interessante il determinare il ver80 in cui vanno

considerate la tangente^ la ìiormale principale e la Mnormale^ af-

finchè il triedro fondamentale formato da queste tre semirette,

neW ordine in cui sono state nominate, (triedro principale), risulti

concorde col triedro formato dalle direzioni positive degli assi

coordinati.

Perchè ciò avvenga occorre che il determinante dei nove

coseni abbia per valore 1 (n.° 176), cioè che sia

A =
a
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determinante dei nove coseni sotto la forma

175

A= Pip,£

X' y' «

y'z" — z'y" z'x" — x'z" x'y" —

Da cui risulta che la condizione perchè A sia positivo è che

dei fattori di normalizzazione p^ , p, , e, uno solo, o tutti e tre

siano positivi.

In particolare quindi: il triedro principale è concorde col

triedro fondamentale quando la tangente, la normale principale e

la hinormale si assumano nel verso che corrisponde al valor po-

sitivo del loro rispettivo fattore di normalizzazione.

662. Esempi:
l.<* L'Elica cilìndrioa (n.° 462, pag. 13), è rappresentata

dalle equazioni:

xz=r cos 0, y= r sen 0, z= mrH,

Derivando rispetto a si ha

a?' ±= — r sen 0, y' = r cos 0, z'= mr

x"= — r cos 0, y" = — r sen 0, z"= 0.

Inoltre, essendo r > 0, se si suppone che sia anche »i > 0,

è «' > 0, dunque

l » =: r V X-f- W, « ' =
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Coseni direttori della tangente. Avendo supposto m > 0, ab-

biamo
— sen ^ cos m
vr m' Vi m* Vi m'

La tangente all'elica fa dunque angolo costante con

Passe Z, quindi anche con tutte le generatrici del cilindro

intorno a cui P elica si avvolge.

equazione del piano osculatore

ossia

= 0,

X— rcos9
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assumendo ooine parametro z, si ha, per derivazione,

dx dv

177

Da cui

dx

dz

dz

X dx

a* dz

ze'

y dz^

y dy

b* dz
0.

x]_
b*

1^

1 ' dz

dy

ì_

za*

~yl
a^ b*

Ponendo, per semplicità di scrittura

si ha

1^'

dx A z dy

0" '

B z

^-6^-a«

dz
Z =-^=r: 1.^ ~dz — G' x' ^ — dz~ C'y' ""—dz

Di qui, derivando nuovamente,

^ — G\x G x^' y ~~G\y~Gy')' ^
— "'

Possiamo dunque scrivere le equazioni della tangente

{X~x)x {Y-y)y (Z- z)z

A ~- B ~
e quella del piano osculatore

X—x Y—y
Az B^z

G X G y

^x^G'x' Gy~G*y^
ossia

Z— z

1 =
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§ IL Cerchio osculatore. Flessione. Torsione.

653. Data una curva nello spazio mediante le tre equazioni

X— x{t\ y — yit\ z= z{t)

consideriamo 1 tre punti corrispondenti ai valori t, t -i- A<,

t -f- 2A< del parametro

Pl(^,
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ossia
^^{t) A«(|>(<)= 0-,

al lirait«\ per ^i^zOy

(28) m^o. m=o, rw=o.

Queste, e la equazione del piano osculatore in P alla

curva, sono dunque le equazioni cui debbono soddisfare le

coordinate p, q^ r del centro ed il raggio p del cerchio oscu-

latore in P alla curva.

Eseguendo le derivazioni indicate dalle (28) e aggiungendo
r equazione del piano osculatore, avremo il sistema:

Uv—pY-hiy — q)* p* =
(29)

(x — p)x' -\-{y — q)y' -^(z — r)z' =
ix —p)x" -+-(«/ — q)y" -+- (5? — r)z" -{- x'^ -+- y* -i- z'* =

\
{x — p)X -\-{y — 5)[i -f- (« — r)v = 0.

Ricordando che x'^ -hy'^ +- z'*= 8'^j potremo scrivere le tre

ultime equazioni sotto la forma:

<30)

( x'ix — i?)
-+- y'(y — 3) H- z'(z — r)=zO

J
x"{x— i>) -+- y"{y — q) -\- z"{z— r) =: — «'*

[ \{x — i?)
-+- |i(y — q)-^ v(z — r) = 0.

Il sistema della prima e terza di queste equazioni dà la

condizione di appartenenza del punto (pqr) alla normale prin-

cipale: dunque il centro del cerchio osculatore appartiene alia

normale principale.

Risolvendo rispetto ad x — p, y — ^i z — r, si trova

(x-p) =
y «

— «' y

u,

X y z

x" y" z'

X {JL V

Giovandoci delle formule (7), (14) e (25), che danno i co-

seni direttori della tangente, della binormale e della normale
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656. Esempio. Per l'elica cilindrica, (n.^ 462, 652)

x = a cos y =^a sen z=: «mO,
essendo

1
p — a?= (1 -f- m*) (— a cos 6), p=^ — am- cos

< g — y= (1 -h 7w*) (— a sen 0), g = — am* sen

i r — z=zO r=:z= amf)^

abbiamo

Il raggio del cerchio osculatore è costante, il cerchio oscu-

latore è in un piano parallelo al piano xy,

656. Prima curvatura o flessione. Data la curva

X= x{t}, y — y{t\ z= z{t)^

consideriamo su di essa i punti

P{xyz) P^(x -h Air, y -\- Ay, z -f- \z)

corrispondenti ai valori ^, t-\- ^t del parametro, e le tangenti

/, ^1, in questi punti.

Si dice prima curvatura o flessione della curva nel punto P,

il limite

t= lim -1
•^

A«=-oA«

del rapporto delV angolo 11^ delle tangenti nei piuiti P, Pi alla lun~

ghezza A« deW arco PF^ quando il punto Pj, muovendosi sulla

curva, tende al punto P.

Considerando che ^
lim —^ =1,
A<=0 8en//i

potremo cercare il limite

j, , . senTT

A«^o A«

Indicando con a, p, y, i coseni direttori della tangente /, e

posto

^* ~
(« -4- A:c)* -4-

(i^
-t- A?)« -f- (Y H- Ay)«
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avremo i coseni direttori della l^ espressi da

m(a -H Aa), w(p -f- Aj3), m(Y -f- Ay)
;

onde :

? T
ìn{x -+- Aa) m(,3 -h A3) wì(T -+- ^T)

sen* III =

e considerando clie, al tendere allo zero di A^, m tende ai

limite 1, avremo

±1
f=: lim.=- VIpAr — tA^)* + (yAa — aAy)* -+- {oc^'6 - p^%f

ove il segno da scegliere è quello della prima delle quantità

pAy — yAp, yAa — aAy, aAp ~ pAa,

che non è nulla.

Dividendo numeratore e denominatore per A< e passando

al limite, avremo

e ricordando che

a« _t- p« -H Y*= h aa' + pp' H- YT' = 0.

Ma si ha (pag. 169)

X' y' z'

'^= -8'^ ^= -8'^ ^="?'

onde:

a'* -\- p'* -f- y'*= (a;"* -+- y"* h- ;s"* — «"*) -t,

e infine,

/ —
- -^t

-
•

Eicordando la formula (32) si vede che
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cioè, che la flessione è eguale (in valore assoluto) all' inverso

del raggio di curvatura.

Il segno dovrebbe essere scelto conforme a quello di

cioè a quello di s'iy'z" — «'3/"); ma questo segno per solito non
si considera e si assume come valore della flessione V inverso del

raggio di curvatura.

Se il parametro t è l'arco s, abbiamo Bemplicemente:

/= V«'' -I- p'* -4-
r'*= V^"* -t- 2/'" -+- «"*.

657. Seconda Curvatura, o Torsione. Data la curva

a?= x{t), y = yit), z= z{t),

consideriamo su di essa i punti F{xyz)^ P^{x 4- Air, y -\- \y^z -\- ^z)

corrispondenti a valori t, t-^ ÙU del parametro ed i piani oscu-

latori alla curva in questi punti.

Il limite, per A< —^ del rapporto dell'angolo dei piani

osculatori alla curva nei punti P^P^^ alla lunghezza dell'arco

P^P, compreso fra questi due punti, si dice Torsione della

curva nel punto P.

Indicando con r, r^ le binormali alla curva nei punti P, Pj

con A« l'arco fra esse compreso, la torsione in P, che indiche-

remo con ^, sarà dunque data da

(33) l=r lim ^.

Per calcolare questa espressione, indicando con X, ji, v,

m{\ -h AX) w({x -+- A[a) w(v -+- Av), i coseni direttori delle binor-

mali nei punti P, Pj, seguiremo procedimento interamente

analogo a quello tenuto al n.° precedente, e troveremo

1 dzl /

--f=-^ V(X|A' - [iry -+- ([xV - v{x')* -+- (vX' - Xv7;

ed anche :

1 ±1 /-

ove il segno del radicale è quello di À|ji' — [aX'.
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Eicordando le formule

±:1

h'=j
[

8' Va?"* + y"* H- z"* — «"*

si trova

X[x'—[JL'X'=p2* !(/«"—^'3/") (2;'a?"' -i»'2!'") — (y'z"'—z'y"') (z'x''—z"x')\

Ossia, indicando con TF il Wronskiano :

x' y' z'

TF= x" y" z'

x'" y'" z'

X[x' — [iX' = g^z' TT;(41)

il segno da attribuire al radicale è dunque quello di z'W^

ossia di «W^, e per conseguenza il segno da attribuire alla

torsione ^ è contrario a quello di W,

Inoltre si ha:

X'* -+- pi'* -f- V'*— (X^' — jjiXO* -^ (iJtV - v»ji')* -t- (vX' — Xvf =: p2*«'^ Tr%

dunque avremo, in valore e segno :

(42) = P.'^=^
W TTp*

»'»(a;"* -f- «/"* 8"*)

Il segno della Torsione ha un notevole significato geome-

trico; esso esprime una proprietà intriìiseca della curva, che

si ricava calcolando il momento delle due binormali r<, t't+At

nei punti vicini F{xyz) P^(x -+- A^, y -h A^, z -f- àz).

Indicando i coseni direttori delle r^, n+Ao ^^^

n(X[xv), n4-A^(*"(^« -^ AX), m(iK -+- A[jl), w(v -+- Av))

1
ìn*z=

si ha
(X -f- A>)* H- ({ji -t- A[jt)* -h (y -t- Av)*

cos ryr't^n^t = m ! X(X -+- AX) -t- |x({jl -i- A[jl) -f- v(v -4- Av) 1.

Considerando che m tende al limite 1 per A< infinitesimo
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(ili valore e segno) e che anche

X(X -+- AX) -H |jii{x -+- A[a) -4- v(v

185

Av)

tende al limite 1, vediamo che, per valori A< abbastanza piccoli,

cioè per punti P, P^, abbastanza vicini, è sempre cos r^r^^^j > 0.

Dunque, nella espressione del momento :

M= zB
\x Ay Az

X |A V

rw(X -4- AX) wi(pi -f- A[x) w(v -+- Av)

trovata al n.'' 220 (Voi. I pag. 189), il segno di e, dovendo esser

concorde con quello di cos r^rf^^t i
sarà sempre positivo, e per A<

infinitesimo, avremo il momento delle binormali in due punti

successivi espresso da :

M:= X {X V = X (X V d**.

dx
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Ed infatti l'annullarsi del Wronskiano W delle se' y' z'

implica resistenza di una relazione lineare ed omogenea a

coefficienti costanti

Ax' -f- By' -t- Gz' r=r 0,

da questa, integrando rispetto a % ed indicando con D la co-

stante di integrazione, si ha

Ax-hBy-\- Gz-^ B= 0^

equazione di un piano su cui giacciono tutti i punti della curva.

661. Osservazione. I ragionamenti fatti per dimostrare

le formule che danno la flessione e la torsione di una curva

sghemba in un punto P, potrebbero presentare qualche diffi-

coltà nel caso in cui la tangente (o la binormale) in P fosse

nel piano xy, poiché allora potrebbe darsi che P angolo di

detta tangente con la tangente successiva passasse brusca-

mente da valori prossimi a ti a valore nullo.

Questa difficoltà si può togliere con una trasformazione di

assi, la quale non può alterare né la flessione, né la torsione

della curva considerata.

essendo

Esempio. Per P elica cilindrica (n.^ 462, 652, 655),

X =z r cos y = r sen B z = mrd
x' =z — r sen

X :=z — r cos

0?"'= rsen

y' =: r cos z'

y" = — r sen 6 z'

mr

abbiamo

inoltre

dunque

y'n — _r cos z"'= 0,

W=
— r sen r cos mr 1

— r cos —r sen |
= mr',

r sen — r cos 1

1

T

s" — z" —
r*

m
(1 -+- w* r
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Ricordando (ii.° 655) «he il raggio del centro osculatore

delP elica è p= r{l-i- m*), e che la flessione è, quindi,

f r{l H- m*)

si può concludere : nelP elica circolare la flessione e la torsione

sono costanti.

Si vede inoltre che nelP elica la torsione hB> segno contrario

a quello di m.

Ora quando m è positivo V elica è destrorsa, cioè un osser-

vatore in piedi sulla pagina positiva del piano osculatore, nel

punto P di osculazione, rivolto verso il centro di flessione, vede

un punto che si muove lungo la curva innalzandosi, rispetto

alP osservatore stesso, passare dalla sua sinistra alla destra,

mentre attraversa il punto P (^).

Quando invece mr è negativo P elica è sinistrorsa.

Dunque a torsione positiva corrisponde curva sinistrorsa, a

torsione negativa curva destrorsa.

È facile vedere che le riflessioni ora fatte per P elica si

possono ripetere per una curva qualunque.

(*) Alcuni autori nel definire il senso destrorso o sinistrorso, del-

l'elica, suppongono l'osservatore situato nel centro di flessione (lungo

l'asse del cilindro) così facemmo noi pure a pag. 12.
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SUPEEFIOIE

§ I. Piano tangente.

ì. L'equazione di una superficie può essere data sotto

una delle tre forme

f xz=:cc{u^ t?), y= y{u, v), z=zz(u^ v).

x^ella Parte Terza del nostro corso abbiamo dato (Gap. I)

qualche notizia di ordine generale sulla rappresentazione ana-

litica delle superfici, ed abbiamo, in particolare, studiato le

superficie del 2.° ordine, o quadrìche, quelle cioè per le quali la

funzione F{xyz), primo membro della equazione F{xyz) = 0,

che ne è espressione analitica, è un polinomio intero del

2.*' grado nelle variabili x, y, z.

Molte delle cose dette per ie quadriche, si estendono alle

superficie algebriche di ordine m, qualunque: a quelle superficie

cioè, che sono rappresentate da una equazione

F{xyz) — ^

dove F è simbolo di polinomio intero di grado m nelle tre

variabili x. v. z.

In particolare si può immediatamente estendere la

nozione di piano tangente, e trovare la equazione di questo

piano.

Scriveremo la equazione della superficie, in coordinate car-

tesiane omogenee

(1) FiyX^X^X^X^ z=z 0,
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e, preso un punto P'ix^'x^'XgX^') sulla superficie, tale cioè che

sia

(2) F(x^'x^'x,'x,')— 0,

scriveremo le equazioni di una retta r generica per questo

punto, sotto la forma parametrica

j
a?! == ic/ -+- hXi , iCj =: x^' -+ hX^ , x^= x^' -h hX^

i x^ = x^ -{- hX^^

dove X1X2X3X4 sono le coordinate di un punto P dello spazio,

che insieme col punto P', determina la retta considerata.

I punti di intersezione della retta r con la superficie sa-

ranno dati dai valori di h che soddisfano la relazione

(4) F{Xi -\-hX^, x^' -h hX^ , a?,' -h hX^ , x^ -+- hX^)= 0.

II primo membro di questa equazione, per una nota for-

mula di analisi (^), si può scrivere:
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perficie; ora se vogliamo che ^= sia radice doppia, cioè che

la retta P'P tagli la superficie in due punti coincidenti in P',

occorre e basta che P(X^X^X^X^) sia tale da rendere

Questa è P equazione di un piano, sul quale X^X^X^X^ sono

coordinate correnti.

Esiste dunque un piano tale che tutte le rette P'P in esso

contenute e passanti per P' incontrano la superficie in due punti

coincidenti in P' {cioè sono tangenti alla superficie in P'}.

Questo piano si dice piano tangente alla superficie in P\
e la sua equazione è la (6).

664. Considerando che il punto P'ix^'x^'x^'x^') appartiene

alla superficie^ si ha ancora (pel Teorema di Eulero)

(7) . O(.o ^^' -^ 0(.')
^^' "^ 0(.') '^' ^ ©./^' ^ '•

Supponiamo ora x^' diverso dallo zero, e limitiamoci alla

considerazione di punti proprii del piano tangente, pei quali

è X,=\=0.

Potremo passare alle coordinate non omogenee, dividendo

la (6) per X^, e la (7) per x^', ponendo
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666. Con un semplice ragionamento, cbe qui non staremo

a ripetere (*) si dimostra che le conclusioni cui siamo giunti

valgono anche per superficie F[xyz) ^= non algebriche, purché

siano soddisfatte per la jP le solite condizioni di continuità e

derivabilità.

La retta perpendicolare al piano tangente nel suo punto P di

contatto 8i dice normale alla superficie.

Le sue equazioni si ricavano immediatamente dalla (8) ed

hanno la forma

^^^ dF ~ dF ~ dF '

dx dy dz

I coseni direttori della normale sono dunque

(10) oc =
dF dF
dx

,_,
dy

i/(dFY (dFV IdFV' ' _^ì/(^FY (dFV (dFV'

d_F

dz

' l/fdFY (dFV (dFV

dF
Il segno del radicale deve essere concorde con quello di —, se

oz

dF
questa è zero nel punto P, con quello di ^ > « finalmente se con-

dF dF . dF
temporaneamente ^ —- =0, — =0, con quello di — .

666. Se la equazione della superfìcie ha la forma esplicita

cioè

F(xyz)=f(xy) — z=

(*) Cfr. Lezioni di calcolo Infinitesimale di S. Pincìierle. Cap. XVII,
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usando le notazioni di Monge

dz dz

P dx^ ^ dy

si hanno le equazioni del piano normale e della normale sotto

la forma :

(11) \x-x Y-y
P

{Z-z\

ed i coseni direttori della normale sono dati, in valore e segno,

dalle espressioni

— » — Q 1
(12) g— ^

, 8=
,

-, zz=.
,

667. Si vede immediatamente che la tangente a qualunque

linea tracciata sulla superficie e passante per F, appartiene al

piano tangente per P alla superficie.

Infatti una linea tracciata sulla data superficie, è inter-

sezione (totale o parziale) di questa con una seconda superficie

opportunamente data

^{xyz)z=zO'^

Le equazioni della sua tangente in P saranno dunque

(n.** 645)

Queste equazioni ci dicono appunto che la tangente in P
alla linea tracciata è la intersezione dei due piani tangenti in P,

alla superficie data F(xyz) = ed a quella con cui essa si suppone

intersecata, 'J^{xyz)= 0.

Abbiamo sempre supposto che il punto P, considerato sulla

superficie, sia tale che in esso non siano contemporaneamente
nulle tutte le derivate parziali del primo ordine della F(xyz),

Punti così fatti si dicono ordinari, quelli invece in cui tutte
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le derivate sono ad un tempo nulle, si dicono punti singolari

della superfìcie. Supporremo nel seguito, salvo contraria indi-

cazione, di considerare punti ordinari.

§ II. Intersezione delia superficie col piano tangente i^).

668. Per evitare ragionamenti che esigono famigliarità

coi metodi infinitesimali, faremo anche qui P ipotesi che si

abbia che fare con Hwperficie algebriche^ F{xyz)=:0; ma i ri-

sultati varranno in casi molto più generali, poiché esigono

solamente la sviluppabilità secondo la serie del Taylor delle

funzioni F{xyz),

Sia data dunque una superficie algebrica di ordine m

F{xyz) = 0,

e consideriamo un punto P{x^y^z^) di essa, in cui sia determi-

nato- il piano tangente.

Assumiamo questo piano come piano coordinato a??/, e la

normale, nel suo verso positivo, come asse z,

L^ equazione del piano tangente dovrà ridursi a 2r=:0,

quindi avremo

il punto Pix^y^z^) essendo nelP origine, sarà x^:=y^=.z^z=(i^

ed appartenendo esso alla superficie sarà ancora J^i^OOO) = 0.

Dunque la equazione della superficie avrà la forma (*)

, , {dF\ 1 (dF dF dF \<2)

1 (dF dF dF V''''' ^

m\\dx dy ^ dz /ojo

(i) Si confronti questo § col § 3 del Gap. II, sulle Quadriche, ove

si fa una analoga discussione.

(') Supponiamo nota, almeno per polinomi, la formula di Taylor

1 IdF dF dF Y

'000

dF ys)
_^

/eoo

Bortolotti II. ^
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La intersezione col piano tangente si avrà ponendo 2; =: 0,

e sarà dunque data dalla equazione

f,^y) = FixyO) = 1
1
(g)^^^^^-^ 2(g)^^^^, -^f^)ooo^^ S

"^ '"

1 {dF
m\ i doo

X
dF
dy y

dF )(»")

T" ^ = 0.
OZ '000

Si vede da questa formula che la curva algebrica piana,

(intersezione del piano tangente con la superficie)

, f(xy}=zO,

passante per la origine, ha quivi un punto singolare^ perchè

entrambe le derivate parziali prime della f(xy) risultano in

tale punto eguali allo zero (n.^ 581, 582).

Per conoscere la natura di questo punto occorre esami-

nare PHessiano (n.° 582) delle derivate seconde di f{xy)^ che,

nell'origine, coincide con l'Hessiano della F(xyz)^

jff=r

d*F 9^F

dx^ dxdy

d*F a^F

dxdy d^y

Ricordando la discussione fatta al n.*' 582 vediamo che:

I. Se PHessiano è negativo la intersezione del piano tan-

gente con la superficie ha nel punto di contatto un punto doppio

a tangenti distinte (un nodo).

In questo caso il punto P è detto punto iperbolico della

superficie, e le due tangenti reali in P alla curva intersezione

si dicono le direzioni asintotiche della superficie in P; si dice

che in un tale punto la superficie ha curvatura totale negativa.

IL Se V Hessiano è positivo, le tangenti in P alla interse-

zione sono immaginarie, questa intersezione ha quivi un punto
isolato: e la superficie, nella vicinanza di un tale punto è

tutta da una medesima parte rispetto al piano tangente. Un
tale punto si dice punto ellittico della superficie.

Si dice anche che la superficie è convessa in un tale

punto, che ha quivi curvatura totale positiva.
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IH. Se V Hessiano è nullo^ le due tangenti alla interse-
zione sono coincidenti, cioè questa intersezione ha quivi una
cuspide, o più generalmente un punto doppio a tangenti coin-

cidenti.

Le due direzioni asintotiche della superficie, in un tal

punto ^ coincidono in una sola.

Si dice che un tale punto è punto parabolico della data
superficie, oppure che la superficie ha curvatura totale nulla
in un tale punto.

Esempio. Nella superfìcie del Toro (superficie generata
alalia rotazione di un cerchio intorno ad un asse del suo
piano) il piano tangente normale alP asse

tocca la superficie secondo un cerchio C,

In un punto P di questo cerchio la

curvatura totale è nulla, il piano tan-

gente alla superficie per un punto P di

questo cerchio taglia la superficie se-

condo due cerchi coincidenti nel cerchio 0.

La tangente in P a questo cerchio segna
la direzione asintotica della superficie

in P. 11 punto P è punto parabolico.

Il cerchio ed il suo simmetrico rapporto al piano del-

l' equatore del toro, dividono la superficie in due parti: sulla

parte rivolta verso l'asse, i punti sono iperbolici (curvatura

negativa) sull'altra i punti sono ellittici (curvatura positiva».

669. Come risulta dalla discussione fatta al n.** 668, il punto

di contatto di una superficie col suo piano tangente è, gene-

ralmente, punto doppio per la curva intersezione. Più in ge-

nerale, se diciamo punto doppio di una curva nello spazio un

punto che conti per due tra le intersezioni di un piano genf^-

rico passante per quel punto, con la curva, abbiamo questo

notevole teorema: se due superficie sono tangenti, il loro punto

di contatto è un punto almeno doppio per la loro curva d^ inter-

sezione. Infatti se una curva è intersezione di due super-

ficie >Si, /S,, le intersezioni di un piano tu con la curva sono

tutte e sole le intersezioni delle due curve piane, secondo

cui t: incontra le due superficie. Ora se queste sono tangenti

in un punto P di 0, (ossia hanno ivi lo stesso piano tan-

gente Tj, un qualunque piano n passante per P le interseca

secondo due curve che si toccano nel punto P stesso (e hanno
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per tangente comune la intersezione di n col piano tangente

comune) e quindi hanno in P almeno due intersezioni.

La tangente in un punto doppio è indeterminata, per6

si può dimostrare cLe in generale esistono — come per le

curve piane — due particolari rette clie hanno nel punto con

la curva contatto tri punto.

Per esempio la curva detta Finestra di Viviaui (n.*" 461),

intersezione di una sfera con un cilindro, che ha il raggio

della sfera come diametro di una sezione retta, ha un punto
doppio nel punto in cui le due superfìcie sono tangenti, come
abbiamo già accennato (pag, 12j.

§ III. Superficie rigate. Sviluppabili.

670. Abbiamo visto al n.° 613 che data una famiglia (sem-

plicemente infinita, cioè ad un parametro) di curve piane

/(xya)=

esiste in generale una curva inviluppo la cui equazione si

ottiene eliminando a dal sistema

/f{xya)=

{'£='

Se è data una famiglia di curve gobbe non esiste inveoe^

in generale^ alcuna curva da essa inviluppata.

Ed infatti, data la famiglia di curve nello spazio rappre-

sentata dalle equazioni

j
f{xyza) z=

I
^(xyzaj — O,

la condizione perchè esista una curva da essa inviluppata è che

siano compatiMli le equazioni del sistema

(1)

A^ya) :=

^{xya) =

da da
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671. È interessante il caso in cui le curve della famiglia

considerata siano rette; P insieme di queste rette costituisce

(n." 468) una superficie (superficie rigata) e le rette medesime

inviluppano ima curva, detta spigolo di regresso della rigata,

solo se per esse sono soddisfatte le condizioni (1).

Per veder quali forme assumano in questo caso speciale

tali condizioni, scriviamo le equazioni della superficie rigata

sotto la forma (ridotta)

; x:=.mt -+- a

I
y= nt A- b

dove si suppone che m, n^ a, h siano funzioni di un parametro n.

Le equazioni della retta generica della famiglia saranno

x^=mz-\- a

y^=.nz -4- è

e la condizione perchè esista l'inviluppo sarà data dalla con-

dizione di coesistenza delle quattro equazioni

\ x=^mz -^ a y=:nz-^ò
j = zdm -^ da = zdn -t- dh.

E, poiché dalle due ultime ricaviamo

da dh

dm dn

la condizione ora accennata potrà scriversi

da dh

dm dn

ossia
Avìfi da = 0.(2)

dm da

dn db

Ma questa è anche la condizione di complanarità (n.° 217,

Voi. I, pag. 187) delle due rette

\ x=^mz -^ a yz=znz-^b

{ a?= (m -f- dm)z -\-a-\-da^ y = {n-+- dn)z -^- b -^ dh

che corrispondono a valori successivi w, u -+- du del parametro u.
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Dunque la condizione perchè esista una curva iuvikippata da

tutte le rette delle date rigate, coincide con la condizione perchè

due generatrici successive siano incidenti, e V inviluppo medesimo

fcioè lo spigolo di regresso delle rigate) è il luogo dei punti dì

incidenza di due generatrici successive.

672. La superficie rigata si dice sviluppabile quando due

generatrici successive sono incidenti. Da quanto è stato esposto

nel n.^ precedènte risulta che:

La condizione perchè una rigata rappresentata dalle equazioni

/ a?= m[u)t -+- a{u)^

(3) ' 2/ — n(u)t -4- h(u)

lz = t,

sia sviluppabile, è data dalV annullarsi del determinante delle deri-

vate (o dei differenziali) dei coefficienti^ cioè da :

(4)
dm da

dn db
0.

Le rigate non sviluppabili si dicono gobbe.

673. Abbiamo visto che le generatrici di una rigata svi-

luppabile inviluppano una curva gobba, che abbiamo chiamato

spigolo di regresso della rigata medesima. Reciprocamente, le

tangenti di una curva gobba sono generatrici di una rigata svi-

luppabile, che si dice sviluppabile osculatrice della curva me-

desima.

Ed infatti, data una curva mediante le sue equazioni para-

metriche
X— X[U', y= y(u), z z= z{u),

la sua tangente generica è data dalle equazioni

X—x _ Y-y _z—z_
x'{ui y'i'ff') ^'(''0 '

considerando t come parametro variabile possiamo scrivere:

X = x^ u) -f- tx'(n)

V =-- y u) H- ty\u)

Z =. z u) -i~ tz'\^u)^

i
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ed abbiamo così la rappresentazione analitica di una superficie
rigata, luogo delle tangenti alla curva data.

Essa è sviluppabile, perchè le tangenti inviluppano la

curva, e quindi due tangenti successive sono incidenti.

674. Il piano tangente ad una superficie rigata in un punto
qualunque P di essa, contiene tutta la generatrice passante per
questo punto, perchè la generatrice è una linea tracciata su la

superfìcie e la tangente a questa linea è la linea stessa.

Il piano tangente ad una rigata in un punto P^ di essa
sarà dunque determinato dalla generatrice per P^ e dalla tan-
gente ad un' altra linea qualunque della superficie, passante
per P,

.

675. Supponiamo che la rigata sia sviluppabile.

Tracciata per P^ una linea qualunque P^P^ sulla superficie,

consideriamo la generatrice MP^,
ed il punto M dove essa tocca

lo spigolo di regresso ; di poi,

preso un punto M^ su questo spi-

golo, vicino ad M, indichiamo

con M^P^ la generatrice che tocca

lo spigolo medesimo in ilfi, e

con P^ il punto dove questa ge-

neratrice incontra la curva PjPg

da noi tracciata sulla superficie.

Il piano tangente alla rigata

in Pj sarà la posizione limite del piano MP^P^ quando P,,

percorrendo la curva P^P^, tende a Pj.

Ma il punto Pj appartiene alla generatrice P.M^, e

quando Pj tende a Pj la generatrice P^Mi tende a coincidere

con la Pjilf.

Dunque il piano tangente in P^ sarà il piano delle due gene-

ratrici successive, passanti per M e pel punto successivo ad M
dello spigolo di regresso.

W altra parte sappiamo che il piano di due tangenti suc-

cessive ad una curva sghemba è il piano osculatore alla curva

medesima (n.° 647); dunque possiamo concludere:

1.° Che il piano tangente alla rigata sviluppabile in un

punto Pj contiene tutta la generatrice passante per Pj
;
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2.° ed è piano osculatore allo spìgolo di regresso nel

punto dove detto spigolo è toccato dalla generatrice uscente da P^

.

Tutto ciò si dimostra anche con facili considerazioni ana-

litiche.

Indichiamo infatti con

X =z x(U), y= y(u), z= z{u),

le equazioni dello spigolo di regresso MM^,
Le coordinate del punto Mi saranno espresse da

f iPi = x(u -4- ÙlU) = a? h- Xu'(u H- Q^u)!\u

(5)
I

2/i
= y{n -h Au) = y -h yJiu +- QAu)Au

[ z^ =z{u-h Au) =: Z -h zj{u -f- 0Al*)Al*.

Indicando con Xj Y^ Z^ le coordinate del punto Pj, poiché

questo appartiene alla tangente MT^ uscente dal punto M allo

spigolo di regresso, avremo (n.° 644)

^u yJ < ^

da cui

(6) Xi= a? -4- x^p, Y^~y-^r y^'p, Z, — z-\- z,/p.

Similmente pel punto Pg, appartenente alla tangente M^P^j

avremo :

X2 == a?j H- XJ{U -4- àu)'pi , Yg == ... Z^ =: ...

ossia

X2 = a?i -4- (xj -+ Aii'Xj'iu -+ 0iAi*))pi

,

e sostituendo le (5),

Xi= x -¥- ùiuxjiu -f- 0Ai*) -f- p^xj -+- p^AuxJ'iu -t- 0iAw)

Z,=,.,

U equazione del piano per i tre punti MP^P^ sarà dunque

X Y Z 1

; =0
X -f- ox 1

1

X -I- piic' -t- Aìi{x'{ti -t- GAit) H- pia?"(it -+- 0iAw)) 1
i
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ossia

X—x Y—y
^ y'

al limite, per Aw-*0, si ha, pel piano tangente in P^, la equa-
zione

I

X~x Y—y Z -z

(7) X y z' —
x'^ y" z"

Ma questa è la equazione del piano osculatore allo spigolo di

regresso nel punto M dove la generatrice per P^ tocca lo spigolo

medesimo (ii.° 647), e, poiché questo risultato vale qualunque
sia il punto Pj preso su la generatrice MP^, la nostra propo-

sizione risulta dimostrata.

676. Osservazione. Le superficie coniche e cilindriche (vedi

Parte III, Gap. I, pag. 6-7, 17-18) sono rigate sviluppabili:

infatti tutte le generatrici di una tale superficie incidono in

uno stesso punto, (proprio od improprio), il vertice. Anche
analiticamente, si verifica subito che la condizione (4) di pa-

gina 198 è soddisfatta per tali superficie, rappresentate, sotto

forma parametrica, dalle (27) di pag. 17 e dalle (29) di pag. 18.

Le superficie sviluppabili hanno la proprietà che tutti i loro

punti sono punti parabolici
;
poiché il piano tangente in un

punto qualunque taglia la superficie secondo due rette coin-

cidenti nella generatrice di contatto.

Secondo la denominazione adottata (n.** 668) potremo anche

dire che le superficie sviluppabili hanno curvatura totale nulla in

tutti i loro punti. Si dimostra anche la proprietà reciproca, che

qui ci limiteremo ad enunciare: ogni superficie a punti tutti

parabolici è una rigata sviluppabile.

§ IV. Cenno sugli inviluppi di superficie.

677. Inviluppo di una famiglia di superficie dipen-

denti DA UN SOL parametro. Una equazione della forma

(1) F(xyza)^ 0,
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nella quale a rappresenta un parametro variabile, rappresenta

una famiglia di superficie ad un parametro, (o semplicemente

infinita).

È facile vedere, con ragionamento analogo a quello fatto

per gli inviluppi di curve piane, che ogni superficie 8 (corri-

spondente ad un determinato valore del parametro a) della

famiglia incontra la superficie successiva (corrispondente al va-

lore successivo a-i- da del parametro) secondo una curva, rap-

presentata analiticamente dal sistema delle due equazioni

dF
•(2) F{xyza)=^^, ^ ^ ^•

Questa curva, vien detta linea caratteristica della super-

ficie 8.

Eliminando a dal sistema delle equazioni (2) si ottiene la

equazione di una superficie cui appartengono tutte le linee

caratteristiche ed alla quale si dà il nome di Inviluppo della

famiglia di superficie F(xyza) =2 0.

L'inviluppo incontra ciascuna superficie S della famiglia

secondo la rispettiva linea caratteristica, e nei punti di questa

linea la superficie 8 ha con l'inviluppo a comune il piano

tangente. Cioè og^ii superficie della famiglia tocca l'inviluppo

lungo la linea caratteristica.

Le linee caratteristiche di una famiglia di superficie hanno

in generale un inviluppo (n.° 670).

Infatti derivando nuovamente rispetto al parametro a le

equazioni (2) della caratteristica e facendo sistema delle

equazioni risultanti, cioè delle

dF

si lìanno tre equazioni distinte

<" ^=«. "=«• S'=«.

e la eliminazione della a da queste, darà origine alle equa-
zioni della linea inviluppo delle caratteristiche.
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Tale linea vien detta: spìgolo di regresso dell'inviluppo

della data famiglia.

678. Esempi: l.® Inviluppo di una famiglia ad un para-
metro di piani.

Se nella equazione di un piano generico

Ax -i- By -h Gz -h D= 0,

supponiamo che i coefficienti siano funzioni date di un para-
metro a, avremo la rappresentazione analitica di una famiglia

di piani.

Le equazioni delle linee caratteristiche si hanno derivando
rispetto ad a e considerando il sistema

j
Ax -\- By -i- Gz -+- D =0

ì A'x H- B'y H- G'z -t- D' =: 0.

Dunque le caratteristiche sono rette.

L'inviluppo della data famiglia di piani è quindi una
rigata.

Questa rigata è sviluppabile. Ed infatti le linee caratteri-

stiche inviluppano lo spigolo di regresso, definito dal sistema

delle tre equazioni

[ Ax -^ By -^ Gz -\- B —Q
' A'x -f- By -H 0-2^ -+- i)' =
( A"x -+- B'y H- G"z -+- D" =r:

le quali determinano a?, y, z in funzione del parametro a,

2.° Inviluppo di una sfera di raggio costante il

CUI CENTRO descrive UNA CURVA DATA: SUPERFICIE CANALE.

Indicando con xyz le coordinate del centro e con XYZ le

coordinate di un punto generico della sfera, con r il raggio,

avremo
(X -xf-^{Y— yY -+- {Z - zy — r» =

e, siccome il centro G\xyz) percorre una linea data i, le sue

coordinate soddisferanno le equazioni di una tale linea, che

scriveremo

x— X[a\ y= y{au z=:z{a).
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Avremo dunque, come equazione della famiglia di sfere:

(X- x{a)y -4- (r— y(a)y -\-{Z— z{a)Y — r« = 0,

e, per avere le equazioni delle caratteristiche, basterà far

sistema di questa e della sua derivata rispetto ad «,

(X— x(a))x\a) H- (r— y[a))y\a) -\- {Z - z{a))z'{a) = 0.

Quest'ultima rappresenta il piano passante pel punto C(xyz)

della linea l e normale in questo punto alla linea medesima
(n.« 646).

La caratteristica di ogni sfera S della famiglia è dunque
la intersezione della ;S col piano normale alla linea l nel

centro della sfera medesima.

17 inviluppo, luogo di questi cerchi, è una superiìcie ca-

nale, essa è descritta da un cerchio di raggio r che si muove
in modo che il suo centro descriva la linea l data, ed il

suo piano, per ogni posizione di 0, coincida col piano nor-

male alla l medesima.

Così ad esempio: se l è una retta, la superficie canale è

un cilindro, se / è un cerchio, essa è un toro, ecc.

La superfìcie canale ha in generale uno spigolo di regresso;

che nel caso del cilindro, o del toro, si riduce ad un ])unto,

(il vertice) o ad una coppia di punti (i punti comuni ai due

cerchi secondo cui un qualunque piano per Passe interseca

il toro).

679. Inviluppo di una famiglia di superficie a due
parametri.

Se nella equazione di una superficie generica

(4) F{xyzab) =z

compariscono due parametri indipendenti, col fissare in modo
arbitrario i valori di essi parametri si ottiene un sistema

doppiamente infinito di superficie, o, come si dice, una fa-

miglia di superficie a due parametri.

Con ragionamento analogo a quello seguita nella ricerca

degli inviluppi di curve piane, si vede che facendo sistema

delle tre equazioni

(6) Fixyzah):=0, —= 0, -^ = 0,
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si trova, in generale, la equazione di una superficie, che vi(;n

detta inviluppo della famiglia di superficie F=0: la quale tocca

ogni superficie S del sistema in punti (in numero finito) le

cui coordinate sono le soluzioni delle equazioni numeriche
che si ottengono dal sistema (5) quando in esse si pongono i

valori dei parametri corrispondenti alla superficie 8 che si

considera.

Esempio. L'inviluppo della famiglia di piani

(6) ax -^- by -h z -^ ab =z 0^

dove a e b sono parametri variabili, si ottiene facendo si-

stema della 6) e delle due equazioni derivate

J7-h6 = 0, y -{-a=^0

ed eliminando a, ò, da questo sistema. Si trova così il para-

boloide

z — xy= 0.

§ Y. Curvatura delle superficie.

680. Sia data una superficie S mediante una equazione

della forma

(1) z=fiooy)

e consideriamo sopra di essa un punto ordinario P.

Eiferendo la nostra superficie ad un sistema di assi avente

la origine in P, e Passe z coincidente in direzione e verso

con la n'ormale alla superficie, il piano xy risulterà tangente

in P alla superficie, ed i coseni direttori della normale sa-

ranno 0, 0, 1; cioè si avrà

\jdxfoo
=«' (E=«'

od usando le notazioni di Monge,

_è/ _òf _ay _^ d^
P — ix' ^— dy' ""-dx^' ^-dxdy' ^"ay*'

sarà

(2) i>o= 0, q,= 0.
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Poiché r origine appartiene alla superficie, sarà ancora

/(OO)= 0.

» Sviluppando f{xy) secondo la formula di Mac Laurin, in

questa saranno dunque nulli i primi due termini, e si avrà:

•z =
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conica degenere

(5) VqX* -+- 28^X1/ -+- t^y* =: 0.

Possiamo, con una opportuna trasformazione di assi (assu-

mendo come assi ir, y gli assi della conica) ridnrre questa

alla forma normale

(6) ^X*-h^r*r=0

dove A ^ B sono le radici (sempre reali i della equazione

( 7

)

p' - (»-o
-+- h)9 -^ ^r,t, - s,') =r

e precisamente:

(8)

(cfr. il n.** 307, Voi. T, pag. 263,6 l'equazione del paraboloide

assume allora la forma:

(9) Z=^(AX*-hBY*u

081. OUEVATURB PRINCIPALI. INDICATRICE DI DUPIN. Le
sezioni fatte (sia nel paraboloide che nella data superflcie)

coi piani ZX^ ZY si dicono seEÌonì normali principali, ed i

relativi raggi di curvatura che indicheremo con i?i, i?,, si

dicono raggi di curvatura principali; e le inverse di questi

raggi »-, p- curvature principali della superficie nel punto P.

liC espressioni di tali raggi si trovano immediatamente

osservando che la sezione col piano ZX è la parabola

z=\ax\

il cui raggio di curvatura nella origine è

(1 -h Z'»)2 1 1
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analogamente si trova

(11) ^^-B^ R-^'

Dunque, le curvature principali della superficie nel

punto P considerato sono espresse dai numeri J., B^ (radici

della equazione (7)) che risultano come coefficienti nella equa-

zione normale della sezione della quadrica (4) col piano tan-

gente.

Se questi numeri risultano dello stesso segno, cioè se le

due curvature principali hanno egual segno, detta sezione è

una coppia di rette immaginaria (coppia ellittica), se di segno

contrario, è una coppia di rette reali (coppia iperbolica) e

questi diversi casi si distinguono dal segno del termine noto

nella equazione (7), cioè dal segno delPHessiano

^— uh — «o' ^



SUPERFICIE 209

Si vede bene ora la ragione delle denominazioni introdotte

al n.° 668, ove appunto si dissero punti a curvatura totale po-
sitiva, nulla negativa (ellittici parabolici, iperbolici) quelli in

cui PHessiano risulta positivo nullo o negativo.
2.° La curvatura inedia, media aritmetica delle due

curvature principali

in i\_ A-hB d*f ay

3.* La curvatura di Casorati

2[e,*'^M,*)
»• X _i_ f t _i_ Oe t

«0* -^ 2«o-T- fo -r- ^oq

Curvatura delle sezioni normali. Supponiamo
ora di segare la superficie (e quindi anche il paraboloide (1))

con nn piano qualsiasi :ia, passante per l'asse z, ed indi-

chiamo con a l'angolo che questo piano forma col piano XZ.
Le sezioni determinate nella 8 da piani passanti per Passe z

che è normale alle superfìcie, si dicono sezioni normali della 8.

Per avere la curvatura della sezione normale fatta con un
piano TTo , trasportiamo sul piano tt» il piano ZX mediante la

rotazione di assi

. X=:Xi cos a — Yj seri a

T=: X^ sen a -4- Ti cos a

^ Z=Z^ '

troveremo così, pel paraboloide, l'equazione

Z, = {A cos* x-hB sen* (x.)X* -+- 2{B — A) cos a sen ccX^T^-h

-+- {A sen* a -+- B cos* ajYj*,

e dovremo far sistema di questa equazione e di quella del

piano TTo, che ora coincide col piano X^Z^, per avere l'equa-

zione della sezione normale. Basterà dunque fare Tj = 0, e si

troverà così la parabola:

Zi= {A cos* a -f- B sen* a)Xi*.

Il raggio di curvatura si trova subito, come precedente-

Bortolotti II.
'

1*
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mente, sotto la forma:

1

Ha. = A C08* a -f- j5 sen* a

cioè

^B" = -A. cos* (x-\- B sen' a

od infine, per le formule (10) e (11),

1 cos* a sen' a
(12)

jRa -Ki -Kj

Questa formula, che serve a calcolare la curvatura della

tezione normale fatta col piano Ua , in funzione delle due curva-

ture principali, è nota col nome di formula di Eulero.

La formula di Eulero serve a studiare la variazione della

curvatura della sezione normale, al variare delP angolo a che

il piano secante forma col primo piano principale ZX.

Lo studio di questa variazione viene semplificato dal-

l' esame della indicatrice di Dupin della superficie 8 nel

punto considerato.

La indicatrice di Dupin è la curva che si ottiene por-

tando sopra ogni raggio OMa, appartenente al piano XT
e formante angolo a con la direzione principale OX, un
segmento p^^'S/lEa] eguale al valore numerico della radice

quadrata del raggio di curvatura della sezione normale fatta

col piano TZa (inclinato dell'angolo a sul piano ZX),
I punti Ma così determinati sono sopra una curva, che

è appunto detta la indicatrice di Dupin relativa al punto 0,

e che è una conica come ora vedremo.

Ciò posto supponiamo che l'Hessiano sia positivo, cioè

che la superficie abbia in P curvatura totale positiva, o, in

altri termini, che P sia un punto ellittico per la superficie

(n.*» 668).

Le curvature principali A= ^, B=z-—- avranno egual

segno, e supposto che siano positive (ciò che si può sempre
fare orientando l'asse Z in modo conveniente), posto

a— V^
6 = V^;
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j>er la formula di Eulero avremo:

1 cos* a sen* a

Indicando con ir, y le coordinate del punto Ma (della indica-

triceì, ossia ponendo

x= p cos a, 2/= P sen a

si ha dunque per tali punti la relazione

^ -i-
^*— 1

«t +•
5» — ^

dunque nel nostro caso la indicatrice di Dupin è una ellisse.

Le due curvature principali corrispondono agli assi di

questa ellisse, le curvature delle altro sezioni normali, ai dia-

metri; dunque i massimi e minimi raggi di curvatura delle

sezioni normali si hanno per le sezioni principali.

Le due radici delle (7) sono eguali quando è

In questo caso le due curvature principali risultano eguali,

la indicatrice di Dupin è un cerchio, e tutte le sezioni nor-

mali hanno la medesima curvatura.

Un siffatto punto P è detto ombelico o punto circolare

della superficie (cfr., per le quadriche, al n.* 549).

Supponiamo, in secondo luogo che V Ressiano sia negativo.

Il punto P sarà un punto iperbolico, ed in questo punto 1»

curvatura totale risulterà negativa.

I segni dei raggi principali iJ, ed jB^ risulteranno fra

loro contrari. Sia, ad es., i2i>0; posto

x=zp cos a, y= p sen a,

avremo per la formula di Eulero

a* b* ~ '

« la indicatrice di Dupin consterà di due iperbole coniugate.
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Il raggiò di curvatura JKa risulta infinito (e la corrispon-

dente curvatura risulta nullo) per gli angoli a che corrispon-

dono agli asintoti di tali iperbole, cioè per

««=-/©=-:

Queste sono appunto le direzioni asintotiche della superficie

(n.° 66S) cioè le direzioni delle tangenti in P alla curva se-

zione della superfìcie S data col piano tangente.

Finalmente, se V Hessiano è nullo^ la superfìcie ha curva-

tura totale nulla, il punto P è punto parabolico per la su-

perfìcie, P indicatrice di Dupin degenera nel sistema delle due
rette parallele

X* =i a*,

la curvatura ha lo stesso segno per tutte le sezioni normali,.

2
e si riduce a zero per a= ^

.

684. Tangenti principali. Tangenti asintotiche. I dia«

metri della indicatrice di Dupin sono le tangenti in P alla

superfìcie. Ora le coppie di diametri coniugati rispetto a tale

conica, che formano le coppie di una involuzione, (Yol. I,^

n.** 277, pag. 240), si dicono tangenti coniugate della superfìcie

in P. La coppia ortogonale della involuzione delle tangenti

coniugate, (che esiste in ogni caso ed è costituita dagli assi

della indicatrice), è formata dalle tangenti alle sezioni prin-

cipali, le quali si dicono tangenti principali della superfìcie

nel punto considerato; gli asintoti, invece, sono le tangenti

alle sezioni normali che in P hanno curvatura nulla, si dicono

tangenti asintotiche, o rette osculatrici e sono reali e distinte

solo per punti iperbolici.

685. Una linea X tracciata sulla superfìcie S, si dice linea

di curvatura di 8, se in ogni punto della linea A, la tangente a

questa linea è una tangente principale della superficie S.

686. Una linea y tracciata sulla superfìcie S si dice linea

asintotica di S, se per ogni punto di y la tangente a questa linea

è tangente asintotica della superficie.
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687. Una linea l tracciata sulla superficie S si dice linea

geodetica della S, se in ogni punto P di l il piano osculatore

della linea è piano normale della superficie,

688. OuRV/LTUEA DELLE SEZIONI OBLIQUE. Consideriamo

ia sezione fatta nella superficie 8 con un piano t: per il punto

considerato P, e non contenente la normale alla superficie in P.

Assumendo come piano xy il piano tangente, come origline

il punto P, come asse x la traccia sul piano tangente del

piano TI, (tangente alla sezione considerata), si consideri anche

la sezione normale fatta col piano zx^ e si indichi con X P an-

golo del piano n col piano 2x, cioè detta oZ la normale alla Ox

contenuta nel piano :r, il rettilineo zoZ del diedro formato da

questi due piani.

L'equazione della 8 avrà la solita forma (n.° 680)

{13) 2?= 2 (**o^' -^ -*o^2/
-+- hy*ì -*- £•

Si faccia ora una trasformazione di coordinate nel piano zy,

con una rotazione di assi che posti oz in oZ, e l'asse oy in oT,

normale ad oZ giacente nel piano zoZ,

Le formule di trasformazione saranno

x=: X
y=^Y cos X-^ Z sen À

z= — Y sen X -4- Z cos X,

« r equazione della superfìcie assumerà la forma:

(14) — r sen X -f- Z cos X— 2 1
r,X^ -t- 2s^(XY cos cc-^XZ sen a)

+
*o(Y cos l-h Z sen X)* ! -f- e.

Le coordinate XYZ del punto successivo a P (origine delle

i-oordinate), sono da considerare come infinitesimi, ed Y, Z di

ordine superiore ad X, eguagliando nella formula (14) gli infi-

nitesimi di ordine inferiore avremo la equazione di una superficie

(15) — Y sen X -f- Z cos X = ^ r^X*

«he potremo sostituire alla 8 nella ricerca dei raggi di cur-
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vatura, perchè le equazioni (14), (15) di queste due superficie

differiscono per infinitesimi di ordine superiore al secondo (^).

Per avere dunque la curvatura della sezione obliqua deter-

minata nella S dal piano tz^ basterà segare con questo piano,

(cioè col piano Y =: 0) la superfìcie (15), e cercare il raggio

Ex di curvatura della parabola risultante :

ZcoBX= lr,X' [cioè Z=l^ljX').

Troveremo, col solito calcolo:

1 cos X
jRi = =

,

cos À

e ricordando che —= i? è il raggio di curvatura della corri-

spondente sezione normale, avremo Ex^=^B cos l, d' onde il

teorema (detto di Meunibr) :

Il raggio di curvatura di una sezione obliqua è eguale alla

proiezione (sulla normale di questa sezione, uscente dal punto F
considerato) del raggio di curvatura della sezione normale che

ha, col piano della sezione obliqua, comune la traccia sul

piano tangente.

§ YI. Formule di Cavalieri, di Torricelli, e di Guidino,

pel calcolo dei volumi.

689. Consideriamo un segmento solido limitato da una su-

perfìcie, in generale curva, e da due sezioni piane, parallele,

che diremo basi.

Kon escluderemo il caso che uno, od entrambi, i piani che

determinano queste sezioni (piani di base) tocchino la super-

ficie in un punto solo, come avverrebbe se si conducessero due

piani tangenti all' ellissoide negli estremi di un diametro. Il

solido considerato sarebbe in questo caso l'intiero ellissoide.

(^) Cfr. PiNCHERLE, loc. cit., pjig. 599.
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Assumiamo un sistema di assi cartesiani ortogonali di rife-

rimento, nel quale il piano xy risulti parallelo alle basi del

solido proposto, rappresentiamo con z-=^Zf^^ z=iZj^ le equa-

zioni dei piani di base, e supponiamo che per ogni valore "z di z

compreso fra Zq e z-^^ (gli estremi inclusi) Varea 8(z) della sezione

parallela alle basi fatta col piano z =
una funzione nota /S(Ì) di z.

Il volume compreso fra la base z

z^ possa esprimersi con

— Zq^ e la sezione paral-

lela corrispondente ad un valore di z generico (compreso fra

z e Zj) sarà una certa funzione di z che indicheremo con V{z),

L'accrescimento finito di questa funzione corrispondente

all' accrescimento finito A0 della variabile z, sarà il disco com-

preso fra i piani paralleli z, 2; -f- As^, e la superficie del solido.

Questo disco si può immaginare come somma algebrica di

un disco cilindrico avente la base i8f(2f), e l'altezza eguale a Aar,

e di un involucro cilindrico avente la stessa altezza e baso

eguale ad una frazione propria (positiva o negativa) della oscil-

lazione DS{z) della S{z) nell'intervallo z-z-^Az.
Indicando una tale frazione con 0, avremo dunque :

AV= 8(z)Az -+- eD8[z) . àz.

La parte principale di

questo accrescimento, cioè

il differenziale dV, sarà

allora dato da

dV=z8iz)-dz,

ed il volume cercato sarà

espresso dall'integrale

'

'

A

(1)

^1

= ^Siz)dz.

Questa formula (di Oavalteri) esprime il volume cercato

come somma di infiniti cilindri elementari aventi per basi le

successive sezioni fatte nel solido con piani paralleli, e per

altezza la distanza infinitesima dz di due sezioni successive.

Praticamente, nota l'-espressione 8{z) dell'area di una se-
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zione generica corrispondente all^ ordinata z^ basterà cercare

una primitiva di Sim) (cioè una ^{z) tale che ^ = S{z)\ e cal-

colare le differenze <:p(Zj} — cp^zj dei valori che tale primitiva

assume in corrispondenza delle due basi del solido da misurare.

690. Formula di Torricelli. La regola di Cavalieri as-

sume una forma assai semplice quando la funzione S(z)^ che

esprime l'area della sezione in funzione della distanza del

piano secante dalla base, è razionale, intera, di grado non supe-

riore al terzo.

Ed infatti, supposto per semplicità Zq = 0, 2^1 = A, nella

ipotesi

S= UqZ^ -t- ttj^z^ -h a^z -+- «3

,

il volume cercato viene espresso dalla formula

hJl 1 1

h \ a^h^ +- ttih^ -+- a^h -h a^

Considerando che «3= ^(0) è l'area della base inferiore

(corrispondente al valore z= 0)', che

aji^ -{- a^h^ -^ a^h -h a^ = S{h)

è l'area della base superiore, ed infine che

«0(2) + <^,y + «.(2)
-+- «3

=

s[^j

è l'area della sezione mediana, abbiamo la formula (di Tor-
ricelli)

(2) rr=.^|6>Ì.H-^(A)-t-4^g)j;

da cui la redola :



SUPERFICIE 217

Il volume del segmento solido limitato da due facete piane

parallele, nel quale le aree delle sezioni con piani paralleli alle

basi, si esprimono in funzione, di grado non superiore al terzo,

della distanza dalla base inferiore del piano secante, è data dal

prodotto della sesta parte della altezza per la somma delle aree

delle due basi e del quadruplo della sezione mediana,

691. La formala di Torricelli assame forma più semplice

se 8{z) è lineare, cioè se 8{z)= az-hb, *

Allora

8{0) = b

S{h) — ah-^b

s

e quindi

(3)

S(0) +- 8(k) -h 4 s(^) = 3[S(0i H- S(h}]

r = ^[8(0) + 8(h)].

Cioè il volume è eguale al prodotto delV altezza per la media

aritmetica delle aree delle due basi.

692. La formula di Torricelli dà immediatamente l'espres-

sione esatta del volume di segmenti a basi parallele di solidi

quadrici.

Per r ellissoide, che sapponiamo riferito agli assi,

= 1,

la sezione con un piano parallelo al piano xy è l'ellisse

a*"*"ft«— ^ c«'

avente per semiassi

a'= a|/l-^: 6=6j/l-5,

l'area di tale ellisse è (n." 631)

funzione di 2° grado in z.
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Il volume del segmento compreso fra due piani z^zz^ z= z^

sarà

Kàh{z^

^i('-s-('-¥)*'(>-'^s^")i
^ , / ^ I . 2!,* -f- Z,' -F- Z,Z,

I

F.,e, = iiaì>(z, -z,)\l—

^

^,
'-^

j

.

Per avere il volume dell'intero ellissoide basterà fare

Zj = — t*, Zj= 0, e si troverà

4
(4) Y= 3 7r«6o.

In modo analogo si trova il volume di un segmento a basi

parallele (a sezione ellittioaj di un iperboloide.

Quanto al paraboloide ellittico

le sezioni fatte con piani paralleli ai piano xy sono ellissi, i

cui semiassi sono dati da

a'— \'2p~z, b' = y2qz,
e Parca è

8{z)= na'h' = 2nz'\/pq

cioè è funzione lineare di z.

Si può dunque applicare la formula ridotta data al n.** 691,

e scrivere

Yziz» = o (^1 -^ ^2' == T-A¥q(zi -^- z,){z, - z,)

(5)
^

_

In particolare il volume del segmento parabolico compreso

fra il vertice ed un piano perpendicolare all'asse a distanza z

dal vertice è dato da

V=n\pq'Z^.

693. La regola di Torricelli che dà la misura esatta del

segmento solido, nei casi indicati dalle proposizioni precedenti,
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serve pel calcolo approssimato dei volumi, di segmenti solidi

a basi parallele, in ogni altro caso.

In particolare si può applicare al calcolo del volume dell©

botti ; ed il valore ottenuto sarà P espressione esatta del volume
cercato se la sezione longitudinale della botte è, nella sua parte
curvilinea, un arco di sezione conica.

Per il calcolo approssimato del volume delle botti detta

regola è stata data, anche prima che dal Torricelli, da Bo-
naventura Cavalieri, nel suo libro « Centuria di vari pro-
blemi » (Bologna 1639) al problema 80, sotto la forma seguente:

Se moUiplicaremo la terza parte della lunghezza della botte

in due cerchi maggiori et uno dei minori^ ci verrà la capacità

della botte. Cioè

F=|(S,0).2.Q)).

(Naturalmente si suppone che i due fondi della botte siano

eguali cioè, che sia iS(0) = 8(h)^ onde la formula (3) può scri-

versi appunto nel modo ora indicato).

694. Volumi di segmenti a basi parallele di solidi

DI rotazione. In un solido di rotazione tutte le sezioni fatte

con piani perpendicolari alPasse sono cerchi.

Assumendo come piano xy^ nel sistema di assi di riferi-

mento, un piano perpendicolare alPasse di rotazione, l'equa-

zione della linea meridiana potrà esprimersi sotto la forma

P=/W,

dove p è il raggio del cerchio sezione del solido col piano

parallelo al piano xy^ distante da questo della lunghezza z.

L'area della sezione è dunque espressa da

8{z) = n[f{z)Y,

e, per la formula di Cavalieri^ il volume del segmento com-

preso fra i piani z= Zi, z= Z2> è dato da

(6) F.... = -Jf/(z)]M^=itJp'<te.
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Bs., il voi lime del segmento di paraboloide di rivoluzione

avente per linea meridiana la parabola

è dato da
Za

Questa formula si ottiene come caso particolare della (5)

per ]9= q,

695. Volumi di involucri cilindrici (solidi armilla^ri).

Si vuol calcolare il volume della porzione di solido di rota-

zione, compresa fra due cilindri rotondi, aventi a comune col

solido Passe di rotazione.

Il solido sia quello generato dalla rotazione della linea

APB^ avente equazione

ed i cilindri siano quelli che hanno raggi

? = Poi ^= Pl 0^1, p,=:^OB^

Il volume cercato è quello dell'involucro generato dalla

rotazione della figura AA^Bj^BP, attorno all'asse z.

Ad ogni valore OP^ di p, corrisponde un involucro (ge-

nerato dalla rotazione di AA^P^P), il cui volume V(p) può
considerarsi come funzione di p.
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1

Se alla p si dà un accrescimento A?, il volarne V{oì su-
bisce un accrescimento ^V, rappresentato dalP involucro ge-
nerato dalla rotazione di PP^I\'P',

Questo può considerarsi come un involucro cilindrico,
avente per base la corona circolare generata dalla rotazione
del segmento P^P,' (di^unghezza A^), e per altezza un segmento
(compreso fra z= P,P, e z-t-Az^P^^PJ la cui lunghezza
rappresenteremo con z -+- 0Az.

Avremo dunque

AF=: TU
1 (p -t- àpf — p*\\z-^H^z\

AF= 2Kpz^p -f- 7cAp*(z -+- 6Az).

Se si considera Ap come infinitesimo, la parte principale
di AF cioè il differenziale dV è espresso da

dV=:2Tipzdp,

dV=z2npf(p)dp.

Si avrà quindi V calcolando P integrale:

?2

(7j V=:2K(pf[p)>dp.

Pi

Questa formula serve a calcolare il volume deW involucro com-
preso fra i cilindri rotondi di raggi p^p,, e la superficie di ro-

tazione

essendo V asse z, asse comune di rotazione dei cilindri e della

superficie data.

6^6. La formula trovata serve, in particolare, a misurare

il volume generato dalla rotazione di un area piana intorno

ad una retta del suo piano.

697. Osservazione. L'area considerata al n.° precedente,

dalla cui rotazione vien generato il solido da misurare, sarà

limitata da una linea chiusa, perciò ad ogni valore di p cor-

risponderanno, in generale, due valori di z^ z= f{p)n Zi=zf^(p\
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ed il volume cercato si presenterà come differenza dei due

integrali

P2 P2

V= 2K^pf,{p)do— 2rz^ of{o)dp

Pi Pi

ossia si avrà:
P2

(8) F==27rJp(/x(p)-/(?))^?.

Pi

698. Teorema di Guldino. Il volume generato dalla rota-

zione di una figura omogenea piana intorno ad un asse giacente

nel suo piano è dato dal prodotto delV area della figura genera-

trice per la lunghezza della circonferenza generata dalla rota-

zione del centro di gravità di detta figura.

È noto infatti che se immaginiamo la figura piana rife-

rita ad un sistema ortogonale di assi di riferimento Ox, Oy^

e ad ogni valore di x facciamo corrispondere l'elemento d'area

compreso fra V ordinata PP^ corrispondente, e la ordinata suc-

cessiva P'Pi, la somma dei pro-

dotti delle aree di questi ele-

menti PP^P'Pj', per le distanze

OQ dall'asse, è eguale al pro-

dotto delParea delP intera figura

per la distanza OG dell'asse dal

centro di gravità.

Cioè, indicando con p^ e pj

le ascisse dei punti Aj, B^, con g

l'ascissa 00 del centro di gra-

vità, e con 8 l'area della figura, si ha

Z0Q'{PP,P,P} = g8.

Indicando con /(p), /jfp) le ordinate QP, QP^ dei due punti

in cui la parallela all'asse y uscente da Q incontra il con-

torno, a meno di infinitesimi di ordine superiore avremo:

da cui
Sp-(/(p)-/i(p))Ap= p^,

P2

gS=jp{f{p)-fMd?
Pi
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moltiplicando per 2;:, e ricordando la formala (8), si ha ap-
punto

(9) V=z2Kg.8,

ove 2Kg è la ctfcònferenza descritta dal centro O di pravità,

ed ^ è l'area della figura generatrice.

699. OssBRVAZiONB. Se la figura generatrice taglia Tasse

di rotazione, i volumi generati dalle due parti della figura

situate da bande opposte delPasse, risultano di segni contrari,

epperò non è la somma, ma la differenza di tali volumi che

viene espressa dal teorema di Guldino.
In particolare, se Passe passa pel centro di gravità si

trova volume totale nullo.

700. Esempio. H volume del toro generato dalla rotazione

di un cerchio di raggio r intorno ad un asse situato nel suo

piano alla distanza g dal centro, è dato da

V='2Kg-iir* = 2n:*gr*.
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