INTEGRALI TRIPLI
Esercizi svolti

1. Calcolare i seguenti integrali tripli:

(a) / xye” dedydz, A=10,2] x [1,3] x [0, 1];
A

(b) /xdxdydz,A:{(m,y,z):m,y,zzo,x—l—y—&—zgl};
A

(c) /(sc—i—y—l—z) dedydz, A={(z,y,2) :0<z<1,2x<y<z+1,0<z<z+y}
A

(d) / o(y? 4+ 22) dedydz, A= {(2z,y,2) : 2® +y> + 22 < 1,22 > y? + 22,2 > 0}.
A

. Calcolare il baricentro e il volume dei seguenti solidi omogenei:

(a) {(z,9,2):0<2<1, (z—1)* > 2% + ¢}
(b) piramide di vertici A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1) e D = (0,0,0);

(c) solido del primo ottante limitato dalla superficie cilindrica di equazione z = 12 /3 e dai piani di equazione
z=0,y=022x+3y —18=0.

. Sia A il solido generato dalla rotazione attorno all’asse z della regione piana:
C={(n,y,2):y=0,22-1<z<(x—-1)?2 0<z <1}

Determinare il volume e il baricentro di A.

. Dato il solido C, = {x2 + y2 > r2 22 + y2 < z < 1} determinare il valore del parametro r in modo che il
volume di C sia 7/8.

. Determinare il volume dei seguenti solidi di rotazione:
(a) T triangolo di vertici (0,0,2), (0,—1,1) e (0,1, 1) attorno all’asse y;
(b) D ={(z,y,2) 1y =0,22 — 422 > 0,0 < x < 1} attorno all’asse z;

(c) D={(z,y,2):2=0,0<y <|—1/4+22|,0 <z < 1} attorno all’asse x.



INTEGRALI TRIPLI
Esercizi svolti - SOLUZIONI

1. Calcolare i seguenti integrali tripli:

(a) / zye®® dedydz, A=10,2] x [1,3] x [0,1].
A

Il calcolo dell’integrale triplo puo essere ridotto al calcolo di tre integrali semplici successivi.

/A$ye“:/13</02(/01$yexzdz) dx) dy:/lgy(/j[exz](l) dx) dy =

:/139</02(6m—1)d17> dy:/fy[e“"—z]%dy:(62—3)/13ydy=(62—3) [ﬂjzll(é—?)).

(b) / rxdrdydz, A={(z,y,2) :2,y,2 >0,z +y+2z <1}
A
Integrando per strati paralleli al piano xy si ha

1
/mdxdydz':/ </ J:dxdy) dz
A 0 A

z

dove A, e I'insieme definito dalle disequazioni

0<zr<1l-=z
0<y<—ax+1-2=z

Applicando la formula di integrazione per verticali si ottiene

1—2 —x+1—=2 1-z
/ z drdy = / (/ T dy) dr = / zylg“tF de =
A, 0 0 0

:/01_2(—x2+x(1—z))dx:[_J;S_F(l_z)f}:z (1—62)3

e successivamente
! 1 [t 17 1-24" 1
xdxdy)dz:/(l—z)gdz:{— ] = .
/0 (/Az 6 Jo 6 4 0 24

(c) /(x—i—y—l—z) dedydz, A={(z,y,2):0<z <12z <y<z+1,0<z<z+y}
A

Si ha, integrando per fili paralleli rispetto all’asse z

Tty
/(x+y+z)dxdydz:/ (/ (x+y+z)dz> dz dy,
A D \Jo

con D ={(z,y): 0<z<1,2x <y <ax+1} e applicando su D la formula di integrazione per verticali,
si puo scrivere:

/jj(/oﬁy(x-i-y—i—z)dz) dxdy:/ol (/:1 </Ox+y(3;‘+y+z)dz> dy) de —
:/01 </2:+1 [(m+y)z+222K+y dy) d:c:/o1 (/Q:Jrlg(ﬂy)zdy) dz =

1 1 z+1 1 1
:/ {2(x+y)3} dx = 5/ (—192% + 122 + 62 + 1) do =
0 2z 0

171 , S|
=5 [fx4+4x3+3z2+x]0;’.



(d) / o(y? 4+ 22) dedydz, A= {(z,y,2) : 2® + y> + 22 < 1,22 > y?> + 22,2 > 0}.
A

Si ha, integrando per fili paralleli all’asse z

Vi—y?—z2
/ x(y? + 2%) dxddeZ/ /
A D /y2+z2

/1—y2 22 2 /1—y2_22
/ (y? + 2%) / zdz | dydz,= / (y? + 2%) [] dydz =
D ViR D 2] frr2
1

*/ (y? + 22)(1 — 2y — 22°) dy dz
2Jp

x(y? + 2%) dx) dydz,=

con D= {(y,z):y*+ 22 < 1/2}.
Passando a coordinate polari nel piano y, z si ha

1 2 .2 2 2 AN 3 5
3 (v +2°)(1 -2y —2z)dydz=§ (p°> —2p°)do | dp =
D 0 0

1/V2

1/V2 4 6
= B_oph)dp=m |2 L ==Z
ﬂ-/o (p° =2p°) dp=m |~ 3, pr

Alternativamente, per calcolare I'integrale proposto, si possono usare le coordinate cilindriche,

r=t
= pcosf
z = psind,

che trasformano l'insieme A’ dello spazio (t, p, ), definito da

A ={(t,p,0):p<t</1-p%0<p<1/V2,0<06<2r},

nell’insieme A dello spazio (z,y, 2).
Utilizzando la formula del cambiamento di variabili e ricordando che

o,y z)
et p.0)

/Aa:(y2—|—z2) dmdydzz/o\/E (/0277(

con calcoli identici ai precedenti.
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2. Calcolare il baricentro e il volume dei seguenti solidi omogenei:

(a) {(z,9,2):0<2<1, (z=-1)2 > 2% +4°}.
Sia
A={(z,y,2):0<2<1, (2 =1)° 22” +4°}

Integrando per strati paralleli al piano x,y si ottiene

V(A):/A dacdydz:/o1 (/Az dmdy) dz,

essendo A, il cerchio, sul piano z = 0, con centro nell’origine e raggio z — 1.
Poiche

/ dedy = m(z —1)?
Az

si ha

V(A) :77/01(2—1)2 s = {(2_31)3];

Siano T,y 4,74 le coordinate del baricentro di A.



()

Per simmetria si ha

mentre, essendo il solido omogeneo,

1 3 [ ! 242 210 1
Za=—— drdydz = = dedy) dz=3 3 2242)de =3 | -2+ | ==,
A V(A)/AZ rwe 7T/0 (/Az ! y) : /O(Z ¥z) dz {4 37 72,71

piramide di vertici A = (1,0,0), B = (0,1,0),C = (0,0,1) e D = (0,0,0).
Sia

Q={(z,y,2) 1 2,y,2 > 0,2 +y+2 <1}
la piramide di vertici ABCD.
Integrando per strati paralleli al piano x,y si ottiene

V(Q):/Q cl:zcdydz:/o1 (/Q dmdy) dz,

z

essendo €2, il triangolo, sul piano z = 0, descritto dalle disequazioni

0<zr<l-—=z
0<y<—=a+1-=z

Poiche )
/ drdy = ~(1 — 2)?
Q. 2

si ha ) )
1 1 1
VQ)= [ z(1-2)2dz=|—=(1-2)3 =-.
@ = [ 30-27ds= |-ga-2| -3
Siano Zq,Yq, Za le coordinate del baricentro di €2.
Per simmetria risulta
To =Yg = ZQ

ed essendo il solido omogeneo si ha

1 ! L, A 2, 210 1
Zo = —— zdxdydz:G/ (/ zdxdy) dz:3/ 27 =224z dz3{z +} =-.

z

solido del primo ottante limitato dalla superficie cilindrica di equazione z = 22 /3 e dai piani di equazione
z=0y=022x+3y—18=0.

Sia C I'insieme del primo ottante limitato da z = 22/3, z = 0,y = 0,2z + 3y — 18 = 0.

Si ha, integrando per fili paralleli rispetto all’asse z

z2/3
V(C):/C dmdydz:/D (/0 dz) dz dy,

con D ={(z,y): 0<x<9,0<y< %} e applicando su D la formula di integrazione per verticali,

si puo scrivere:
9 z%/3 9 B3 2
V(C) = / / / dz | dy | dx = / / —dy | dx =
0 0 0 0 0 3

9 479
2 2 . x 943
= 220% — Za¥)dr = |Sad - | = ==,
/0 (227 = go7)de [333 18]0 2

18—2x

Siano Zc¢, Yo, Zc le coordinate del baricentro di C.
Poiche il solido € omogeneo si ha

1 / 2 9 18;2:): m2/3
To = ——~ xdxdydz:—/ / / rdz | dy | dx =
Vo) Je 243 Jy \Jo 0

18—2x
3

2 [ z® 2 [° 2 2 [1 2 17 27
== Tdy)de=— | (28— Za)de = — |zt — 22| ==
243 J, </0 3 y) T N R ke Y [2$ FER




Con calcoli analoghi si prova che

1 6 1 27
Yo = ——~ dedydz = - ZC = — dedydz = —.
Yo V(C)/Cy zdydz=- e Zc V(C)/CZ Tdydz = —

3. Sia A il solido generato dalla rotazione attorno all’asse z della regione piana:
C={(z,9,2):y=0,22-1<2<(z-1)?2, 0<z <1}
Determinare il volume e il baricentro di A.

Applicando il I° Teorema di Guldino risulta

1 (z—1)2 1 22 23 1 9
V(A):27r/xdo:dz:27r/ / x dz da?:47r/(x—m2)d9::47r —— = ==m
c 0 @21 0 2 3]o 3

Siano T4,y 4,24 le coordinate del baricentro di A.

Per simmetria si ha
Ta =0, Ya = 0,

mentre, essendo il solido omogeneo, si ha, integrando per strati paralleli al piano x,y

- 1 / 3 [0 3 [
ZA=—— | zdxdydz = — / zdxdy | dz + — / zdrdy | dz
V(A) A 27T —1 Al,z 27T 0 A2,z

dove A; . ¢ il cerchio, sul piano z = 0, con centro nell’origine e raggio v/z+ 1 e Ay . € il cerchio, sul piano
z = 0, con centro nell’origine e raggio 1 — /2.

Poiche
/ dedy=m(z+1) e / dedy = m(1 —/2)?
Ay,

si ottiene

ZAzg(/0(22+z)dz+/01(22—22\/5+z)dz) =

4. Dato il solido C, = {:c2 + y2 > r2 22 + y2 < z < 1} determinare il valore del parametro r in modo che il
volume di C sia /8.

Integrando per strati paralleli al piano x,y si ha

V(CT):/CT dxdydz:/; </C

dove C,., & la corona circolare, sul piano z = 0, descritta dalle disequazioni r? < 22 + y? < 2.
Poiche

dxdy) dz 0<r<1)

T,z

/ drdy = m(z —r?),
C.

risulta
1

2 2 2 ' ™ 242
V(Cr)zﬂ/(Z—T)dZZTF{Q—Tz} :5(1_7:)_

Imponendo che V(C,) sia uguale a 7/8, si ottiene r = 1/v/2.

5. Determinare il volume dei seguenti solidi di rotazione:

(a) T triangolo di vertici (0,0,2), (0,—1,1) e (0,1,1) attorno all’asse y.
Sia
T={(y,2):2-2<y<2-21<2<2}.

Applicando il 19 Teorema di Guldino si ottiene

2/ p2-z 2 212 8
V:27r/zdydz:27r/ (/ zdy)dz:47r/(2z—z2)dz:47r{z2—] = —.
T 1 \Jz-2 1 31, 3



(b) D= {(z,y,2) 1y =0,22 — 422 > 0,0 < x < 1} attorno all’asse 2.
Applicando il I Teorema di Guldino si ottiene

1 x/2 1 1‘3 1 9
V:27r/xdxdz:27r/ / T dz dx:27r/ xde:27r{ }
D 0 —x/2 0 0

() D={(z,9,2): 2=0,0<y <|—1/4+22|,0 <z < 1} attorno all’asse x.
Posto D = D, U Dy dove

Dy ={(z,9):0<2<1/2,0<y<—2>+1/4} e Dy={(x,y):1/2<2<1,0<y <z’ —1/4},
e applicando il I° Teorema di Guldino risulta

D

1/2 —x?41/4 1 y z2-1/4
27 / / y dy dx+/ / ydy | de | =
0 0 172 \Jo
1/2 2 1 2 5 3 1
T / —x2+1 d:ch/ 12—1 de | =7« r_r :c 23
0 4 1 4 5 o

= —T.
/2 240

VQw/ydzdyZW(/ ydl’der/ ydxdy)
D

16



