Chapter 1

ALGEBRA TENSORIALE

1.1 Richiami sugli spazi vettoriali

Definizione 1.1.1 Uno spazio vettoriale sul corpo R dei reali, é un gruppo additivo abeliano E, sul quale € definita
un’operazione di moltiplicazione che ad ogni o € R e v € E associa un elemento av € E, che gode delle sequenti proprieta:

1. lv=v

2. a(Bv) = (af)v

3. (a+B)v=av+pv

4. a(u+v)=ou+av
Va,8 € R eVu,v € E.

Gli elementi di E verranno chiamati vettori.

Definizione 1.1.2 Si dice che n elementi vi,vsa,...,vy di E sono linearmente indipendenti, quando \'v; = 0 =
AN=01

Definizione 1.1.3 Si dice che uno spazio vettoriale E ha dimensione n € N e si indica con E,, se ogni insieme di
vettor: linearmente indipendenti ha al pit n elementi. Un insieme e1,€s,...,e, di n vettori linearmente indipententi si
chiama base di E,,.

Proposizione 1.1.1 Una n-upla ey, es...., e, di vettori ¢ una base di E, se e solo se ogni vettore v € E, si puo
esprimere in uno ed un sol modo come combinazione lineare dei vettori dati: v = v'e;.

Gli elementi della n-upla v* univocamente individuata da v, si chiamano componenti di v.

Proposizione 1.1.2 Assegnata una base e1,es, ..., e, di E, ed una n-upla di vettori €'1,€'s,...,€,, che per la Propo-
sizione 1.1.1 possone essere espressi da:

e’i = AJiej (1.1)
la seconda n-upla é una base se e solo se la matrice A = ||A*}|| é regolare. Ed in questo caso l’equazione inversa della
(1.1) é:

e, = Bjie'j (12)
essendo B = ||B';|| la matrice inversa di A.

Se e1,es,...,e, ee',e5,...,€e, sono due basi di E,, e v € E,, allora possiamo scrivere:

3 17 1
v=1'e; e v=uvu"e;

dalle quali per la (1.2) si ha: _ _ o
v']e’j = vlei = v’BJ,L-e'j (13)
da cui per la Proposizione 1.1.1 si ricava: _ o
v = B0 (1.4)

1Si sta usando la convenzione di Einstein secondo cui due indici ripetuti di cui uno in alto ed uno in basso (indici muti o legati) sottintendono
una sommatoria, mentre ogni altro indice (libero) ¢ sottindente che ’espressione in cui compare va considerata per 1 = 1,2,...,n



e analogamente ) o
o = AT (1.5)

Confrontando la (1.1) con la (1.4) e la (1.2) con la (1.5), si deduce che le componenti di un vettore si trasformano
con la matrice inversa della matrice che determina la trasformazione delle basi, per questo motivo le componenti di un
vettore si chiamano anche componenti controvarianti.

1.2 Forme lineari

Definizione 1.2.1 Una forma lineare o 1-forma ¢ su uno spazio vettoriale E, ¢é un’applicazione da E, in R lineare,
ctoé:

Va,f € R and Vv,u e E, o(av + pu) = ad(v) + fo(u). (1.6)

Definizione 1.2.2 Assegnato uno spazio vettoriale E,, si chiama spazio duale di E,, e si indica con il simbolo E},
Uinsieme di tutte le forma lineari su E,.

Proposizione 1.2.1 E ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:

Vor, 02 € B (d1+ ¢2)(V) = d1(v) + ¢2(v) Vv EE,
Ya e R,V € E}, (ap)(v) = ag(v) Vv e B,
danno come risultato elementi di E} e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. e

Fissata una base e, es, ..., e, di F,, consideriamo le applicazioni e!,e2, ..., e” definite da:

Vv =vie; € B, el(v)=v'eR (1.7)

si dimostra immediatamente che queste applicazioni sono lineari, quindi sono elementi di E};. Inoltre se ¢ € E, per la
(1.7)

Vw=v'ei € B, ¢(v) =v'd(e;) = die’(v) dove ¢ = ¢(er) (1.8)
quindi ¢ pud essere espressa come una combinazione lineare degli elementi e!,e?, ..., e™:
¢ = pie’. (1.9)

Si pud dimostrare che la rappresentazione (1.9) & unica. Infatti supponendo che ne esista un’altra: ¢ = ¢e’, sottraendo
membro a membro quest’ultima dalla (1.9), si ottiene: (¢; — ¢})e* = 0, quindi tenendo conto che per la (1.7)

e'(e;) =6 (1.10)
essendo §° ;j il simbolo di Kronecker definito da:
i )L iti=g;
5j_{0 i) (1.11)
si ha: ‘ ‘
0= (¢; — ¢})e'(e)) = (¢ — ¢7)0°; = ¢ — ¢
Resta cosi dimostrato che el,e?, ..., e™ & una base di E che si chiama base duale di ej, es,...,e,, e quindi

Proposizione 1.2.2 E* ¢é uno spazio vettoriale di dimensione n.

Siano e, e, ...,e, e e'1,€'5,...,€, due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con el,e?, ... e"
e el e? ... ™ rispettivamente le loro basi duali. Sia v = vie; = v'’e’; un qualunque vettore di E,,, allora per la (1.4)
si ha: A ‘ o o

e'(v) =" = B'jv) = B*jel(v) (1.12)

quindi _ o
e = B';e (1.13)

e analogamente _ o
el = A'el. (1.14)



Confrontando le (1.13), (1.14) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le basi duali si trasformano con la matrice
inversa rispetto alle basi di E,, a cui sono legate.
Ora, se ¢ = ¢;e! = ¢ie’* & un elemento di E}, allora

o) = 6(e/s) = B(Aie;) = AV i(e;)) = ATy (1.15)

analogamente _
bi = B¢ (1.16)

Confrontando le (1.15), (1.16) con (1.1), (1.2), si deduce che le componenti di una forma lineare si trasformano con la
stessa matrice delle basi di E,,, per questo motivo si chiamano componenti covarianti.

Per la Proposizione 1.2.2, il duale E}* di E} ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n. Pero questa operazione di
iterazione del duale non produce una struttura algebrica nuova, come dimostra il seguente

Teorema 1.2.1 Esiste un isomorfismo ? canonico ® tra E,, e EX*
Prima di dimostrare questo teorema conviene dimostrare il seguente

Lemma 1.2.1 Se 7: E, — E! ¢ un’applicazione lineare e iniettiva tra spazi vettoriali di egual dimensione, allora essa
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Basta dimostrare che 7 & surgettiva. Fissata una base ej,es,..., e, di E, consideriamo i vettori
7(e1),7(e2),...,7(e,) € EJ . Essi costituiscono una base di E/,, infatti per la linearita e inettivita di =

Nr(e))=0 = 71(Ne)=0 = Ne;=0 = M\ =0.
Quindi se v € E/, allora v = vir(e;) = 7(v'e;). o
Dimostrazione Teorema 1. Sia 7 'applicazione definita dalla seguente legge:
YWwek, 7(v):E:—=R con 7(v)(¢)=0¢(V)ER VopeE. (1.17)
7(v) ¢& lineare, infatti:
T(v)(ad1 + Bo2) = (a1 + B2)(v) = ag1(v) + B2(v) = aT(v)(1) + BT(V)(d2)

quindi 7(v) € EX*eT1: E, — E'*.
7 € lineare, infatti se a, 6 € R e u,v € E,, allora

Vo € B, t(au+ fv)(¢) = ¢(au+ fv) = ag(u) + é(v) = ar(u)(¢) + A7(v)(¢) = (a7(u) + 57(v))(¢)

quindi
7(au+ fv) = ar(u) + fr(v).

7 ¢ iniettiva, infatti se vi, vy € E,, sono tali che 7(v1) = 7(v2) allora

Vo € B, T(vi)(¢) = T(va)(9) = (Vi) = ¢(va) = d(vi —va) = 0.

Assegnata una base e, ez, ... e, di E, e la sua duale el e? ... ", se vi — vy = (vi — vi)e;, allora per 'equazione
precedente
0:61(V17V2) = (’U’if’l}%) = V] = Va.

Da quanto dimostrato fino ad ora e dal Lemma 1.2.1 segue ’asserto. e

2Un isomorfismo tra due spazi vettoriali é un’applicazione lineare e iniettiva da uno spazio vettoriale su tutto l’altro.

3Indipendente dalla base. Tra due spazi vettoriali di ugual dimensione si pué sempre trovare un isomorfismo dipendente dalla base, infatti
fissando una base e1,es, ..., e, nel primo spazio vettoriale ed una base e’1,€’s,..., e, nel secondo, si dimostra facilmente che 1’applicazione
7(vie;) = v'e’; & un isomorfismo.



1.3 Tensori doppi covarianti

Definizione 1.3.1 Assegnato uno spazio vettoriale E,, si chiama tensore di rango 2 covariante o tensore doppio
covariante, un’applicazione T : E, x E, — R bilineare, cioé lineare rispetto ad entrambe le variabili:

Va,0 €R Vu,v,w € E,
T(ou+ fv,w) =aT(u,w) + BT (v,w), T(u,av+ pw)=aTl(u,v)+ T (u,w). (1.18)
Linsieme di tutti i tensori doppi covarianti verrda indicato con uno dei simboli E'y = E* @ E*
Proposizione 1.3.1 E ® E & uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
VTl, T2 c E:L X E:L (T1 —+ Tg)(u, V) = T1 (u, V) —+ Tg (11, V) Vu, vV € En

Yae R,VT € E; Q E;, (aT)(u,v) = aT(u,v) Yu,v € E,

danno come risultato elementi di £ ® E’ e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. e

Definizione 1.3.2 Si chiama prodotto tensoriale di due forme lineari ¢1,¢p2 € E;. e si indica con il simbolo ¢p1 @ ¢po
Uapplicazione da E,, x E, e a valori reali definita dalla sequente legge:

Yu,v € E, ¢1® ¢a(u,v) = d1(u)da(v). (1.19)

E immediato verificare che la (1.19) verifica la condizione (1.18), quindi ¢1 ® ¢ € E* @ EX.
Fissata una base e, es,...,e, di E, ed in corrispondenza la base duale e!,e?,...,e" se T € Ef @ E, per le (1.7),
(1.18), (1.19) possiamo scrivere:

Yu=u'e;,v=1'e; € B, T(uv)=T(u'e;,v'e;)=T(e;e;)u'v’ =T;e (n)e!(v) = Tije' @ el (u,v)
dove si & posto T;; = T'(e;, e;), quindi T si pud esprimere come una combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e'®el: . ,
T = Tijez ® 6‘]. (120)
Si puo dimostrare che questa rappresentazione di 1" € unica. Infatti se ce ne fosse un’altra T' = Ti’j e' ®el allora sottraendo

membro a membro quest’ultima dalla (1.20), si otterrebbe (T;; — T7;)e’ ® ¢/ = 0 e quindi per (1.10) e (1.19)

0= (T3; — T};)e' @ ! (en, ex) = (Ti; — Tj;)e' (en)e (ex) = (Ti; — T};)8" w0k = Thie — Ty

ij

Poiche ogni T' € E} ® E* si puo scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e’ ® e/, ne segue che questi ultimi costituiscono una base di £} ® E7, quindi resta provato che

Proposizione 1.3.2 E ® E’ ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n?.
Siano e, es,...,e, e e'1,€'s,..., €, due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con e!,e?, ... e"
e el e, ... ™ rispettivamente le loro basi duali. Sia T = Tj;e’ ® e/ = Ti’je’i ® €7 un elemento di Ef @ E¥, allora
Tilj = T(e’i, e/j) = T(Ahieh, Akjek) = AhiAij(em ek) = AhiAijhk (121)
e analogamente
T;; = B";B*;T},. (1.22)

Confrontando le (1.21), (1.22) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le componenti di un tensore doppio
covariante si trasformano con la stessa matrice delle basi di E,,, per questo motivo tali tensori vengono chiamati covarianti.

Abbiamo visto che fissato un tensore doppio covariante, allora & possibile associare ad ogni base e, es, ..., e, di E,,
n? numeri reali T}; (le sue componenti) che si trasformano al variare della base mediante le leggi (1.21) e (1.22). Viceversa
se ad ogni base ej, es,...,e, di E,, associamo n? numeri reali T};, allora la (1.20) definisce un tensore doppio covariante,
se gli n? numeri assegnati si trasformano, al variare della base, con le leggi (1.21), (1.22).

Quindi un tensore doppio covariante T pud essere introdotto sia mediante una forma bilineare o assegnando n? numeri

reali T; in ogni base, che si trasformano al variare della base in accordo con le (1.21), (1.22). 4

4Questo discorso vale ovviamente anche per i vettori e per le forme lineari. Per esempio, un vettore pud essere introdotto assegnando n
componenti v* in ogni base, che si trasformano al variare della base mediante le (1.4), (1.5)



Definizione 1.3.3 Un tensore doppio covariante si dice simmetrico se:
Yu,v e E, T(u,v)=T(v,u). (1.23)

Se T;; sono le componenti di un tensore doppio simmetrico T rispetto ad una qualunque base ej,es,..., e, di E,,
allora si ha:
Tij =T (e e5) = T(ej,e1) = Tj;

Viceversa se le componenti di un tensore doppio covariante in una data base e, es, ..., e, verificano la condizione:
Tij = Ty (1.24)

allora 4 '
Yu=u'e;,v=1'e; € £,
T(u,v) =T(u'e;,v'e;) = u'v/T(e;,e;) = uv! Ti; = u'v! Tj; = u'vIT(e;,e;) = T(vej,u'e;) = T(v,u)

)

quindi T ¢ simmetrico e la (1.24) vale in ogni base. Si ha cosi:

Proposizione 1.3.3 Un tensore doppio controvariante é simmetrico se e solo se in una base le sue componenti verificano

la (1.24).
Definizione 1.3.4 Un tensore doppio covariante si dice antisimmetrico se é verificata la sequente condizione:
Vu,v e E, T(u,v)=-T(v,u). (1.25)
Con lo stesso procedimento usato per i tensori simmetrici si dimostra che

Proposizione 1.3.4 Un tensore doppio controvariante € antisimmetrico se e solo se in una base le sue componenti
verificano I’equazione
Ty = ~Tji. (1.26)

Assegnato un tensore T di compnenti T}; nella generica base di E,, definiamo i seguenti n? numeri reali:
1
Ty = 5 (Tij + Ti) (1.27)

che chiameremo parte simmetrica di T;;. Verifichiamo che le (1.27) definiscono un tensore, che denoteremo con il simbolo

S(T). ® Infatti se T}; sono le componenti di T in un’altra base, legate alle T;; dalle (1.21), (1.22), allora:

1 1 1
Tijy = o7 (T + Tjs) = 57 (A" A" T + AF AN T) = AP AR (T + Thon) = A" AR T

Analogamente si puo definire la parte antisimmetrica di T

1

Tiij) = o (Tij — T5a) (1.28)

e dimostrare che le (1.28) sono le componenti di un tensore, che denoteremo con il simbolo A(T). ©

Infine dalle ovvie implicazioni:
Tij = Ttij) + Tij), Tujy =0 Ty =-Tj e Ty =061y =Ty
segue:

Proposizione 1.3.5 Ogni tensore ‘e uguale alla somma della sua parte simmetrica e antisimetrica ed inoltre é simmetrico
(antisimmetrico) se e solo la sua parte antisimmetrica (simmetrica) € nulla.

5Questo & un esempio di come si pud definire un tensore mediante le sue componenti. S(T") poteva anche essere definito intrinsecamente
dalla legge: S(T)(u,v) = %(T(u,v) +T(v,u)) VYu,v € E,.
6La definizione intrinseca di A(T) &: A(T)(u,v) = %(T(u7 v) —T(v,u)) Vu,veE E,.



1.4 Tensori doppi controvarianti

Definizione 1.4.1 Dato uno spazio vettoriale E,, si chiama tensore doppio controvariante o tensore di rango 2
controvariante, un’applicazione T : E} x E* — R bilineare:

Vo, eR Vo, x € E,
T(a¢+ pY, x) = aT(g, x) + BT (%, x), T(¢,a¢ + Bx) = oT($,9) + BT(¢, x).- (1.29)

L’insieme di tutti i tensori doppi controvarianti verra indicato con uno dei simboli E?g = E, @ E,,. ”

Proposizione 1.4.1 E, ® E,, ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:

VTl,TQ eFkE,®E, (Tl + T2)(¢7 1/)) = T1(¢7 dj) + TQ((ZS?w) ng?d] € E':,
Vae RVT € E, @ E,  (aT)(¢,¥) = aT(¢,9) Vo,¢ € By,

danno come risultato elementi di E,, ® E,, e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. e

Definizione 1.4.2 Si chiama prodotto tensoriale di due vettori ui,us € E, e si indica con il simbolo u; ® us
Uapplicazione da E} x E* e a valori reali definita dalla sequente legge:

Vo, € By w @ uz(h,9) = d(un)y(uz).® (1.30)
E immediato verificare che la (1.30) verifica la condizione (1.29), quindi u; ® uy € E, ® E,,.
Fissata una base ej, e, ...,e, di E, ed in corrispondenza la base duale e!,e?,... e", se T € E,, ® E,, per le (1.29),

(1.30) possiamo scrivere:
Vo = die’,ih = e’ € By T($,9) = T(gie' 03¢’ ) = T(e', e )pihy = T p(ei)p(ej) = TV e; @ €;(¢, 1))
dove si & posto T% = T(e,e’), quindi T si pud esprimere come una combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e; ®e;: .
T= T”ei (39 €;. (131)
Si pud dimostrare che questa rappresentazione di 7' ¢ unica. Infatti se ce ne fosse un’altra T’ = 7" e; @ e; allora sottraendo
membro a membro quest’ultima dalla (1.31), si otterrebbe (7% — T"%)e; @ e; = 0 e quindi per le (1.10) e (1.30)

0= (Tij _ T/ij)ei ® ej(eh7 ek) _ (Tij _ T/ij)eh(ei)ek(ej) — (Tij _ T/ij)(;hiékj _ Thk _ T’hk.

Poiche ogni T € E,, ® E,, si puo scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e; ® e;, ne segue che questi ultimi costituiscono una base di E,, ® E,, quindi resta provato che

Proposizione 1.4.2 E, ® E,, é uno spazio vettoriale di dimensione n?.

Siano e, e, ...,e, e e'1,€'5,..., €, due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con e!,e?, ... e"

e el e, ..., ™ rispettivamente le loro basi duali. Sia T'=T"e; ® e; = T"7e’; ® €; un elemento di E,, ® E,, allora per
la (1.13) e (1.29)
T =T(e",e7) = T(B'e", Biyed) = B!, B T(e", e*) = B', B, T"* (1.32)
e analogamente per la (1.14) e (1.29)
TV = Ay AT T, (1.33)

Confrontando le (1.32), (1.33) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le componenti di un tensore doppio
controvariante si trasformano con la matrice inversa rispetto a quella del cambiamento di base di E,,, per questo motivo
tali tensori vengono chiamati controvarianti.

Per i tensori doppi controvarianti si possono ripetere le stesse considerazioni gia fatte per quelli covarianti.

In particolare, seguendo lo stesso ragionamento, si pué vedere che un tensore doppio controvariante puo essere in-
trodotto, oltre che nella forma intrinseca data dalla Definizione 1.4.1, anche assegnando, per ogni base di F,,, n? numeri
reali T% soggetti alla condizione di trasformarsi, al variare della base, in accordo con le (1.32), (1.33).

Si possono definire i tensori doppi controvarianti simmetrici e antisimmetrici in maniera analoga a (1.23), (1.25). E,
come nel caso dei tensori doppi covarianti, si puo vedere che, un tensore ¢ simmetrico (antisimmetrico) se e solo se in una
data base le componenti soddisfano le equazioni T% = T7¢ (T% = —TJ7).

Analogamente, utilizzando le stesse formule del paragrafo precedente con gli indici in alto, si possono definire i tensori
parte simmetrica S(T) e parte antisimmetrica A(T) di un tensore doppio controvariante T, e concludere che un tensore
doppio controvariante si puo scrivere come la somma della sua parte simmetrica e della sua parte antisimmetrica e in
particolare che esso & simmetrico (antisimmetrico) se e solo se la sua parte antisimmetrica (simmetrica) ¢ nulla.

7Tale notazione & giustificata dal Teorema 1.
8Questa definizione si basa sull’isomorfismo (1.17) definito nel Teorema 1



1.5 Tensori di rango £

Definizione 1.5.1 Dato uno spazio vettoriale E,, r,s € N e k = r + s, si chiama tensore di tipo (r, s) o tensore di
rango k, r-volte controvariante e s-volte covariante un’applicazione

T:Erx..xExE,x...xE, =R

r—uvolte s—volte

multilineare, cioé lineare rispetto ad ogni variabile. L’insieme di tutti i tensori di tipo (r, s) si indica con uno dei simboli
E,=E,®..0FE,QE!®...Q EX”

r—volte s—volte
Proposizione 1.5.1 E"; ¢ uno spazio vettoriale.
Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
V11, T, € E' (Th + o) (b1 ooy Pry Vi, ooy Vs) = T1(P1y e ooy Pry Vi, ooy V) + To(G1, ooy Ory VI, ooy V)
Va € R VT € E' (@T)(p1y -y Iry Vi, oy V) =T (D1, oy Dy Vi, ooy V)
Vo1,...,0- € EX Nvy,...,vs € E,

danno come risultato elementi di E"4 e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. e

Definizione 1.5.2 Si chiama prodotto tensoriale di r vettoriuy,...,u, € E, e s I-forme ¢1,...,¢s € E: e si indica
con il simbolo w1 ® ... Q@ U, ® P1 ® ... R ¢s, Uapplicazione da E x ... x E} X E, X ... X E, e a valori reali definita dalla

r—uvolte s—wolte
sequente legge:
Yi1,..., 0, € BN NV, ...,vs € E,

U ®...0u,® (]51 ... (]58(’¢1, e 7’(/}»,‘,V17 e 7Vs) = wl(ul) e z/Jr(uT)(bl(vl) ce (br(vs)- (134)
E immediato verificare che la (1.34) & multilineare, quindiu; ® ... Qu, @ ¢ @ ... R ¢s € E".
Fissata una base eq, es, ..., e, di E, ed in corrispondenza la base duale e!, e?,...,e", se T € E",, per la multilinearita

e la (1.34), possiamo scrivere:

Vo, = qﬁlile“, ey O = ¢m‘7,€” eE: VYvi= vljlejl, e, Vg = vsjsejs e E,
T(d1,- ey Ory Vi, ey Vg) = T(¢1ilei1, e ¢T“e“,v1j1eh, .. ,vsjsejs) =
T(e",... e ej,... ;€5 )P14, -'~¢riT'Ulj1 oot =T G di(eq) . dr(e, ) (Vi) e (vs) =
Til“'i'fjln_jseil ®..0e e ®...0(P1,..., 0r, V1. .., Vs)
dove si & posto Tt . =T(e™, ..., eif, €. .. ,ejs), quindi 7" si puo esprimere come una combinazione lineare degli

n"** prodotti tensoriali €;, ® ... ®e; Qe ®...® el=:
T=T"", ;e ®..0¢€ @' ®..Q¢". (1.35)
Si puo dimostrare che questa rappresentazione di 7' ¢ unica. Infatti se ce ne fosse un’altra
T — T/ilmiTjL..jseh Q... e ® ejl R...Q ejs
allora sottraendo membro a membro quest’ultima dalla (1.35), si otterrebbe
(Tv21’b7]1]g o T/ilu'i’rjlv..js)eil R...Q e R €j1 Q... ejs =0

e quindi
91 ...1 111 .t j j h h, _
0= (Tt 5. =Ty )6 ®...0e, et ®@...Qe (e",...,e" er,...,e,,) =

(T g =T e (eq) e (eq, ) (er,) . € (er,) =
(T““jl]g o T/il...ileij)é‘hlil o 5h,,.l_T5j1 oy - e 5]5 i Thlmhrkl...ks o Tlhlmhrkl...ky

Poiche ogni T € E", si pud scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n"** prodotti tensoriali
e, ®...0€, Vel ®...® el ne segue che questi ultimi costituiscono una base di E", quindi resta provato che

9La definizione viene data in questa forma per semplicitd di scrittura, ma l’ordine dei fattori non & vincolante, per esempio E;2; =
E} ® En @ En @ B}, & linsieme delle applicazioni multilineari da E, x E} x E} X Ey, a valori in . Osserviamo inoltre che: E%, = £,
Elg = E}* ~ E,, (Teorema 1) e per convenzione E®y = R.



Proposizione 1.5.2 E", ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n™t5.

Siano ey, es,...,e, e €1,€'5,...,€, due basi di E,, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con e!,e?, ... e"

eel e? ... e" rispettivamente le loro basi duali. Sia 7' =T, . e, ®...0€;, ®e'®...@el: =T, . e; ®
.0, ®e’ ®@...® Y un elemento di E",, allora per (1.1) e (1.13)

Vi ..y _ i Vi N i h ir _he Ak ks _
TG g =T(e™,...,e 7ej17"'aejs) _T(Blfne Yoo, Brpett A 1jlek17"'7A jseks) =
By, . By AR AR T e e, ) = By, L By, AR AR TRy (1.36)
e analogamente per (1.2) (1.14)
0. i i k ks /hy...h
T Z7j1‘..js :Allhl._.AlrthB ljl...B \jsT ! "ky.kg (137)

Confrontando le (1.36), (1.37) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che agli r indici in alto corrisponde la matrice
inversa rispetto a quella del cambiamento di base (legge di controvarianza), mentre agli indici in basso corrisponde la stessa
matrice (legge di covarianza), per questo motivo tali tensori vengono chiamati r-volte controvarianti e s-volte covarianti,
gli indici in alto indici di controvarianza e gli indici in basso indici di covarianza.

Seguendo lo stesso ragionamento fatto nel caso dei tensori doppi covarianti, si pud vedere che un tensore di rango
k = r + s puo essere introdotto, oltre che nella forma intrinseca data dalla Definizione 1.5.1, anche assegnando, per ogni
base di E,, n* numeri reali 7% j1...j. soggetti alla condizione di trasformarsi, al variare della base, in accordo con le
(1.36), (1.37).

Le nozioni di simmetria, antisimmetria, parte simmetrica, parte antisimmetrica, introdotte per i tensori doppi, am-
mettono svariate genealizzazioni nel caso di tensori generici. In generale ¢ indici di covarianza racchiusi da parentesi tonde
indicano % per la somma su tutte le possibili permutazione su quegli indici, mentre ¢ indici di covarianza racchiusi da
parentesi quadre indicano % per la somma su tutte le possibili permutazione pari su quegli indici meno la differenza sulle
permutazioni dispari. La stessa cosa vale se si trovano t indici di controvarianza racchiusi da parentesi tonde o quadre.
Di seguito, verranno fatti alcuni esempi, che servono per dare un’idea di come si procede in generale.

Sia T € E'3, un tensore di componenti, in una data base, T%;,. Allora si pud vedere che T & simmetrico rispetto
agli ultimi due indici'® se e solo se T";, = T"jip, condizione che & verificata se e solo se Tk = 0, dove T%;ppp =
51Tk — T ).

Possiamo, per esempio, definire, in accordo con quanto detto prima, il tensore parte antisimmetrica di T rispetto agli
indici di covarianza: 1
Q(lehk + Tzhkj + Tzkjh — szkh — lehj — Tlhjk). (1.38)
La dimostrazione della tensorialita di 1.38 ¢ identica a quella della tensorialita di T(;j). ‘

Se T & simmetrico rispetto agli ultimi due indici allora dalla (1.38) segue immediatamente che T"[j;z = 0. Se invece

T ljnk) =

T e antisimmetrico rispetto agli ultimi due indici: Tijhk = —Tijkh & Tij(hk) =0, allora:
i Lo i i
T (jhe) = g(T juk + T hig + T kjn)- (1.39)

Un altro esempio di simmetria & quella che si ottiene scambiamdo gli indici a coppie. Per esempio se T' € E% & un
tensore di componenti, in una data base, Tj;%, allora

Vup,ug,uz,uy € £, T(ug,ug,u3,uy) =7 (us, uy, ug, uz)

e equivalente a Tj;nkr = Thiij-

1.6 Operazioni sui tensori
Definizione 1.6.1 Assegnati due tensori T € E"y e S € E"y, si chiama prodotto tensoriale di T e S l’applicazione

TRS:E'X..XxXE'XE,X...xXE,xEx...xE'xXE, x...xE, - R

r—volte s—wolte h—wvolte k—wvolte

definita da
Vul,...,us,vl...vk vgbl,...,gf)m’l/)l,...,i,bhEE:

T®S(¢1,...7¢T,111,...,us,i/Jl,...,'LZJh,Vl...Vk) :T(¢1,...,¢T,ul,...,uS)S(’(ﬁh...,’t/Jh,Vl...Vk) (140)

Wy¢ ¢ E*, and Yu,v,w € E, T(é,u,v,w) =T(¢,u,w,V)




Ovviamente la definizione precedente implica che T'® S & lineare rispetto a tutte le variabili ed inoltre se, rispetto ad

una data base ey, ..., e, € E,, T ha componenti T*%*r; . e S ha componenti SP1:Pr, . allora
211 P1---Ph . il 7 ) . Y2 DPh —
(T@S)yr"'r g =T @S, ... e ej,,...,ej, P .. e ey, ... ep) =
iy i ) . P1 Ph Y L ST P . QP1;--Ph
T(e",...,e",ej,...,e;,)S(ePr, ..., eP" ey ,...,eq) =T Tirge S PR

Si ha quindi

Proposizione 1.6.1 Se T € E", ¢ S € E'}, allora T ® S € E" "}, e, in un’assegnata base, le componenti di T ® S sono
i prodotti delle componenti di T per quelle di S.

Osserviamo che il, prodotto tensoriale di due tensori non ¢ commutativo, infatti, mantenendo la notazione della
Definizione 1.6.1, S ® T' € E"," che in generale ¢ diverso da E" /.

Definizione 1.6.2 Assegnato un tensore T € E"y con r,s # 0 avente come componenti gli n™+° numeri reali Til“'irjl,,,js
rispetto ad una data base ej,es, ... e, di E,, si chiama operazione di saturazione degli indici, !'operazione che
consiste nel saturare un indice di controvarianza con uno di covarianza. Per esempio, tanto per fissare le idee e per
semplicita di scrittura, i1 e ji:
i Qe riigeie
T J1..ds S 7]2...]5 =T rl]g...js' (141)
Se T"-r; . sono le componenti di 7 in una nuova base €'1,€'s,..., €, di E,, legata alla prima dalle (1.1), (1.2),
allora

fig.vin fiig. iy - ir Ah1 Ah he  okiks. ko _
S’z sz...jSZT 2 'ij2__,j5:Blesz...BTkTA liA 2j2...A LjsT 172 "hihsg..hy =

h i - h h kika...ky _ i - h h hiks...k _
1) 1lezzk2 ...B“krA 2j2 LA SjST 172 hiha...h —Bwkz...Bz lc,.A 2j2 LA SjST 12 "hihg..hs =

s

i i h hs ka...ky
B2k-2...B krA 2j2...A jsS2 ha...hg

r—14+s—1

essendo BlklAhli = 5h1k1. Resta cosi dimostrato che gli n numeri reali S’Q“'“jgmjs si trasformano al variare della

base come le componenti di un tensore. Quindi

Proposizione 1.6.2 L’operazione di saturazione degli indici trasforma un tensore di E'y in un tensore di ET—1,_q,
quindi abbassa di due il rango.'!

Ovviamente questa operazione si puo ripetere fino a quando restano sia indici di controvarianza che di covarianza.

Definizione 1.6.3 Dati due tensori T € E"; e S € E";, si chiama moltiplicazione contratta di T e S, loperazione
che consiste prima nel moltiplicare tensorialmente T e S e poi nel saturare un indice di controvarianza (covarianza) di
T con un indice di covarianza (controvarianza) di S una o pit volte.

Il risultato di una moltiplicazione contratta é ovviamente un tensore, poiche ciascuna delle due operazioni da come risul-
tato un tensore. Mantenendo le notazioni della definizione precedente il tensore risultante appartiene a E"~P,_ =49, _
essendo p + ¢ il numero delle saturazioni.

1.7 Criterio di tensorialita

Si & visto nei paragrafi precedenti che se si associano ad ogni base ej, e, ..., e, di E,, n"™* numeri reali 7%, .
questi ultimi si possono considerare le componenti di un tensore di E", se e solo se, al variare della base sono verificate
le (1.36) (1.37). Tuttavia questa condizione non ¢ sempre agevole da verificare e normalmente si utilizza un criterio che
richiede calcoli piu semplici.

Si procede nel seguente modo: si considera uno spazio tensoriale E"y, se S ¢ il generico tensore di E;, di componenti
nella base assegnata SP»Ph . . . si esegue un’operazione di moltiplicazione contratta tra le componenti di S e le
quantitd introdotte prima'?, cioe si considerano le n™ "~ 1+s+k=1 quantita

Hiz,m,irA

. P1,--,Ph Y L YOO P
J1seesds q2;---s9k T

. QDP15---Ph . 13
J17~~,J5S T LZ’Q27~~;L11C7 (1'42)

allora si dimostra che

1Se r = s =1 il risultato & un elemento di E% = R, cio’® un numero che non dipende dalla base: uno scalare intrinseco.

12gvviamente E"}, si sceglie in maniera tale che questo sia possibile: se per esempio 7 = 0 allora deve essere almeno h = 1.

13]a scelta degli indici saturati & stata fatta per semplicitd di scrittura, ovviamente si poteva fare una qualunque altra scelta. Si potevano
saturare anche piu coppie di indici.



Teorema 1.7.1 Tirir.

J1,.nds SOMO le componenti di un tensore se e solo se lo sono le quantita al primo membro della
1.42, per ogni S € EMy,.

La condizione & ovviamente necessaria perche, per quanto visto nella sezione precedente, la moltiplicazione tensoriale
contratta tra due tensori da come risultato un tensore. Dimostriamo la sufficienza in un casi particolari, utilizzando

diverse saturazionit?:

1. r=1, s =2, scegliendo h =1 e k = 0 e saturando il primo indice di covarianza.
2. r=1, s =2, scegliendo h = 2 e k = 1 e saturando gli indici ordinatamente.

1. In ogni base ej, e, ..., e,, vengono assegnate n® quantita T, tali che comunque si scelga un vettore v = v'e;, le
n? quantitd H'; = T";,v7 sono le componenti di un tensore. Se si considera una nuova base €'1,€’s, ..., €, e si denotano
con l'apice tutte le quantita definite nella nuova base, tenendo conto della tensorialita sia di H*j che di v7 e delle (1.36),
(1.37)

T/'r'hs,ulh — Hl'r's _ B'r'iAk'SHik _ BriAkSTiijj _ BriAksTijkAjh’U/h
da cui
(Tlrhs — BriAksAthijk)U/h = 0

5

Poiche il vettore v e quindi le sue componenti sono arbitrarie!®, si ottiene
us T j k i
T = B" ;A7 A" T 5y, (1.43)
2. In ogni base ey, e, . . . , €,, vengono assegnate n° quantita Tijk tali che comunque si scelga un tensore di componenti

S, allora H = Tiijj k. sia un tensore di E%, cio¢ uno scalare intrinseco (non dipendente dalla base). Tenendo conto
di queste ipotesi e delle (1.36), (1.37), si ha

T/rtssltsr — H/ — H = Tijksjki _ TijkAthk,sBriS/tsT
da cui _ _ _
(T'"ys — T, AT, AR B7;) Sk, = 0.

Poiche S e quindi le sue componenti sono arbitrarie, si ottiene nuovamente la (1.43).

1.8 Tensore metrico

Definizione 1.8.1 Assegnato uno spazio vettoriale E,, un tensore doppio covariante g, si chiama tensore metrico o
metrica, se

1. é simmetrico: Yu,v € E, g(u,v) = g(v,u);
2. ¢ non degenere: g(u,v) =0 VYveEE,=u=0.

Fissata una base e, ey, ..., e, di E, e denotate con g;; = g(e;, e;) le componenti di g in tale base, allora la condizione
2 della definizione precedente ¢ equivalente a:

(Vo giju'v! =0 —u' =0) & (giju’ =0 — u' =0) < det||gi;|| # 0. (1.44)

Quindi, tenendo conto anche di quanto specificato per i tensori simmetrici nella sezione 3, si puo concludere che le
componenti di un tensore metrico, formano una matrice simmetrica e non degenere. E viceversa gli elementi di ogni
matrice simmetrica e non degenere possono essere considerati le componenti di un tensore metrico in una base assegnata.

Posto:
u-v=g(uv) (1.45)

¢ immediato verificare che, stante la definizione 1.8.1, la (1.45) verifica gli assiomi che definiscono il prodotto scalare
e quindi, in particolare, & possibile definire il quadrato del generico vettore v € E,: v? = v - v, il modulo di v:
|[v| = /|v-v], il coseno dell’angolo ¢ formato da due vettori u,v € E, di modulo non nullo: cos(¢) = e la
condizione di ortogonalita tra due vettori: u-v = 0.

lul [v]

Definizione 1.8.2 Uno spazio vettoriale con un tensore metrico si chiame euclideo.

14]a tecnica dimostrativa usata in questi casi & identica a quella che si adotta in tutti gli altri casi e nel caso pitl generale, 'unica differenza
& la lunghezza delle espressioni che intervengono.
5hasta prendere v’ = 6%,
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Comunque la definizione 1.8.1 non esclude che un vettore non nullo possa avere modulo nullo e percio essere ortogonale
a se stesso, quindi non ¢ applicabile in un contesto geometrico dove le distanze hanno la forma pitagorica. Perché questo
sia possibile, la 2 della definizione 1.8.1 deve essere sostituita dalla

Yue E, ¢g(u,u)>0 e g(u,u)=0=u=0. (1.46)

Ovviamente la (1.46) & piu restrittiva della 2 della definizione 1.8.1, infatti stante la (1.46) se g(u,v) = 0 Vv € E,, in
particolare g(u,u) = 0 e quindi u = 0. La (1.46) & equivalente ad affermare che in ogni base, le componenti g;; di g,
devono verificare la condizione gijuiuj >0 YuleRe gijuiuj =0 = u' = 0, quindi la forma quadratica gijuiuj deve
essere definita positiva, ed in particolare det ||g;;|| > 0.

Definizione 1.8.3 Uno spazio vettoriale con una metrica verificante la (1.46) si chiama propriamente euclideo e la
metrica euclidea. In caso contrario lo spazio vettoriale si chiama pseudo euclideo e la metrica pseudo euclidea.

Tornando al caso generale, si pué dimostrare il seguente

Teorema 1.8.1 E sempre possibile determinare una base e1,es,...,e, di E,, tale che
+1, sei=yj; .
€;-€e; ::l:ém = {O sei;«éj, 4 Hgle :dlag(fol,...,*l,l,l,...71) (147)
h—wvolte k—wvolte

con h+k=n.

Prima di dimostrare il teorama conviene dimostrare alcuni lemmi.

Lemma 1.8.1 E sempre possibile determinare un vettore e € E,, tale che e -e # 0.
Dimostrazione. Infatti, se cio non fosse vero, il quadrato di ogni vettore di F,, dovrebbe essere nullo, ma, in questo caso,
per la

1
wev = 2[4 v) (atv) = (=) (- v)

che si dimostra facilmente applicando la proprieta distributiva al secondo menbro, il prodotto scalare di due vettori
qualunque di E,, dovrebbe essere nullo, il che contraddice la (2) della definizione 1.8.1. o

Lemma 1.8.2 Se e € E,, ha modulo non nullo, allora insieme H = {u € E,, | e-u = 0} é un sottospazio vettoriale di
E,, di dimensione n — 1.

Dimostrazione. Se a, 3 € Reu,v € H allora e (au+pv) = ae-u+fe-v =0, quindi au+ v € H, questo dimostra che
H ¢ un sottospazio vettoriale di E,,. Denotata con p la dimensione di H, poiche e ¢ H, chiaramente p < n, e supponiamo

per assurdo che sia p < n — 1. Sia ej,...,e, una base di H ed aggiungiamo ad essi altri n — p vettori e,41,...,€,
in modo che insieme costituiscano una base di F,,. Sia v = v”+1ep+1 + ...+ v"e,, poiche v ¢ H (altrimenti i vettori
€1,...,€n,€pi1,...e, sarebbero linearmente dipendenti) da e - v = 0 segue che v = 0 e quindi ™ = ... = v" = 0.

D’altra parte equazione e - v =vPTle-e,i1 +...+v"e-e, = 0 nelle n —p > 1 incognite vP™! ... v™ ed a coifficienti non
nulli, ammette certamente soluzioni diverse da quella nulla. Si & cosi arrivati ad una contraddizione determinata dall’aver
supposto p < n — 1, quindi deve essere p=n—1. e

Dimostrazione Teorema 1.8.1. Utilizzando il lemma 1.8.1 scegliamo un vettore €'; € E,, tale che €1 - €’'; # 0. Denotiamo
con H,_; l'insieme di tutti i vettori ortogonali ad €’1, che per il lemma 1.8.2 & un sottospazio di F,, di dimensione n — 1.

Introdotta una base €”,...,€",, in H,,_1, allorae’y,e”,,...,€", ¢ unabase di E,,, infatti da \;&’1+X2e"5+...+X,€”,, =0
moltiplicando scalarmente ambo i membri per €1, si trova Aje’; - €1 = 0 da cui A\; =0, quindi A\2e”s + ...+ A€, =0,
da cui Ay = ... =), = 0. Cosi, tenendo conto che e’y - €’; = 0, le conponenti di g in questa base sono:
gnp 0 ... O
g22 ... @Gon
9351l = o .
quindi la matrice
922 ... @Gon
oo (1.48)
9gn2 <o+ Onn
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ha determinante eguale a w # 0 ed essendo simmetrica, definisce un prodotto scalare su H,,_1. A questo punto il
discorso fatto su E, si puo fipetere su H,_1: per il lemma 1.8.1, si puo sceglie un vettore e’y € H,_1, di modulo non
nullo, si introduce il sottospazio H,_o dei vettori di H,_1 ad esso ortogonali, si fa vedere che la restrizione a H,,_o del
prodotto scalare su H,_; definisce un prodotto scalare su H,,_s, quindi ancora per il lemma 1.8.1 si puo scegliere su
H,,_5 un vettore €3 di modulo non nullo e ortogonale ai precedenti. Iterando questo ragionamento si arrivano a costruire
n vettori €1, €2, ..., €, a due a due ortogonali.'® Allora si dimostra che i vettori oltre ad essere a due a due ortogonali
sono anche linearmente indipendenti, infatti se A\;e’; = 0 allora 0 = \e’; - e’j = :I:)\iéij quindi M = 0. E stata cosi

’ ’
e/i € ;e

costruita una base ortogonale. I vettori e; = Ter] SOMO quelli cercati, infatti se ¢ # j e;-e; = AT 0, invece
e, -e = 7‘2,212,:‘ ==l. e
Definizione 1.8.4 Una base verificante la (1.47)si chiama base ortonormale.
Teorema 1.8.2 I numeri h e k nella (1.47) non dipendono dalla particolare base ortonormale scelta.
Dimostrazione. Supponiamo che e, e, ..., e, sia una base in cui vale la (1.47) e €'1,€’,...,€’,, Waltra base in cui
g€ e;)==x8 & gyl = diag(-1,-1,...,-1,1,1,...,1)
—_————  ——
p—wolte q—wolte
e supponiamo per assurdo che h # p, per esempio h < p. Consideriamo una terza base €”1,€"5,...,¢e",,, legata alle prime
due dalle ‘ _
ey =Ae;, €' =0C"€;.
Sia v = v'le; = v''e’; = v"%e”; € E,, allora, per la (1.5), si ha:
v = AL W= O (1.49)
Se imponiamo che
vl=...=0v"=0 e Pl =... 0" =0 (1.50)
allora per la (1.49) si ottiene il sistema A';0"7 = 0,..., A" ;0" =0, CPH1 0" = 0,...,C" ;v = 0, che ¢ un sistema
omogeneo di h+n—p < n equazione nelle n incognite v"*, che per il teorema di Rouche-Capelli ammette soluzioni diverse da
quella nulla. Cosi ogni soluzione non nulla delle precedenti equazioni determina le componenti nella base e”1,e”5,...,¢e",
di un vettore v # 0 che verifica le equazioni (1.50). Ma tale vettore non puo esistere perche se calcoliamo g(v,v) nella

12

. . 2 2 R .
prima base otteniamo v"*t1” 4+ ... +v"2? > 0, mentre nella seconda base —v’ . —v'P? <0, che & ovviamente assurdo

perche il valore di g(v,v) non pud dipendere dalla base. e

Definizione 1.8.5 Si chiama segnatura di un tensore metrico, il numero k — h.
Chiaramente per una metrica euclidea h = 0 e k = n quindi la segnatura & n.

Definizione 1.8.6 Un tensore metrico si chiama lorentziano o metrica di Lorentz se la segnatura é n —2 : ||g;;|| =
diag(—1, 1,1,...,1).
——

(n—1)—wolte
In una metrica di Lorentz i vettori possono aver modulo positivo, negativo o nullo. Infatti se prendiamo una base

ortonormale ey, es,...,e, di E,, allora g(el,el) = g1 = —1, peri # 1 g(ei,ei) =gy = 1e g(el + e;, e —l—ei) =
g(el, e1) + g(ei, ei) + 29(61,81') =-1 + 1 + 0=0.

Definizione 1.8.7 Se g é una metrica di Lorentz, un vettore v € E,, si chiama vettore di tipo tempo se g(v,v) <0,
vettore di tipo spazio se g(v,v) > 0, vettore di tipo luce o vettore di tipo nullo se g(v,v) =0.

16]a necessita di puntualizzare che la restrizione, ad ogni sottospazio H,, del prodotto scalare su E, definisce effettivamente un prodotto
scalare, deriva dal fatto che rispetto al prodotto scalare su E,, esistono sottospazi in cui tutti i vettori hanno modulo nullo.
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1.9 Operazioni di innalzamento e abbassamento degli indici

Teorema 1.9.1 Sia E, uno spazio vettoriale e g una metrica su E,,. Allora g determina un isomorfismo tra E, e E*,,.

Dimostrazione. Vv € E,, consideriamo 1’applicazione o(v) : E,, — R definita dalla seguente legge di corrispondenza:
Yu€ E, (o(v))(u)=g(v,u). (1.51)

Dalla linearita di g rispetto alla seconda variabile segue la linearita di o(v), quindi o(v) € E*,, di conseguenza resta
definita 'applicazione o : E,, — E*,. Dalla linearita di g rispetto alla prima variabile segue la linearita di ¢. Inoltre o ¢
iniettiva, infatti se v € E, ¢ tale che o(v) = 0, allora da questa, dalla (1.51) e dalla 2 della definizione 1.8.1

Yue E, (o(v))(uy=0&VYuekE, gv,u=0=v=0.
Da quanto fino ad ora dimostrato e dal lemma 1.2.1, segue la tesi. o

Sia, ora, ej,ey,...,e, una base di E,, e e’,e?,...,e" la base duale, se v = v'e;,u = u'e; € E,, allora (o(v))(u) =
g(v,u) = giju'u! = gi;v'e’ (u), quindi . 4
o(v) = gijv'e = (a(v)); = giv". (1.52)

Definizione 1.9.1 Se v € E,, ha componenti (controvarianti) v* in una data base, allora
v; = gij’l)i (153)

st chtamano componeti covarianti di v.

N

La definizione precedente & motivata dal fatto che le (1.53) sono le componenti della forma lineare associata a v
dall’isomorfismo o. Si dice anche che nella (1.53) le componenti del tensore metrico fanno abbassare l’indice delle
componenti controvarianti di v.

L’operazione di abbassamento degli indici si puo estendere ai tensori. Supponiamo tanto per fissare le idee che
T € E, ® E,,'" allora fissata una base ej,ez,...,e, di E,, poich¢ per la (1.52), o(es) = g;j6°'he! = gp;e’, possiamo
considerare la corrispondenza:

T=TVe; ® e; — To(e;) ® e; = T ginel @ e

che associa a T il tensore di £*,, ® F,, di componenti
Ty = ginTY. (1.54)

La stessa motivazione che ha portato a considerare i primi membri delle (1.53) come componenti di v, porta a chiamare
le quantita definite dalla (1.54), componenti una volta covarianti e una volta controvarianti del tensore T'. Si dice, inoltre,
che nella (1.54), il tensore metrico ha abbassato il primo indice di controvarianza di T'.
La stessa operazione si puo fare sul secondo indice di controvarianza anzicche sul primo: T%; = gthih 0 su entrambi:
Tij = gin gjkThk. Nella stessa maniera si possono fare abbassare gli indici di controvarianza di un tensore qualunque.
Poiche, come si ¢ visto nella sezione precedente, la matrice | g;;|| ¢ non degenere, possiamo considerare la matrice
inversa ||7%/||, allora per la (1.53)
vijvj = vijgjhvh =il =o' (1.55)
La (1.55) & l'invera della (1.53) ed esprime le componenti controvarianti in funzione di quelle covarianti. Analogamente
si puo invertire la (1.54):
AT = AR g T = 58,7 = TR (1.56)
cosi come si ottiene anche: T% = KTy,
Quindi, mentre le g;;, fanno abbassare gli indici di controvarianza, gli elementi della matrice inversa ~%, fanno alzare
gli indici di covarianza.
Si vede immediatamente, applicando il criterio di tensorialita alla (1.55) o alla (1.56), che le v/ sono le componenti
di un tensore doppio controvariante, ma sono qualcosa di pil, come dimostra il seguente calcolo delle compomnenti
controvarianti di g;;:
gt = ,Yhi,ykjgij _ ,yhi(;k:i =Pk, (1.57)
Possiamo cosi concludere, che gli elementi della matrice inversa di g;;, sono le componenti controvarianti di g. Quindi le
formule (1.55) e (1.56) si possono riscrivere cosi:

vt =g, TY =g¢""T}’.

7anche qui la descrizione, fatta in un caso particolare, non & limitativa, perché ogni altro caso si tratta alla stessa maniera
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Le componenti miste del tensore metrico sono:
i dh, i
g';=9"gn; =9

Chiaramente le operazioni di abbassamento e di innalzamento degli indici possono essere estese a tensori arbitrari.
Per esempio:
Jjhk __ iq hr ks
T = 9ipg” 9" 9" TP grs-

1.10 Trasformazioni ortogonali

Ogni tensore T' € E, ® E*, determina una applicazione 7 : E, — F, nel seguente modo: Vv € E, 7(v) =T -v,
dove T - v e il prodotto tensoriale contratto tra T" e v, che € un tensore una volta controvariante, quindi un elemento di
E,. Se e;,ey,...,e, ¢ una base di F,,, v=12'e; e T'=1T";e; ® €/, allora T(v) = T";v’e;. L’applicazione cosi definita &
ovviamente lineare:

Va,BE€R Vv,u€ B, t(av+pu)=T"(av’ + pul)e; = aT jv'e; + BT ju’e; = ar(v) + B7(u).

Definizione 1.10.1 Se E,, é uno spazio euclideo, I’applicazione introdotta sopra, si chiama trasformazione ortogonale
o isometria se non altera il prodotto scalare:

VYv,ue€E, 7(v)-7(u)=v-u. (1.58)
L’insieme delle trasformazioni ortogonali di E,, relativamente ad una metrica g, verra denotato con il simbolo O(g,n).

In una data base di F,, la 1.58 si scrive: gijTihthjkuk = gpro"uF quindi (gijTithk — gni)v"u* = 0, poiche
quest’ultima deve valere per ogni coppia di vettori v e u, ne segue:

9i; T'h T ) = gni- (1.59)
Teorema 1.10.1 L’insieme O(g,n) con l'operazione di composizione di applicazioni é un gruppo.

Dimostrazione. Se 7,7 € O(g,n), (to7')(v)-(ro7")(u) = 7(v)-7(u) = v-u quindi 7o 7’ é una trasformazione ortogonale
su F,. L’elemento unita ¢ la trasformazione identica, inoltre la (1.58) implica che ogni trasformazione ortogonale 7
trasforma una base ortonormale in n vettori ortonormali e quindi in una base ortonormale, questo implica che & un
isomorfismo e in quanto tale, invertibile; la sua inversa 7—! moltiplicata per 7 da 1’elemento unita. e
In una data base, Uoperazione di prodotto é espressa da 7o 7/(v) = 7(7/(v'e;)) = 7(T" jv7e;)) = T', T jvie;, quindi
¢ definita dal tensore
St =TT, (1.60)

questo significa che la moltiplicazione tra 7 e 7/ corrisponde ad una moltiplicazione contratta tra i tensori T e T che le
definiscono o equivalentemente al prodotto riga per colonna delle matrici che li rappresentano. Poiche O(g,n) & chiuso
rispetto alla motiplicazione allora il tensore definito dalla (1.60) deve verificare la (1.59) quando T e T” la verificano.
Questo puo anche essere dimostrato direttamente: ¢;;9,.57 = gi; T TP T T' % = gpg TP T = gk

Ci sono due casi particolarmente importanti di trasformazioni ortogonali: quando g ¢ una metrica propriamente
euclidea e quando & una metrica di Lorentz. Nel primo caso, la (1.59) calcolata in una base ortogonale, diventa: dpp =
6 TR T = >0 T T, questo significa che 'operazione di prodotto colonna per colonna della matrice ||T7%;|| per se
stessa, da come risultato la matrice identita, quindi 'inversa di || 77,|| & la sua trasposta, in questo caso O(g,n) ¢ il gruppo
delle matrici ortogonali (rotazioni). Nel secondo caso , fissata una base ortonorma le e denotate con ||7;;]| le corrispondenti
componenti del tensore metrico, per quanto si e visto nei paragrafi precedenti, si ha:

l[ni;ll = diag(—1, 1,1,...,1). (1.61)

(n—1)—wvolte

Le matrici che verificano la (1.59) sono quelle per cui: 1;;7°,T7; = npg. 1l gruppo O(g,n), in questo caso si chiama
gruppo di Lorentz omogeneo, si indica con L(n). Gli elementi di L(n) si chiamano trasformazioni di Lorentz.
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Chapter 2

TENSORI SUGLI SPAZI AFFINI

2.1 Spazi vettoriali associati ad uno spazio affine

Con il termine spazio affine di dimensione n, da ora in poi, verra indicato lo spazio I1,, a n dimensioni della geometria
euclidea!.

Ci sono diversi moti di utilizzare gli spazi vettoriali nell’ambito di uno spazio affine. Il primo modo, quello piu
elementare e maggiormente usato in fisica classica, consiste nell’assegnare ad ogni coppia ordinata di punti (4, B) €
II,, x II,,, il segmento, denotato con il simbolo B — A, congiungente A e B e orientato da A verso B. Questa legge di
corrispondenza gode delle ovvie proprieta:

1. VA,BeTl, A—B=—(B-A);
2. VA,B,C€ll, B—A=(B-C)+(C— A);

dove —(B — A) indica il segmento orientato che ha lo stesso modulo e la stessa direzione di A — B e verso opposto, mentre
la somma si intende eseguita con la regola del parallelogramma.

Ovviamente, sull'insieme dei segmenti orientati non e possibile introdurre un’operazione di somma. Infatti due seg-
menti orientati che partono dallo stesso punto si possono sommare con la regola del parallelogramma, gli altri no. Per
ovviare a questo inconveniente, si introduce la seguente relazione: A — B ~ C' — D, se hanno la stessa lunghezza, la
stessa direzione e lo stesso verso. Ovviamente la relazione cosi introdotta e una relazione di equivalenza, quindi possiamo
considerare 'insieme F di tutti i segmenti orientati di II,, modulo ~, cioe I'insieme i cui elementi sono le classi di equiv-
alenza di segmenti orientati: [A — B]. In questo modo, possiamo introdurre in F un’operazione di somma: date due classi
di equivalenza [A — B] e [C — D], scegliamo un segmento orientato A — B nella prima ed uno C’ — B nella seconda in
modo che partano dallo stesso punto B, li sommiamo con la regola del parallelogramma e otteniamo il segmento orientato
D’ — B, allora definiamo [A— B]+[C — D] = [D’ — B]. Ovviamente questa definizione non dipende dalla particolare scelta
dei segmenti orientati A — B e C’ — B nelle loro classi di equivalenza. Se o € R, con il simbolo a(B — A) indichiamo il
segmento orientato che ha la direzione di B — A, la lunghezza di B — A moltiplicata per |a| e verso concorde o discorde
a quello di B — A secondo che « ¢ positivo o negativo. Fatto questo possiamo definire a[B — A] = [a(B — A)].

Con queste operazioni di somma e moltiplicazione per i numeri reali, E diventa uno spazio vettoriale di dimensione n,
che indicheremo con F, ed i cui elementi verranno indicati usando le stesse notazioni del capitolo precedente. Introdotto
E,,, ¢ immediato constatare che accanto alle 1 e 2 precedenti vale anche la seguente proprieta:

3. VP ell, Vv € E, ,3|Q €11, tale che v=[Q — P].

Fissato un punto P € II,,, denotiamo con Ep = {Q — P | Q € II,, }. Poiche i segmenti orientati in Ep hanno tutti lo
stesso punto di partenza, possono essere sommati con la regola del parallelogramma, cosl come possono essere moltiplicati
per un numero reale; queste operazioni danno a Ep la struttura di spazio vettoriale di dimensione n, che per la proprieta 3
é, come facilmente si verifica, isomorfo ad F,,. In questo modo, si puo associare, ad ogni punto P, lo spazio vettoriale Ep,
che, anche in vista delle future generalizzazioni del concetto di spazio affine, verra chiamato spazio vettoriale tangente
a Il, in P.

C’¢ un modo piu formale per definire lo spazio vettoriale tangente a II,, nel generico punto, che, pero, si presta meglio
ad essere esteso a strutture geometriche pitt generali di II,,. Esso verra definito nel seguito di questo paragrafo.

Consideriamo in IT,, un sistema di riferimento cartesiano {O, 7!, #2,...,7"} 2 e denotiamo con (z',z2, ... 2") le

coordinate del generico punto.

157 dopo aver introdotto un sistema di riferimento cartesiano.
2si ricorda che un sistema di riferimento cartesiano in II,, pué essere definito da un punto O e da una base e1,es,...,e, di E, (o Ep)
assegnando ad ogni punto P € II,, come coordinate, le componenti (xl, z2,..., x™) nella data base di P — O: P — O = z'e;; cié é equivalente

ad assegnare il sistema di riferimento con origine in O ed assi Z* paralleli e concordi ai vettori e;.
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Definizione 2.1.1 Un sistema di coordinate (y',y>,...,y") sara detto di classe C* con k € N, se le funzioni
A (TR Tal R Vi) (2.1)
che lo legano alle coordinate cartesiane introdotte sopra, sono di classe C*.3

Tutti i sistemi di coordinate cartesiane rientrano nella definizione precedente, perché, in questo caso, le (2.1) sono
polinomi di primo grado, quindi dotati di derivate continue di qualunque ordine. Questo implica che la definizione
precedente non dipende dalle coordinate cartesiane scelte, infatti se le (2.1) sono di classe C* e (2'!,22,...,2/™) é un

altro sistema di coordinate cartesiane, allora le equazioni di trasformazione rispetto al nuovo sistema di coordinate sono

x,i = xll(xl(yl’yz’ R 7yn)7x2(y1’y2’ M 7yn)? M 7xn(y13y2’ M 7yn))

quindi funzioni composte di funzioni almeno di classe C'*, quindi a loro volta di classe C*.
Perché le (y!,4?,...,y") della definizione 2.1.1 si possano considerare un sistema di coordinate accettabile in un aperto
U di IT,,, le (2.1) devono essere (localmente) invertibili in U, con funzioni inverse

Yt =yi(xt, 2, ). (2.2)
otz 2™ | Oyt P,y

Inoltre se k > 0, le matrici jacobiane BT ) € BT ) rispettivamente di (2.1) e (2.2), devono essere una
inversa dell’altra:

ozt Oyl . Oyt OxI -
- = ? - = K . 2.
Oyi Oxh hC G oyh O (23)

In seguito, se non & espressamente specificato, ogni sistema di coordinate introdotto sara considerato generico (non
necessariamente cartesiano). Inoltre dato un sistema di coordinate (z!, 22, ..., 2™) definite in un aperto U e (y', 4%, ..., y")
definite in un aperto V, se U NV # (, le equazioni (2.1) e (2.2) indicheranno le trasformazione di coordinate in U NV,
con le rispettive matrici jacobiane verificanti la (2.3).

Definizione 2.1.2 Sia U un aperto di II,,, una funzione f : U — R si dice differenzibile di classe C* su U, se,
1,2

assegnato in U un sistema di coordinate (x',22%,... ") di classe C*, la funzione f(x', 2%, ...,2") & di classe C* su U.
La definizione precedente non dipende dal sistema di coordinate di classe C* assegnato, infatti in qualunque altro
sistema di coordinate di classe C*, la funzione data sarebbe la composizione tra la f(z!,22,...,2") e le funzioni di classe
C* che determinano il cambiamento di coordinate.
L’insieme delle funzioni differenziabili di classe C* su un aperto U forma un algebra con le consuete operazioni di
somma e di prodotto di funzioni, che sara indicata con il simbolo F*(U)

Definizione 2.1.3 Una curva differenziabile di classe C* ¢ un’applicazione v : [a,b] — IL,,, dove [a,b] ¢ un intervallo
chiuso di R, tale che, introdotto in un qualunque aperto U che interseca il codominio di vy, un sistema coordinate di classe
Ck (2%, 22,...,2"), le coordinate (z*(t), z%(t),...,2™(t)) di y(t) sono funzioni di classe C*.

Per quanto osservato prima, la differenziabilita di v non dipende dal particolare sistema di coordinate scelto. Le
funzioni (z*(t),z(t),...,2"(t)) si chiamano equazioni parametriche di v in U.

Definizione 2.1.4 Sia P € I1,,, F'(P) l'algebra* delle funzioni differenziabili di classe C* definite in un intorno aperto
di P e y(t) una curva differenziabile di classe C* passante per P: v(to) = P per qualche to €]a,b[. Si chiama vettore
tangente alla curva v nel punto P, Uapplicazione X : F1(P) — R definita da

x(p) = Y01 s (2.4

L’insieme dei vettori tangenti in P si indica con Tp.

Definizione 2.1.5 Si chiama derivazione ogni applicazione X : F1(P) — R che gode delle sequenti proprieta:
1. linearitd: Yo, 3 € R Vf,ge FLY(P), X(af+ Bg)=aX(f)+3X(g);
2. X(fg) = X(f)g(P)+ f(P)X(g).

3continue e dotate di derivate parziali continue fino all’ordine k.

4per essere precisi, F! (P) diventa un’algebra dopo aver identificato, mediante una relazione di equivalenza, quelle funzioni che assumono
gli stessi valori in un opportuno intorno aperto di P.

5X & la derivata di f nella direzione di v, che, ovviamente esiste sempre, perché in qualunque sistema di coordinate (xl, x2, ..., x™) di classe
Cl, f(y(t)) = f(xt(t),z2(t),...,2™(t)) & la composizione di funzioni di classe C!
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L’insieme delle derivazioni si indica con Dp.

Proposizione 2.1.1 Dp ¢é uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Definendo:
Va, e R VX,Y € Dp (aX 4+ B8Y)(f) = aX(f) + BY (f) VfEfl(P)

& una semplice verifica dimostrare che aX + Y € Dp e che queste operazioni verificano gli assiomi degli spazi vettoriali.
[

Proposizione 2.1.2 Ogni vettore tangente é una derivazione.

Dimostrazione. Per le regole di derivazione di una somma e di un prodotto

Yo + ) - AL EPDO0), _ dafOO)+ 5000, _oxr oy
X(fg) = WOOW), | AIOOWOUN, — x()9(1(t0)) + £(3(00) X 0) = X(Pa(P) + F(P)X(g).

Dalle proposizioni precedenti segue che Tp ¢ un sottinsieme dello spazio vettoriale Dp. Ma si puo dimostrare di pit.

Teorema 2.1.1 Tp ¢é uno spazio vettoriale di dimensione n.

Dimostrazione. Fissato un sistema di coordinate (z*,22,...,2") di classe C! in un intorno aperto di P, consideriamo le n
applicazioni X; = % p che ad ogni f € F(P) fanno corrispondere le sue derivate parziali calcolate in P. Le applicazioni
cosi definite sono ovviamente vettori di Dp e sono linearmente indipendenti, infatti se \*’X; = 0, considerando le funzioni
fi(xt 22, ... 2") = 27 che ovviamente appartengono a F1(P) si ha:

Oxd

iYL () — )i
0=NXi(f)) = N5

|p = Ai67, = N,

Quindi se denotiamo con T l'insieme di tutte le possibili combinazioni lineari degli X;, esso & un sottospazio vettoriale
di Dp di dimensione n.

Ora, se X € Tp corrisponde alla generica curva di equazioni parametriche (x(t),2%(t),...,2"(t)), per la (2.4),
o df (2t (t), 22(t), ..., a"(t),  Of da’
quindi
dxt 0
X =—~I()z— 2.5
pt 0)8;102'13’ (2.5)

da cui segue che X € Th, quindi Tp C Th.
Viceversa, se X' € Tp allora X' = A X;. Consideriamo la curva « di equazioni parametriche z*(t) = x} + A\'t, dove
(xd,23,...,28) sono le coordinate di P. Ovviamente v passa per P (per t=0), quindi possiamo calcolare il suo vettore

tangente, che per la (2.5) &
0

ox?
questo implica che X’ € Tp da cui segue che Tp C Tp. Resta cosi dimostrato che Tp ¢ il sottospazio vettoriale di Dp
generato dalle %| p.®

X=XN_"Z|p=\X;, =X,

Dalla dimostrazione del teorema precedente, in particolare, si deduce che le derivazioni %\ p sono elementi di Tp,
d’altra parte, utilizzando ’equazione (2.5), ¢ immediato constatare, che sono i vettori tangenti alle linee coordinate
passanti per P: (zd,..., x4 ' t,zh™, ... x}), essendo al solito (zd, 23, ...,z8) le coordinate di P.

Definizione 2.1.6 La base %h:, %h:, cel %h:’, si chiama base naturale associata alle coordinate (x',z2,... z").

Siano (z!,2%,...,2") e (y', 9% ...,y") due sistemi di coordinate di classe C!, definiti rispettivamente negli intorni
aperti U e V di P, legati tra di loro dalle equazioni (2.1) e (2.2) in U NV. T due sistemi di coordinate definiscono due
basi naturali 521 |p, 52 |p, - . ., 52 |p € aiyl|p7 a—‘zg|p, cee %ha in Tp. Sia, ora, f € F1(P), allora per la (2.1)

F@h vy = fet Ry, 2 YRy, ey YR y™)
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quindi
8f| _of 8xh|
ayi'" T 9xh ' oyt P

poiche questa equazione vale per ogni f € F!(P), allora

0 oz 0
oy =y a1 20
L’equazione inversa si ottiene utilizzando la matrice inversa, per cui tenendo conto della (2.3), si ha:
0 oyt 0
5P = %‘Paiyhh)' (2.7)

Ovviamente, le componenti rispetto alle due basi sono legate tra di loro dalla legge di cotrovarianza.
Definizione 2.1.7 Lo spazio vettoriale Tp si chiama spazio vettoriale tangente a II,, in P.

Osservazione 1 La convenzione di chiamare gli spazi vettoriali Ep e Tp con lo stesso nome & dovuta al fatto che, pur
essendo i due spazi definiti in maniera diversa, essi possono essere identificati, come verra mostrato di sequito.

Sia e1,eq,...,e, una base di Ep, consideriamo il sistema di riferimento {O, 7, 7%,...,3"}, dove O ¢ un punto
qualunqgue di IT,, e gli assi paralleli e concordi ai vettori della base, ed in corrispondenza la base naturale %h:, %hs, ceey
%|P- Consideriamo Uapplicazione lineare o : Ep — Tp definita da o(e;) = % p, chiaramente o € un isomorfismo
perché trasforma una base in una base e inoltre Ep e Tp hanno la stessa dimensione.

L’isomorfismo o non dipende dalla particolare base usata per definirlo, infatti se €'1,e'9,...,€',, & una nuova base,
legata alla prima dalle equazioni (1.1) e (1.2), {0, 4%, 42, ..., 4"} un sistema di riferimento ad essa associato e a%dp,
6%2|p, ol %\p la corrispondente base naturale, allora si dimostra che o(e’;) = % P

Utilizzando la (1.1) si ottengono le coordinate del generico punto @ € 11, nei due sistemi di riferimento:

t'e;=P—-0=(P—-0)+ (0 -0)=ye;+ade = (Ajy +a')e;

dove (a',a?,...,a") sono le coordinate di O' nel primo sistema di riferimento, da cui z* = Aijyj +at, quindi per la (2.6)
0 0
8yi |p = Ahi@ha = Ahio(eh) = U(Ahieh) = O’(e/i)).

Nel sequito, 'utilizzo di un modello o dell’altro dipendera da questioni di convenienza.

2.2 Tensori nello spazio tangente
Nel seguito, il simbolo T indichera lo spazio duale di Tp.
Definizione 2.2.1 Sia f € F1(P), si chiama differenziale di f nel punto P, l’applicazione df|p : Tp — R definita da
VX ETp dflp(X) = X(f). (2.8)
Proposizione 2.2.1 Vf € F1(P) df € 1.
Dimostrazione. Basta dimostrare la linearita. Per la (2.8):
Va,peR VX, Y €Tp,  dflp(aX +pY) = (aX +BY)(f) = aX(f) + BY (f) = adf[p(X) + Bdf[p(Y). e

Sia (z!,22,...,2"), un sistema di coordinate di classe C!, definito in un intorno aperto U di P, se si denota con z° la
funzione f(z!,22%,...,2") = 2%, si ha:

) . . Ot . .
. 7 ) _ 7\ J _ Jst. 7
VX—X?:EAPETP dx\p(X)fX(:c)fXaxj\préij,
quindi, dalla definizione di base duale segue che i differenziali dx!|p,daz?|p,...,dx"|p sono la base duale della base
naturale 52 |p, 52| p, .- ., g2 |p-
In particolare
) cOf of ;
VX = X'— Tp df|p(X)=X(f) = X'=—=—|p = = |pdz’|p(X
azzh’ €Tp dflp(X) (f) 89&") a331|P 7' p(X),
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quindi

0 )
df|p = 87;:|sz1|13.6 (29)
Sia ora (y!,y?,...,y") un altro sistema di coordinate di classe C!, definito in un intorno aperto V' di P, allora, tenendo
conto delle (2.1) e (2.2) in U NV, per la (2.9), si ha:

i

dy
oz

dyi‘P = ‘pd:ﬂj‘p, (210)
che confrontata con la (2.6) da una legge di trasformazione consistente con le (1.1) e (1.13). Analogamente 'inversa della
(2.10) &:
ox*
oyI
Essendo Tp uno spazio vettoriale di dimensione n, su di esso si pud costruire tutta I’algebra tensoriale sviluppata nel
capitolo precedente, 'unica differenza & che in Tp ci sono delle basi, le basi naturali, legate ai sistemi di coordinate in II,,,
che vengono indicate con una notazione diversa. Cosl, per esempio, se T' € Tp @ T ® T, in una base naturale associata

ad un sistema di coordinate di classe C* (z!,22,...,2") definito in un intorno aperto di P, si scrive:

dz'lp = —|pdy’|p. (2.11)

. 0 )
T = szhaih—" ®d1‘j|P ®dl‘h|p.

i
Se, ora, (y',%%,...,y™) & un altro sistema di coordinate di classe C'!, definito in un intorno aperto V' di P, allora
17 0 7 h
T=T"jph+——|p®dy|p@dy"|p,

oy’
dove

oyt 0xP Oz & i ozt oyP Oyl "
8wk|Paiyj\PaT/h\PT pg © T'jn= aT,JP@ PP b

y
T =

2.3 Campi di tensori

Definizione 2.3.1 Si chiama campo vettoriale in un aperto U di 1l,,, un’ applicazione X che per ogni P € U associa
un vettore X (P) € Tp.

Sia X un campo vettoriale su un aperto U e (!, 22,...,2™) un sistema di coordinate di classe C'! su un aperto V tali
che W =UNV # (. Allora per ogni P € W, si ha:

; 0
X(P)=X"(P | p.
(P) = Xi(P) |
Da ora in poi, i simboli %, %, ey % indicheranno la base naturale calcolata nel generico punto in cui le coordinate
che la determinano sono definite. Con questa notazione, I’equazione precedente si puo scrivere:
1,2 n i1 2 n a
Xz z%,...,2") = X" (x",2°,...,x )ﬁ’ (2.12)
x

intendendo che il punto in cui deve essere calcolato %, ¢ quello dell’argomento di X*.
Sia (y', 92, ...,y™) un altro sistema di coordinate di classe C! definito su un aperto V', tale che W/ =UNV NV’ # 0,
allora in W' vale la (2.12) ma vale anche:

, 0
X(ylvyz,...,y”):X’Z(y17y2,...,y”)8yi,
con, su tutto W':
0 —axh(y1 2o 2 _ayh( Ll )
Oyt oyt 7T T T 9xh Ozt Qxt 7T T M oyh
e quindi:
, oy
Xyt 2%, 2, A (e 2?2,y (2t 2R a™) = ayh(xl,xQ,...,a:")Xh(xl,x2,...,m"))
x

6Questa ¢ la nota formula del differenziale di una funzione di n varibili, questa volta, perd gli “incrementi” dz? sono stati definiti in maniera
rigorosa, senza fare riferimento ad infinitesimi o ad incrementi finiti e arbitrari.
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: oz’
X1<x1(y17y27 A 7yn)’x2(y1)y27 A ’yn)7 AR 7xn(y17y27 A ’yn)) = aizﬂ-'l(y17y27 A 7yn)X/h(y17y27 A ?yn)'

Da ora in poi, per motivi di semplicita, dove non & possibile fare confusione, gli argomenti delle funzioni non saranno
specificati. Cosi le equazioni precedenti si scrivono:

0 7

X=X"_——=X"__ 2.13
oz’ oyt ( )
h h
0 980 90 % 0 (2.14)
oyt Oyt Ozl Oxt Ozt Oyt
iz Woyn o xiZ 9T (2.15)

Tkt T T Ty

Definizione 2.3.2 Si chiama campo tensoriale r-volte controvariante ed s-volte covariante in un aperto U di I1,,, un’
applicazione T che per ogni P € U associa un tensore T(P) € Tp @ ... Tp@Tp Q... Th.

r—uvolte s—wvolte

Introdotti due sistemi di coordinate di classe C (2!, 22,... 2") e (y',%?,...,y") rispettivamente sugli insiemi aperti

VeV’ taliche W =UNV NV’ £, allora, utilizzando le convenzioni introdotte sopra e omettendo |p anche nella base
duale, in W si ha:

T =Tt pen ®...Q0 i Rde" ®...@dxls =T e B ®...® B @dy' ®@...@dy’* (2.16)
. . ayil ayiT 6$k1 awks
Vi1 yeeytp | R hiyeooshy
T J1seeds T drm ce Axhr ayjl s 8y]* T ki,....ks (217)
€ . ) & %
_— Ox" Ox'r Qy™ Oy"s
Th,mﬂ»«j _ 4 Y T/hly--whrkl’.”’ks- (2.18)

LyeesJs ayhl e ayhr 8:1;]1 e ax]s

Definizione 2.3.3 Sia U un aperto di I1,,, un campo tensoriale T si dice differenzibile di classe C* su U, se, comunque
si assegna un sistema di coordinate (z*,x2,... x"™) di classe C**1 in un aperto V tale che W = U NV # 0, allora le sue
componenti sono funzioni di (x',22%,... 2") differenziabili di classe C* su W.

Ovviamente la precedente definizione non dipende dal sistema di coordinate scelto, perche in qualunque altro riferi-
mento (y!,42,...,y") di classe C¥*1, le componenti di T sarebbero date dalla (2.17), quindi prodotti e composizioni di
funzioni differenziabili di clase C*.

2.4 Derivate di un campo tensoriale

Da quanto si ¢ visto nei paragrafi precedenti ed in particolare dalla definizione 2.3.3, si puo dedurre che se f € F*(U),

allora df & un campo di 1-forme 7 su U di classe C*~! ed in particolare che g j@ sono le componenti di un campo
tensoriale di classe C*~1 1-volte covariante in qualunque sistema di coordinate (xt,22,...,2™) di classe C*. In seguito
per semplificare le notazioni verra posto 0; f = 88 j
Consideriamo, ora, un campo vettoriale X su un aperto U, e due sistemi di coordinate cartesiane (z',2%,...,2") e
(y*,y?,...,y"), in maniera tale che X = X' a?ni = X" a?ﬂ . Le trasformazioni di coordinate sono necessariamente funzioni
lineari: z° = A%y’ + a’, quindi:
0 .0 0 .0
- ZA]iiA - :Bjii.,
oy’ OxJ Ozt oy’
e
X" =pl, X" X =AM;X".
Da cui y . )
ox" 9] D oz" 9 R . 0X7
— ( i ]): (Bz_Xj):Akth_ ,
oyh oy oyl Ok VY T Oxk

7Ad ogni P € U si associa df|p sullo spazio tangente Tp come nella definizione 2.2.1.
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J : J . .
ponendo 9; X" = 88)‘;1 e ;X7 = %),f,i 8 si ottiene:

X" = AF, B0, X7, (2.19)

da questo si vede che le derivate delle componenti di un campo vettoriale si trasformano, nel passaggio da un sistema
di coordinate cartesiane ad un altro, come le componenti di un campo tensoriale doppio una volta covariante ed una
volta controvariante. Se, perd le coordinate non sono cartesiane la (2.19) non & piu valida. Infatti supponiamo che le
coordinate (z', 22, ..., 2") siano cartesiane, ma che le (y*,y2,...,y") non lo siano, allora le equazioni che determinano i
cambiamenti di base e le variazioni delle componenti sono le (2.14) e (2.15), dove le matrici jacobiane che intervengono
non sono costanti, quindi

P k i N ko a2,
T T B VY T
Oxh  OyI Oxh Oyk * Oys Oxh Oy Oyk Ozl dykoyI

oyF 0zt 0X"7  OyF Ozt Oyt O%aP oyk ozt 0X'7 Oyl 9P

Ho_

X' =

el T A AR ' R 29 7" xa
Oxh Oy Oyk Ozl Oyt Oxr Oyt Oy’ T Ozl Oyd Ok + OxP OykOye )
posto
- oyl 0%xP
i, - Y9
ki = 5or 5ytay7 (2.20)
e
. 9X )
VX =T g X1, (2.21)
si ottiene K
,  O0y" ox' ;
X' = S o VXY,

da cui si vede che le componenti di 9, X* in una base qualunque sono date da (2.21). Le funzioni definite dalla (2.20), ver-
ranno caratterizzate meglio in seguito, per ora si puo osservare che, a causa della commutativita dell’ordine di derivazione,
sono simmetriche rispetto agli indici in basso.

La stessa cosa vale per le derivate dei campi tensoriali una volta covarianti: esse sono tensoriali nel passaggio da
un sistema di coordinate cartesiane ad un altro, mentre in un sistema di coordinate non cartesiano si trasformano nel
seguente modo:

0 0y X — oy’ oy* 90X 0 0yl OxP Oyt

X = 5o (X0 = 507 ah Byt T P 9at) D7 Dp

e tenendo conto che
L T VR I Vi R VI
Ozh 0z’ Oy Oxh  Oxt Oyl ozt dxh  Oyi ' Ozl ozt dxh Oykoyi Ozt dxh Oykoyd’

si ottiene

J Oyk 0X/ J ok §2pP q J 9.k 6X’
o, = O] oot O oyt o9 Ok 0%,
Ozt 9xh Oyk  Oxt Oxh OykOyd Oxp” 1 Oxi Ozl Oyk 1
da cui ponendo
/ 8XI /
Vi X = Gyk =T X, (2.22)
si ottiene: 0 Dk
Yy’ dy /
X, = == X7,
OnXi dzt Oxh 9t ¥k

da cui si vede che le componenti di d,X; in una base naturale qualunque sono date da (2.22).
Con gli stessi conti fatti precedentemente ma ripetuti piu volte, si pué dimostrare che le derivate parziali di un campo
tensoriale r volte controvariante e s volte covariante, calcolate in un sistema di riferimento cartesiano (x!,z2,... "), si

trasformano nel passaggio ad un sistema di riferimento non cartesiano con la seguente equazione

L Oy* Ozt Oz OyFr OyPe VT
J1y-rds 765(}}‘ ayhl ayhT D0 D kl,...,ks

9T -ir (2.23)

dove
V T/hl"”’hrk k: — 6kT/h1,...,hr ,4..7,1(}5—"_

h 1grr b ho othi,...j thyse. B j thas.. B
I lijj ki, ks + ...+ I T ! ks _F]kk T Groosks _--~_F]kkST ! Kiyeoj (224)

Da cui si vede che i termini aggiunti alle derivate partlah sono tanti quanto sono gli indici di controvarianza con il segno
+ e tanti quanti sono gli indici di covarianza con il segno -.

8)indice 4 ai piedi di @ indica I’iesima coordinata rispetto a cui le componenti sono definite: nella prima 3 nella seconda z?, nei casi in cui
c’e possibilita di fare confusione si usera la notazione di derivata parziale per esteso.
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2.5 Tensore metrico su uno spazio affine

Fissato in II,, un sistema di riferimento cartesiano e le coordinate (x!,z2,..., 2") ad esso associate, sia 8%1’ 8%2’ e %
la corrispondente base naturale. Definiamo un tensore metrico su Tp per ognl P €11, cioe un campo di tensori metrici,

dando le sue componenti nella base definita prima:

gij(zt 2, . a") = 46", cioe g(at,2?, .. Zdw ® da’ + Z da’ @ dx'. (2.25)
i=h+1

Resta cosi definito un tensore metrico in ogni spazio tangente Tp e per determinare le sue componenti rispetto ad ogni
altro sistema di coordinate (y*,y?,...,y"), basta applicare la regola di trasformazione di un tensore doppio covariante al
variare della base, oppure, si puo pervenire allo stesso risultato, tenendo condo che, per come ¢ stato definito, il prodotto
tensoriale gode della propieta distributiva rispetto alla somma, ed inoltre valendo la (2.11) si ha:

ox" ox* ox' ox'
gyt Yy = —Z(ayhdyh)(i@(afykdy’“)Jr > (Gr ") ® (G rdy) =
=1 —

i=h+1
9z Ozt ozt ozt &
aha d @ dy* + Z 8ykdy ® dy”.

h+1
Esempio 1 In I3, sia {O,Z, 7,2} un sistema di riferimento cartesiano ortogonale e %, 6%, % la corrispondente base

naturale. Definiamo un tensore metrico in Il propiamente euclideo, cioe:
9(x,y,2) = dr ® dv + dy ® dy + dz ® dz.

Sull’aperto U = I3 — {2}, consideriamo un sistema di coordinate sferiche, legate a quelle cartesiane dalle equazioni

x = psin(f) cos(d)
= psin(8) sin(¢) p>0 6¢€]0,7[ ¢€]|0,2n]
= pcos(6).

Per la (2.11) in tutti i punti di U, si ottiene

dr = sin(0) cos(@) dp + p cos(0) cos(¢) df — p sin(0) sin(¢)do
dy = sin(0) sin(¢) dp + p cos(0) sin(p) db + p sin() cos(¢)dd
dz = cos(0)dp— psin(0)do,

da cui tenendo conto che, per come sono stati definiti, i prodotti tensoriali godono della proprieta distributiva rispetto alla
somma, Si ottiene

9(p,0,0) = dp @ dp + p*df @ db + p*sin®(0)dp ® d.

Un tensore metrico propiamente euclideo, da a II, una nozione di angolo, di distanza, di distanza infinitesima, che

sono in accordo con quelle della geometria euclidea. Cosi, per esempio, defininendo VP, Q € II, d(P,Q) =|P—Q], in

un sistema di coordinate cartesiane (z', 22 ..., 2") si ha

d(P,Q)=+(P-Q) (P-Q)= (2.26)

che ¢ l'ordinaria distanza pitagorica. D’altra parte se 7 : [a,b] — II,, & una curva di classe C' e X(t) ¢ il suo vettore
tangente per ogni t € [a,b] allora il modulo di X (¢)°

(2.27)

dove s e 'ascissa curvilinea cioe tale che f: ds =lunghezza di . Eliminando dalla (2.27) dt e quindi la dipendenza dalla
particolare curva, resta:

ds? =3 da”. (2.28)
=1

9l vettore tangente ad una curva & la descrizione rigorosa di due punti v(t) e y(t 4 dt) infinitamente vicini.
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L’equazione precedente viene solitamente usata per indicare il tensore metrico:
n
g= Z dz' ® da’, (2.29)
i=1

tale notazione e giustificata dal fatto che, dal punto di vista dei calcoli, le due equazioni sono governate dagli stessi
meccanismi, come si é viso nell’esempio precedente, ed anche dal fatto che, per ogni curva di classe C', entrambe
forniscono un meccanismo in grado di determinare 1’elemento di lunghezza su tale curva.

Se il tensore metrico non & propriamente euclideo, si puo ripetere tutto quello che é stato detto precedentemente,
con l'avvertenza di considerare i valori assoluti degli argomenti delle radici. Pero¢ le nozioni di distanza date sopra non
corrispondono a quelle della geometria euclidea, per esempio possono esistere due punti distinti P e @ con distanza nulla,
per questo basta che il vettore P — @ abbia modulo nullo.

Poiche, in coordinate cartesiane, le componenti del tensore metrico sono costanti su Il,,, allora 9;gnr = 0 in ogni punto
di IT,,, quindi per la (2.23) in un qualunque sistema di coordinate Vg, = 0. Per evitare I’apice nelle equazioni seguenti,
con g;; verra denotato il tensore metrico in un sistema di coordinate qualunque, per cui I’equazione precedente diventa
Vignr = 0. Da questa equazione, per la (2.24)

dignk — U9k — Thgng = 0,
da cui , permutando circolarmente gli indici ihk, si ottengono le altre due equazioni:

Ongri — Fikgji - an-gkj =0

Ongin — T4.95n — Thpgis =0,
sottraendo la terza dalla somma dei primi due e tenendo conto della simmetria di ggj e della simmetria rispetto a gli indici
in basso delle I'},, si ottiene:
Dighk + Ongri — Ogin — 2Ly 958 = 0,
da cui 1
7,91 = 5(82‘9% + Ongri — Orgin)-

Moltiplicando ambo i membri per le componenti controvarianti del tensore metrico ¢*” e saturando sull’indice k, si ottiene

1
in = igkr(aighk + Ongri — Okgin)- (2.30)

Definizione 2.5.1 Le funzioni F;h espresse dalle equazioni (2.30) oltre che da (2.20) si chiamano simboli di Christof-
fel.

Dalla (2.30) si vede che i simboli di Christoffel in coordinate cartesiane sono identicamente nulli su II,,, invece la (2.20)
implica che in generale, in coordinate curvilinee essi non sono tutti ideticamente nulli, perche se le trasformazioni non
sono lineari, le derivate seconde non son tutte nulle. Quanto detto sopra implica che i simboli di Christoffel non sono
le componenti di un campo tensoriale una volta controvariante e due volte covariante, perche un tale campo tensoriale
essendo un vettore di Tp ® Ts ® T'5 per ogni P € II,,, se nullo in una base, dovrebbe essere nullo in ogni altra base.

Proposizione 2.5.1 Se (z%,22%,...,2") e (y',y?,...,y") sono coordinate qualunque definite rispettivamente negli aperti

UeVtali che UNV #£( e Ttoir, e T'oesie, o sono rispettivamente le componenti di un tensore T rispetto
alle basi naturali associate ai due sistemi di coordinate, allora

_OyF Oa o' gyFr  oyks

i th sy
v, T s = G Gyt By B B V. T Fioeo s (2.31)
Dimostrazione. Se (z!,2%,...,2™) é un sistema di coordinate cartesiane, i simboli si Christoffel sono identicamente nulli
e quindi 9Tty 5 =V Tt o0 Se (2!, 22, .. ,2™) é un sistema di coordinate cartesiane e (y',y?%,...,y"),
(21, 22,...,2™) sono sistemi di coordinate, definite rispettivamente negli aperti U e V tali che W = U NV # (), allora, in
W, per la (2.23)
. oyF oz ozt Oykr yks
ahT“""’er s = L y. y, VkT/hl"“’th ok (232)
treods o Pgh Gyha Oyhr Oz Oxis Lot
. 0zF ozt dxir 0zM Ozks
o ir = 22 _ v T e (2.33)
Toends T ggh 9zl T 9zhe Ot T Qs 1ol
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essendo T’hl"“’hrkl,_”,ks e T shr ki1,...k, le componenti del tensore 7" nelle basi naturali associate rispettivamente alle

coordinate (y*,y?,...,y") e (21, 22,...,2"). Invertendo la seconda equazione, si ottiene

h §.p1 Pr Hpdt Js
b _ 0x2" 0z 0zPr Ox Ox 9y Tt
q q1,--9s q i i PP q h J
0z Ox ox'ir Oz 0z4s

(2.34)

LyeenJs®
Sostituendo 1a(2.32) in (2.34) e tenendo conto della regola di derivazone delle funzioni composte, si ricava

B Bim‘h(“)zpl OzPr Ot Oz (r“)iyk Oz Oz Oyk1 Oyks
s 9za Pt T Qate 9201 T 9245 Ozh Oyt T Qyhe Qa1 Qads

VqT”pl"“’p’ @

Oyt 0z 9P oyM oyt b
024 3yh1 o 3yhr 0z1 e O2z4s k ki,kse

La proposizione precedente mostra che VT j1,...js Sono le componenti di un tensore r volte controvariante ed
s + 1 volte covariante, che si chiama derivata covariante di T.

I simboli di Christoffel, che sono molto imoportanti per caratterizzare e operare su geometrie pit generali di quella
euclidea e per il loro significato fisico in Relativita Generale, in questo contesto, possono essere interpretati come correttivi
non tensoriali che rendono tensoriali le derivate parziali di un tensore.

2.6 Geometria dello spazio-tempo di Minkowski

Definizione 2.6.1 Si chiama spazio-tempo di Minkowski e si indica con My, lo spazio affine Iy con il campo di
tensori metrici (2.25) di segnatura 2:
ds® = —dt* + da?* + dy® + dz?, (2.35)

dove é stata usata la notazione (2.28) e (t, x, y, z) é un sistema di coordinate cartesiane.

La definizione precedente implica che per ogni P € My, nello spazio tangente Tp € stata introdotta una metrica di
Lorentz e quindi Tp ¢ dotato di vettori di tipo tempo, di tipo luce e di tipo spazio.

Poiché per la 3 del paragrafo 2.1, ¢’é una corrispondenza biunivoca tra vettori di Tp e punti di My, la distinzione fatta
sopra definisce tre regioni in My: Tp ={Q € My | (Q — P)- (@ —P) <0}, Lp={Q € My | (Q —P)-(Q — P) =0},
Sp={Q€eMs|(Q—P) (Q@—P)>0}

Se P = (to, o, Y0, 20), Lp ¢ il luogo dei punti Q = (¢, z,y,2) € My, tali che (Q — P) - (Q — P) = 0, cioe la superficie
tridimensionale di equazione

—(t—to) >+ (x—20) +(y—w0)* + (2 —20)° =0 (2.36)
che rappresenta un cono tridimensionale, sferico avente come asse, 'asse ¢. Infatti si riconosce facilmente che le superfici
t = t1 = cost, sono le sfere di centro P e raggio |t; — to| che si annulla per t; = t( e tende (linearmente) ad +o0o quando
tl — to00.

Definizione 2.6.2 Lp si chiama cono di luce di P e le due falde L}, ={Q € Lp | t1 > to} e Lp ={Q € Lp | t1 < to}
si chiamano rispettivamente cono di luce futuro e cono di luce passato di P.

11 cono di luce di P divide My in due regioni: quella interna al cono che chiamiamo 7" p e quella esterna che chiamiamo

S'p.
Proposizione 2.6.1 Tp=T7'p ¢ Sp =8'p.

Dimostrazione. Supponiamo che P abbia coordinate (o, o, Yo, 20) € sia @ di coordinate (t1,x1,y1,21) un qualunque
punto di My. L’iperpiano ¢t = ¢; passante per () ed ortogonale all’asse di Lp, interseca ’asse nel punto @’ di coordinate
(t1, 0, Y0, 20) € Lp nella sfera S;, di centro Q' e raggio [t; —to|. Allora Q € 7'p, se e solo se é interno a S;,: (Q —Q')? <
(t1 — t0)?, cioé se e solo se —(t1 —to)% + (z1 — 20)% + (y1 — Y0)? + (21 — 20)? < 0, quindi se e solo se Q € Tp. Sp = S'p
segue immediatamente da 7p = 7'p.

Definizione 2.6.3 Una curva di classe C si dice di tipo
e tempo, se in ogni punto il vettore tangente € di tipo tempo;
e [uce o nullo, se in ogni punto il vettore tangente € di tipo luce;
e spazio, se in ogni punto il vettore tangente € di tipo spazio;

e misto, se il vettore tangente non é in ogni punto dello stesso tipo.
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Chiaramente ’asse ¢ é una curva di tipo tempo mentre gli assi Z,#, 2’ sono curve di tipo spazio, per questo motivo si
chiamano rispettivamente asse temporale ed assi spaziali.
Sia (t’, X', y’, z’) un altro sistema di coordinate con la stessa origine, tale che

ds* = —dt’? + da’? + dy’* + d2'?, (2.37)

sia ep, er, ez, ez la base naturale associata alle coordinate (t, x, y, z), €o,€'1,€'2,€’s la base naturale associata alle
coordinate (t’, x’, y’, z’) e A = ||A%]| la matrice che determina il cambiamento di base e; = A7,€’;:

' =A% t+ A 2+ A% y+ A% 2

2! :A10t+A11 LE—I—AIQ y—l—Alg z

y/ =A20 t+A21 J,‘+A22 y—|—A23 z

Z/ :A30t+A31 I’"’ASQ y—|—A33 Z.
Come si vede confrontando (2.35) e (2.37), A conserva il tensore metrico, quindi é una trasformazione di Lorentz:

mij = A A i, (2.38)
dove ||n;;]| = diag(—1,1,1,1). Dalla (2.38) segue che
—1 =100 = AoA omne = —(A%)% + (A1) + (A%)% + (A%3)?

da cui si ottiene
|A%| > 1. (2.39)

Calcolando il determinante del primo e secondo membro della (2.38), si ottiene
(detA)? = 1. (2.40)

L’insieme degli elementi del gruppo di Lorentz L(n) tali che A% > 11 é un sottogruppo di L(n) che si chiama gruppo di
Lorentz ortocrono e si indica con L'(n), mentre I'insieme degli elementi di L'(n) tali che detA = 1, é un sottogruppo
che si chiama gruppo di Lorentz proprio e si indica con Ly(n). Da ora in poi saranno considerate solo trasformazioni
di Lorentz proprie.

Definizione 2.6.4 Una trasformazione di Lorentz che lascia inalterati due assi spaziali si chiama trasformazione di
Lorentz speciale.

Sia A una trasformazione di Lorentz (propria) speciale, che supponiamo, tanto per fissare le idee, lasci invariati gli assi ¢
ez

= AV t+A% 2 (2.41)
= Alo t+ A11 x (242)
y' y (2.43)
2= 2, (2.44)

la (2.38) in questo caso particolare si riduce alle seguenti equazioni:

—l=mnoo = —(A%)*+(A%)? (2.45)
0= No1 = 7A00A01 + A10A11 (246)
1= mi1 = —(A01)2 + (A11)27 (247)

dalla prima si ricava A% = +coshy e A'g = +sinh dove ¥ é un parametro reale. Poiché si sta supponendo che la
trasformazione é ortocrona, deve essere A% = cosh ), d’altra parte senza ledere la generalita si pué supporre Ay = sinh,

perché se fosse Aly = —sinh), tenendo conto che le funzioni cosh e sinh sono rispettivamente pari e dispari, rispetto
al parametro ¢ = —1) si avrebbe A% = cosh¢ e Aly = sinh¢. Dalla (2.46) si ottiene A°; = tanhAly, che sostituita
nella (2.47) da A'y = £ cosh. Poiché la scelta del segno meno nell’'ultima equazione porta a detA = —1, 'unica scelta

compatibile con le ipotesi fatte all’inizio é A’y = cosh e quind A%; = sinh .

10questa condizione equivale al fatto, come si vede dalle formule di trasformazione, che gli assi i e t’ siano concordemente orientati e che
quindi siano interni alla stessa falda del cono di luce Lo dell’origine degli assi.
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Quindi le eqazioni (2.41)-(2.44) si possono riscrivere nel seguente modo

t cosh ) t + sinh ) (2.48)
' = sinhe t+ coshe) (2.49)
y = y (2.50)
2 = 2. (2.51)

Posto v = cosh i e § = — tanh ¢, si ha che |3] < 1 ed inoltre dalla formula fondamentale cosh?1p — sinh?y = 1, dividendo
ambo i membri per cosh?t) si ottiene 1 — tanh?y) = —L— da cui v = \/1177, cosi le equazioni (2.48)-(2.51) si possono

P
anche scrivere
t'= vy({t—puz) (2.52)
= y(@-p1) (2.53)
y = Y (2.54)
2 = z (2.55)
1
7=—= BI<L

Vo
Se si disegnano gli assi nel piano individuato da ¢ e Z, allora il cono di luce si riduce alle bisettrici degli assi t = =+,
mentre gli assi ' e & sono le rette di equazione rispettivamente z = 3t e t = Bz concordemente orientate con gli assi ¢ e
Z 11 e hanno come bisettrici ¢’ = £z’ le rette t = +2: nei due sistemi di riferimento il cono di luce viene visto alla stessa
maniera.
Analogamente si trovano le altre trasformazioni speciali di Lorentz

t'= y(t-Py) (2.56)
= x (2.57)
y= vy-p51 (2.58)
2 = z (2.59)
L s '
t'= y(t—082) (2.60)
¥ = x (2.61)
y = y (2.62)
2= y(z-p01) (2.63)
7=‘4L4* 8] < 1.

Nz

Si pué anche vedere che una qualunque rotazione degli assi spaziali che lasci inalterato I'asse temporale é una trasfor-
mazione di Lorentz. Infatti considerata la trasformazione

t = t (2.64)
= Aiz+Asy+Alsz (2.65)
Y= ANiz+AHy+A%z (2.66)
2= A+ A y+A3z (2.67)

essendo la matrice ||A%g||*? una matrice ortogonale, cioé tale che

dag = N oA 8045, (2.68)

é un semplice calcolo, utilizzando la (2.68) e il fatto che A%, = A%, = 0, verificare che AijAhkm'h coincide, per ogni
coppia di indici j, k con n;. Poiché A% = 1, perché la trasformazione di Lorentz cosi ottenuta sia propria occorre e basta
che det A = 1, cioé che la rotazione spaziale non cambi 'orientazione degli assi spaziali.

1 quest’ultima proprietd dipende dal fatto che si stanno considerando trasformazioni di Lorentz proprie.
12da ora in poi si converra che gli indici latini assumano i valori 0, 1,2, 3 mentre quelli greci 1,2, 3.
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Poiché le trasformazioni di Lorentz proprie formano un gruppo, ne segue che comunque si combinino trasformazioni
del tipo (2.52)-(2.55), (2.56)-(2.59), (2.60)-(2.63), (2.64)-(2.67), si ottiene una trasformazione di Lorentz propria.

Si pué dimostrare (ma qui non verr’a fatto) anche il viceversa, cioé che ogni trasformazione di Lorentz propria é
ottenibile dalla composizione di trasormazioni del tipo (2.52)-(2.55), (2.56)-(2.59), (2.60)-(2.63), (2.64)-(2.67).

E stato accennato prima, che le trasformazioni speciali (2.52)-(2.55) non alterano il cono di luce Lo dell’origine.
Questa proprieta pud essere generalizzata.

Sia eg, e1, €2, €3 la base naturale associata alle coordinate (¢, z,y, z) della (2.35) e sia (¥',2',9/, 2’) un altro sistema di
coordinate cartesiane con la stessa origine del precedente ed associato alla base naturale €/, e’1, €5, €', legata alla prima
base dalle (1.1) e (1.2), quindi tale che

t'=B%t+B% z+ B% y+ B% = (2.69)
¢ =Bl4t+BYx+Blhyy+Blsz (2.70)
y =B% t+B* x4+ B%* y+ B%; 2 (2.71)
2 =B3%t+B% 2+ B y+ B 2. (2.72)
Denotato al solito con ||n;;|| = diag(—1,1,1,1) il tensore metrico nella prima base, e con 7;; quello nella seconda base,
per la legge di trasformazione dei tensori
nij = B"iB" (2.73)
Lemma 2.6.1 Se la trasformazione (2.69)-(2.72) é una trasformazione di Lorentz, allora Vv = v'e; = v''e/; nijvivd =
nij,U/z,U/J.

Dimostrazione. Per ipotesi n;; = Bhinjnhk, che confronata con la (2.73), d4 Bhinj(ﬁ;Lk_nhk) = 0 ed essendo la matrice
| B*;| invertibile, 7, = nnr. D’altra parte, poiché un prodotto scalare non dipende dalla base, n;;v'v? = n;;0"v"7, che
unita alla precedente, da la tesi.

Lemma 2.6.2 Se Vv = vle; = v'e/;, nijvivd = 0 = n;v/""7 = 0, allora esiste una costante positiva K, tale che
. Bt , . .
(1A% =l \/FJH € una trasformazione di Lorentz.

Dimostrazione. Osservando che
10" = 0, BY B po"b = Nk dove  Nyy = BBy, (2.74)

I'ipotesi, pué essere riformulata cost: n;jv'v? = 0 = N;;v'07 = 0. Ora, i vettori di componenti v* = (1,+1,0,0) verificano
la n;;v*v7 = 0, quindi devono verificare la IV;;v*v/ = 0, da cui si ottengono le equazioni

Noo+Ni1 +2No1 =0 e Ngo+ Nip —2 Ny =0,

che, prima sommate e poi sottratte membro a membro, danno come risultato Ny; = —Ngg e No1 = 0. Ripetendo lo
stesso ragionamento con i vettori di componenti v* = (1,0,+1,0) e v* = (1,0,0,+1), si ricava Nag = N33 = —Ngg e
No2 = No3 = 0. Infine, tenendo conto che i vettori (v/2,1,1,0), (v/2,1,0,1) e (v/2,0,1,1) verificano la n;jv'v? = 0,
imponendo che verifichino la Nijvivj = 0 e sostituendo le IV;; gid trovate, si ottiene Nip = Ni3 = Nag = 0. Quindi, posto
K = —Nyp, si ottiene N;; = Kn;; e per la seconda della (2.74)

Knne = B'1B ;. (2.75)

Chiaramente non pué essere K = 0, altrimenti essendo la matrice ||B?;|| invertibile, da B, B7yn;; = 0 si otterrebbe

n;; = 0. Inoltre se fosse K < 0 la (2.75) si potrebbe scrivere —np, = Cithknij, dove Cij = ;:LK é una matrice non

singolare e quindi determinante un cambiamento di base: e’; = C7 i€;. Nella nuova base, n%k = O, C9 kMi; € quindi
ni; = —nij, che é in contrasto con li teorema 1.8.2. Dovendo essere K > 0, la (2.75) si pu6 scrive

Nt = N A oms; (2.76)
dove AY; = % é, per la (2.76), una trasformazione di Lorentz.e
Teorema 2.6.1 Se la trasformazione (2.69)-(2.72) é una trasformazione di Lorentz, lascia invariate le equazioni dei coni

di luce, viceversa se lascia invariate le equazioni dei coni di luce, €, a meno di una trasformazione di scala(omotetia),
una trasformazione di Lorentz.
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Dimostrazione. Considerato un qualunque punto P = (to, zo, Yo, 20) = (£, 26, Yh, 20) € My, ed un vettore v € Tp, sia
Q= (t,x,y,2) = (t',2',y, 2') 'unico punto di My tale che v=0Q—P = (t —to)eo+ (x —xzp)e1 + (y —yo)ea + (2 — 20)e3 =
(t' —tp)eo+ (' —xp)e’r + (v —yi)e'2 + (2/ — 2{)e’s. Siha

'’ = =(t—t0)? + (x = 20)* + (¥ = %) + (2 — 20)?, (2.77)
i v = =t = 16)? + (' — 20) + (v — y0)® + (' — 20)*. (2.78)

Se la (2.69)-(2.72) é una trasformazione di Lorentz, allora per il lemma 2.6.1, i secondi membri delle equazioni (2.77)
(2.78) sono identicamente uguali, quindi

—(t—t)’ + (z—20)’ + (y—w0)’ + (z—20) =0 —(t' —t()> + (&' —20)* + (¥ —wp)* + (& — 2,)* = 0.

Viceversa se la (2.69)-(2.72) conserva 'equazione dei coni di luce, per le (2.77) (2.78), n;;v'v? = 0 = nv'v’ = 0 da cui,
per li lemma 2.6.2, segue la tesi.e
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Chapter 3

RELATIVITA RISTRETTA

3.1 Premesse

La teoria dell’elettromagnetismo, introdotta da J.C.Maxwell nel 1864, prediceva, tra le altre cose, che la velocitd della
luce ¢ é una costante universale. Poiché in base al principio dei moti relativi della cinematica Newtoniana, le velocita
dipendono dal sistema di riferimento in cui vengono misurate, 'universalitd di ¢ implicherebbe l’esistenza di un sistema
di riferimento privilegiato in cui essa assumerebbe questo valore. In tutti gli altri sistemi di riferimento, la velocitd della
luce differirebbe da ¢ per la velocita di trascinamento.

Inoltre, essendo previsto dalla teoria di Maxwell, che la luce si propaga come un’onda, é stata postulata l’esistenza
di un mezzo, l’etere in cui tale onda si dovrebbe propagare. Il sistema di riferimento privilegiato, quindi, a meno di una
rotazione o traslazione, € il sistema di riferimento dell’etere. Questo significa che, per un osservatore terrestre, la velocita
della luce dovrebbe differire da ¢ per la velocita della Terra rispetto all’etere.

Con osservazioni astronomiche, si é trovato che la luce si propaga con velocitd ¢ = 3 * 1019 cm/sec lungo linee rette
rispetto ad un sistema di riferimento (approssimativamente) inerziale I con origine nel Sole ed assi puntati verso tre
stella fisse. Si assume, quindi, che con buona approssimazione il sistema di riferimento dell’etere sia proprio I. Quindi la
velocitd della Terra rispetto all’etere coincide con la velocitd nel moto di rotazione attorno al Sole, cioé v = 30K'm/sec.
In particolare se in un dato istante la Terra ha velocitd v = vt rispetto ad I, dove t é il versore della tangente all’orbita
terrestre, dopo sei mesi la sua velocitd rispetto ad I deve essere —v. Questo implica che, per un osservatore terrestre, in
un dato istante, la velocita della luce deve differire di +2v rispetto alla velocitd di sei mesi prima o sei mesi dopo.

Partendo da queste previsioni teoriche, A.A.Michelson e E.W.Morley nel 1887, cercarono di verificare sperimentalmente
questa differenza della velocita della luce nell’arco di sei mesi, con esperimenti di interferometria. Il risultato a cui
pervennero con un’ottima precisione fu v ~ 0Km/sec, quindi in completo disaccordo con il valore previsto di 30Km/sec.

Successivamente furono tentati altri esperimenti, che portarono peré allo stesso di risultato negativo. A questo punto
furono fatti diverse ipotesi teoriche, che potessero spiegare i risultati di questi esperimenti, coerentemente con la teoria
di Maxwell, come per esempio la teoria secondo cui, la Terra ha velocita nulla rispetto all’etere, perché il sistema di
riferimento dell’etere coincide con quello terrestre,’ oppure delle ipotesi ad hoc sulla contrazione dei regoli nella direzione
del moto rispetto all’etere e sulla dilatazione dei tempi in misura tale da poter ottenere gli stessi risultati sperimentali.

Si possono spiegare i risultati dell’esperimento di Michelson e Morley anche supponendo che non ci sia alcun riferimento
privilegiato, cioé che la luce abbia velocitd ¢ in tutti i sistemi di riferimento inerziali. Questo é in aperto contrasto con
il principio dei moti relativi, quindi una tale ipotesi implica una riformulazione della meccanica classica.Questa ipotesi
fatta da A. Einstein ha portato alla costruzione di una nuova teoria fisica, la Relativita Ristretta o Speciale che si
basa sul seguente assioma:

Principio delle relativita speciale. Esiste una classe di riferimenti, detti inerziali, tale che in ciascuno di essi

1. il moto di un punto isolato é retto dall’equazione a = 0;
2. la velocita della luce é c.

Come si vede il Principio d’inerzia di Newton viene mantenuto, ma viene introdotto un principio nuovo che, come si vedra
nel prossimo paragrafo porta ad una riformulazione completa della meccanica newtoniana.

L’ipotesi 2 é in contrasto con l'esistenza dell’etere, infatti quest’ultimo non pud essere contemporaneamente in quiete
in tutti i sistemi di riferimento inerziali. D’altra parte se la luce é un’onda, come risulta dalle equazioni di Maxwell,
in quale mezzo si propaga? Queste considerazioni porterebbero a scartare come non fisica 'ipotesi 2. Per6 nello stesso
periodo in cui fu formulata la relativitd ristretta, fu avanzata, per spiegare altri fenomeni, anche dallo stesso Einstein,

11a Terra si trascinerebbe dietro tutto Petere dell’universo.
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I'ipotesi che, pur essendo il moto della luce retto dall’equazione di propagazione delle onde, in realtd essa é composta da
corpuscoli detti fotoni che si muovono (nel vuoto) lungo linee rette con velocitd c.

3.2 Invarianza della velocita della luce e trasformazioni di Lorentz

Poiché in un dato sistema di riferimento inerziale, un fotone si muove di moto rettilineo ed uniforme con velocita c,
indicato con Py = (xo, Yo, 20) il punto da cui é stato emesso all’istante t = ¢y e con P = (z,y, ) il punto in cui si trova
all’istante t, 'equazione di moto é data da |P — Po| = ¢(t — tg), cioé

(z —20)* + (Y — 90)> + (2 — 20)* = 3 (t — t0)*. (3.1)

L’equazione precedente, che rappresenta una sfera di centro Py e raggio ct, pué anche essere interpretata come I’equazione
di un fronte d’onda sferico che si espande con velocitd uniforme c.

Se ora cosideriamo un altro sistema di riferimento inerziale rispetto al quale le coordinate sono denotate con 'apice,
per il pricipio della relativitd speciale, I’'equazione di moto del fotone(fronte d’onda) é data da

(&' —20)* + (¥ —0)* + (2 — 20)* = (¢ — 1p)*. (3:2)

Da notare che nelle (3.1) e (3.2), I'unica quantitd rimasta inalterata é c.?

A questo punto, per determinare la classe dei riferimenti inerziali postulati dal principio della relativita speciale,
bisogna capire quali sono le trasformazioni che mutano la (3.1) nella (3.2). Come prima cosa, per il punto 1 del principio
di relativita, si pué affermare che i due sistemi di riferimento a cui si riferiscono le equazioni precedenti si devono muovere,
I'uno rispetto all’altro, di moto traslatorio rettilineo ed uniforme. Supponiamo che il secondo si muova con velocitd v
rispetto al primo, allora, senza perdere in generalitd, si possono scegliere gli assi nei due riferimenti, in maniera tale che T
e x’ 51ano sovrapposti, concordemente orientati e paralleli a v, gli assi ¢’ e P paralleli e concordi rispettivamente agli assi
y e z e nell’istante in cui le due origini O e O’ coincidono, vengano azzerati gli orologi dei due osservatori: ¢t = t' = 0.
Secondo la meccanica classica, le trasformazioni che fanno passare dal primo sistema di riferimento al secondo sono:

¥ =z —vt, y =y, 2=z, t'=1t¢3 (3.3)

essendo v il modulo di v. Dalle equazioni precedenti, si ricava che, per ¢t = tg, x( = xo — vto, Y) = Yo, 2, = 20 € quindi la
(3.2) viene trasformata nell’equazione

(z — 20 —v(t —10))* + (¥ — y0)? + (2 — 20)* = A (t — t)*

che ovviamente é diversa dalla (3.1). Quindi le trasformazioni di Galileo (3.3) non lasciano invariato il fronte d’onda, percié
devono essere abbandonate, se si vuole fare una teoria fisica basata sul principio di relativita. Poiché le trasformazioni
di Galileo si fondano sull’esistenza di un tempo unico per tutti gli osservatori, da ora in poi non bisogna piu dare per
scontato che t' = at + 8 (o ' = t, se gli orologi sono sincronizzati e utilizzano la stessa unitd di misura).

Abbandonata I'ipotesi di un tempo assoluto, si deve consentire che, nel passaggio da un sistema di riferimento inerziale
ad un altro, vari, oltre alle coordinate spaziali, anche quella temporale. Da ora in poi i punti in un sistema di riferi-
mento non saranno piu caratterizzati dalle tre coordinate spaziali, ma anche dal tempo, cioé saranno rappresentati dalla
quadrupla (t,z,y,2), o, volendo dare a tutte le coordinate le dimensioni fisiche di una lunghezza, si possono considerare
le quadruple (ct,z,y, z). Tale quadrupla verra chiamata evento.

L’insieme degli eventi é uno spazio affine di dimensione 4. Osserviamo che le equazioni di evoluzione dei fronti d’onda
(3.1)-(3.2) coincidono, nello spazio degli eventi, con le equazioni dei coni di luce rispetto alle coordinate (w = ct, z,y, 2) e
(w' =ct' 2’y 2"). Poiché siamo alla ricerca di trasformazioni che conservano le equazioni di evoluzione dei fronti d’onda
luminosi e poiché, per quanto visto nell’ultimo paragrafo del capitolo precedente, le trasformazioni di Lorentz sono, a
meno di una costante moltiplicativa, tutte e sole le trasformazioni che conservano i coni li luce, la metrica pid naturale
per lo spazio degli eventi é la metrica di Lorentz, rispetto a cui le trasformazioni di Lorentz sono le isometrie. Quindi lo
spazio degli eventi verra da ora in poi identificato con lo spazio-tempo di Minkowski.

Cié premesso, consideriamo nello spazio-tempo di Minkowski la generica trasformazione di coordinate che conserva i
coni di luce

w =Aw+ A x4+ Ay +AS 2

o' =Ajw+ A+ A y+ ALz

2utilizzando unit4 di misura diverse nei due sistemi di riferimento, in generale si ottengono valori numerici diversi per ¢, quindi le equazioni
(3 1) e (3. 2) presuppongono implicitamente che i due sistemi di riferimento usino unitd di misura per lo spazio e per il tempo uguali: uy =
u’, ur = ulp, o al pit proporzionali: uy, = au,ur = aul,, essendo « una costante positiva.

3)’ultima equazione dovrebbe essere t’ = at + f3, essendo a e beta due costanti; ma 3 = 0 perché si sta supponendo che i due orologi vengono
azzerati contemporaneamente, e si pué porre a = 1, supponendo che i due osservatori usino la stessa unitd di misura.
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Y =M w+ A+ A2y +A2z
=N wH+ A+ Ay +AS 2

dove [\; = A;VK e ||A%;]| é una trasformazione di Lorentz. Quindi le equazioni precedenti si possono riscrivere:
=A% w+ A% 2+ A% y+ A% 2
=AMow+Ay 2+ AL y+Als 2
=Agw+ Az + A% y+ A%z

:A30w+A31x+A32y+A332.

sl i 5 8

Nella nota (3.2) é stato puntualizzato che per ottenere lo stesso valore numerico per la velocitd della luce nei due sistemi
di riferimento, non é necessario che le unitd di misura siano uguali, ma basta che siano proporzionali. C’é¢ quindi la
’

’

possibilita di operare la trasformazione di scala w = \/w—;?,:i = %, y = \}’7, Z= \/Z—;?, senza alterare nulla dal punto di
vista fisico. Cosf le coordinate (W, Z,, 2) e (w, x,y, z) sono tra di loro legate da una trasformazione di Lorentz.

Da ora in poi, per semplicita di scrittura, le coordinate relative al secondo sistema di riferimento, verranno di nuovo
indicate con 'apice, intendendo che I'eventuale trasformazione di scala é stata gia fatta.

Siano R e R’ due sistemi di riferimanto inerziali, in moto il secondo rispetto al primo con velocitd v. Per semplificare
I’espressione delle trasformazioni, si scelgono, senza perdere in generalitd, gli assi spaziali come si é fatto nel caso delle
trasformazioni di Galileo, cioé gli assi 7 ex sovrapposti, concordemente orientati e paralleli alla velocita v, gli assi y_; e
rispettivamente paralleli e concordi agli assi gj ez Si sceglie come istante iniziale per entrambi gli osservatori ¢t = ¢’ = 0,
quello in cui le due origini O e O’ coincidono. Ed infine, si scelgono le unitd di misura in maniera tale che la velocitd della
luce abbia lo stesso valore numerico in entrambi i sistemi di riferimento ed il fattore di scala v/ K sia uguale a 1. Poiché
in tali sistemi di riferimento si ha sempre y = ¢’ e z = 2/, la trasformazione precedente si riduce ad una trasformazione
speciale di Lorentz:

1
w' =y(w—pz), 2’ =v(x~-pw) con y= ﬁv 18] < 1. (3.4)
Da considerazioni fisiche si pué ricavare il legame tra 3 e v: osservando che per I'origine O’ é zf,, = 0, si deve avere

ror = Bw = fBct. D’altra parte rispetto al primo sistema di riferimento, il moto di O’ é retto dall’equazione xp: = vt,
confrontando le due espressioni si ricava 3 = 7. Riutilizzando di nuovo le coordinate temporali, e I'espressione di (3

precedentemente ottenuta, la (3.4) diventa

t=~(t - c%x), ¥ =vy(x—vt) con = 1_1(2)2 lv] < c. (3.5)
Da queste equazioni si pué vedere che quando v é piccolo rispetto a c, cioé <
v & 1 cosf le (3.5) si riducono alle trasformazioni di Galileo (3.3).

La trasformazione inversa della (3.5) si pué calcolare o facendo i calcoli algebrici per invertire le equazioni, o piu
semplicemente osservando che se il secondo sistema di riferimento si muove rispetto al primo con velocitd v, allora il
primo si muove rispetto al secondo con velocitd —v, quindi basta cambiare v in —v nella (3.5). In ogni caso il risultato
finale é:

~ 0, allora, a maggior ragione, 5 ~ 0 e

__1
1—(9)2

c

v
t=~(t"+ C—Q:C’), x=~("+vt') con = lv] < c. (3.6)

3.3 Legge di composizione delle velocita

Il principio dei moti relativi della fisica classica, che si dimostra facendo ’assunzione di un tempo assoluto per tutti gli
osservatori, e che come si é precedentemente visto é incompatibile con il principio di relativitd, pud essere generalizzato
utilizzando le trasformazioni di Lorentz.

Chiaramente bisogna partire dalla premessa che ogni osservatore misura il suo tempo, e rispetto a questo tempo
vengono calcolate le velocité.

Considerati i due sistemi di riferimento inerziali R e R’ del paragrafo precedente ed utilizzando la stessa scelta degli
assi, origine dei tempi e unitd di misura, le trasformazioni che legano i due riferimenti sono (3.5) (3.6)). Sia P un punto che
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si muove con velocitd u e u’ rispetto ai sistemi di riferimento R e R'. Le due velocita verranno chiamate rispettivamente
velocitd assoluta e velocitd relativa. Utilizzando la (3.5), si trovano le equazioni che legano le due velocitd

d
o e dx’ dt_ Sr—v _ ug—v (3.7)
T 7 B .
dt dt dt’ . T
o, = W diyﬂ:# (3.8)
Y dt! dtdt’ (1 - Zug)
o, = 42— %QZL (3.9)
# dt’ dtdt’ (1 - Huy)
Risolvendo queste ultime equazioni rispetto alle variabili ug, u,,u, o cambiando v con —v, si ottengono le inverse
Ul ,+v u;ll U
Uy = —F———, Uy = ———, U 7' (3.10)
T4 B, Y1+ Sdl) T+ Sl
Quadrando e sommando queste ultime equazioni, si ottiene:
u? = L(CQUIQ + 0% (c? — u,? — u',2) + 2c2vul,)
(2 +vul,)? Y z o
da cui dopo semplici calcoli, si trova
2(.2 12\ ( .2 2
(e —u')(e* —w
A —u? = ( I ). (3.11)

(@ vl )2

Dalla formula precedente si possono trarre alcune conseguenze significative. Qualunque valore minore di ¢ assumano u’
e v, il secondo membro é sempre positivo e quindi la velocitd assoluta resta minore di ¢, in particolare se v’ = =+ ¢ allora
u==c.

Proposizione 3.3.1 La composizione di due velocitd minori di quella della luce, dd come risultato una velocitd inferiore
a quella della luce. La composizione tra la velocitd della luce ed una inferiore dd come risultato la velocitd della luce.

Questo significa che la velocitd della luce non pué essere superata.

3.4 Alcune considerazioni sullo spazio-tempo di Minkowski
Fissati due sistemi di riferimento inerziale {ct, z, y, 2}, e { gtﬂ _ai", _g;’, _z"}, supponendo di scegliere gli assi come nei
paragrafi precedenti, i due sistemi di riferimento sono legati tra di loro dalle trasformazioni di Lorentz speciali (3.5) (3.6).

Gli assi Et’, }’, per le (3.5), hanno rispettivamente equazione 2’ = 0 < ct = ¥ e ct’ = 0 < ¢t = %, quindi formano

con l'asse T gli angoli § — ¢ e ¢, essendo tan¢ = 2. Disegnando gli assi ct, ortogonali(secondo gli schemi di una

metrica propriamente euclidea), come nella prima delle Fig. 3.1, i due assi c¢t/, 2/, malgrado le apparenze, sono tra
di loro ortogonali, infatti, denotati con e, e1 i versori degli assi ¢t, z e con €q,€'1, quelh degli assi ct/ , x', poiché le
trasformazioni di Lorentz lasciano invariato il tensore metrico, €'y - €'y = n{; = 101 = 0. Disegnando gli assi ct/, z’

ortogonali (sempre secondo gli schemi di una metrica propiamente euclidea), come nella seconda delle Fig. 3.1, gli assi
ct x per le (3.6), hanno rispettivamente equazione x = 0 < ct' = —<F e ¢t = 0 ¢ ct = —%£, quindi formano con 'asse

P gli angoli § — ¢ e ¢, essendo tan¢ = —2.

Cosi, per quanto riguarda i due sistemi di riferimento, le figure 3.1, sono tra di loro, dal punto di vista di una metrica
di Lorentz, equivalenti ed in particolare sono equivalenti anche per quanto riguarda le linee isotemporali (parallele agli
assi spaziali) e isospaziali (paralleli agli assi temporali).

L’insieme degli eventi simultanei nel primo sistema di riferimento ha equazione ¢t = cost, quindi é una retta parallela
all’asse Z; I'insieme degli eventi simultanei nel secondo sistema di riferimento, ha equazione ¢’ = cost, quindi é una retta
parallela all’asse . Cosi, due eventi A e B sull’asse 2/ sono simultanei per il secondo osservatore, ma l'insieme degli
eventi simultanei ad A (B), per il primo osservatore, é la retta parallela all’asse & e passante per A (B) (Fig 3.1). Da
questo si riconosce che il concetto di simultaneitd non ha piu il significato assoluto che aveva in meccanica classica.

Analogamente due eventi che avvengono nello stesso luogo rispetto al primo sistema di riferimento, non avvengono
nello stesso luogo rispetto al secondo. Infatti, eventi che avvengono nello stesso posto per il primo sistema di riferimento
devono stare su una retta parallela all’asse ¢f, mentre quelh che avvengono nello stesso posto per il secondo sistema di
riferimento, devono stare su una retta parallela all’asse ct’. Cosi due eventi C' e D sull’asse ct’ avvengono nello stesso
posto per il secondo osservatore, ma I'insieme degli eventi che avvengo nello stesso posto di C' (D), per il primo osservatore,
6 la retta parallela all’asse ct e passante per C' (D) (Fig 3.1).
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Figure 3.1: Rappresentazione dei riferimenti inerziali nello spazio-tempo di Minkowski

Resta invece indipendente dal’osservatore, tutto ci6 che viene definito tramite il prodotto scalare: le distanze spazio-
temporali e gli angoli. In particolare dall’invarianza degli angoli segue la ben nota invarianza dei coni di luce (linee
tratteggiate nelle figure 3.1).

3.5 Contrazione relativistica delle lunghezze

Consideriamo i due sistemi di riferimento dei paragrafi precedenti. Un’asta rigida, in quiete rispetto all’osservatore R’ sia
posta sull’asse /. Se le coordinate degli estremi dell’asta sono 2 e x5, la sua lunghezza misurata in R’ é Ly = xy — @},
Poiché I'asta é in moto rispetto all’osservatore R, affinché quest’ultimo possa misurarne la lunghezza L, deve rilevare le
estremitd x; e xo nello stesso istante t; = t5 e farne la differenza. Quindi utilizzando le (3.5)

Lo =25 — 2 = y(wy — vt2) — y(z1 — vt1) = y(x2 — 1) = 7L,

U2
L=1Lg\/1— 072 < Lyg. (312)

L’effetto della contrazione della misura delle lunghezze sui regoli in movimento, dipende dalla velocitd v del regolo:
Y~0=L~Ly,v—c=L—0.

Se il sistema di riferimento in cui il regolo é in quiete ed ha lunghezza Ly é R e si vuole misurare la lunghezza L in
R’, poiché, questa volta il sistema di riferimento di quiete si muove con velocitd —v, nella (3.12) v deve essere scambiato
con —v. Ma nella (3.12) v compare al quadrato, quindi si ottiene la stessa formula.

La lunghezza Lo di un regolo rigido, nel sistema di riferimento inerziale in cui é in quiete, si chiama lunghezza
propria.

La contrazione delle lunghezze pud essere ottenuta graficamente utilizzando la geometria dello spazio-tempo di
Minkowskii come si vede dalle Fig. 3.2.

Nella prima figura, i segmenti paralleli all’asse &, rappresentano un’asta in quiete nel riferimento R a diversi istanti
del tempo di R. Le linee tratteggiate, rappresentano le traiettorie spazio-temporali degli estremi z1 e x5 dell’asta. Invece
il segmento AB, rappresenta 'asta vista dall’osservatore R’, in quanto gli estremi o} e x4, dell’asta devono essere rilevati

da cui

simultaneamente, nella figura all’istante ¢ = 0. Misurando le distanze con la metrica di Lorentz, si vede che AB® =12
é uguale al quadrato della sua proiezione lungo I'asse #: BC? = Ly?, meno il quadrato della sua pr01e21one lungo 'asse
ot AC? = c2(ta — t1)%. Considerando il triangolo rettangolo ABC, cltazti) _ & = tan(ABC) = ¥, dove l'ultima

T2—T1

eguaghanza é determinata dal fatto che tan(ABC) é, per quanto Vlsto nel paragrafo precedente, il coeﬂi(:lente angolare
dell’asse 2/ rispetto all’asse Z. In definitiva si ottiene: L2 = Ly% — Lo , da cui la (3.12).

Nella seconda figura i segmenti paralleli all’asse @ , rappresentano un’asta in quiete nel riferimento R’ a diversi istanti
del tempo di R’. Le linee tratteggiate rappresentano le traiettorie spazio-temporali degli estremi 2 e z/, dell’asta. Invece,
il segmento AB rappresenta 'asta vista dall’osservatore R, in quanto gli estremi x; e x5 dell’asta devono essere rilevati
simultaneamente, nella figura all’istante ¢ = 0. Misurando le distanze con la metrica di Lorentz, si vede che il quadrato
della lunghezza del segmento AB: L2, é uguale al quadrato della sua proiezione AC lungo 1’asse ' Lo?, meno il quadrato
della sua proiezione BC' lungo 1’asse ct': ¢ 2(ta—t1)%. Con lo stesso raglonamento fatto prima, e tenendo conto che ’angolo
ACB é retto perché i segmenti AC e BC sono paralleli agli assi ortogonali 2/ e ct’ si riottiene la (3.12).
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Figure 3.2: Contrazione delle lunghezze per i regoli in movimenro

Osservazione 2 Si osservi che lultimo metodo per il calcolo della contrazione relativistica delle lunghezze, si basa su
un presupposto implicito: le distanze nello spazio-tempo di Minkowski hanno un valore assoluto, cioé indipendente dal
riferimento in cui vengono calcolate. Infatti, i calcoli sono stati eseguiti imponendo che la misura di un segmento calcolata
in un sistema di riferimento fosse uguale a quella calcolata in un altro sistema di riferimento.

3.6 Dilatazione relativistica dei tempi e paradosso dei gemelli

Cosi come ¢é stato dimostrato che il concetto di lunghezza dipende dall’osservatore, si pué dimostrare che anche la misura
del tempo da risultati dipendenti dall’osservatore. Infatti, supponiamo di misurare nel sistema di riferimento R, I'intervallo
di tempo t5 — ¢}, misurato da R’ nella posizione i = %, allora, utilizzando le (3.6), si vede che lo stesso intervallo di

tempo misurato da R é
toy —t1 = y(th — t}). (3.13)

Poiché v > 1, questo significa, per esempio, che, se in un cronometro in quiete in R’, la lancetta ha uno scatto ogni
secondo, un osservatore in quiete in R vede tale lancetta impiegare piti tempo tra uno scatto e l'altro rispetto a quella di
un cronometro uguale in quiete in R. Quindi gli orologi in quiete in R’, visti da R, sono piu lenti degli orologi in quiete
in R.

Il ragionamento inverso: orologio in quiete in R visto da R’, richiede solo il cambiamento di v in —v, ma poiché nella
(3.13), la v compare solo al quadrato, la formula inversa della (3.13) é:

th —t) = y(ta — t1). (3.14)

L’intervallo di tempo misurato da un osservatore in quiete in un dato sistema di riferimento inerziale si chiama tempo
proprio, per distinguerlo da quello misurato da un osservatore in moto. Cosi nella (3.13) il tempo proprio é t5 — ¢,
mentre nella (3.14) é to — ¢;.

Come nel caso della contrazione delle lunghezze, anche la dilatazione dei tempi pué essere ricavata da considerazioni
geometriche, nello spazio-tempo di Minkowski, come si vede dal seguente esame delle figure (3.3).

Nella prima delle figure (3.3), la lunghezza del segmento BC' é l'intervallo c(t, — t}), misurato dall’osservatore R’

in 2/ = 0. Proiettando BC sugli assi @ e cf, si ottengono i segmenti AC e AB, tali che ~BC? = —AC? + A_B27 cioé

—c2(th — )% = —c%(ta — t1)? + (z2 — x1)%. Poiché il triangolo ABC' é rettangolo, oty = % = tan(ACB) = L
perché tan(ACB) ¢ il coefficiente angolare dell’asse /. Quindi (th —t))2 = (ta —t1) — Z—;(tg —t1), da cui segue la (3.13).
Analogo ragionamento si fa con la seconda figura (3.3), tenendo conto che, come nel caso precedente, il triangolo ABC' é

rettangolo, perché i segmenti AB e BC sono paralleli agli assi ortogonali T e cth.

Si pué osservare che in base alle (3.13) (3.14), ciascuno dei due osservatori vede l'orologio dell’altro andare pit lenta-
mente del suo, questa situazione a prima vista pué sembrare contraddittoria. E stato a tal fine proposto un esperimento
ideale per mettere in evidenza questa presunta contraddizione: il paradosso dei gemelli. Si supponga che, ad un certo
istante, una persona che chiamiamo Bra, parta dalla Terra per raggiungere una data stella ad una velocitd prossima
a quella della luce, lasciando sulla Terra il fratello gemello Ket ad aspettarlo. Per quanto visto prima, ognuno di loro
vedra l'orologio dell’altro andare pii lentamente del suo e quindi vedra l’altro invecchiare pit lentamente di se stesso.
Nel momento in cui Bra fara ritorno sulla Terra, ciascuno dei due gemelli trovera ’altro, invecchiato meno di se stesso:
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Figure 3.3: Dilatazione dei tempi per gli orologi in movimento

una evidente contraddizione. Tutto questo discorso si basa sulla simmetria delle equazioni (3.13) (3.14), queste ultime
essendo vere nel passaggio da un sistema di riferimento inerziale all’altro. Ma questa premessa non é rigorosamente vera.
In realtd, Bra per poter partire dalla Terra ha bisogno di una accelerazione, di una seconda accelerazione ha bisogno
quando deve invertire la rotta per tornare indietro, e di una terza, al ritorno, per potersi fermare. Quindi il suo sistema
di riferimento non si muove sempre di moto rettilineo ed uniforme rispetto a quello terrestre. Si potrebbe obbiettere a
questa osservazione, che delle tre accelerazioni, la prima e la terza si possono evitare*, per quanto riguarda la seconda, che
é inevitabile per poter ritornare sulla Terra, si pué fare in modo che avvenga in tempi cosi brevi da rendere impensabile
P’annullamento del grande divario temporale che si é creato nel viaggio di andata e che si creerd in quello di ritorno.
Queste ultime considerazioni possono far pensare che, pur non essendo verificati esattamente i presupposti che portano
alle equazioni (3.13) (3.14), lo siano con una buona approssimazione, quindi la contraddizione sostanzialmente rimarrebbe.

In realtd, come mostra la figura 3.4, l'accelerazione che serve ad invertire la rotta, rompe irrimediabilmente ogni
simmetria tra le traiettorie dei due gemelli e dal calcolo delle lunghezze delle traiettorie spazio-temporali, si riconosce,
che per Bra é trascorso meno tempo rispetto a quello trascorso per Ket. Infatti, supponendo che il riferimento {Z, Cf}
sia solidale con la Terra,® la traiettoria di Ket é il segmento OB. Bra, nel viaggio di andata, é in quiete nell’origine del
sistema di riferimento {x_; 7ct_” } che si muove con velocitd v rispetto a quello terrestre, mentre nel viaggio di ritorno, é

in quiete rispetto al sistema di riferimento {x7’ , ct7’} che si muove con velocitd —v rispetto a quello terrestre, quindi la
sua traiettoria é la spezzata composta dai segmenti OA e AB. Misurando le lunghezze delle due traiettorie e facendo il
ragionamento precedente a proposito della prima delle ﬁgure 3.3, si vede che il quadrato del tempo trascorso per Bra é
uguale al quadrato del tempo trascorso per Ket meno C2 per il quadrato della lunghezza del segmento OM. Quindi per
Bra é trascorso meno tempo che per Ket.

Osservazione 3 Anche se per Bra € passato meno tempo che per Ket, non significa che Bra, durante il viaggio si €
reso conto che il suo orologio e i suoi ritmi biologici andavano piu lentamente rispetto a prima, significa, invece, che la
distanza dalla Terra alla destinazione finale € diminuita per via della contrazione delle lunghezze. Quindi la spiegazioni
che entrambi danno della loro differenza di etd, quando si incontrano, € diversa: Ket dice che Bra ha percorso , nel
viaggio di andata ed in quello di ritorno, una distanza Lo mentre all’interno dell’astronave tutto andava al rallentatore,
Bra invece dice che il suo tempo scorreva normalmente, ma ha fatto prima perché la distanza percorsa € stata L < Lg.
D’altra parte, ci si puc chiedere che fine abbia fatto la simmetria della dilatazione dei tempi, in definitiva anche Bra
dovrebbe vedere ’orologio di Ket andare pit lentamente, allora come fa a trovarlo pit vecchio? La spiegazione si trova
esaminando la Fig. 3.4. Se Bra volesse calcolare l'intervallo di tempo trascorso per Ket dalla sua partenza al momento
in cui inverte la rotta, dovrebbe proiettare il semento OM sul propio asse dei tempi, ottenedo cosi il segmento spazio-
temporale OE. Ma Bra non raggiunge mai Uevento E perché inverte la rotta nell’evento A, quindi Bra misura, nel suo
sistema di riferimento solo intervallo di tempo di Ket che va dall’evento O all’evento D simultaneo ad A. Analogamente,
nel viaggio di ritorno, Bra non pudé misurare, nel suo sistema di riferimento Uintera lunghezza del segmento M B, perché
per fare questo dovrebbe percorrere Uintera proiezione di M B sul suo asse dei tempi: FB. Poiché, invece, percorre AB,
pud proiettare sul suo asse dei tempi solo il segmento CB. Quindi, anche se Bra vede l'orologio di Ket andare piti
lentamente del suo, pud misurare solo una parte del tempo che € effettivamente trascorso per Ket. D’altra parte, Ket pud

4per esempio, dopo essere partito, Bra fa un giro e solo dopo aver raggiunto la velocita di crociera passa accanto a Ket e sincronizza il suo
orolgio con quello del fratello, mentre al ritorno, i due orologi possono essere confrontati quando Bra passa accanto a Ket senza fermarsi.

5i] sistema di riferimento terrestre non é inerziale, peré questo non cambia la sostanza, perché la Terra pué essere sostituita da un’astronave
in quiete in un sistema di riferimento inerziale.
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Figure 3.4: Intervalli di tempo misurati dai due osservatori

proiettare sul suo asse dei tempi i segmenti OA e AB per intero e quindi pud misurare tutto il tempo trascorso per Bra.
St pud concludere quindi che l'inversione di rotta, anche se avviene istantaneamente come semplicisticamente é stato
assunto, € cruciale, perché non consente a Bra di rilevare tutto il tempo che € effettivamente trascorso per Ket.

3.7 Tempo proprio e cinematica relativistica

Definizione 3.7.1 La traiettoria descritta da una particella P nello spazio-tempo di Minkowski, si chiama linea di
universo di P.

Proposizione 3.7.1 La linea d’universo di una particella non puc essere di tipo spazio.

Dimostrazione. Fissato il sistema di riferimento {cﬂ z, ;J, 5} e la base naturale e, eq, e, €3, sia ¢ la traiettoria di P. Senza
perdere in generalitd, si pud scegliere come parametro t, quindi le equazioni parametriche sono: w = ct,z = z(t),y =
y(t),z = z(t) e il vettore tangente é X (t) = ceg+ %es + %L Loy LW “es, quindi X(t)- X(t) =2+ dtz-i—‘;"{z—i—%Z = -2+
Da questa equazione si vede che se X (t) fosse di tipo spazio, dovrebbe essere v? > ¢2. Quindi X (¢) é di tipo tempo per
una particella che viaggia ad una velocité inferiore a quella della luce e di tipo nullo per una particella che si muove alla
velocitd della luce. o

Sia P un punto che si muove di moto rettilineo ed uniforme rispetto ad un sistema di riferimento inerziale {cf, z,y, Z}
(Fig. 3.5). La linea di universo ¢ di P, se si prende ¢ come parametro, é la curva di equazioni parametriche ct = ct, z(t) =
agt + by, y(t) = ayt + by, 2(t) = a.t +b,, essendo ag,ay, a., by, by, b, delle opportune costanti, cioé una retta e tale retta
deve essere di tipo tempo o di tipo luce.

Supponiamo che ¢ sia di tipo tempo, allora, fissati due eventi su ¢, A = ((tg) e B = ¢(t) con ¢y < t, la lunghezza
spazio-temporale del segmento congiungente A e B é, per quanto si é visto nel paragrafo precedente, cAT essendo At
l’inter\iallo di tempo proprio misurato nel sistema di riferimento di quiete per P, cioé il sistema di riferimento che ha
asse ct’ parallelo a ¢ (prima figura 3.5). Quindi si pué chiamare intervallo di tempo proprio di P tra i due eventi A e B,
AT = ATB

La definizione di tempo proprio di una particella si pué generalizzare anche al caso in cui essa non si muova di moto
rettilineo ed uniforme. Supponiamo che la linea di universo, ¢(t), di P sia una curva di tipo tempo di classe C!, siano
A =(tg) e B =1(t) con ty < t, due eventi su ¢. Chiameremo intervallo di tempo proprio di P tra i due eventi A e B, la
costante positiva A7, tale che cAT =lunghezza dell’arco di curva v di estremi A e B:

CAT:/t \/|(d;it))z+<‘flf)z+(§;) ( )2|dt = /mdt /t\/mdt, (3.15)

essendo v la velocita della particella. Dall’equazione precedente si trae

v? 1
1-— = @ dt = y(v)dr, dove ~(v)= T (3.16)

c2

che é molto simile alla formula di dilatazione dei tempi ottenuta nel caso di un moto rettilineo ed uniforme, ma con la
differenza che, in questo caso, il fattore di dilatazione non é costante, perché v non é costante.
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Figure 3.5: Linee d’universo e tempo proprio

t 2
m:/ \/1—2—2dt<t—to, (3.17)
to

perché I'argomento dell’integrale é minore di 1. Quest’ultima disequazione ci consente di dare una risposta qualitativa
sul paradosso dei gemelli anche nel caso in cui Bra non si muova di moto rettilineo ed uniforme, ma abbia una linea di
universo come nella seconda delle Fig. 3.5. Il tempo proprio di Bra é I'intervallo A7, dato dalla lunghezza della sua linea
di universo, diviso ¢, mentre il tempo proprio di Ket é l'intervallo ¢t — tg, dato dalla lunghezza della sua linea d’universo,
diviso ¢. Per la (3.17) il tempo trascorso per Bra ¢ inferiore a quello trascorso per Ket.

Per quanto riguarda le curve di tipo nullo, che, per quanto si é visto prima, rappresentano particelle che si muovono
alla velocitd della luce, 'equazione (3.15) d4& A7 = 0. Quindi il tempo proprio di un fotone é nullo.

Dalla (3.15), in particolare si ricava:

Osservazione 4 La nozione di tempo proprio assegnato ad una particella, qualunque sia il suo moto, come lunghezza (a
meno di un costante moltiplicativa) della sua linea d’universo, poiché non dipende dal particolare sistema di riferimento
(anche non inerziale) scelto, in un certo senso ripristina la nozione di tempo assoluto. Cosi, mentre gli ordinari concetti
di distanze spaziali e temporali, perdono nella relativitd ristretta il valore universale che aveveno nella meccanica classica,
sostituendo ad essi il concetto di lunghezza spazio-temporale si riottengono delle quantitd assolute. Si pud anche dire che
la relativitd ristretta tratta quantitd assolute a condizione di non volere a tutti i costi scindere queste quantitd nelle loro
componenti spaziali e temporali che sono dipendenti dall’osservatore.

Nello spirito dell’osservazione precedente, quei concetti classici che richiedono una distinzione netta tra spazio e tempo,
verranno ora generalizzati nel contesto dello spazio-tempo di Minkowski utilizzando quantita assolute.

Definizione 3.7.2 Sia 1(t) la linea di universo di tipo tempo di una particella. Si chiama quadrivelocita di P, il
vettore U(t) € T ottenuto derivando ~(t) rispetto al tempo proprio. Si chiama quadriaccelerazione di P, il vettore
A(t) € Ty ottenuto derivando U(t) rispetto al tempo proprio.

Per la (3.16),

~d(ct) dx dy dz  dt dx dy dz |
U= s + 772 + 7,8 = dT(ceo + 7 + e + dteg) =v(v)(ceg + V) (3.18)
e
_dU dU dvy(v) d
A= =9(v)— =9(V)(e— e + - (7(V)V)). (3.19)

Proposizione 3.7.2 Qualunque sia il moto di P, la quadrivelocitd ha modulo costante e la quadriaccelerazione é costan-
temente ortogonale alla quadrivelocitd.

Dimostrazione. U - U = y(v)?(—c2 + v%) = —c2. Da questa equazione si ricava 0 = LU-U)=2U A e

Osservazione 5 Come si vede dalla dimostrazione della proposizione precedente, se si scelgono le unitd di misura in
maniera tale che c = 1, la quadrivelocitd € il versore della tangente alla linea di universo di P.

37



Definizione 3.7.3 Sia ((t) la linea di universo di una particella P, si chiama sistema di riferimento di quiete
istantanea per P all’istante t, il sistema di riferimento inerziale (ct’,x’,y’, 2") avente come base naturale €' o,€'1,€'s,€'s,
tale che

U(t) =cé,y. (3.20)

In particolare se P si muove di moto rettilineo ed uniforme, il sistema di riferimento di quiete istantanea é lo stesso per
ogni ¢ come nella prima delle figure 3.5, in caso contrario ce né uno per ogni istante. Inoltre la (3.18), scritta nel sistema
di quiete istantanea diventa U = v(v’)(ce’y + v'),che, confrontata con la (3.20), implica che la velocitd v’ rispetto a tale
riferimento si deve annullare. Quindi il riferimento di quiete istantanea é quello in cui il punto ha, in quell’istante, velocita
nulla. Nella Fig. 3.6, é disegnato, in alcuni punti, il sistema di riferimento di quiete istantanea per linee di universo non
rettilinee.

3.8 Moti iperbolici

Il moto pit semplice, dopo quello rettilineo ed uniforme, é, in cinematica classica, il moto rettilineo uniformemente
accelerato. Tale tipo di moto non pud, perd, esistere in relativita ristretta, perché la costanza dell’accelerazione implica
che la velocita dipende linearmente dal tempo, quindi tende ad infinito con t. Questo, ovviamente, é in contraddizione
con l'insuperabilita della velocita della luce.

II moto rettilineo uniformemente accelerato della cinematica classica, pud essere generalizzato, in relativita ristretta
da un moto rettilineo con quadriaccelerazione costante. Consideriamo un sistema di riferimento inerziale {c_ff, z,y, 2}, con
l'asse & coincidente con la retta in cui avviene il moto. In questo modo, essendo le coordinate y, z ininfluenti, il problema
diventa bidimensionale. In base a questa scelta degli assi, alla proposizione 3.7.2 ed all’ipotesi di quadriaccelerazione
costante, le equazioni che intervengono sono:

—(U°)? + (U = =c*, —AU°+ AUt =0, —(A")?+(A)?=g° con g>0. (3.21)

Per la seconda equazione, deve esistere una funzione a tale che A% = aU', A! = aU?, sostituendo queste ultime nella
terza e tenendo conto della prima, si ottiene:

2 277142 277012 2 2
g =—a"(U) +a (U") =a’c,
quindi o ¢é costante ed é o = 2. Si ottiene cosi il seguente sistema di equazioni differenziali lineari:

auo . dut 0
il

che si risolvono facilmente. Ponendo U°(7) = ppe*™ e U'(7) = p1e7, si trova il sistema di equazioni caratteristiche

Ao —apr =0,  —apg + A =0,

da cui si ottengono come autovalori Ay = |a| e Ay = —|af. Se o = £ > 0, in corrispondenza di A; si ottiene po = 1
ed in corrispondenza di My si ottiene po = —puy, da cui le due soluzioni indipendenti U2(1) = e, Ul (1) = e e
UY(t) = e, Ul (1) = —e—", quindi Vintegrale generale

U(T) = cre® 4+ coe <, UNT)=crec —cpe™e . (3.22)
Se a = —% < 0, in corrispondenza di A; si ottiene g = —p; ed in corrispondenza di Ag si ottiene pg = w1, da cui le due
soluzioni indipendenti UY(7) = ¢, Ul (1) = —e= e UY(1) = e~ ,Us (1) = e+, quindi l'integrale generale

U(1) = c1e™ + e, UNT) = —cree e . (3.23)

Supponendo che inizialmente v = 0 per 7 = 0 e tenendo conto della (3.18), si ottiene U°(0) = ¢,U(0) = 0, quindi
c1 = ¢y = §, da cui le (3.22) (3.23), diventano rispettivamente

U%(1) = ccosh %, U'(r) = csinh % (3.24)
U%(1) = ccosh —797'7 U'(r) = csinh _—gT, (3.25)
c c
che sono equivalenti ai due sistemi di equazioni differenziali
d(ct d
C(;T) = ccosh %, % = csinh % (3.26)
d(ct — d —

(ct) :ccoshﬂ7 a :csinhi, (3.27)

T c dr c
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Figure 3.6: Moti iperbolici e sistemi di riferimento di quiete

che integrati, danno
2 2

ct(r) = S A costy, (1) = C cosh T 4 costy
g ¢ g c

2 02

ct(r) = ~% sinh —27 + costy, x(r) = —— cosh -9 + costs,
g c c

da cui, imponendo le condizioni iniziali ¢(0) = 0, z(0) = % nel primo integrale generale e ¢(0) = 0, z(0) = —% nel secondo,
si trova, in entrambi i casi, cost; = costa = 0, quindi le soluzioni sono:

2 2
ct(r) = % sinh g%, x(r) = % cosh g% (3.28)
ct(7) ¢ sinh —27 x(7) ¢ cosh —9~ (3.29)
T)=——si T)=—— : .
g ¢’ g c

Come si verifica facilmente quadrando e sottraendo, i punti di entrambe le curve appartengono all’iperbole equilatera di
equazione 22 — ¢*t? = ;—i, avente come asintoti le bisettrici degli assi, di cui (3.28) é il ramo che sta sul semipiano x > 0
e (3.29) é l’altro ramo (Fig. 3.6). Per questo motivo, le soluzioni cosi ottenute si chiamano moti iperbolici.

Dal tipo di traiettoria si vede che la quadrivelocitd per 7 — oo tende a diventare un vettore di tipo luce e quindi la
velocitd tende a c.

3.9 Dinamica relativistica

La dinamica relativistica si pud costruire generalizzando, dove é possibile, la dinamica classica. Come in meccanica
classica, ad ogni punto materiale si associa una massa, la cui misura, in questo contesto, non verra assunta indipendente
dal sistema di riferimento in cui viene calcolata. Quindi, cosi come é stato fatto nei paragrafi precedenti con le misure
spaziali e temporali, verrd chiamata massa propria, la massa del punto misurata nel sistema di riferimento di quiete.

Definizione 3.9.1 Si chiama quadrimpulso, il vettore P dato dal prodotto della massa a riposo per la quadrivelocitd
P = moU.

Se il punto materiale é isolato, il suo moto é rettilineo ed uniforme, quindi v = cost, da cui U e quindi P sono costanti.
Allora, ’equazione di moto per P é
apP
dr
Se invece P non ¢ isolato, generalizzando ’equazione di Newton, si pud tenere conto dell’azione che ’ambiente esercita
su P tramite un vettore F tale che

0.

dpP
R
dr
Il vettore F definito dall’equazione precedente si chiama quadriforza.

(3.30)
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Osservazione 6 Sia l'equazione (3.30), sia il principio di azione e reazione vanno usati con cautela in relativitd ristretta,
in quanto essi hanno senso per le interazioni che non implichino un’azione a distanza istantanea, Da qui nasce la difficoltd
di descrivere un’interazione fondamentale come la gravita, nell’ambito relativistico. Difficoltd che ha condotto Einstein a
formulare la teoria della relativitd generale.

Proiettando la (3.30) sugli assi spaziali ¢ si ottiene

dPO‘_dPO‘ﬁ_
dr — dt dr

Fe, (3.31)

da cui, definendo I'impulso p come la parte spaziale di P, cioé p = Ple; + P2ey + P3e; e la forza £ come

dr v?

f= E(}-lel +.7:2€2 +.7:363)= 1_672(}“161 —|—]:282+.7:Se3), (3.32)
si ricava l’equazione di moto classica
dp
— =f. 3.33
o (3.33)

Da notare, comunque, che dalla definizione di quadrimpulso e dalla (3.18), p = mg~y(v)v, quindi per avere la solita
definizione di impulso
p =mv, (3.34)

si deve porre
m = v(v)ma, (3.35)

dove m é per definizione la massa relativa del punto, cioé la massa misurata dall’osservatore inerziale rispetto a cui il
punto si muove con velocita v. Dall’equazione precedente si vede che la massa relativa coincide con la massa a riposo se
v = 0, é maggiore della massa a riposo quando v # 0 e cresce senza limiti quando v — ¢. In particolare, da quest’ultima
osservazione si trae la conclusione che nessuna particella di massa a riposo non nulla pué raggiungere la velocitd della
luce.

Proiettando la (3.30) sull’asse temporale si ottiene

d(mocy(v))  d(me) dt _ d(me)

Fo= = —
dr i ar - @ Y
da cui
d(me) v?
=1/1—-=<F". 3.36
dt c? (3.36)
In conclusione (3.33) e (3.36) sono rispettivamente, le proiezioni spaziali e temporali dell’equazione di Newton relativistica
(3.30).
Ancora per la (3.30)
dU
F =mog— = mpA,
dr
quindi, essendo A ortogonale ad U, si ha n;; F*U’ = 0, da cui
]_—O_ 1 & ]_—aUa_’Y(V) > « a_V(V)f
da quest’ultima e dalla (3.36) si ricava l'equazione dell’energia
d(mc?)
=f-v. 3.37
o v (3.37)
Quest’ultima equazione, considerando il limite classico 2 — 0, é equivalente al teorma dell’energia cinetica, infatti,
sviluppando la funzione v(v) in serie di Taylor attorno a ¥ = 0 e fermandosi al secondo ordine, si trova
2 102 1
me? = ¢ moc?(1+ fv—) =moc? + =mov?,
1_ v 2 2 2
e
per cui la (3.37) diventa, nel limite classico
d 1
&(imovz) ~f- v,

6come al solito gli indici greci si intendono variare da 1 a 3
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cioé il teorema dell’energia cinetica: la derivata dell’energia cinetica é uguale alla potenza delle forze applicate. Cosi
Pequazione (3.37) suggerisce di considerare la funzione che si deriva al primo membro come ’energia relativa F della
particella, da cui la ben nota

E = mc?. (3.38)

Questa equazione si pué interpretare dicendo che ogni incremento dell’energia relativa corrisponde ad un incremento della
massa relativa, in accordo con la (3.35). L’interpretazione secondo cui tutta la massa che figura al secondo membro, cioé,
non solo m — mg ma anche la massa a riposo mg, si possa trasformare in una grande quantitd di energia (al secondo
membro figura c?), non é deducibile nell’ambito della relativit4 ristretta, ma é un’ulteriore ipotesi fatta da Einstein.

3.10 Sistemi di riferimento accelerati e forze apparenti

La rappresentazione di un sistema di riferimento non inerziale nello spazio-tempo di Minkowski non pué avvenire tramite
un sistema di coordinate cartesiane, perché le linee di universo delle particelle in quiete in esso (”parallele” all’asse dei
tempi), dovendo rappresentare moti accelerati, non son rette. Quindi un sistema di riferimento accelerato, pué essere
rappresentato solo da sistemi di coordinate curvilinee (y°,y!, 32, 4%), le cui linee coordinate, in generale, sono una di tipo
tempo e tre di tipo spazio”. Tali sistemi di coordinate non sono, in generale, definibili su tutto lo spazio-tempo, ma
solo localmente ed in alcuni casi solo in zone molto ristrette. Se (z°,z!, 22, 23) = (ct, x,y, z) sono coordinate cartesiane
ortogonali, i due sistemi di coordinate sono legati tra di loro da equazioni del tipo z¢ = x*(y°,y',%%,y3) e per quanto
si é visto nel capitolo precedente, le coordinate curvilinee sono definite nei punti del codominio della trasformazione
precedente dove il determinante jacobiano é diverso da zero.

Per esempio, il seguente sistema di coordinate rappresenta un sistema di riferimento non inerziale in cui un punto che
si muove di moto iperbolico é in quiete:

2

z° (S +y")sinh(% y°) (3.39)
vl = (£ +y')cosh(%y") (3.40)
r? = 2 (3.41)
z? = yo. (3.42)

Le linee coordinate y' = cost, rappresentano iperboli equilatere di equazione (x!)? — (29)? = (% + y'), aventi come
asintoti le bisettrici degli assi, di cui y' = 0 é proprio il moto iperbolico trovato prima. Le linee coordinate ° = cost sono

le rette di coseni direttori proporzionali a sinh(% YY) e cosh(% y°) e passanti, per y! = 7%7 per origine. Poiché, sia le

iperboli sia le rette®, devono stare nella zona D delimitata dalle bisettrici e contenete I'asse 2! e poiché il determinante

jacobiano % =1+ %y' si annulla per y' = ff, le equazioni (3.39) (3.42) definiscono un sistema di coordinate
curvilinee negli aperti DT =D N {z! >0} e D~ =D N {z! < 0}.
Essendo
de’ = (1+ C%yl) Cosh(c%yo)dy0 + sinh(c%yo)dy1 (3.43)
dz' = (14 %y')sinh(%y°)dy° + cosh(%y°)dy* (3.44)
dz? = dy? (3.45)
da® = dy?, (3.46)
il tensore metrico, nel nuovo sistema di coordinate, diventa
i, g
ds* = gijdy'dy’ = —(1 + C—le)z(dyo)2 + (dy")? + (dy®)? + (dy*)?, (3.47)

da cui, in particolare si vede che le coordinate curvilinee cosi definite sono ortogonali, infatti la base naturale é costituita
da vettori ortogonali: a?,z‘ . aiyj =g;; =0sei#j.

Consideriamo, in generale, due sistemi di riferimento, di cui uno inerziale, espresso, nello spazio-tempo di Minkowski,
da un sistema di coordinate cartesiane ortogonali (z°, 21, 22, 2®) e I’altro non inerziale, espresso da un sistema di coordinate
curvilinee (y°,4',y% »?). Un punto P la cui linea d’'universo  ha nei due sistemi di coordinate, equazioni parametriche
(2°(7), 2 (7), 2%(7), 23 (7)) e (¥°(7), ¥ (7),y?(7),y3(7)), dove T é il tempo proprio, ha, nei due sistemi di riferimento,
quadrivelocita

i

_ da’ _ axidij _ ox' Ui
dr Oyl dr Oyl

7in certi casi si possono scegliere due di tipo nullo e due di tipo luce.

8l cui coefficiente angolare é tanh(ci2 y°), che ha valore assoluto minore di 1.
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Invece la quadriaccelerazione ha, nei due sistemi di riferimento, componenti

. dUY de? OU? oyt o Oyt da" oUl Oyt dah 07 OyF oy* dy* dy* .
i _ /127]: o — lp: A /pzi 17
A= dr  dr 9w A axjA Oxd dr dxzh Oz dr OyP Ozl ViU oy dt KU dr ViU,

avendo utilizzato il fatto, visto nel capitolo precedente, che le componenti delle derivate parziali rispetto a coordinate
cartesiane, sono, in un sistema di coordinate qualunque, le derivate covarianti, definite da

ou’i

VU7 = —— +T7;,U0".
oy*
Tenendo conto che U? = eU" = , si ottiene
) d2xi ) dyk 6U/z dUlz ) dyk d2yi ) dyh dyk
A= —% e A'= + T U"") = DU —— = T ———— 3.48
arz ¢ dr (8 k knU™) dr L kn dr dr? Lk dr dr (348)
Cosi, la quadriaccelerazione ha in coordinate curvilinee, la stessa espressione che ha in coordinate cartesiane, pia il
termine correttivo I‘Zkhd—— Moltiplicando la seconda delle (3.48) per la massa propria di P, e ponendo F? = mgA"
si ottiene I'equazione
Py Ay dy
=F" —moln 3.49
Mo g2 Mot kh gy (3.49)

equazione di moto nei sistemi di riferimento

non 1ner21ah in meccanica classica, se al termine moflkhd—% si d& il significato fisico di forza apparente. Con questa
interpretazione, i simboli di Christoffel, che si presentano quando si considerano coordinate curvilinee e quindi sistemi
di riferimento non inerziali, vengono associati alle forze apparenti, che, si presentano anche loro quando il sistema di
riferimento non é inerziale.

Consideriamo ’esempio delle coordinate (y°,y!,y?,4?%), definite dalle equazioni (3.39) (3.42), i simboli di Christoffel

non nulli relativi alla metrica (3.47), calcolati utilizzando la (2.30), sono

I = ﬁ e Dlo = 6%(02 +9y"),
cosi, le equazioni (3.49) si scrivono
0‘%0 = PO e dndy (3.50)
mo Y = Pl (g4 .51
0% = F? (3.52)
0% = F3. (3.53)

In particolare, rispetto ad un osservatore in quiete nel sistema di riferimento non inerziale: U" = (¢, 0,0, 0), si ha

0— FO (3.54)
0= F'—mog(l+ Sy (3.55)
0= F? (3.56)
0= F3, (3.57)

considerando quei punti per cui y* ~ 0, la forza apparente si riduce a —mgg, che é quella a cui sarebbe soggetto un punto
in un sistema di riferimento newtoniano accelerato con accelerazione g.

3.11 Forze apparenti e gravita

Come si é accennato prima, una teoria relativistica della gravitazione, presenta delle difficolta. Infatti nella formulazione
newtoniana, la gravitd é descritta da una equazione di moto del tipo ma = —grad¢, dove ¢ é I'energia potenziale
del campo gravitazionale che, quando generato da un corpo continuo di densitd p, é espressa da V2¢ = 4wGp, dove
V2 = az =+ ayg + a; ¢é il laplaciano. Quest’ultima equazione, a causa della presenza del laplaciano, non é invariante per
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trasformazioni di Lorentz, il che equivale a dire che il potenziale risponde istantaneamente alle variazioni della densita p
a distanze arbitrariamente grandi, cioé il campo gravitazionale newtoniano si propaga con velocitd infinita. Quindi una
teoria relativistica della gravitd, richiede un cambiamento sostanziale del concetto di campo gravitazionale.

Einstein costrui la teoria generale della relativita partendo dall’ipotesi che la ben nota equivalenza tra massa gravi-
tazionale e massa inerziale fosse qualcosa di pid che una mera coincidenza e che implicasse un legame molto stretto tra
le forze gravitazionali e le forze apparenti.

Per capire meglio cié, consideriamo un sistema di riferimento uniformemente accelerato con accelerazione g = accel-
erazione di gravitd. Poiché in tale sistema di riferimento, denotato con e il versore dell’accelerazione di trascinamento,
I’equazione di moto per un punto di massa m é

ma =F — mge, (3.58)

se il punto punto sta in quiete, a = 0 e quindi F — mge = 0. Possiamo considerare due esempi in cui ci6 avviene.

Il primo esempio é quello di un’astronave che si muove di moto uniformemente accelerato con accelerazione ge,
perpendicolarmente al pavimento. Il passeggero, é soggetto alla forza di trascinamento —mge ortogonale al pavimento e
diretta verso di esso ed alla opposta reazione vincolare F che il pavimento esercita su di esso. Questa situazione differisce
da quella di un osservatore fermo sulla superficie terrestre, soggetto al proprio peso —mgk, dove k é il versore della
verticale ascendente, ed alla reazione vincolare F prodotta dalla superficie terrestre, per il fatto che la massa che compare
nella forza di trascinamento é la massa inerziale, mentre la massa che compare nella forza peso é la massa gravitazionale.
Ma per I'eguaglianza tra massa inerziale e massa gravitazionale, la situazione in cui si trovano i due osservatori € la stessa.
Cié, in particolare, significa che, se il passeggero dell’astronave non pué vedere cosa c¢’é fuori, non pud capire se si trova
fermo sulla Terra o si trova nello spazio con accelerazione costante ge.

11 secondo esempio é quello di un osservatore che si trova all’interno di un ascensore in caduta libera”. Egli é soggetto,
grazie all’equivalenza tra massa inerziale e gravitazionale, alle due forze opposte: il peso F = —mgk e la forza di
trascinamento mgk, quindi leffetto della forza di trascinamento € la cancellazione della forza peso. Tale sensazione eterea
di assenza di peso, consentirebbe all’osservatore di cullarsi, per qualche secondo, nell’illusione che la scatola in cui si trova
é in realta I'interno di un astronave che si muove di moto rettilineo ed uniforme rispetto alle stelle fisse.

Il ragionamento precedente, alla luce dell’equazione (3.58), si pué sintetizzare dicendo che nel riferimento in caduta
libera, si ha la quiete (primo membro nullo) perché le due forze al secondo membro, per una strana coincidenza, sono
opposte.

Pero, uscendo dagli schemi classici e considerando ’equivalenza tra massa gravitazionale e massa inerziale come qual-
cosa di pid di una semplice coincidenza, si pué ipotizzare che in realta, le forze gravitazionali siano di natura inerziale,
cioé esse appaiono, perché riferimenti classificati come inerziali, in realtd non lo sono. Se si ridefiniscono i sistemi di rifer-
imento inerziali nel seguente modo: un sistema di riferimento, in prossimitd di un corpo S (che nello schema newtoniano
genera un campo gravitazionale), si dice inerziale, se é in caduta libera su S1°, le esperienze descritte precedentemente si
possono interpretare senza fare ricorso al concetto di forza gravitazionale. Cosi, nell’ascensore in caduta libera, la quiete
non é dovuta al fatto che la forza peso viene bilanciata esattamente dalla forza di trascinamento, ma é dovuta al fatto che
entrambe le forze al secondo membro sono nulle: non c¢’é forza di trascinamento perché il sistema di riferimento é inerziale
e la forza gravitazionale semplicemente non esiste. Mentre, il peso che avverte un osservatore sulla Terra é dovuto alla
forza apparente generata dalla non inerzialitd dell’osservatore, non essendo egli in caduta libera.

Quanto detto, perd, é rigorosamente vero soltanto per campi gravitazionali uniformi, come la forza peso, che si intende
costante sia in direzione che in modulo. In realt4, la forza peso é solo un’approssimazione di un campo gravitazionale non
uniforme che non é costante in direzione perché diretto verso un centro e neanche in modulo, perché dipende dall’inverso
del quadrato della distanza.

Cosi, l'osservatore all’interno dell’ascensore in caduta libera, pud, avendone il tempo, capire dove si trova, semplice-
mente abbandonando, con velocita relativa nulla, due oggetti alla stessa altezza. Questi, pur restando sospesi in assenza
di gravitd, dovendo seguire due traiettorie rettilinee incidenti nel centro della Terra, man mano che I'ascensore si avvicina
al centro di attrazione, si avvicinano I'un l'altro come se si stessero attraendo, cioé sono soggetti ad una accelerazione rel-
ativa orizzontale. Analogamente, abbandonando con velocitd nulla due oggetti ad altezze diverse ed in linea con il centro
della Terra, 'oggetto pii in basso sard accelerato maggiormente rispetto all’oggetto pit in alto, quindi la loro distanza
aumenterd come se si stessero respingendo. In particolare un insieme di punti liberi disposti in una configurazione sferica,
si trasformerd in un ellissoide di rotazione, con asse maggiore verticale crescente e assi minori orizzontali decrescenti.

Analogamente, un osservatore terrestre non deve sommare all’attrazione terrestre quella del Sole perché quest’ultima
é annullata dalla forza di trascinamento che nasce dal moto di rivoluzione della Terra, ma l'effetto della disuniformita
del campo gravitazionale del Sole si manifesta con le maree, perché ¢’é una differenza di attrazione gravitazionale tra la
parte piu vicina al Sole e quella piu lontana.

Per questo motivo gli effetti della disuniformitd del campo gravitazionale che non sono eliminabili mediante delle forze
di trascinamento, si chiamano forze mareali.

9per fare questo esperimento non é necessario sacrificare una vita umana, infatti il passeggero di un satellite in orbita circolare attorno alla
terra si troverebbe nella stessa situazione.
10intendendo con il termine caduta libera anche i moti satellitari e quelli iperbolici e parabolici.
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Le forze mareali, perd, per potersi manifestare hanno bisogno di spazio: in un punto chiaramente sono nulle. Questo
significa che si possono rendere piccole a piacere pur di considerare piccole zone di spazio e piccoli intervalli di tempo.
Quindi, se 'ascensore in caduta libera é sufficientemente piccolo e I'intervallo di tempo utile (prima dell’impatto) per fare
degli esperimenti é abbastanza ridotto, I'effetto delle forze mareali é cosi piccolo che non é rilevabile.

Quindi il discorso fatto precedentemente sulla ridefinizione dei sistemi di riferimento inerziali, ha un valore approssi-
mativo. Cosi, un sistema di riferimento in caduta libera si pué considerare inerziale, in piccole regioni e per brevi intervalli
di tempo. Per questo motivo un tale sistema di riferimento verrd chiamato localmente inerziale.

Ritornando alla relativitd, se si ammette che, come nel caso classico, il primo membro dell’equazione (3.49) si annulla,
non perché al secondo membro ci sono due vettori opposti, ma perché i vettori al secondo membro sono nulli, si ottiene
F=0& A=0el%, =0. Lannullarsi della quadriaccelerazione é equivalente al fatto che il punto si muove di
moto rettilineo ed uniforme, cioé che la traiettoria spazio-temporale é una retta. L’annullarsi dei simboli di Christoffel é
equivalente al fatto che le coordinate (y°, y', 4%, y3) sono rettilinee, quindi il sistema di riferimento non é in caduta libera,
ma ¢é inerziale nel senso ordinario del termine.

Percid, se é questa la strada che si vuole seguire per fare una teoria relativistica della gravitazione, bisogna usare
strutture geometriche pit generali di quelle utilizzate per la relativitd ristretta. In particolare, se si vuole che le linee
d’universo con quadriaccelerazione nulla, non siano linee rette, bisogna considerare quale modello geometrico dello spazio-
tempo, anziché lo spazio affine, un continuo (varietd) in cui sia possibile definire, almeno localmente, sistemi di coordinate
quadridimensionali che si trasformano in maniera differenziabile ed in cui il tensore metrico, opportunamente definito,
abbia segnatura 2, come richiede una teoria relativistica. Facendo un’analogia bidimensionale, questo equivale a dire che
viene tolta I’assunzione che ’ambiente é un piano, potendo essere una superficie regolare qualunque.

In tale varietd, in generale non vi sono linee rette, tale concetto viene generalizzato da quello di curva di quadriaccel-
erazione nulla: linea geodetica. Quindi se si vuole che nell’equazione (3.49), il primo addendo al secondo membro sia
nullo basta seguire una geodetica. Il secondo addendo, invece, non é mai identicamente nullo, perché questo pué avvenire
solo in coordinate rettilinee, che in una varietd generica non esistono. Peré, si pud dimostrare un teorema secondo cui,
assegnato un evento P, esiste un sistema di coordinate in un intorno di P, tale che in esso si abbia Fijh(P) = 0. Quindi,
per continuita, si possono rendere i simboli di Christoffel piccoli a piacere, pur di prendere un intorno spazio-temporale di
P sufficientemente piccolo. Questo é esattamente quello che succede per le forze mareali. Quindi il sistema di coordinate
in cui i simboli di Christoffel sono aprossimativamente nulli, corrisponde ad un sistema di riferimento localmente inerziale.

Da questo ragionamento qualitativo, si vede che, in questo schema si possono ottenere osservatori localmente inerziali
(T jn =~ 0) , le cui traiettorie di quadriaccelerazione nulla (geodetiche) sono curvate, non da una forza a distanza, ma
dalla geometria stessa dello spazio-tempo.
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Chapter 4

Sistemi continui

4.1 Cinematica classica dei sistemi continui

Dato un sistema continuo S, denotiamo con C* una configurazione di riferimento per S e con C(t) la configurazione di S
ad un dato istante t. Denotate con (y', y2, %) le coordinate del generico punto P di S nella configurazione di riferimento,

e con (z!, 22, 23) le coordinate di P all’istante t, il moto di S verrd descritto dalle tre funzioni

ot =gyt t), 2 =2yttt 2P =Rt (4.1)

In altri termini, le equazioni (4.1) sono le equazioni parametriche della traiettoria del punto che nella configurazione di
riferimento ha coordinate (y',y2,y?).

Nel seguito, per brevitd di scrittura, le variavili dipendenti verranno indicate con il simbolo (y,t). Cosi, per esempio,
le (4.1) si scriveranno z¢ = z*(y, t).

Definizione 4.1.1 Il moto di S si dice regolare in un intervallo di tempo [t',t"], se le (4.1)

1. sono almeno di classe C? in C* x [t',t"],

2.Vt € [t/ t"], stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra C* e C(t) con funzioni inverse y* = y*(x,t) almeno di
classe C?.

La prima condizione garantisce la non lacerabilita del sistema e implica che le traiettorie di tutti i punti siano abbastanza
regolari da poterne calcolare I’accelerazione. La seconda condizione invece, impedisce che, durante il moto, due punti,
inizialmente distinti, possano occupare la stessa posizione (impenetrabilitd) o che la traiettoria di un punto possa biforcarsi,
ad un certo istante, in due traiettorie distinte.
In particolare, la seconda condizione implica che la matrice jacobiana é non singolare

1,2 .3
o(z!, x?, x?)
oy, y?,y%,1)
e dovendo avere, per continuitd, sempre lo stesso segno, si pud supporre, senza perdere in generalita, che

vt e [t',t"] J(y,t) > 0. (4.2)

Ve e [t', "] J(y.t) = det #0,

Questa descrizione del moto di un sistema continuo, si chiama rappresentazione lagrangiana e le velocita ed acceler-
azioni dei punti del sistema, dati da

« _ OP v .\ OV
V(P 7t) - E? a(P at) - 8t (43)
e in componenti da
; B o’ : B ot
v (yat) - E(?ht% a (y7t) - E(?ﬁt) (44)

si chiamano velocitd lagrangiana ed accelerazione lagrangiana.

Il moto di & pud essere osservato anche dal punto di vista euleriano: invece di concentrarsi sulla storia della particella
che nella configurazione di riferimento di S occupava la posizione di coordinate lagrangiane (y',y?,y%), ci si concentra
sulla particella che a un dato istante ¢ transita per un fissato punto di coordinate euleriane (z*, 2%, 23). Chiaramente se,
all'istante ¢, per il punto (z!, 2%, 2?), transita il punto P, che, nella configurazione di riferimento C* si trovava nel punto
di coordinate (y*,y2,3?), allora le due terne sono legate tra di loro dalle equazioni (4.1) e dalle loro inverse.

Cost, se un campo ¢ é espresso in coordinate lagrangiane ¢(y,t), la sua espressione in coordinate euleriane é q(z,t) =
q(y(z,t),t) e viceversa un campo definito in coordinate euleriane da g(x,t), é espresso in coodinate lagrangiane da
q(y,t) = q(z(y,t),t). Da ora in poi verrd supposto tacitamente che i campi considerati siano almeno di classe C*.
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Definizione 4.1.2 Sia q(z,t) un campo espresso in coordinate euleriane. Si chiama derivata locale di ¢ rispetto a t,
la derivata parziale %(m,t). Si chiame derivata lagrangiana o sostanziale,

dg _ dq(x(y, 1), 1) _0q 5q dx’ _Ya,. 5q

La definizione precedente di derivata sostanziale, applicata al campo di velocitd euleriana v(z,t), ci d4 la seguente
formula
ov

ov
a(z,t) = (@) + o (i (2, 1),
Proposizione 4.1.1
oJ

5 W) = J(yt) div v(y,1).

Dimostrazione. Tenendo conto della formula di derivazione di un determinante e denotando con il simbolo Aj il comple-

mento algebrico di 22~ si trova:

al’

E(y,t) = Al(yvt)aw(yvt) + Ag(y,t)&afyj(y,t) + Ag(y,t)ga—yj(y,t) = A; (y,t)aafyj(y,t) =

ot ; oz ot ot vt

Al(y. 1) oy W1 = AW, 0)5 5 W) 5 5 (2, 0),1) = Ty )57 5 (@(y,1),1) = Ty, 1) 5 (2(y,1), 1),

dove, la penultima eguaglianza é dovuto alla proprieta per cui il prodotto degli elementi di una riga per i loro complementi
algebrici d4 il determinante e il prodotto degli elementi di una riga per i complementi algebrici degli elementi di un’altra
riga, si annulla. e

Il teorema che segue, va sotto il nome di teorema del trasporto

Teorema 4.1.1

—/ (z,t)dC = / (,t) + q(z,t) div v(z,t))dC

Dimostrazione. Utilizzando la formula di cambiamento di variabili negli integrali multipli e la proposizione 4.1.1, si trova

d 0 . dq aJ .
G [anac =5 [ awniwnac = [ (G100 + o005 w.0)c” -

[ bt + a(w.0) div v(.0) (040" = [ (w,0) + gl 1) div v 0)dC.0

C

4.2 Equazioni di bilancio della meccanica dei continui

La prima equazione di bilancio della meccanica dei continui é il principio di conservazione della massa:

m = p(x,t)dC = costante, (4.5)
c)

essendo, p(x,t), la densitd, che si supporrd essere positiva e generalmente continua. L’equazione precedente si pué anche
scrivere
d

plx,t)dC =0,
dt Jow (z,)

che, per il teorema del trasporto, diventa

/ (@(x, t) + p(z,t) div v(z,t))dC = 0. (4.6)
Dovendo, quest’ultima equazione essere vera anche per ogni porzione materiale ¢ C C(¢), non esiste nessun punto in cui la
funzione integranda é diversa da zero, altrimenti, essendo continua, per il teorema della permanenza del segno, dovrebbe
esistere una porzione materiale ¢ C C(t) in cui essa assume lo stesso segno, quindi la (4.6) estesa a ¢ non potrebbe
annullarsi. Da questo segue p

dp

= —(z,t) + p(z,t) divv(z,t) =0, (4.7)
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da cui, tenendo conto che

dp o' _0p

%0 (w,0) 4 20, o 1) -l 1) (1) =

ot

dp

o —(x,t) + p(z,t) divv(z,t) =

o (@) +

si ottiene I'equivalente equazione euleriana di continuitd della massa

dp

5 —(x,t) + div(pv)(z,t) = 0. (4.8)

Come conseguenza della (4.7), si ricava la seguente identita

d

dq
o - plx,t)q(z, t)dC = / plx,t)— i (z,t)dC, (4.9)

dove q(x,t) é una qualsiasi funzione di tipo euleriano associata al moto. La (4.9) si ricava dal teorema del trasporto,
osservando che, per la (4.7)

d . dp dq dq
dt( plx, t)q(x,t)) + p(a, t)q(z, t) div v(z,y) = (dt (x,t) + p(x,t) divv(z,t))g(x,t) + p(x,t)a(x,t) = p(x, t)E(a?,t).
La quantita di moto e il momento angolare, sono definiti dalle equazioni
Q= / plz, t)v(z,t)dC e Ko = / (P —0) x p(z,t)v(z,t)dC. (4.10)
c c
Le equazioni di bilancio della quantitd di moto e del momento angolare sono
dQ dKo
@ _ R 20 M@ 4.11
dt dt o (4.11)

essendo rispettivamente R(¢) e Mo(e), il risultante ed il momento risultante delle forze esterne. In generale questi due
vettori si possono scomporre in una parte di volume e in una di superficie

R(® :/ deC+/ ®dY e Mp® :/ p(P —0) deC+/(P70) X Y, (4.12)
C ) c b

dove F rappresenta la densitd specifica (per unitd di massa) di forze di volume e ® é lo sforzo, cioé la forza che agisce
sull’'unita di area di superficie d3.

Assioma di Cauchy. Lo sforzo specifico nel punto P dipende solo dalla normale n all’elemento di superficie d¥ in
P: & = $(P,n,t). Il seguente teorema di Cauchy, verrd enunciato senza dimostrazione.

Teorema 4.2.1 ® dipende linearmente dalla normale. Cioé esiste un campo tensoriale doppio t, che si chiama tensore
degli sforzi, tale che *(P,n,t) = tYn,.

Applicando la (4.9) alla (4.10) si ottiene

Q _

dv
o= [ean G - /C oz, D)z, £)dC,

da cui, la prima delle (4.11), tenendo conto della prima delle (4.12) e del teorema di Gauss, si scrive

. . - otY
/ pla’ — F")dC = / t7n;dY = —dC.
c > c 0x'

Da cui, essendo il dominio di integrazione arbitrario e le funzioni integrande continue, si ottiene la forma differenziale
dell’equazione di bilancio della quantitd di moto

ot
I = pFJ 4+ 4.13
ool = + 20 (4.13)
o in forma vettoriale B
1., . ot%
a=F+ —divit, essendo divi=——e;. (4.14)
P ozt
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Applicando lo stesso procedimento all’equazione dei momenti, si trova

CZ%O:/CP(x,t)(PfO)x %(x,t)dczép(x,t)(p,o)Xa(x’t)dc,

e quindi, ponendo ¥ = t"/e;, cioé ® = ®'n;

Go . _ i _ i
/Cp(P—O)x(a—F)dC—/E(P—O)><<I>md2 /Cami((P 0) x ®')dC,

da cul si ricava

0
ox?

1l primo membro é uguale a zero per la (4.14), quindi l'integrale al secondo membro si deve annullare per ogni C":

/p(P—O)x(a—F—divt)dC:/c(

(P—0)) x ®'dC = / e; x te;dC.
c c

0= / tijei X eij' = / t”dC e, Xe; = / (tlz — t21)dc €] X ey +/ (tlg — tSl)dC e; X e3 +/ (t23 — t32)dC €y X e3 =
C C C C C

/ (t'2 —#?VdC e5 — / ('3 — 31 dC eq + / (% — 32)dC e, = 0,
C C C

da cui
/ (tY —1")dC = 0,
c
dovendo quest’ultima eguaglianza valere per ogni C, ed essendo la funzione integranda continua, si ha
i = ¢t (4.15)

cioé il tensore degli sforzi 'e simmetrico.

In conclusione, le equazioni di evoluzione trovate sono la (4.8) e le (4.14), quattro in totale. Le funzioni incognite
sono: p, v e le componenti del tensore degli sforzi, che per le (4.15) si riducono a sei, quindi dieci in totale. Pertanto,
questo modello non pué ritenersi completo per descrivere I’evoluzione del sistema. Cié é dovuto al fatto che, nello schema
considerato, non si é tenuto conto dell’energia interna delle particelle ed al fatto che tale schema é troppo generale per
poter dare risultati univoci. Quindi per poter pareggiare il numero di equazioni con il numero delle incognite, bisogna
fare delle ipotesi costitutive sul mezzo, e utilizzare le equazioni della termodinamica per poter rendere conto di quella
parte di energia che nella discussione precedente non é stata considerata.

4.3 Ipotesi costitutive
Definizione 4.3.1 Si chiama fluido perfetto, un fluido
1. mon viscoso: t'; = —pd';, essendo p la pressione;

2. a trasformazioni termodinamiche reversibili: la prima legge della termodinamica assume la forma

P
0dS = de — 5y, (4.16)

essendo 0 la temperatura assoluta, s l’entropia specifica e € l'energia interna specifica (per unitd di massa).

Facendo I’assunzione che il mezzo considerato sia un fluido perfetto, il problema si semplifica notevolmente, infatti,
per il primo punto della precedente definizione, il tensore degli sforzi é indiviuato da una sola funzione, quindi in questo
modo il numero delle incognite scende a cinque: p, p, v*, mentre le equazione di evoluzione restano sempre quattro: la
(4.8) e le (4.14), che, in queste ipotesi, tenendo conto di

o o o
oxt Toxt Qi
diventano )

A questo punto, specificando ’equazione di stato del fluido, in generale, é possibile eliminare una delle variabile

7

e cosi pareggiare il numero di equazioni con il numero di incognite. Un esempio importante é costituito dai fluidi
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perfetti barotropici, i quali hanno un’equazione di stato del tipo p = p(p), comprendendo il caso particolare dei fluidi
incompressibili, per i quali p = cost.
Un esempio di fluido perfetto barotropico si ottiene assumendo la legge dei gas ideali per i fluidi:

1 -
(y=1p

hS!

€ =

per un flusso adiabatico: dS=0, dove ~y é I'indice adiabatico, legato alla natura fisica del gas. In queste ipotesi I’equazione
(4.16), diventa
1 dp Y P dp _ dp
0= — - —dp & —=7— <& p=A4p,
(-1 p (-1p p p

essendo A una costante positiva.

4.4 Continui relativistici

Per un fluido relativistico verrd fatta I’assunzione, come nel caso classico, che ogni particella viene distinta dalle altre
mediante I’assegnazione di tre coordinate (y!,y?,y?), che restano immutate durante la sua evoluzione. L’evoluzione, nel
contesto relativistico, viene descritta dalla sua linea d’universo, che, prendendo come parametro il tempo proprio, rispetto
ad un sistema di coordinate spazio-temporali qualunque (2°, z!, 22, 23), ha equazione z* = x*(7,y', y?,93) = 2*(7,y). Cosi,
in questo contesto la velocité viene sostituita dalla quadrivelocitd U = %—f (1,y) e Paccelerazione dalla quadriaccelerazione

_ 9%z?
A= or? (T7 y)

Fatte queste premesse, occorre generalizzare le equazioni di evoluzione ottenute nei paragrafi precedenti, ai sistemi
relativistici. Denotiamo con ||#%7 (P)]| il tensore doppio simmetrico le cui componenti spaziali coincidono, nel sistema di

quiete istantaneo di P, con le componenti del tensore degli sforzi, mentre le altre sono tutte nulle:

0 0 0 0
tll t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33

6]} =

o O O

Definizione 4.4.1 Si chiama tensore energia-impulso il tensore doppio definito da TV = puoU'U? — 09, dove pg € la
densitd di massa propria totale (massa a riposo pil energia interna,).

Assioma 1 L’evoluzione di un sistema continuo relativistico, in un sistema di coordinate qualunque, é governato dalla

sequente equazione di evoluzione N _
VT =7, (4.18)

dove ¥ € la densitd delle forze esterne distinte dalle forze di contatto di cui si tiene conto nel tensore energia impulso, e
V., € la derivata covariante.

Da ora in poi verrs fatta I'ipotesi che le forze esterne siano nulle 1* = 0 e che le coordinate siano quelle relative ad un
sistema di riferimento inerziale (20, 2!, 22, 23) = (ct, z,y, 2), in questo modo 1'equazione (4.18) si riduce a

;T = 0. (4.19)

Si dimostra che 'equazione (4.19), nel limite classico ¢ — oo si riduce alle equazioni di evoluzione dei continui classici,
ricavate nei paragrafi precedenti. Calcoliamo separatamente la parte temporale e quella spaziale della (4.19), ponendo
M= "YHo- 5

0=0,T" = 9(110(U°)?) + 00 (oU°U*) — 0;6™ = m(uc%) + O (peyv®) — 0;0° =

0 0 )
pel 4 e S e 0oy + ey div(uv) — 9,67,

ot ot
Dividendo per ¢
Oy | ou . Lo o
Ty T By 4y div(v) — 0,67 = 0,
u8t+76t + pv* 00y + ydiv(pv) CB 0

passando al limite per ¢ — +o0 e tenendo conto che v — 1 e 9;(y) = Z—zvaiv — 0, si ricava

o

9 +div(uv) =0, (4.20)

49



che coincide con I’equazione di continuitd della massa, tenendo conto che, nel limite classico, u si riduce alla densita di
massa. Invece, la parte spaziale é

0= 0T = do(poU°U®) + 0p(poUPU*) — 8,0" = %(wﬁ) + 95 (uyvPo®) — 8p0°* — 9307 =

Oy

B 19
o o 5 () + o9y + 905 (puu®) = — o

Oary Ba
S (0°) — 007,

da cui passando al limite per ¢ — oo, si trova
9( v®) + div(pve®) — 956°* =0
o (1 1 56" = 0.
Sviluppando le derivate
0 ov®
oo 4 ,uL + div(pv)v® + pPdgu® — 950°* =0
ot ot
e tenendo conto dell’equazione di continuitd della massa (4.20), si ricava

ov® oxP
—— 4 v — 95 =0
Hor TH g %Y — % ’
da cui
d’Ua Ba .
P 030" =0 & pa-—divd=0, (4.21)

tenendo conto che nel limite classico p si riduce alla densitd di massa e 6 al tensore degli sforzi, si riottiene ’equazione di
evoluzione classica.

Ora, vediamo come si scrive il tensore energia-impulso, nel caso particolare in cui il sistema continuo sia un fluido
perfetto. Nel sistema di istantanea quiete del generico punto, il tensore degli sforzi é rappresentato dalla matrice

0 0 0 ©
i 0 -p 0 O
| —
e A
0 0 0 -—p
e U = (c,0,0,0), quindi
poc? 0 0 0
y 0 p 0O
|| —
T A |
0 0 0 p
ed in forma covariante, cioé invariante in ogni sistema di riferimento, 7% = poU*U’ —i—nijp—i—C%Uin = (po—f—c%)Uin +pn.
O in forma equivalente, utilizzando il vettore unitario V = %,
TY = (oc® + p)VVI + pn', (4.22)

Come ¢ stato detto nel paragrafo precedente, specificando ’equazione di stato, il problema si chiude, nel senso che, il
numero delle variabili indipendenti eguaglia il numero delle equazioni.
Nel seguito verrd utilizzato il tensore energia-impulso (4.22), verificante 1’equazione di evoluzioneV,;T% = 0.
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