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PREFAZIONE

Sono qui raccolte le lezioni e le esercitazioni svolte nell’Anno Accademico 2003-
2004 nel Corso di Geometria I del Corso di Laurea di I° livello in Matematica.

Piu che una trattazione esauriente della Geometria Analitica, per la quale ci si puo ri-
ferire a tanti rigorosi ed eleganti trattati, alcuni dei quali citati nella bibliografia, queste pa-
gine hanno semplicemente lo scopo di agevolare gli studenti del I° anno nella preparazione
del loro primo esame di Geometria.

Un particolare ringraziamento alla Dott. Rosanna Garbaccio Bogin per ’accurata revisione
del testo.

Torino, febbraio 2004
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CAriTOLO I

SISTEMI LINEARI

1.1 - Equazioni lineari.

Premettiamo alcune definizioni note.
Un’equazione lineare a coefficienti reali in una incognita x ¢ del tipo:

(1) ax+b=0

ossia anche ax + b—b=—-b dunque ax =—b.
Supposto a # 0, esiste 1’inverso di a che ¢ il numero 1/a. Allora la (1) si puo scrivere come

(1/a)ax = (1/a)(—b) e quindi la (1) ammette la soluzione (detta anche radice):

b
(2) X=—-—.

a
Pera=0eb=0Ila(l) diventa un’identita, ogni numero reale ¢ soluzione e I’equazione si
dice indeterminata.

Pera=0eb=0la(1l)non ha soluzioni e I’equazione ¢ impossibile.

Un’equazione lineare a coefficienti reali nelle due incognite x ed y ¢ del tipo:
3) ax tby+c=0

una sua soluzione € una coppia di numeri che sostituita nella (3) la rende soddisfatta.
Consideriamo ad esempio 1’equazione:

(4) 2x—y+4=0.

Scelto un valore per la x, diciamo ad esempio 3, si ha una soluzione se 6 —y + 4 = 0, ossia
se y = 10, quindi la coppia (3, 10) ¢ soluzione della (4). Cosi, scelto un valore per la y, di-
ciamo ad esempio 6, si ha una soluzione se 2x — 6 + 4 = 0 ossia se x = 1; quindi la coppia
(1, 6) ¢ una soluzione della (4).

Se nella (3) il termine noto ¢ ¢ nullo, I’equazione lineare si dice omogenea

ax+by=0

ed ha come soluzioni x=2Ab y=-2Aa dove A ¢ un fattore, ossia un numero, arbitrario.

Un’equazione lineare nelle tre incognite x, y, z ¢ del tipo:
(5) ax+by+cz+d=0.

Una soluzione € una terna di numeri che si ottiene fissando in modo arbitrario due delle tre
incognite e determinando quindi il corrispondente valore della terza.

Un’equazione lineare nelle n incognite x4, X3,..., X, Si scrive
(6) a1xy +axp + ...t ax, + b=0

ove con a; si intende il coefficiente dell’incognita x; (1= 1, 2,..., n) e con b il termine noto.
Una soluzione della (6) ¢ una n-pla che si ottiene nel seguente modo: si fissano n — 1 inco-
gnite, si sostituiscono nell’equazione data ottenendo un’equazione con una sola incognita e
si determina quest’ultima risolvendo I’equazione ottenuta.

Se b = 0, I’equazione si dice omogenea. In tal caso se (cy, C,..., Cy) € una soluzione anche
(Aci, Acy, ..., Acy) lo €, qualunque sia A reale.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



2 Capitolo 1 — Sistemi Lineari

1.2 - Determinanti.

La teoria dei determinanti e dei sistemi lineari verra sviluppata nel corso di Geometria 2.
Ci limitiamo qui a quei risultati che serviranno nella nostra trattazione.

Dati quattro numeri reali a;j, a2, a1, a2, si dice matrice quadrata di ordine 2 la tabella:
a a
1 4
A fr—
dy Ay
Alla matrice quadrata A ¢ associato il numero reale ajjaz; — ajzaz;, che si dice determi-
nante del 2° ordine (determinante della matrice A), e si indica con il simbolo:

an ap
det A= = a11dz2 — a12a21.
. ap
In modo analogo si definisce matrice quadrata di ordine 3 la tabella:
4 dpp Aap3
A=l ay apy

a3; Az dj;
e si dice determinante del 3° ordine (determinante della matrice A), e si indica con il
simbolo:
;. 4 A4
detA=a, a, ay

a3 a3z as

il numero reale a;1a2:a33 + 212223231 + 213221232 — 212221233 — 211223232 — 213222231.
E’ facile verificare che tale numero si puo ottenere anche nel seguente modo che utilizza
determinanti del 2° ordine:

Ay Ap Ay Ay Ay Ap

ai —ap +ap .

a3 4z a3 Az a3; Az
I numeri a;; si dicono elementi della matrice e sono disposti in tre righe e tre colonne. Ri-
ghe e colonne si dicono linee.

Per calcolare i determinanti sono utili le seguenti proprieta:

1) Il determinante di una matrice con gli elementi di una linea tutti nulli ha valore zero.

2) Se gli elementi di una riga si moltiplicano per uno stesso numero, il determinante ri-
sulta moltiplicato per il numero.

3) Se siscambiano tra loro due righe di una matrice, il determinante cambia segno.

4) Il determinante di una matrice con due righe uguali ¢ nullo.

5) Se gli elementi della i-esima riga di una matrice sono della forma a;; + bj;, 1l suo de-
terminante ¢ la somma di due determinanti, quello della matrice con la i-esima riga
formata dalle ajj, e quello della matrice con la i-esima riga formata dalle b;;.

6) Se gli elementi di una riga di una matrice si ottengono come combinazione lineare
(con gli stessi coefficienti) di elementi corrispondenti delle rimanenti righe, il suo de-
terminante ¢ nullo, e viceversa.

7) 1l valore del determinante di una matrice non cambia se agli elementi di una riga ven-
gono aggiunti gli elementi corrispondenti di un’altra riga moltiplicati per una costante.

8) Il valore del determinante di una matrice non cambia se si scambiano ordinatamente le
righe con le colonne.

Universita di Torino
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Per la proprieta (8) segue che valgono proprieta analoghe alle precedenti sostituendo alle
righe le colonne.

dy  Ap;

La matrice: A;; = si pud pensare ottenuta dalla matrice A del terzo ordine can-

a3 Az
cellando la prima riga e la prima colonna; il determinante det A;; si dice minore
dell’elemento a;;.

In modo analogo si indica con A;j la matrice ottenuta da A cancellando la i-esima riga e la
j-esima colonna e si dice cofattore dell’elemento a;; il numero A;j = (=1)"Idet Ajj.

Vale la seguente regola di sviluppo secondo gli elementri di una riga:

1l valore di un determinante e dato dalla somma dei prodotti degli elementi di un riga per i
rispettivi cofattori.

1.3 - Sistemi lineari.

Un sistema lineare di n equazioni in p incognite Xi, Xo,..., Xp € un insieme di n equazioni
lineari del tipo:

arp Xy tapp Xp ...t alep = bl

ar1 Xy tag Xy +...+ aszp =b2

an] X +ap) Xp +...+appX, =by

dove le ajj e le b; sono numeri reali: soluzione del sistema ¢ un qualunque insieme di p nu-
meri reali che verifica ogni equazione del sistema.

Un sistema che ammette soluzioni si dice compatibile, se non ammette soluzioni si dice
incompatibile.

Consideriamo alcuni casi particolari.
Dato un sistema di due equazioni in due incognite:

{allxl +apX; =b
ayX| +ay,X; =b,
si hanno le seguenti possibilita:

a4y

1) Se il determinante della matrice dei coefficienti, det A = , € diverso da zero il

Ay Ap
sistema ¢ compatibile ed ha una sola soluzione, espressa dalla formula di Cramer:

1
det A

1
det A

b a, a;; b

X1 = X2 = .

b, ay a, b,

2) Se il determinante della matrice dei coefficienti, det A, ¢ eguale a zero si hanno ancora

due possibilita:

2a) se tutti 1 determinanti delle matrici che si ottengono da A sostituendo ad una colon-
na di coefficienti i termini noti (cio¢ 1 determinanti che sono i numeratori delle so-
luzioni del caso (1)) sono nulli, il sistema ¢ compatibile ed ha infinite soluzioni:le
due equazioni differiscono solo per un coefficiente di proporzionalita;

2b) se invece almeno uno dei determinanti precedenti ¢ diverso da zero, il sistema ¢ in-
compatibile.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



4 Capitolo 1 — Sistemi Lineari

Dato un sistema di tre equazioni in tre incognite:
a; x| +apXy +2a3X; =D
25X +ayX, +ay3X3 = b,
a3X| +a3X; +a33X; = by
si hanno le seguenti possibilita.
a4 ag
1) Se il determinante della matrice dei coefficienti det A = |a,; a,, a,3| ¢ diverso da ze-
a3; 43 Az
ro il sistema € compatibile ed ha una sola soluzione, espressa dalla formula di Cramer:

b a, a; a;; by ap aj; a;p b
—1 b —1 b —1 b
X1 = 2 Ay Ay X2 T as 2 Ayl X377 dyp dpxp Dy
det A det A det A
by a; agy aj; by as; as; ap by

2) Se il determinante della matrice dei coefficienti det A ¢ eguale a zero si hanno ancora
due possibilita:
2a) se tutti i determinanti delle matrici che si ottengono da A sostituendo ad una co-
lonna di coefficienti i termini noti (cio¢ 1 determinanti che sono i1 numeratori delle
soluzioni del caso (1)) sono nulli il sistema ¢ compatibile ed ha infinite soluzioni;
2b) se invece almeno uno dei determinanti precedenti ¢ diverso da zero, il sistema ¢ in-
compatibile.

Per risolvere un sistema lineare, il calcolo dei determinanti puo risultare lungo; si puo uti-
lizzare un metodo piu veloce detto metodo delle eliminazioni successive (di Gauss). Tale
metodo ¢ basato sul fatto che a partire da un sistema lineare si ottiene un sistema equiva-
lente, cio¢ con le stesse soluzioni, se:

1)  si scambiano tra loro le equazioni;
ii) si moltiplicano entrambi i membri di una equazione per un numero reale non nullo;
ii1) si somma ad una equazione il prodotto di un’altra per un numero reale non nullo.

Supponiamo per semplicita di considerare i sistemi di tre equazioni in tre incognite. A par-
tire da un sistema lineare si cerca allora di ottenere un sistema equivalente, detto sistema
triangolare, i cui coefficienti formino un determinante del tipo:

P11 P12 D3
det A=|0 p,y Dyl
0 0 P33

Allo scopo, a partire ad esempio dal sistema:
ap X +a;5X, +a3X3 =b,
ayX| +aynX; +apX;=b,

a3X; +a3X, +2a33X; =b;

possiamo supporre (eventualmente scambiando le equazioni) che sia a;; # 0 , e sostituire
nel sistema:

Universita di Torino
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- alla seconda equazione, la seconda equazione iniziale moltiplicata per —a;; ¢ sommata al-
la prima moltiplicata per a,; (supposto anch’esso non nullo, altrimenti il passaggio ¢ inu-
tile);

- alla terza equazione, la terza equazione iniziale moltiplicata per —a;; e sommata alla pri-
ma moltiplicata per as; (supposto anch’esso non nullo, altrimenti il passaggio ¢ inutile).

Si ottiene il sistema equivalente a quello iniziale:

a;1X; +a;5X, +a;3X; = b,
ayX, +anx;=b,
a3,X, +2a33X;3 = b,

dove i termini con gli apici sono ottenuti dai calcoli.
Per questo sistema si hanno tre possibilita:

ij
I’equazione ed il sistema ha due equazioni e tre incognite; si cerca risolverlo come un
sistema in due incognite, considerando la terza come un parametro;

1) un’equazione ha tutti i coefficienti a;; nulli ed anche b; ¢ zero: si pud eliminare

' 1
i) un’equazione ha tutti i coefficienti aj; nulli e b; diverso da zero: il sistema ¢ incompa-
tibile;
|

iii) se sia nella seconda che nella terza equazione vi ¢ un coefficiente a;; non nullo si ripe-

te il procedimento di eliminazione; possiamo supporre (eventualmente scambiando le
equazioni) che sia a,, # 0, e sostituire nel sistema alla terza equazione, la terza equa-

zione del sistema ora ottenuto moltiplicata per — a'22 e sommata alla seconda moltipli-
cata per a'32 (supposto anch’esso non nullo altrimenti il sistema ¢ gia in forma triango-
lare); si ottiene il sistema equivalente a quello iniziale:
a)1X; +apXy +a3X; =b
ayX, +ayX; = b,
a3;%; = by
che si risolve per sostituzione a partire dall’ultima equazione.

Vediamo di eseguire il procedimento su esempi numerici.

ESEMPIO 1.3.1 - Risolvere il sistema:
2%, +3%x, —x3=1
X —2X, +X3=2
3X; +X, +2x5=~1
Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione e
mandando E, > -2E,+E; ed E;— —-2E;+3E;
2%, +3%x,-%x3=1
7X,—=3x3=-3
TXy —TX3 =5

e successivamente E; —> —E; + E,

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



6 Capitolo 1 — Sistemi Lineari

dacuisiricavax;=-2, x,=-9/7, x1=10/7.

ESEMPIO 1.3.2 - Risolvere il sistema:
X +X, X3 =1
2x,+2x,+x;=0 .
X, + X, +2xy =-1
Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione e
mandando E, > —-E, +2E; ed E;—>-E;+E;
X +X, =X =1
-3x3=2
-3x;=2
questo sistema ha forma triangolare, ¢ compatibile ed ha le infinite soluzioni:
x3=-2/3, x;=1/3 -k, x, =k per ogni k reale.

ESEmMPIO 1.3.3 - Risolvere il sistema:
X +X,+X3=1
2x, +2x, +2x53=3.
2x; +3x, +3x; =0
Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione e
mandando E, - —-E, + E; ed E;—>—-E;+2E,
X +X,+X3=1
—X, —X3=-2
—X, —X3=2

si ottiene un assurdo ed il sistema ¢ incompatibile.

I1 metodo di riduzione si applica anche a sistemi in cui il numero delle equazioni non ¢ e-
guale a quello delle incognite; vediamo alcuni esempi:

ESEMPIO 1.3.4 - Risolvere il sistema:
3, - X, — X3 =4
X, +2X, —2Xx;=-6
2%, +X, =3x;=-6
X, —X,—X3=0

Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione man-

dando E; > 3E>;+E;, Es;—-3E;+2E, E4 = 3E4 + E;
3, -X, —x3=4
—7X, +5%x5 =22
—5x, +7x3 =26

mandando poi  E; > -7E;+5E, e Es — 7E4 + 2E, si ottiene:
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— 7%, +5x53 =22
—24x,=-72
24x5 =72
dacuisiricava x3=3, Xxp=-1, X = 2.

ESEMPIO 1.3.5 - Risolvere il sistema:
3x; +3x, = 5x; =-12
X, +2X, —=2X3=—6
2%, +X, —3x;=—-6
X —X,—X3=0

Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione e

mandando: E, —> -3E, + E; E; > 3E;+2E; E;— -3E4+E; siottiene:
3x; +3x, = 5x; =12
-3X, +X;=6
3x) = X3 =—
6x, —2x,=-12

questo ¢ compatibile ed ha le infinite soluzioni:
x3=3k+6, x;=4k+6, x;=k per ogni k reale.

ESEMPIO 1.3.6 - Risolvere il sistema:
3x, +3x, = 5x3 =-12
X, +2X, —2X53 =6
2X, +X, —3x5 =4
X —X,—X3=0
Con il procedimento descritto sopra si ottiene, indicando con E; la i-esima equazione e
mandando: E, > -3E,+E; E; > -3E;+2E;, Es— -3E4+E; siottiene:
3x; +3x, = 5x3 =-12

mandando poi  E; > E;+E; e E4 — 3E4+ 6E, siha:

0=-30
0=0

poiché la terza equazione contiene un assurdo, il sistema ¢ incompatibile.
Osserviamo che anche il metodo di Cramer, con opportuni artifici, puo essere utilizzato per

risolvere sistemi in cui il numero delle equazioni non ¢ eguale a quello delle incognite; ve-
diamo alcuni esempi.
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8 Capitolo 1 — Sistemi Lineari

ESemPIO 1.3.7 - Risolvere il sistema:
2x, +3x, — x5 =1
{SX1 +8%, +2x; =3
I coefficienti di x; ed X, formano una matrice il cui determinante € non nullo:
2

3
=16-15=1
5 8

I1 sistema dato si puo scrivere:
2x; +3x, =x5 +1
{5){1 +8x, =—2x;+3
che ¢ un sistema nelle due incognite x; ed x,, mentre X3 si puod considerare come parame-
tro.

Poiché, come calcolato, il determinante della matrice dei coefficienti ¢ diverso da zero, si
puo determinare la soluzione con la formula di Cramer:

x;+1 3 2 x53+1
Il sistema dato ha quindi le infinite soluzioni: x; =14k -1, x, =-9k + 1, x3 =k al varia-
re di k in R.

X1 = :14X3—1 X2 = :—9X3+1.

ESEMPIO 1.3.8 - Risolvere il sistema:
2x; = T7X, = X5 =1
{6){1 —21x, —3x5 =3’
In questo caso tutti i determinanti delle matrici formate dai coefficienti di due tra le inco-
gnite sono nulli; 1 coefficienti sono in proporzione ed anche i termini noti sono in propor-

zione: il sistema si puo ridurre ad una sola equazione: 2x; — 7x; — X3 = 1 ed ha infinite so-
luzioni: x;=h, x,=k, x3=2h—-7k -1 al variare dih e k in R.

ESEMPIO 1.3.9 - Risolvere il sistema:
2x, = T7x, = x5 =1
—6x, +21x, —3x; =4
In questo caso tutti 1 determinanti delle matrici formate dai coefficienti di due tra le inco-
gnite sono nulli; i coefficienti sono in proporzione ma i termini noti non sono nello stesso
rapporto di proporzione: si ottiene quindi un assurdo:
4 =—-6x; +21xp — 3x3 =-3(2x; — 7x, — x3) =-3(1) =-3.
Il sistema risulta quindi incompatibile.

Osserviamo infine che esistono particolari sistemi lineari che sono sempre compatibili: 1

sistemi aventi termini noti tutti eguali a zero, che sono detti sistemi omogenei.

Se il sistema omogeneo ha eguale numero di equazioni e di incognite (supponiamo n), si

ha:

- solo la soluzione x; = x5 =....= X, = 0 se il determinante della matrice dei coefficienti €
diverso da zero;

- infinite soluzioni se il determinante della matrice dei coefficienti ¢ eguale da zero.

Per il caso in cui il numero di equazioni € minore del numero delle incognite, vediamo al-
cuni esempi.
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EsEmMPIO 1.3.10 - Risolvere il sistema omogeneo:

4x, +3x, +5x3 =0

{ 5x;+4x, +x;=0"
I coefficienti di x; ed x, formano una matrice il cui determinante € non nullo:
>
=16-15=1.
5 4
Il sistema dato si puo scrivere:
4x, +3x, = 5%,

{SX1 +4x, = —X;
che ¢ un sistema nelle due incognite x; ed x,, mentre x3 si pud considerare come parame-
tro.

Poiché, come calcolato, il determinante della matrice dei coefficienti ¢ diverso da zero, si
puo determinare la soluzione con la formula di Cramer:

-5x; 3 4 —5x,
X1 = :—17X3 X2 = :21X3.
— X3 5 =Xy
Il sistema dato ha quindi le infinite soluzioni: x; =—17k, x, =21k, x3 =k al variare di k

in R.
Scegliendo k = 0 si trova, in particolare, la soluzione nulla x; =0, x, =0, x3=0.

ESEMPIO 1.3.11 - Risolvere il sistema omogeneo:
4x, —3%x, +5x;=0
{—2){1 +6X, —10x; =0
In questo caso tutti i determinanti delle matrici formate dai coefficienti di due tra le inco-
gnite sono nulli: i coefficienti sono in proporzione e il sistema si puo ridurre ad una sola

equazione:
4X1 + 3X2 + 5X3 =0

ed ha le infinite soluzioni: x; = L{Sk, X, =h, x3=kal varitare dih e k in R.
1.4 - Esercizi proposti.
I.1 - Verificare che:
1 2 0 4 2 3
3 4 1| =-11 4|=0 -2 =0
-2 3 2 8 13 12 6 0 8
1.2 - Verificare che:
1 2 -2 3 0
3 5 7 2 3 5 -14 2
2 5 1 0 4
1 1 4 -2 1
=156 =-312 31 -2 3 7=0
-2 0 0 O - 0O 0 O
3 7 -1 3 4
1 1 3 4 1 1 -6 4
5 -8 2 8 0
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1.3 - Risolvere 1 seguenti sistemi lineari:
X, +2X,=X3 =2 (incompatibile)

3X, +X, +2x5, =4

7x, +4x, —4x3,=0
4X1 +X2+8X3 = O (Xl = 0, Xy = 0, X3 = 0)

Capitolo 1 — Sistemi Lineari

2X1 _X2+2X3 :_2 (Xl = 1’X2:2’ X3:_1)

- X; +2X, +6x;=-3

X;—2x;=0
X,+X; = 0(x; =2k, x, =k, x; =k, VkeR)

—2X;+ X, +5x53=0

—l, X3 = —2, X4 = —i)

(x —ﬁ XA =
797 72 19 19

(sistema incompatibile)

1.4 - Discutere e risolvere al variare di k il sistema lineare:

kx +2y+kz=0
x-y—-z=0.
kx+2y=0

(se k# 0 e k # -2 una soluzione: x =0,y =0, z=0;
se k = 0 infinite soluzioni: x =t,y=0,z=t Vte R;
se k =—2 infinite soluzioni: x =h,y=h,z=0 Vh € R).
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CArITOLO 11

CALCOLO VETTORIALE

2.1 - Vettori del piano.

2.1.1 - Premesse.

In Fisica vi sono grandezze scalari e grandezze vettoriali. Per individuare le prime basta un
numero eventualmente con segno quando abbia senso parlare di valori positivi o negativi
delle grandezze, come ad esempio la temperatura; le altre come ad esempio la velocita so-
no individuate oltre che da un numero positivo, detto modulo, dalla direzione e dal verso,
ossia da un vettore.

Quando interviene anche il punto di applicazione del vettore si parla di vettore applicato,
altrimenti di vettore libero o pit semplicemente di vettore.

Anche se la teoria dei vettori ¢ un capitolo della Fisica, vedremo che il calcolo vettoriale ¢
uno strumento molto utile per la Geometria Analitica.

I vettori che verranno utilizzati sono vettori liberi. La loro definizione ha bisogno di alcune
premesse.

Consideriamo nel piano le coppie ordinate di punti (A, B) ove A viene detto primo estremo
e B secondo estremo.
Una coppia ordinata, detta anche segmento orientato (A, B) individua:

1)  un numero non negativo d(A, B) = d(B, A) che rappresenta la distanza di A da B ri-
spetto ad una data unita di misura;

se d(A, B) # 0, ossia A non coincide con B:

i1)  una retta: quella che contiene i punti A e B;
iii) un verso sulla retta: quello che va da A al punto B.

Nell’insieme dei segmenti orientati del piano introduciamo una relazione, detta di equipol-
lenza. Diciamo:
(A, B) equipollente (C, D) o, piu semplicemente, (A, B) o (C, D)

se si verifica una delle seguenti condizioni:

1) se B coincide con A, anche D coincide con C;

oppure

2) (A, B)e (C, D) appartengono alla stessa retta sono uguali e concordi;

oppure

3) (A, B) e (C, D) appartengono a due rette parallele e la retta AC che congiunge i primi
estremi ¢ parallela alla retta BD che congiunge 1 secondi estremi.

Quindi: due segmenti orientati si dicono equipollenti se hanno lunghezza nulla oppure
hanno stessa lunghezza, stessa direzione e stesso verso.

Tale relazione c ¢:

riflessiva se comunque scelta (A, B) si ha (A, B) 6 (A, B);
simmetrica se (A, B)o (C,D)— (C,D) o (A, B);

transitiva se(A,B)c (C,D)e(C,D)o (E,F) > (A,B) o (E, F).
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12 Capitolo 2 — Calcolo Vettoriale

Possiamo suddividere I’insieme dei segmenti orientati in sottoinsiemi che diremo classi di
equivalenza. Se in ogni classe mettiamo tutti i segmenti equipollenti ad un dato segmento
orientato, per individuare una classe basta un qualsiasi elemento che si puo scegliere come
rappresentante.

DEFINIZIONE 2.1.1 - Si dice vettore libero o semplicemente vettore una classe di segmenti
orientati equipollenti.

2.1.2 - Nomenclatura e notazioni.

Considerato un vettore, che indicheremo con u oppure con u, se (A, B) ¢ un suo rappre-
sentante si poneu =B — A oanche B=A +u.
La distanza di A da B dice norma o modulo del vettore u = B — A ¢ si indica con
[uf o [B-A] o ful o [B-4.
11 vettore nullo 0 ha modulo zero, direzione e verso indeterminati.
I vettori con norma 1 sono detti versori.

OSSERVAZIONE. Nel seguito verranno introdotte diverse operazioni fra vettori utilizzando
dei segmenti che li rappresentano. Occorre verificare che le operazioni siano indipendenti
dalla scelta dei rappresentanti. Lasciamo al lettore la verifica.

2.1.3 - Somma di due vettori.

La somma di due vettori si definisce su due rappresentanti dei vettori:

scelto un punto A se B — A ¢ un rappresentante del vettore u e C — B un rappresentante
del vettore v allora C — A ¢ un rappresentante del vettore u + v. L’operazione ¢ indipenden-

te dalla scelta del punto A.
ﬂ»

A B

C

La costruzione di un rappresentante del vettore u + v puo essere fatta anche mediante la re-
gola del parallelogramma se u e v non hanno rappresentanti sulla stessa retta.

Ossia se B — A ¢ un rappresentante del vettore u e D — A un rappresentante del vettore v, si
costruisce il parallelogramma ABCD, il segmento orientato AC rappresenta u + v.

D C

A B

PROPRIETA 2.1.1 - L’insieme dei vettori con l’operazione di somma forma un gruppo com-

mutativo.

Dimostrazione. La somma dei vettori sopra definita gode infatti delle seguenti proprieta:

- Proprieta commutativa: u + v=v + uinfattiscsu=B - A =C - D e C — B ¢ un rappre-
sentante di v, per un noto criterio, il convesso ABCD ¢ un parallelogramma.

D C
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- Proprieta associativa: (u+v)+w=u+(v+w) infatti si ha che
(B-A)+(C-B)+(D-C)=D-A comunque si raggruppino gli addendi.

- Il vettore nullo 0 ¢ elemento neutro: u+ 0 =0+ u=u ovvio vista la definizione di 0.

- Per ogni vettore u esiste il vettore opposto —u tale che u + (—u) = 0; infatti per costruire
I’opposto di u basta considerare un suo rappresentante A — B; un rappresentante di —u
sara B — A perch¢ (B—-A)+(A-B)=0.

2.1.4 - Prodotto di un numero reale per un vettore.

Introduciamo ora una legge di composizione, detta prodotto, che ad una coppia ordinata
formata da un numero reale ed un vettore associa un solo vettore.

DEFINIZIONE 2.1.2 - Se A € un numero reale ed u un vettore, per prodotto Au si intende il
vettore w tale che:

e per definizione il vettore nullo se 1 = 0 oppure u = 0, ossia Ou =0 e 10 = 0 altrimenti
e il vettore tale che:

=l = ]

-w ha la direzione di u;

-w ha il verso di u se /. > 0, verso contrario se 1 < 0.

EsEmpIO 2.1.1

u 2u —0,5u
— o g

PROPRIETA 2.1.2

Scelti comunque i vettori u e v ed i numeri reali A e u valgono le seguenti eguaglianze:
A(u+v)=Au+ v

(2 + ) u=2u+ uu;

(2) u =2 (uu);

lu=u.

La giustificazione segue dalla Definizione 2.1.2.

In particolare, dalla seconda e quarta relazione, segue che se n ¢ un numero naturale si ha:
nu=(l+1+...+ Hu=lu+ lu+...+ lu=u+u+...+u(nvolte).

DEFINIZIONE 2.1.3 - Due vettori u e v si dicono paralleli se hanno rappresentanti sulla
stessa retta, ossia u = Av.

L’insieme dei vettori, definiti come classi di segmenti del piano orientati equipollenti con

la somma e il prodotto per un numero reale prima definiti ¢ un caso particolare di spazio
vettoriale sul campo dei numeri reali, che indicheremo con S,.
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14 Capitolo 2 — Calcolo Vettoriale

2.2 - Generalita sugli spazi vettoriali.
2.2.1 - Definizione di spazio vettoriale.

Fissiamo un campo numerico K, ad esempio K = R (campo dei numeri reali) oppure K = C
(campo dei numeri complessi) e sia V un insieme i cui elementi denotiamo con vy, va,....

DEFINIZIONE 2.2.1 - Diciamo che V e uno spazio vettoriale su K se in V sono date:
- un’operazione, detta somma, che ad ogni coppia v;, v; di elementi di V associa un unico
elemento di V denotato con v; + vy;
- un’operazione, detta prodotto per scalare, che ad ogni coppia A € K e v € V associa un
unico elemento di V denotato con Av.
Le due operazioni devono soddisfare i seguenti assiomi:
(1) {V, +} e un gruppo commutativo, cioe:
1; - per ogni scelta di vy e vy in V si ha: vi + v, = v + v, (proprieta commutativa);
I, - per ogni scelta di vy, vz e vz in V si ha: (vi +vz) + vz =v; + (v, + v3) (proprieta as-
sociativa);
I; - esiste un elemento 0 in V tale chev + 0 = v per ogniv € V;
Iy - per ogni v € V esiste v' (oppposto di v) tale che v +v' = 0.
(11) la legge di prodotto per scalari gode delle seguenti proprieta, per ogni scelta di 1 e u
in K e per ogni scelta di vy, vzevinV:
]]1 -1 (V] + Vg) = /1171 + /11’2,‘
IL-(A+wv=Av+puy
Iz - Q) v = 4 (uv);
11, - Iv = v, dove 1 e I'unita moltiplicativa di K.
Gli elementi di K vengono detti scalari, gli elementi di V vengono detti vettori.

Vediamo ora alcuni esempi di spazi vettoriali.

ESEMPIO 2.2.1 - L’insieme dei vettori dello spazio, definiti come classi di segmenti orienta-
ti equipollenti, con le operazioni di somma di vettori e prodotto di un numero reale per un
vettore definite in 2.1.3 e 2.1.4, ¢ uno spazio vettoriale sui reali che viene indicato con Ss.

ESEMPIO 2.2.2 - SiaR"=R x R x .... x R (n > 1) I’insieme delle n-ple di numeri reali.
La somma di due elementi di R" ¢ definita da:
(8.1,..., an) + (b],..., bn) = (8.1 + b],..., a, T bn)
Il prodotto di un numero reale A per un elemento di R" ¢ definito da:
May,..., ap) = (Aay,..., Aay).
Si verifica che R" rispetto alle operazioni sopra definite ¢ uno spazio vettoriale su R che
viene detto esempio fondamentale.

ESEMPIO 2.2.3 - Sia R,[x] I’insieme dei polinomi a coefficienti reali di grado minore od
uguale ad n con le usuali operazioni di somma di polinomi e di prodotto di un reale per un
polinomio. Si verifica che R,[x] € uno spazio vettoriale su R.

Se si considera invece I’insieme dei polinomi di grado n rispetto alle stesse operazioni, non
si ottiene uno spazio vettoriale in quanto, ad esempio, manca il polinomio nullo.

ESEMPIO 2.2.4 - Consideriamo I’insieme M, , delle matrici con m righe ed n colonne ad e-
lementi reali: una matrice di M,,, € una tabella rettangolare di numeri del tipo:
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a an
= |a;
aml amn
Date due matrici di M,,,, A = ‘aij e B = [b;| (quindi con lo stesso numero di righe e di
colonne) definiamo:
- somma di A e B la matrice C = |ja; + by|| 1 cui elementi sono la somma degli elementi di

A e B che stanno nella stessa posizione;
1 cui elementi sono 1

- prodotto di un reale A per la matrice A la matrice AA = Hkaij

prodotti degli elementi di A per A.
Rispetto a tali operazioni M,,,, ¢ uno spazio vettoriale su R.

DEFINIZIONE 2.2.2 - Un sottoinsieme non vuoto V' di uno spazio vettoriale V si dice sotto-
spazio vettoriale di V se e, a sua volta, spazio vettoriale per le restrizioni delle operazioni

diValV.

Esistono due criteri equivalenti per stabilire quando un sottoinsieme non vuoto ¢ un sotto-
spazio.

PROPRIETA 2.2.1 - I° criterio.

V' e un sottospazio di V se e chiuso rispetto alle due operazioni. Ossia:

1) VuelV'evvelV'2u+vel,

2) VuelV eVieR=Auel

Si osservi che la 2) implica che o u=0 € V'eche (-1)u=—-u e V'

Tutte le altre proprieta della definizione di spazio vettoriale sono verificate anche in V' in
quanto proprieta di tipo universale.

PROPRIETA 2.2.2 - II° criterio.
V' e un sottospazio di Vse: Yu €V, W elV'e VaeR VfeR = au+ fv eV

ESEMPIO 2.2.5 - L’insieme formato dal solo vettore nullo ¢ sottospazio vettoriale di qual-
siasi spazio vettoriale; per verificarlo basta usare uno dei due criteri.

ESEMPIO 2.2.6 - 11 sottoinsieme H di R* formato dalle quaterne del tipo (aj, as, 0, 0) & sot-
tospazio vettoriale. Infatti usando il I° criterio si ha:

(a1, az, 0,0) + (by, by, 0,0)=(a; + by, a, + by, 0,0) € H,

May, ag, 0, 0) = (Aay, Aay, 0, 0) € H.

Non ¢ sottospazio vettoriale di R* il sottoinsieme K delle quaterne (a;, 1, 0, 0) in quanto
non contiene il vettore nullo.

Tenendo conto dei criteri visti si dimostra facilmente la:

PROPRIETA 2.2.3 - L’intersezione insiemistica di due sottospazi H e K di V e supporto di un
sottospazio di V.

DEFINIZIONE 2.2.3 - Due sottospazi H e K di V si dicono disgiunti se H " K = {0 .

Invece I’unione insiemistica di due sottospazi non ¢, in generale, un sottospazio.
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ESEMPIO 2.2.7 - Nello spazio vettoriale R* siano H il sottospazio vettoriale delle quaterne
(0, ay, a3, 0) e K il sottospazio vettoriale delle quaterne (a;, 0, 0, a4). La loro unione insie-
mistica contiene gli elementi (0, 1, 2, 0) e (2, 0, 0, 3) ma non (0, 1, 2, 0) + (2, 0, 0, 3) =
=(2, 1, 2, 3) e quindi non ¢ un sottospazio.

PROPRIETA 2.2.4 - Siano H e K due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Il sot-
toinsieme S i cui elementi sono del tipo x + y al variare di x in H e di y in K é un sottospa-
zio vettoriale di V che si dice sottospazio somma di H e K e si indica con S = H + K.
Anche questa proprieta si dimostra usando uno dei due criteri visti.

2.2.2 - Dipendenza ed indipendenza lineare. Basi e dimensione.

DEFINIZIONE 2.2.4 - Siano vy, ...., v, m vettori di uno spazio vettoriale V su R (campo dei
numeri reali) ed «;, ..., a,, m numeri reali, il vettore

v=aov;t ... + Vi
si dice combinazione lineare (in breve c.l.) dei vettori vy, ...., v, con coefficienti aj,...., A n.

Fissati m vettori di V, vi,...., vy I'insieme dei vettori loro combinazioni lineari € un sotto-
spazio vettoriale F di V che viene anche indicato con L <vy,...., vy >.

L <wvy,...., viy > non dipende dall’ordine con cui si considerano 1 vettori per la proprieta
commutativa della somma.

DEFINIZIONE 2.2.5 - Un insieme di vettori {vj,...., vy} si dice un sistema di generatori di V
se ogni vettoreu di Veéc.l divy,...., vy.

DEFINIZIONE 2.2.6 - Sia V uno spazio vettoriale. Un sistema di vettori {vj, ...., v,} si dice li-
nearmente dipendente o legato (brevemente l.d.) se esiste una combinazione lineare con
scalari ay, ..., a, non tutti nulli che da il vettore nullo:

0=oyvy+....... + apVp
In questo caso i vettori vy, ...., v, sono detti l.d.
Un sistema di vettori {v, ..., v,} si dice linearmente indipendente o libero (brevemente
l.i.) se l'unica combinazione lineare dei vettori vy, ...., v, che da il vettore nullo é quella
con gli scalari tutti nulli. In tal caso i vettori vy, ...., v, sono detti Li.
Valgono le seguenti proprieta:
- se uno det p vettori vi,...., v, € il vettore nullo, 1 vettori sono 1.d., come prova la relazio-
ne
0=0v +....... +10+....... +0 vp;
- 1 vettori vi,...., v, sono L.d. se e solo se uno di essi ¢ esprimibile come c.l. dei rimanenti;
- se il sistema di vettori {vi,...., vp} € l.d. anche ogni suo soprainsieme lo ¢;
- un vettore v non nullo € 1.1.;
- se il sistema di vettori {vy,...., vp} € L.i. nessuno dei vettori ¢ nullo;
- se il sistema di vettori {vy,...., vp} ¢ L.i. anche ogni suo sottoinsieme lo €.

Nel caso di vettori dello spazio S; due vettori paralleli sono linearmente dipendenti.
Se diciamo complanari tre vettori dello spazio S se esistono tre loro rappresentanti su uno
stesso piano, vale la:
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PROPRIETA 2.2.5 - Tre vettori dello spazio S; sono complanari se e solo se sono l.d., mentre
quattro vettori di S; sono sempre l.d.

DEFINIZIONE 2.2.7 - Sia V uno spazio vettoriale. Diciamo che [’insieme ordinato di vettori
V..., Vo forma una base di V se i vettori formano un sistema di generatori e inoltre sono

Li.

TEOREMA 2.2.6 - Un sistema di vettori {vy, ...., v,} di uno spazio vettoriale V ¢ una base di

V se e solo se ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy, ...., v,}.
Dimostrazione. Supponiamo dapprima che {vi,...., vo} sia una base di V e proviamo che
ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy,...., Vq4}.

Se v avesse due scritture: v =X v| + XaVs +....+ XoVp = X | V1 + X, V2 ...+ X, V, Si avrebbe
X1 —xVit (X2 —X,)Va Foooct (Xn — X, )V = 0.
Poiché vy,.., v, sono linearmente indipendenti [’unica loro combinazione lineare che da il

"

vettore nullo & quella a coefficienti tutti 0. Ne segue che X; = X, X2 = X5 ,..., Xn = X .

Viceversa se ogni vettore v di V si scrive in modo unico come c.l. di {vy,...., v;} € imme-
diato che {vi,...., vy} sia un sistema di generatori.
Inoltre esprimendo il vettore nullo mediante {vy,...., v4} si ha:

0=x1vi +xXovo +... + XyVpy = 0vy + .... + Ov,.
Per I’unicita della scrittura deve essere x; =0, x, =0, ... X, = 0 ¢ quindi i vettori sono line-
armente indipendenti.

DEFINIZIONE 2.2.8 - Se {ey, ...., e,} é una base di uno spazio vettoriale V I’espressione:
vV =Xje; T Xpe +...+ X,€,
e detta decomposizione del vettore rispetto alla base.
Gli scalari sono univocamente determinati dal vettore e si dicono componenti rispetto alla
base {ej,...., ey}.

OSSERVAZIONE - Il vettore nullo ha componenti (0, 0,..., 0). Il vettore e; ha componenti
(1, 0,..., 0) nella base {ey,...., e,} infatti si ha:

e;=1le; +0e +...+ Oe,
e cosi e; ha componenti (0, 1, 0,..., 0),..., e, ha componenti (0,..., 0, 1).

DEFINIZIONE 2.2.9 - Uno spazio vettoriale V si dice finitamente generato se esiste un nu-
mero finito r di vettori vy, ...., v, tali che V=L < v, ..., v, >.

Nel seguito supporremo che V sia finitamente generato.
Si pud dimostrare che in V tutte le basi sono formate dallo stesso numero di vettori, quindi
si puo dare la seguente

DEFINIZIONE 2.2.10 - Si dice dimensione di uno spazio vettoriale V finitamente generato il
numero n di vettori che ne costituiscono una qualunque base.

Per indicare che la dimensione di V ¢€ n si scrive dimV = n oppure V,.

Se V = {0} si pone dimV = 0.

OSSERVAZIONE 1 - La dimensione n di V ¢ anche il massimo numero di vettori l.i. di V.
OSSERVAZIONE 2 - In vari esercizi ¢ nota la dimensione n dello spazio V. In tal caso per

decidere se n vettori uj, uy,..., U, costituiscono una base di V basta verificare se gli n vetto-
ri sono l.i. oppure se generano V, perché una proprieta implica I’altra.
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ESEMPIO 2.2.8 - Lo spazio vettoriale R" ha dimensione n e una sua base ¢ formata dalle
n-ple: (1, 0, 0,..., 0), (0, 1, 0,..., 0), ...., (0, 0,..., 0, 1).

ESEMPIO 2.2.9 - Lo spazio vettoriale Ry[x] ha dimensione n + 1 ¢ una sua base ¢ formata

. . . 2
dai polinomi: 1, x, x°,..., x".

ESEMPIO 2.2.10 - Lo spazio vettoriale M,, , ha dimensione mn e una sua base ¢ formata dal-
le matrici 1 cui elementi sono quasi tutti 0 ed un solo elemento ¢ uguale ad 1 in tutti i modi
possibili.

2.3 - Vettori dello spazio.
2.3.1 - Angolo di due vettori non nulli.

Fissato un arbitrario punto O e considerati i vettori u=A -0 e v=B -0, I’angolo (u, v)
¢ I’angolo convesso (eventualmente piatto) delle semirette AO, OB.

B

O0<a<m A
0O

Se aa =0 oppure o = m i vettori u e v sono paralleli, se oo = /2 1 vettori u € v sono orto-
gonali.

2.3.2 - Prodotto scalare.

DEFINIZIONE 2.3.1 - Considerati due vettori u e v di S; si dice prodotto scalare di u e v, e si
indica u - v, il numero reale che si ottiene moltiplicando il prodotto dei moduli dei vettori
per il coseno del loro angolo:

(D) u-v= ||u|| ||V|| cos(u, v).
Tale numero ¢ zero se u=0 oppure v=0 oppure cos(u,v) =0 ossia se u e v sono orto-
gonali. Questo fatto si esprime dicendo:

Condizione necessaria e sufficiente affinché due vettori u e v siano ortogonali é che
u-v=_0.

Se si considerano le proiezioni ortogonali di segmenti su una retta orientata dotati di segno,
allora il prodotto scalare ¢ semplicemente il prodotto della norma del primo vettore per la

proiezione con segno del secondo vettore sul primo, che indichiamo con v,: u-v = ||u|| V.

i v
|
u | u
e e

Vy (in questo caso ¢ positivo) Vy (in questo caso ¢ negativo)

\

Se u = v la formula (1) diventa u - u = ||u|| ||u|| = (||u|| )* ossia la norma di un vettore u ¢ la
radice quadrata del numero u - u.

Inoltre se u e v sono diversi dal vettore nullo si ha cos(u, v) = m .
uf (v
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Il prodotto scalare gode delle seguenti proprieta:
1) u-v=v-u,

i) (Au)-v=u-(Av);

f) u-(v+tw)=u-v+u-w;

iv) u-+u >0 e vale zero se e solo se u = 0.

In Geometria 2 si provera che il prodotto scalare ¢ un esempio di forma bilineare simmetri-
ca definita positiva. Uno spazio vettoriale in cui ¢ definita una forma bilineare simmetrica
definita positiva si dice spazio vettoriale euclideo.

2.3.3 - Il prodotto vettoriale o prodotto esterno di due vettori dello spazio S;.

Consideriamo i vettori dello spazio S3 e introduciamo, oltre a quelle gia viste per i vettori
del piano, un’ulteriore operazione.

DEFINIZIONE 2.3.2 - Dati due vettori u e v di S3 si dice loro prodotto vettoriale o esterno
un vettore, che si indica u /v, e si legge u vettore v oppure u esterno v, cosi definito:

se i vettori sono paralleli, in particolare uno é il vettore nullo: u Av = 0;

se u e v non sono paralleli:

-u Av eortogonale sia ad u che a v;

-ilmodulodiu nve ||u|| ||V|| sen(u, v);

- il verso e quello indicato in figura, ossia e il verso piedi-testa dell 'uomo che posto sul
piano individuato dau = B — A ev = C — A, vede la minima rotazione di u per sovrapporsi
a v avvenire in senso antiorario.

Si verifica facilmente che il modulo di u A v rappresenta ’area del parallelogramma di lati
consecutivi due rappresentanti diu e v.

Per il prodotto vettoriale valgono le seguenti proprieta: ‘
1) (utu)Av=uav+u Av;
i) uan(v+tv)=uav+tuav

i) Au) Av=u A (Av) =M(u AV) ove A € un numero C
reale; v *n7

V) UAV=—VAuU;
v) unu=0.

UAnyv

A

B
u

Il prodotto misto di tre vettori X, y, z ¢ il numero reale (x Ay)«z e poiché I’ordine in cui
vengono eseguite le operazioni ¢ solo quello indicato, si scrive semplicemente X Ay « Z.

TEOREMA 2.3.1 - Il valore assoluto del prodotto misto quando non é nullo, rappresenta il
volume del parallelepipedo individuato dai tre vettori.

Dimostrazione. Seu=B-A,v=C-A

e w =D — A sono tre vettori non compla-
nari, ossia che non hanno rappresentanti su
uno stesso piano, individuano un paralle-
lepipedo avente come base il parallelo-
gramma di lati u e v, la cui area ¢ il modu-
lo del vettore u A v e come altezza relati-
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20 Capitolo 2 — Calcolo Vettoriale

va a tale base il valore assoluto della proiezione del vettore w suu A v.
Quindi u A v - w rappresenta, a meno del segno, il volume del parallelepipedo.

OSSERVAZIONE 1 - Se almeno uno dei tre vettori € nullo o se i tre vettori sono complanari il
prodotto misto ¢ nullo in quanto u A v ¢ ortogonale a w e quindi il loro prodotto scalare ¢
Zero.

OSSERVAZIONE 2 - I1 volume del tetraedro individuato da tre vettori ¢ 1/6 del valore assolu-
to del loro prodotto misto.

2.3.4 - Espressioni in componenti.

Introdotta nello spazio vettoriale S, una base, ossia una coppia ordinata di vettori Li., ogni
vettore di S; si puo scrivere in un unico modo come combinazione lineare dei vettori della
base {ej, e»}

u=ue; +ue,, vV =vVe; T vaes.

Ora ¢ possibile dare le espressioni in componenti delle operazioni viste, tenuto conto delle
relative proprieta:

- utv= (ulel + UQez) + (V]C] + Vzez) = (ul + Vl)el + (u2 + Vz)ez;

- Au=Mue; + uzey) = Auje; + Auze;.

ESEMPIO 2.3.1 - Se u ha componenti (2, 3) e v ha componenti (-1, —4);
- utv ha componenti (2 - 1,3 -4)=(1,-1);

- 3u ha componenti (6, 9);

- —u=(-1l)u hacomponenti (-2, -3).

Per il prodotto scalare si ha:
u-v=(ue; +ue)-(vie; + vaey) =ujvie; - e; - ujvae; - €2 + upvier - e + upvae; - €.

Per semplificare I’espressione del prodotto scalare in componenti ¢ opportuno scegliere
una base particolare, detta base ortonormale, formata da due versori fra loro ortogonali
{i, j}. In questa ipotesisiha i-i=j-j=1 e i-j=0,dacui:
u - v = (it ug) - (vil + Vo) = wvy +upvs

. . . . u u

Due vettori sono paralleli se u=Av ossia uj =Av; € uy =Av, ossiase —- = —=,
Vi \p)

Ad esempio u = (-1, 2) ¢ paralleloav = (+0,5, —1).

Due vettori sono ortogonali se u - v = 0, quindi in una base ortonormale sono ortogonali se

uivi + Uyvo = 0.
Ad esempio u = (-1, 2) ¢ ortogonale a v = (4, 2).

Considerazioni del tutto analoghe alle precedenti si possono fare per S;. Introdotta nello
spazio vettoriale S; una base, ossia una terna ordinata di vettori Li., ogni vettore di S3 si
puo scrivere in un unico modo come combinazione lineare dei vettori della base {ej, e, €3}

u=ue; +ue, + uses, VvV =vie; + vaer + vies

e le espressioni in componenti delle operazioni viste, risultano:
u+v=ue; +ue, +uses;+vie +voer; +vie; = (u1 + Vl)e1 + (U2 + Vz)ez + (u3 + V3)e3,
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A =Auje; + uze; + uzes) = Auje; + Auze; + Auses.
Anche in questo caso per ottenere un’espressione piu semplice del prodotto scalare si in-
troduce una base opportuna.

sitiva per S3 se i, j, k sono versori a due a due ortogonali
cioé, espresso in formule: u

DEFINIZIONE 2.3.3 - {i, j, k! ¢ una base ortonormale po- us \

ici=jej=k-k=1; A
i j=j-k=k-i=0;

inj=—jnri=k;

jrk=—kn j=1i; i
kni=—ink=j. “1

Uy

VYV —.

Considerati due vettori qualsiasi nella base ortonormale:
u=witwjtuwk e v=viit+vyj+vik
utilizzando le proprieta del prodotto scalare si ha:
u - v=(ui+uyj + uzk) - (vii + voj + vsk) = vy + uava + uzvs.

Esprimendo 1 vettori nella base ortonormale ¢ anche possibile ottenere un’espressione
semplice del prodotto vettoriale in componenti:

u A V= (ui + wj + KAV + voj + v3K) = (uavs — uzvo)i H(uzvi — wivi)j + (uve —wovyk

che possiamo scrivere, con abuso di scrittura, come sviluppo del determinante:

i j k
u, u, u,.
ViV V;

ESEMPIO 232 -Seu=i+j—-3k e v=i+2j— kil loro prodotto vettoriale risulta:
uAnv=_(-1+6)i+(-3+1)j+2-1Dk=5i-2j+k.

Il prodotto misto di tre vettori w, u, v ¢ il numero reale (W A U)+v=w:(u A V).
In una base ortonormale positiva ¢ lo sviluppo del determinante delle componenti.
Infatti posto w=wii+ w, j + w3k, utilizzando le proprieta del prodotto scalare si ha:
W e (u A V) =wi(uvz —uzvp) + wa(uzvy — upvs) + wi(u vy — upvy)
ossia lo sviluppo del determinante del terzo ordine:
W, W, Wi
We(uAv)=(WAUW-V=|Uu, Uu, U,l.
Vi VoV,
11 valore assoluto del prodotto misto, quando non ¢ nullo, rappresenta il volume del paralle-
lepipedo individuato dai tre vettori (Teorema 2.3.1); da tale significato geometrico seguono
diverse proprieta dei determinanti del terzo ordine, ma non tutte.

Ad esempio che il valore di un determinante non cambia se si scambiano ordinatamente le
righe con le colonne va verificato in altro modo, ad esempio direttamente con il calcolo.
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ESEMPIO 2.3.3 - Verificare che 1 seguenti tre vettori sono complanari:

u=i+2j+Kk,

v=-2i+3k,

w=—i+2j+4k.

Poiché si ha w « (u A v) =0 il volume del parallelepipedo individuato dai tre vettori ¢ nullo,
quindi i tre vettori sono complanari, ossia l.d.

2.3.5 - Applicazioni dei vettori alla geometria elementare ed alla trigonometria.
Diversi teoremi di geometria elementare si possono giustificare coi vettori, per esempio:

TEOREMA 2.3.2 - Siano (4, B, C, D) un quadrilatero convesso qualsiasi ed M, N, P, Q i
punti medi dei suoi lati, allora (M, N, P, Q) e un parallelogramma.

Latesie M—N=Q-P.

Ma M-B=(A-B)2 N-B=(C-B)/2 percui M—-N=(A-C)/2.

Analogamente si prova che Q — P = (A — C)/2.

TEOREMA 2.3.3 - Teorema di Carnot.

In un triangolo qualunque il quadrato di un lato e uguale alla somma dei quadrati degli
altri due, diminuita del doppio prodotto di questi per il coseno dell’angolo da essi compre-
S0.

Dimostrazione. Sia (A,B,C) un triangolo qualsiasi. Posto u =B — A e v = C — A risulta
C — B =u-yv; il teorema segue dalle uguaglianze:

-7 = @) @9 = |of*+ 5[~ 2Ju] [¥]costu,v

DEFINIZIONE 2.3.4 - Dicesi baricentro di n punti P, P, ..., P, di S3 il punto G tale che
G-0-= l[(P; —0) + ... (P,—O)] dove O é un punto arbitrario.
n

Per n = 2 il baricentro di due punti A e B ¢ il punto medio del segmento AB.
Per n = 3 il baricento di tre punti A, B, C ¢ il punto di incontro delle mediane del triangolo
ABC.

Vediamo anche, ad esempio, come si possa ricavare una delle formule trigonometriche di
addizione e sottrazione.

Sul cerchio unitario di centro O si considerino tre C

punti A, B, C. Sia A — O = i; poniamo 1’angolo ;
AOC = 0, I’angolo AOB = 6' quindi BOC =6 — 0. i
Risulta: '
B—-0O=cos0'i+send'j :
C—-O=cos0i+send j i
Per definizione di prodotto scalare: ¢}
(B-0):(C-0)=(1)(1) cos(BOC) = cos(6 — 0").

Esprimendo il prodotto scalare in componenti si ha:
(B—0)«(C—-0)=cosb cosd' + senh senb'.

da cui: cos(0 — 6") = cosO cosB' + send senb'.
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2.4 - Esercizi proposti.

II.1 - In R? sono dati i vettori: a(2, 1, 2), b(1, 1, —1), ¢(0, -1, 4).
1) provare che a e b sono linearmente indipendenti;
i1) provare che a, b e ¢ sono linearmente dipendenti. (c=a-2b)

I1.2 - Dire se i seguenti vettori dello spazio vettoriale reale R® sono linearmente indipen-
denti oppure linearmente dipendenti:

1) u=(1,2,-3), v=(-1,1,2), w=(0,3,-1); (linearmente dipendenti w = u + v)
i) u=(0,1,1), v=(2,1,1), w=(1,2,3); (linearmente indipendenti)
i) u=(1,2,0), v=(1,-1,3), w=(0,2,0), t=(8,5,7). (linearmente dipendenti)

I1.3 - Dire se i seguenti vettori dello spazio vettoriale reale R* sono linearmente indipen-
denti oppure linearmente dipendenti:

1) u=(0,-1,2,3), v=(0,-3,6,9); (linearmente dipendenti v = 3u)
i) u=(1,-2,1,1), v=(0,1,2,3), w=(-1,0, 2, 0). (linearmente indipendenti)

I1.4 - Nello spazio vettoriale reale R* sono dati i vettori u = (1, 2) e v=(a, 1) dove a € un
numero reale; dire per quali valoridia u e v sono linearmente indipendenti. (a#1/2)

I1.5 - Nello spazio vettoriale reale R* si considerino i sottoinsiemi:

1) F={x=(x1, X2, X3)/ X1 —2x; + X3 =0}; (si)
1) G={x=(X1, X2, X3)/2x; +x3—1=0}; (no)
i) H={x=(x1, X2, X3)/X; +X3 —x3=0}. (no)

Stabilire quali di essi sono sottospazi vettoriali di R®.

I1.6 - Nello spazio vettoriale reale R* si considerino i sottoinsiemi:

1) F={x=X,X2,X3,X4)/ X1+ X2+ X3+X4=0 € X1 —Xp+X3—x4=0};

1) G={x=(X1, X2, X3, X4)/ X] = X2 € X3=—X4}.

Dimostrare che sono sottospazi vettoriali di R*.

Determinare una base e la dimensione di F e G. (dim F =2, base ((1, 0, -1, 0),(0, 1, 0, —1))
(dim G =2, base ((1, 1, 0, 0),(0, 0, 1 ,—1))

I1.7 - Nello spazio vettoriale Ej, rispetto alla base canonica B(ey, €3, €3) sono dati i vettori:
a(l,2,-1),b(2, 3, 1), ¢(0,—1, 4).

Determinare 1 numeri reali r,s,t in modo che il vettore ra + sb + te sia:

1) eguale ad eq; (r=—13,s=7, t=-5)
i1) parallelo al vettore u = 3e; + 2e; — es. (r=-25k,s =14k, t=-10k Vk € R)

I1.8 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vetto-
riu(l,-1,2)ev(3,2,-1). Verificare che:

1) u-v=-1;

i) [uf =V, [v|=+14;

i) u+v)-(u—3v)=-25.

I1.9 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva, sono dati i vet-

tori u(-3, 2, 1), v(-2, 1, 3) e w(1, 1, —7). Determinare le componenti di un vettore x che sia
perpendicolare ad u e v e tale che x - w = 10. (x=1(10, 14, 2))
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I1.10 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vet-
tori u(1, -1, 0) e v(0, 1, 2). Verificare che:

1) uAv=(-2,-2,1);

i1) ||u A V|| =3;

i) (w+v) A (u—2v)=(6,6,-3).

I1.11 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vet-
tori a(1,-2,1),b(3,0,-1) e c(1, 1, 0). Verificare che:

1) a-bac=6;

il) (a+b)-(b+e)a(ct+a)=12.

I1.12 - Nello spazio vettoriale E3, rispetto ad una base ortonormale positiva sono dati i vet-
tori a(1, -1, 1), b(0, 1, -2) e ¢(2, 0, 3). Calcolare:

1) [D’area del triangolo di lati a e b; (s =+/6/2)
i1) 1l volume con segno del tetraedro di spigoli a, b, c. (V=5/6)

I1.13 - Nello spazio vettoriale Ej, rispetto alla base ortonormale positiva i, j, kK, sono dati 1
vettoriu =2i—j+ 2k e v=i+j+ 3k. Determinare:

1) il loro prodotto vettoriale ed il loro prodotto scalare; (uAnv=-5i-4j+3ku-v=7)
ii) iloro moduli; (= 3; [v] =J11)
iii) un vettore complanare con u e v. (au + bv per ogni a, b reale)

I1.14 - Nello spazio vettoriale Ejs, rispetto alla base ortonormale positiva i, j, k, sono dati 1

vettoriu=i+2j+k e v=i+j—2k;

1) calcolare (u —3v) - u; 3)

1) trovare un vettore che abbia tutte le componenti eguali ¢ come modulo il modulo di u;
(x=%+2 (i +j+Kk)

ii1) dire se u, v, u A v sono linearmente indipendenti. (si)
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CAriTOLO II1

ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA PIANA

3.1 - Riferimento cartesiano.

Siano E; il piano affine euclideo, O un punto di E; e B{e;, e,} una base dello spazio vetto-
riale S, associato ad E,. Diciamo che il punto P ha coordinate (x, y) nel riferimento
R{O, ey, ey} se il vettore P — O ha componenti x ed y rispetto alla base B{e,, e,} e vicever-
sa:

P=(x,y) & P-0O=xe +ye;

I1 punto O viene detto origine del sistema di riferimento ed ha coordinate (0, 0).
La retta per O parallela ad e; viene detta

asse delle x o asse delle ascisse, un suo

punto ha coordinate (x, 0); la retta per O

parallela ad e, viene detta asse delle y o

asse delle ordinate, un suo punto ha coor-

dinate (0, y). &

Se e; ed e; sono versori e sono ortogonali il

riferimento viene detto riferimento carte- ¢} e
siano ortonormale ed i versori sono indi-

caticoniej.

Le coordinate del punto medio di due punti dati sono le semisomme delle coordinate (v.
Definizione 2.3.4 per n = 2).

P(x,y)

ESEMPIO 3.1.1 - Il punto medio del segmento di estremi A(—2, —5) e B(0, 3) ¢ il punto M di
coordinate (-1, —1).

Se P, =(x2,y2) ¢ Py =(x1,y1) sono simmetrici rispetto all’origine, si ha: x, = —xy,
y2 = —y1; infatti si verifica che I’origine ¢ il loro punto medio. Se P, e P; sono simmetrici
rispetto all’asse x, si ha: x, =Xy, y» =-y; ed analogamente per I’asse y.

Le componenti del vettore differenza di due punti sono date dalla differenza delle compo-
nenti, infatti si ha:
Pz—Plz (PQ—O)—(Pl—O)
quindi se P, =(x2,y2) € Py =(xy1,y1)
Py —P; = (x2€1 +y2€2) — (x1€1 T y1€2) = (X2 — X1)€1 + (y2 — y1)ex.

3.2 - Equazioni della retta.
Esistono piu modi per rappresentare una retta del piano.

La retta per un punto Py parallela ad un vettore u ¢ formata dai punti P tali che il vettore
P — Py sia parallelo al vettore u, ossia

(1) P—Py=tu ovetvariainR.
u
Py —_—
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Tale formula, detta equazione vettoriale della retta, ¢ indipendente dalla dimensione del-
lo spazio vettoriale, ossia vale in dimensione 2, 3,..., n.

Fissato un riferimento cartesiano ortogonale y __y __________________ P
monometrico R(O, i, j), ossia un punto O i |

detto origine ed una base ortonormale (i, j) o - li 0 i
indichiamo con (X, y) le coordinate del pun- | i

to P e con (xo, yo) le coordinate del punto — ; i

Po. i ' X
Risulta: 0 Xo X i
P—Py=(P—-0)—(Py—0)=(x—xXo)i+ (y - yo)i- -

Se u=1i+mjla (1) diventa: (x —Xo)i + (y — yo)j = t(li + mj) ed eguagliando le componenti
si ottengono le equazioni parametriche della retta:

X=X, +1t
y=Yyo,+mt
DEFINIZIONE 3.2.1. - Si dicono parametri direttori della retta le componenti di un qualsiasi
vettore parallelo alla retta, quindi la coppia (I, m) e le coppie ad essa proporzionali.
Eliminando il parametro t si ottiene I’equazione cartesiana della retta. Se i parametri di-
X=Xp _Y~Yo
0 .

m
Se I = 0 la retta ha equazione x = X, se m = 0 la retta ha equazione y = y.

rettori (1, m) sono entrambi non nulli la retta ha equazione:

ESEMPIO 3.2.1 - Scrivere le equazioni parametriche e I’equazione cartesiana della retta per
Py di coordinate (2, —1) e parallela al vettore u =i+ 3j.

Xx=2+t o : .
eliminando il parametro t si ha: 3x —y—7=0.
y=-1+3t

Anche la retta per due punti Py e P; si puo pensare come retta per un punto (per esempio
Py) e parallela al vettore P; — Py:
X=Xy = Y~=Yo
X=X Y1 Yo
Se x; =Xo laretta ha equazione parametriche x =Xo, y = yo + (y1 — Yo)t € la sua equazione

cartesiana ¢ semplicemente: X — xo = 0, (infatti ¢ un’equazione lineare in x ed y soddisfatta
dalle coordinate di P; e Py).

ove Xj#Xo € Y1 #Yo.

ESEMPIO 3.2.2 - Scrivere le equazioni parametriche e 1’equazione cartesiana della retta per
Py di coordinate (2, 3) e per P; di coordinate (3, —2).

X=2+t
Risulta Py — Py = (1, -5) quindi:{ - Eliminando il parametro t si ha: 5x +y—13=0.

Una retta puo anche essere individuata come retta per un punto Py ed ortogonale ad un vet-
tore n: ¢ quindi formata dai punti P tali che:

(P=Py)-n=0.
(L’espressione precedente rappresenta in dimensione 2 una retta, in dimensione 3 un piano,
in dimensione 4 un iperpiano,..... in dimensione n una varieta lineare di dimensione n — 1).

Se n = ai + bj si ottiene I’equazione cartesiana della retta:
a(x—xp) +b(y—yo) =0
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che ¢ del tipo: ax + by + ¢ = 0 se si pone ¢ = —ax( — by.

Un’equazione lineare in x ed y rappresenta una retta ed i coefficienti a, b della x e del-
la y hanno il significato di componenti di un vettore ortogonale alla retta.

L’equazione di una retta ¢ determinata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.

Si osservi che la retta scritta nella forma cartesiana precedente ha come parametri direttori
(—b, a); se invece la retta ¢ scritta in forma esplicita y = mx + p, ha (m, —1) come compo-
nenti di un vettore ortogonale, mentre i parametri direttori sono proporzionali alla coppia
(1, m).

ESEMPIO 3.2.3 - La retta per P, di coordinate (2, —3) ed ortogonale ad n = 2i + 5j ha come
equazione cartesiana:
2(x=2)+5(y+3)=0 cioé 2x + 5y +11=0.

Notiamo che I’asse x essendo ortogonale al vettore j(0, 1)ha equazione cartesianay = 0, e
I’asse y essendo ortogonale al vettore i(1, 0) ha equazione cartesiana x = 0.

3.3 - Cenni su questioni angolari.

Date due rette r ed s, dalle loro equazioni parametriche o cartesiane possiamo ricavare i pa-
rametri direttori (I, m) e (I', m'). In tal modo abbiamo le componenti di due vettori r ed s
che danno le direzioni delle rette.

Considerato come angolo a delle due rette uno qualsiasi dei quattro angoli (uguali a due a
due) che esse formano, dalla formula del prodotto scalare: r-s= ||r|| ||s||c0s(r, s)

si ricava il coseno dell’angolo a:

II' + mm'
\/12 +m? \/1’2+ m'?

I coseni degli angoli che una retta forma con gli assi coordinati si dicono coseni direttori e
sono definiti a meno di un segno.

cos ==

ESEMPIO 3.3.1 - Date le rette r: 3x —y +2=0ed s: x —y + 7 = 0 si ricava che il coseno del

V20

\ 20
loro angolo ¢ dato da: coso = = oppure coso. = B

In particolare si ricava la condizione di ortogonalita fra due rette:

II'+tmm'=0 aa'+bb'=0

mentre dalla nozione di vettori paralleli si ricava la condizione di parallelismo:

I m a_ b

' m’ oa b
Se le rette sono scritte in forma esplicita come y = mx + p ed y = m'x + p' (cio¢ si sono
scelti come parametri direttori rispettivamente (1, m) ed (1, m')) le condizioni precedenti
assumono la forma piu semplice:
- condizione di parallelismo: m=m"
- condizione di perpendicolarita: mm'+1=0.
ESEMPIO 3.3.2 - Dato il punto Py di coordinate (-2, 3) e la retta r: 2x + 5y + 1 = 0, determi-
nare: 1) la retta per Py parallela ad r;
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i1) la retta per Py ortogonale ad r.
1) Una retta parallela ad r ¢ del tipo 2x + Sy + h = 0; dovendo passare per il punto
Po(=2,3)risulta h=4-15 h=-11 - 2x+5y—-11=0.
i1) Una retta ortogonale ad r ¢ del tipo 5x — 2y + h = 0; dovendo passare per il punto
Po(-2,3)risulta h=10+6 h=16 —» 5x—-2y+16=0.

Dopo aver osservato che x > 0 ¢ un semipiano come anche y > 0 considerando I’equazione
vettoriale della retta sotto forma di prodotto scalare (P — Py) « n = 0 si puo notare che risul-
ta (P—Pp)+n>0 per tutti i punti P del semipiano verso cui ¢ orientato m, mentre
(Q—=Pg) - n <0 ¢ laltro semipiano.

3.4 - Rotazioni degli assi cartesiani.

Una rotazione ¢ un cambiamento di riferimento in cui non varia I’origine, ossia si passa da

R(O,1i,j)aR’(O,i',]") motando d'i un apgolo o A o~ P
Usando note formule trigonometriche, 1 versori I AN
. . . . Pid \
i' e j' della nuova base si possono esprimere A1 i \
nella base {i, j}mediante le relazioni: Y% A " LA X
i o
. . . !
i'=cosa i+ sena >l)'(
j'=-sena i+ cosa j 0

Sihaallora P-0O = xi+yj = xX'I'ty'j' = x'(cosa i+ sena j)+y'(—sena i+ cosaj) =
= (x'cosa — y'sena) i + ( x'sena + y'cosat) j da cui segue:
0 x =x'cosa — y'sena
y =X'sena + y'cosa
Queste relazioni esprimono le coordinate di P nel riferimento R mediante le coordinate nel

riferimento R'. Per esprimere le coordinate nel riferimento R’ note quelle nel riferimento R
si puo risolvere il sistema (1) considerando x' ed y' come incognite e si ottiene:

{x': X COS 0L + yseno.

y'=—Xsena + ycosa

ESEMPIO 3.4.1 - Il punto A ha coordinate (\/E , 2) nel riferimento R(O, x, y) dopo la rota-
zione degli assi di 135° attorno all’origine ha coordinate:

x'=+/2 cos135° + 2sen135° = 1 +/2
y'=—2 sen135°+2003135°=—1—\/§.

3.5 - Traslazione degli assi cartesiani.

Una traslazione ¢ un cambiamento di riferimento in cui varia solo I’origine, mentre 1 verso-

ri degli assi restano fissi ossia si passa da R(O, i, j) a R'(O', i, j).

Se il punto A ha coordinate (x, y) rispetto a R(O, i, j) e ha coordinate (X', y') rispetto a

R'(O', 1, j), indicando con (a, b) le coordinate di O' poiché si ha:
A-0=(A-0)+(0"-0)
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O S A
passando alle componenti si trova: y y' T
x=x"+a . [x'=x—a . ] i
' dacui q | . L\ :
y=y'+b y'=y-b . i K
i 0'b | x
o

3.6 - Mutua posizione di due rette.

Due rette possono avere:

1) un punto comune ¢ allora si dicono incidenti;

i1) infiniti punti comuni e allora si dicono coincidenti;
1i1) nessun punto comune ¢ allora si dicono parallele.

ESEMPIO 3.6.1 -
1) Le rette seguenti hanno in comune il punto (-1, 2):

x=1+2t

r: ed s:2x—-y+4=0
y=3+t

i1) Le rette seguenti coincidono: 2x—-y+3=0, 4x—-2y+6=0.

ii1) Le rette seguenti sono parallele: 2x —y+3 =0, 4x—-2y=0.

Le verifiche si fanno risolvendo i sistemi delle equazioni delle rette.

3.7 - Fasci di rette.

Si dice fascio proprio di rette I’insieme di tutte le rette del piano che passano per un dato
punto, fascio improprio ’insieme di tutte le rette del piano parallele ad una data direzione.
Date due rette distinte r ed s di equazioni:

axt+by+c=0 e axx+byy+tc; =0
una loro combinazione lineare con coefficienti A e \:

Max+by+c)+p@ax+byy+e)=0

¢ ’equazione della generica retta del fascio; infatti essendo un’equazione lineare in x ed y
rappresenta una retta, inoltre passa per il punto comune Py ad r ed s, oppure ¢ parallela alla
loro direzione comune.
Se P; = (x1, y1) ¢ diverso da Py vi ¢ una ed una sola retta del fascio che passa per Py, la sua
equazione ¢:

(a1x; + byy; + ¢)(ax + by + ¢) — (ax; + by; + ¢)(a;x + byy + ¢1) = 0.

ESEMPIO 3.7.1 - Scrivere I’equazione della retta appartenente al fascio individuato da

x =142t )
st X+2y—4=0 ed 1 y=34t e passante per il punto Py = (3, 1).

Dopo aver scritto r in forma cartesiana, x — 2y + 5 = 0, si scrive I’equazione del fascio:
Mx+2y—4)+ux—-2y+5)=0.
Si impone il passaggio per il punto Py = (3, 1) e si ha:
M3+2-4)+w3-2+5)=0 A+6u=0.
Tale equazione ha infinite soluzioni, si puo scegliere ad esempio A = 6 e L = —1 e si ottie-
ne: 5x + 14y —29 =0.
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ESEMPIO 3.7.2 - Scrivere 1’equazione del fascio improprio di rette parallele ad r di equazio-
ne: x+2y—4=0.
L’equazione del fascio ¢ data da x +2y + k=0 al variare di k in R.

3.8 - Distanze.

a) Distanza di due punti.
Dati due punti P, =(x2,y2) € Py =(x1,y1) la loro distanza ¢ il modulo del vettore
P, — Py = (x2 — x1)i + (y2 — y1)j quindi:

d(P2, Py) = \/(Xl - X2)2 +(y, - Y2)2 .

ESEMPIO 3.8.1 - La distanza del punto A(-3, 4) dall’origine ¢ 5.

b) Distanza di un punto da una retta.
Considerati il punto Py = (Xo, yo) € la retta r di equazione ax + by + ¢ = 0, siano P; = (x1, y1)
un punto di r ed n = (a, b) un vettore ortogonale ad r.
Per definizione n - (P; — Py) ¢ il prodotto del modulo
di n per la proiezione con segno di P; — Py su n, os-
sia ¢ il prodotto del modulo di n per la distanza di Py
da r, a meno del segno perché qui si considerano di-
stanze positive:

|n -(Py— Py )|

[n
Esprimendo il prodotto scalare in componenti e ricordando che ¢ = — ax; — by, perché P,
verifica I’equazione di r si ottiene:

_ |3(X0 —X)+b(y, — Y1)| _ |3X0 +by, +c|
\/az +b? Va? +b?
ESEMPIO 3.8.2 - La distanza di P(1, —2) dalla retta r di equazione 3x + 4y — 20 =0 ¢:
3-8-20] |-29]
= = 5.
V324 42 5

d(POa I') =

d(P(b r)

d(P, 1) =

c) Distanza di due rette parallele.
La distanza di due rette parallele » ed s ¢ la distanza di un qualsiasi punto di s da r.

ESEMPIO 3.8.3 - Siano7: x+3y+1=0,s: x+3y—-6=0¢ed
il punto S(0, 2) appartenente ad s. La distanza di S da r sara:
0+6+1 7

Jiz2432 Ao

d(r,s)=d(S, r)=

d) Area del triangolo.
L’area del triangolo di vertici P; P, P; si puo calcolare, utilizzando i vettori, come la meta
del modulo del prodotto vettoriale di P, — P, e P; — Py.

ESEMPIO 3.8.4 - Calcolare I’area 4 del triangolo di vertici Pi(1, 2) Py(-1, 3) P3 (E, 1) .
3
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Poiché P, —P;=(-2,1,0) ¢ P;—P;= (—é,—l, 0) si ha:

(Po—P)A(P3-Py)= %k per cui 4 vale %

3.9 - Esercizi proposti.

III.1 - Dati 1 punti A(1, 2) e B(-1, 3), determinare le coordinate del punto medio M del
segmento AB e le coordinate del punto A' simmetrico di A rispetto a B. (M(0,5/2) A'(-3, 4))

II1.2 - Di un triangolo ABC sono noti i vertici A(3, 4), B(1, 2) ed il baricentro G(2, 1). De-
terminare le coordinate del vertice C. (C(2,-3))

II1.3 - Scrivere I’equazione cartesiana e le equazioni parametriche della retta congiungente
1 punti A e B nei seguenti casi:

1) A2,1), B(3,-2); x=2+t,y=1-3t; 3x+y-7=0)
i) A(2, 1), B(2,-3)). (x=2,y=1+4t; x=2)

II1.4 - Scrivere I’equazione cartesiana della retta r passante per il punto A(3, —5) e parallela
allarettax +2y —4 =0. (x+2y+7=0)

II1.5 - Date le rette r: x + ky + k=0 ed s: kx +y + k =0, determinare per quali valori di k:
i) le rette sono parallele; (k=-1 e k=1 (coincidenti))
i1) il loro punto comune appartiene allarettat: x +y +3 =0. (k=-3)

II1.6 - Dati i punti A(0, 0), B(2, —1) e la retta r: 4x — 3y = 0, determinare i punti C di r tali
che il triangolo ABC sia isoscele sulla base BC.  (C (3+/5/5,4+/5/5) e C'(=3+/5 /5, =4 /5 /5))

II1.7 - Date le rette r: 2x —y +1 = 0 ed s: x —y = 0, determinare 1’equazione della retta r'
simmetrica di r rispetto ad s. (x=2y—-1=0)

II1.8 - Dati i punti M(1, 1) e C(1, 0), determinare:
1) le coordinate dei punti A e B, vertici del triangolo ABC avente M come baricentro e tale

che 1 vettori A — C e B — C siano paralleli rispettivamente ai vettori u(1, 1) e v(1, =2);
(A2, 1), B(0, 2))
i1)le coordinate dei punti P della retta MC tali che 1’angolo APB sia retto.

(P(1, (3 ++/5)2)); P(1, (3 =+/5)/2))

II1.9 - Date le rette r: 2x + by + 1 =0 ed s: x —y + ¢ =0, con b e ¢ parametri reali, dire per
quali valori dei parametri le rette sono:

i) incidenti; (b#-2)
i1) parallele non coincidenti; (b==2 ¢ c#1/2)
iii) coincidenti. (b==2¢ c=1/R2)

II1.10 - Date le rette r: 4x + 3y — 10 =0, s: x + S5y + 6 =0, t: 3x — 2y + 1 = 0, determinare:
1) perimetro ed area del triangolo da esse individuato Qp=5+ 13 + 26 ;S=1772)
i1) ’equazione della retta contenente un’altezza a scelta del triangolo.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



32 Capitolo 3 — Elementi di Geometria Analitica Piana

HI.11 - Verificare se le tre rette r: x +y—5=0, s: 2x -3y + 1 =0, t: 11x — 14y = 0 appar-
tengono allo stesso fascio. (si)

II1.12 - Determinare la mediana della striscia individuata dalle rette parallele x + 2y = 0 ed
x+2y+7=0. (x+2y+7/2=0)

II1.13 - Determinare le equazioni delle bisettrici degli angoli formati dalle rette:
X+y+7=0,4x-3y+1=0. (5+4v2)x+(573¢2)y+354+2 =0)
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CArPITOLO IV

ALCUNI LUOGHI NOTEVOLI DEL PIANO

4.1 - Generalita sulla rappresentazione delle curve piane.

Una linea piana puo essere definita o come traiettoria di un punto che si muove nel piano

secondo una data legge oppure mediante una proprieta che caratterizza i suoi punti. Quindi

fissato un sistema di riferimento cartesiano R(O, X, y) si hanno le seguenti rappresentazioni

della curva:

- come traiettoria di un punto P(t) le cui coordinate sono espresse in funzione di un para-
metro t

(1) x=x() y=y()

- come luogo dei punti P(x, y) le cui coordinate soddisfano un’equazione cartesiana del ti-
po

(2) f(x, y) =0.

In generale si puo passare, almeno su piccoli tratti di curva dalla (1) alla (2) eliminando t;
viceversa risolvendo la (2) rispetto ad una delle incognite si perviene alla (1).

Affinche la definizione data corrisponda alla nozione intuitiva che abbiamo di curva, oc-
corre che le funzioni che appaiono in (1) ed in (2) soddisfino a condizioni restrittive quali,
ad esempio, la continuita.

Tale argomento sara sviluppato in altri corsi.

DEFINIZIONE 4.1.1 - Se f'é un polinomio la curva si dice algebrica ed il grado del polino-
mio si dice ordine della curva, altrimenti la curva si dice trascendente.

Ad esempio le rette e le circonferenze nel piano sono curve algebriche del primo e secondo
ordine, la sinusoide y —sinx =0 ¢ una curva trascendente.

DEFINIZIONE 4.1.2 - Si dice conica ogni linea piana algebrica del secondo ordine.

4.2 - La circonferenza.
4.2.1 - Equazione della circonferenza.

Nel piano, la circonferenza ¢ il luogo dei punti P aventi distanza costante r da un punto fis-
so C, detto centro: CP =r.

Se nel piano ¢ dato un riferimento cartesiano ortogonale, fissato un numero reale positivo r
ed indicate con (a, ) le coordinate di C, la condizione affinché un generico punto P(x, y)
appartenga alla circonferenza ¢ espressa dall’equazione:

(x—a) +@y-p’=r.
Sviluppando i calcoli I’equazione diventa:

X +y —2ax-2By +y=0
con y=a’+p>—r
Si puo quindi dire che I’equazione della circonferenza ¢ una equazione di secondo grado in
x ed y con le condizioni:

. . .42 .2 .
- 1coefficienti di x” e di y” sono eguali,
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- 1l coefficiente di xy ¢ zero (cio¢ manca il termine xy).

Affinché un’equazione del tipo x* + y* + ax + by + ¢ = 0 rappresenti una circonferenza rea-
le di centro C(a, B) con a = —a/2, B = —b/2 e raggio r, il numero ¥ = (al2)’ + (b2)* — ¢
deve essere > 0. Se il raggio ¢ zero, la circonferenza si riduce al suo centro.

ESEMPIO 4.2.1 - L’equazione 3x* + 3y* — 2x + 5y — 21 = 0 rappresenta la circonferenza di

centro C (1/3,-5/6) e raggio r =1%+§—2+7.

L’equazione 3x* + 3y* — 2x + 5y + 21 = 0 non rappresenta punti reali in quanto il raggio r

) 1 25 223 .
risulta .|[—+——7 = ,/[———, che non € un numero reale.
9 36 36

ESEMPIO 4.2.2 - L’equazione x> + y> + 2x + 4y + 5 = 0 rappresenta la circonferenza di cen-
tro C (-1, =2) e raggio zero, il cui unico punto ¢ C stesso.

4.2.2 - Equazione della tangente alla circonferenza.

Data la circonferenza ¢ di equazione x* + y* — 20x — 2By + v = 0 ed un suo punto
Po(xo, Yo), la tangente in Py a ¢ ¢ la retta per Py perpendicolare alla retta CPy. Come para-
metri direttori della retta CPy possiamo assumere le differenze xo — a ed yo — B, quindi
I’equazione della retta tangente risulta:

(X0 — @) (x —x0) + (Yo = PB) (y = y0) = 0.
Sviluppando i calcoli si ottiene:

XX + Yoy — oX — By — Xg — g + axo + Pyo = 0.
Poich¢ il punto P, appartiene alla circonferenza, le sue coordinate ne soddisfano
I’equazione:
x(z) + y(z) —20x9—2Byo+y=0 dacui —x(z) — y(2)+ oxo + Byo =7 — axo — Byo.

L’equazione della retta tangente si puo allora scrivere:

XoX +yoy —ax — By +7—axo—Byo =0
ovvero

XoX + yoy — o(x + Xo) — B(y + yo) +y=0.

Questa formula si ottiene dall’equazione della circonferenza con la regola degli sdoppia-

C . . . X+ X Ly
menti cioé “sdoppiando’’ x* in XX, y* in yoy, X in =20y in Y Yo
2 2

ESEMPIO 4.2.3 - Dati la circonferenza o di equazione x> + y* — 2x — 3 = 0 ed il suo punto
P(1, 2), I’equazione della retta tangente a ¢ in P si puo scrivere:
Ix+2y—-1(x+1)-0(y+2)—3=0 cio¢ y—2=0.

4.2.3 - Fascio di circonferenze.
Date due circonferenze G, e 6, di equazioni rispettivamente:
o1 X +y = 20ux = 2By +y1=0

Gy x2+y2—20c2x—2[32y+y2=0
consideriamo 1’equazione:
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M +y? = 20ux = 2B1y + 1) + pu(x* +y’ = 200x = 2Boy +712) = 0
ottenuta come combinazione lineare delle equazioni di 6, e 6, con coefficienti reali A e p
non entrambi nulli.
Tale equazione si puo scrivere:

(3) (h+ ) (" +y7) = 2(cuh + cop)x = 2(Bik + Bap)y + Ayi + py2 = 0
e si hanno le seguenti possibilita:

1) se le due circonferenze sono concentriche, cio¢ a; = a, € B; = B2 anche la (3) rappre-
senta, fissati due numeri reali A e u, con A + pu # 0, una circonferenza ad esse concen-
trica. La (3) rappresenta, al variare di A e p, un insieme di infinite circonferenze con-
centriche detto fascio di circonferenze concentriche;

2) se le due circonferenze non sono concentriche la (3) rappresenta, fissati due numeri
reali A e 1, con A + p # 0, una circonferenza che passa per gli eventuali punti comuni a
01 € 02 (in quanto le coordinate di tali punti soddisfano le equazioni di 6; e o, € quindi

la (3)).

La (3) rappresenta al variare di A e p, un insieme di infinite circonferenze detto fascio di
circonferenze.
Se A + u=01a(3) ¢ ’equazione di una retta:

2 —o)x +2(B1 =By — 11 +712=0
detta asse radicale che passa per gli eventuali punti comuni a 6 € G, detti punti base del
fascio in quanto tutte le circonferenze del fascio passano per essi.
E’ facile verificare che 1’asse radicale ¢ perpendicolare alla congiungente i centri di 6 € G,
e che tutti i centri delle circonferenze del fascio appartengono a tale congiungente che si
dice asse centrale del fascio.

N N N,

Se le circonferenze ¢ e o, sono tangenti I’asse radicale passa per il punto di tangenza ed ¢
perpendicolare all’asse centrale: coincide quindi con la tangente comune a G; € G».

Ne segue che tutte le circonferenze tangenti ad una circonferenza ¢ in un suo punto P ap-
partengono al fascio individuato da o e dalla tangente a ¢ in P.

Considerato un qualunque punto A del piano, diverso dagli eventuali punti base, esiste
sempre una ed una sola circonferenza del fascio che passa per A: infatti imponendo che le
coordinate di A soddisfino la (3) si ottiene un’equazione di I° grado in A e p e quindi si ot-
tiene un unico rapporto A /u che individua la circonferenza cercata.

ESEMPIO 4.2.4 - Determinare I’equazione della circonferenza passante per I’origine e tan-
gente la circonferenza o di equazione: x* + y* —2x —3 =0 in P(1, 2).
Le circonferenze tangenti ¢ in P appartengono al fascio individuato da ¢ e dalla tangente a
o in P ed hanno quindi equazione: A(x* +y* = 2x — 3) + p(y = 2) = 0.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



36 Capitolo 4 — Alcuni Luoghi notevoli del Piano

La circonferenza di tale fascio passante per 1’origine si ottiene scegliendo A € i in modo
che (0, 0) soddisfi I’equazione; deve essere —3A — 2 = 0, da cui p= —3A/2 e I’equazione
della circonferenza risulta: x> + y* — 2x — 3/2y = 0.

4.2.4 - Potenza di un punto rispetto alla circonferenza.

Considerati in un piano una circonferenza o (di centro C(a., ) e raggio ) ed un punto Py

(di coordinate (xo, yo)), € noto dalla geometria elementare che se si conduce da Py una se-

cante s a ¢ e si indicano con A e B i punti di intersezione (eventualmente coincidenti), il

prodotto PoA " PoB non varia al variare di s.

- se Py ¢ esterno alla circonferenza risulta PoA - PoB = (POT)2 dove T ¢ il punto di tangen-
za di una tangente per Py a 6. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo
CTP, si ha (PoT)* = (PoC)* = (CT)* = (xo — &)’ + (yo = B)* = 1*;

- se Py appartiene alla circonferenza risulta PoA * PoB = 0 in quanto Py = A = B;

- se Py ¢ interno alla circonferenza, indicato con M un estremo della corda per Py e per-
pendicolare al raggio CPy, risulta PoA * PoB = (PoM)*. Applicando il teorema di Pitagora
al triangolo rettangolo CMPy si ha:

(PoM)” = (CM)” = (PoC)” = 1 = [(x0 — )’ + (yo — B)’].

DEFINIZIONE 4.2.1.- Si definisce potenza di un punto Py di coordinate (xy, yy) rispetto alla
circonferenza o di equazione (x — &)’ + (v — ) — 1’ = 0 il valore che assume il primo
membro dell equazione della circonferenza sostituendo xy ad x ed yy ad y

p=(o—a +o-p’ -r.

Da quanto visto sopra risulta il significato geometrico di p; in particolare p ha segno + se
Py ¢ esterno alla circonferenza, ha segno — se Py ¢ interno alla circonferenza e risulta ov-
viamente p = 0 se Py appartiene alla circonferenza.

Consideriamo ora due circonferenze ; € 6, di equazioni rispettivamente:
ol x2+y2—2a1x—2[31y+y1 =0
cy: X2+y2—2a2x—2[32y+7220
Un punto P (X,Y) ha eguale potenza rispetto alle due circonferenze se:
X2+Y? 204X =2B1Y + 91 = X2+ Y2 = 200X = 2B0Y + 72

cio¢, semplificando: 2(o; — o)X + 2(B1 — B2)Y — 71 + v2 = 0 che ¢ I’equazione dell’asse
radicale; quindi: I’asse radicale ¢ il luogo dei punti aventi la stessa potenza rispetto alle
due circonferenze.
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4.3 - Le coniche come luoghi geometrici.
4.3.1 - Coniche elementari.

DEFINIZIONE 4.3.1 - Assegnati in un piano un punto F detto fuoco ed una retta d detta di-
rettrice, si dice conica il luogo descritto da un punto P che varia nel piano in modo che le
sue distanze dal punto F e dalla retta d conservino rapporto costante e > () detto eccentri-
cita.

Se indichiamo con D la proiezione di P su d,
la condizione geometrica che deve essere
soddisfatta dal generico punto P della conica y
¢ data da: P rae- 1D
) LU
PD 0o F Dy X

Per esprimere analiticamente la condizione si sceglie un riferimento cartesiano avente
I’asse x coincidente con la perpendicolare per F alla direttrice ed orientato da F verso d:
F avra coordinate (c, 0) ed d avra equazione x — h = 0. Indicate con (X, y) le coordinate del
generico punto P della conica, la (4) elevata al quadrato diventa:

2 2
(x=0+y’ _ o

5
() x_hy?
Sviluppando i calcoli si ottiene 1’equazione:
(6) (1-e)x*+y* —2(c—e’h)x + ¢’ —e’h’ =0

Si possono presentare vari casi.

Consideriamo il caso particolare in cui il fuoco appartiene alla direttrice, quindi ¢ = h.
La (6) diventa: (1 — c32)><2 + y2 —2c(1 - ez)x + c2(1 — ez) =0 ovvero:
(1 —ez) (x—c)2+y2=0
-se 1 — ¢’ >0 quindi 0 < e < 1 "equazione & soddisfatta solo per x =c ed y = 0 ¢ la conica
ha il solo punto reale (c, 0);
-see=11a (1) diventa y*=0 e la conica si spezza nelle due rette coincidenti y =0, y = 0;
-se 1 —¢* <0 e quindi e > 1 (essendo e positivo) la conica si spezza in due rette reali di-

stinte ed incidenti nel fuoco: y= ++/e* —1 (x —c).
Le coniche cosi ottenute si dicono coniche degeneri.

Supponiamo ora che F non appartenga alla direttrice, quindi con ¢ # h, ed esaminiamo i va-
ri casi che si presentano al variare di e.

)ex#l
Per semplificare 1’equazione si sceglie come origine O del riferimento il punto dell’asse x
per cui risulta OF / ODy = ¢* (essendo Dy il punto di intersezione della direttrice con I’asse
x); risulta allora ¢/h = ¢* e quindi ¢ —e*h=0.
La (6) diventa:

(1-eHx*+y* +ci e = 1)/e*=0
0 ancora
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2 v?
1,2 T2 2y /.2
c/e c(1-e“)/e

Essendo 1’equazione simmetrica in x ed y, I’origine ¢ centro di simmetria della conica e la
conica si dice a centro.

Se e < 1 la conica si dice ellisse; ponendo: al = cz/ez, b’ = cz(l - ez)/ez, da cui segue
a’ —b* = c¢%, la sua equazione diventa:
2 2
X y
(7) — + = 1.

N
o

Se e > 1 la conica si dice iperbole; ponendo: a* = c*/e%, b* = c*(e? — 1)/e?, da cui segue
a’ +b” = ¢%, la sua equazione diventa:

~

X 2

) — =
I) e=1
La conica risulta in questo caso il luogo dei punti equidistanti dal fuoco e dalla direttrice e
si dice parabola. In questo caso la (6) diventa:

y*—2(c—h)x +c*—h?=0.
Scegliendo I’origine O del riferimento nel punto medio tra F e Dy risulta ¢ = —h e I’equa-
zione (6) si semplifica ulteriormente:

=1.

o
%[

vy —4ex =0
od anche
) y2 =2px

con p = 2c¢, che si puo supporre positivo orientando opportunamente gli assi.

Abbiamo cosi ottenuto tre tipi di coniche: ellisse, iperbole (coniche a centro) e parabola le
cui equazioni hanno una forma particolarmente semplice dovuta al riferimento scelto.
Tale forma si dice forma canonica.

4.3.2 - Ellisse.
< 2

L’equazione canonica dell’ellisse ¢: —+==1 (7)

o
%[

con le quantita positive a,b,c,e legate dalle relazioni: al= cz/ez, b’ = cz(l - ez)/e2 da cui se-
gue a’—b*=c.

X=-a x=a
y
B y=b
P
Al M O F A X
y=-b
Bl

Intersecando I’ellisse con gli assi coordinati si trovano quattro punti di intersezione, detti
vertici: A(a, 0), A'(—a, 0), B(0, b), B'(0, —b).
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Poiché per i1 punti dell’ellisse risulta sempre ‘ X | <a, |y ‘ < b, essi sono tutti interni al ret-
tangolo individuato dalle rette x =—a, x=a, y=—b, y=b.

Se P(x, y) ¢ un punto dell’ellisse, lo sono anche P;(x, —y), P2(— X, y), P3(—x, —y), si ha che
I’ellisse ha due assi di simmetria ortogonali che si dicono assi dell’ellisse che si incontrano
nel centro di simmetria.

Per le proprieta di simmetria anche il punto F'(—c, 0) e la retta x = —h sono rispettivamente
fuoco e direttrice quindi 1’ellisse ha due fuochi e due direttrici, la retta FF' si dice asse fo-
cale.

Usando 1 due fuochi si puod dimostrare una proprieta caratterizzante dell’ellisse che viene
anche usata per definirla:

PROPRIETA 4.3.1 - L’ellisse e il luogo dei punti del piano aventi da due punti fissi, detti
fuochi, distanze con somma costante 2a.
Dimostrazione.

1) Proviamo dapprima che 1’ellisse gode di questa proprieta. Applicando la condizione che
caratterizza I’appartenenza di un punto P all’ellisse rispetto ai due fuochi ed alle due di-
rettrici, si ha che valgono le relazioni: PF/PD =e, PF'/PD'=¢, da cui segue:
PF=ePD, PF'=ePD.

Essendo PD + PD' =2 | h | = 2¢/e?, segue che PF + PF' = ¢ (PD + PD') = 2c/e = 2a.

1) Vediamo ora che i punti che soddisfano alla condizione PF + PF' = 2a sono 1 punti
dell’ellisse di equazione (7). Scegliamo un riferimento cartesiano ortogonale avente
come asse x |’asse focale e come origine il punto medio di FF': risulta F(c, 0), F'(—c, 0).
Affinché un punto P(x, y) soddisfi alla condizione PF + PF' = 2a deve essere:

\/(x—c)2 +y? +\/(x+c)2 +y*=2a
elevando al quadrato si ottiene:

X2+2cx+cz+y2=4a2+xz—2cx+c2+y2—4am
cx—a’=(-a)y(x—c)’ +y*
c(x—a%/c)/a=—+(x—c)’ +y?
e(x—h)=—(x-c)*+y> essendoc/a=e, a’/c=h

ed elevando al quadrato: e’ (x—hl=(x-c)+ y2 che ¢ la (5).

ESEMPIO 4.3.1 - Determinare 1’equazione dell’ellisse di fuochi F(1, 0) ed Fa(—1, 0) e tale
che la somma delle distanze dai fuochi sia 8.

Un punto P(x, y) appartiene all’ellisse se \/ (x-1*+y* +\/ (x+1)? +y* = 8. Isolando un
radicale e quadrando si ottiene (x — 1) + y* = 64 + (x + 1) + y* — 164/ (x +1)* + y* e sem-

plificando —4x — 64 =—16+/(x +1)* +y* cio¢ 44/ (x+1)* +y* =x+ 16 da cui:

2 2
(x + 16)* =16 (x> + 2x + 1 +y?) ed eseguendo i calcoli 15x*+ 16y* = 240 cioé ’1‘—6 + iy—S: 1.

4.3.3 - Iperbole.
X2 2
L’equazione canonica dell’iperbole &:  — —
a
con le quantita positive a,b,c,e legate dalle relazioni: al= c2/e2, b’ = cz(e2 — 1)/e2 da cui se-
gue: a’ + b? = ¢ Anche qui si hanno le simmetrie rispetto agli assi coordinati ed al-

=1 ®

%[
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I’origine: anche I’iperbole ha due assi di simmetria ortogonale, un centro di simmetria,
due fuochi e due direttrici. y
Solo I’asse x (asse focale o trasverso) ha inter-

sezioni reali con I’iperbole nei punti A(a, 0), x=-a | x=a
A'(—a, 0) detti vertici; 1’asse y non interseca
I’iperbole e si dice non trasverso.

Risolvendo I’equazione (8) rispetto ad y si rica-

b C .
va:y = + — Vx?—a? , quindi si hanno valori 0 X
a

reali di y solo per x| > a; internamente alla stri-
scia delimitata dalle rette x = a ed x =—a non si b b
hanno punti dell’iperbole. y=—x y=-—Xx

. o . b
Al crescere di | x | anche | y | cresce e la curva si avvicina indefinitamente alle rette y=—X
a

oppure y = b x: tali rette sono gli asintoti dell’iperbole.
a

Anche per ’iperbole si pud dimostrare una proprieta caratterizzante analoga a quella vista
nel caso dell’ellisse:

PROPRIETA 4.3.2 - L’iperbole e il luogo dei punti del piano avente da due punti fissi, detti
fuochi, distanze con differenza costante in valore assoluto 2a.

4.3.4 - Parabola.

L’ equazione canonica della parabola &: y*=2px (p>0) (9).

Tale curva, nel riferimento canonico, passa per 1’origine, detto vertice, che ¢ la sola inter-
sezione con gli assi coordinati.

L’asse delle x ¢ asse di simmetria ¢ viene detto
asse della parabola, non c’¢ invece simmetria ri-

spetto all’asse delle y, non c’¢ quindi centro di sim- y
metria, ¢’¢ un solo fuoco F di coordinate (%,Oj, d i ---P\
0

ed una sola direttrice di equazione x + % =0.

Poiché per la parabola si ha eccentricita e = 1 la
Definizione 4.3.1 diventa:

La parabola e il luogo dei punti equidistanti da un
punto, detto fuoco, e da una retta, detta direttrice.

ESEMPIO 4.3.2 - Determinare 1’equazione della parabola avente fuoco F(1, 0) e direttrice di
equazione x + 1 =0.

Un punto P(x, y) appartiene alla parabola se la sua distanza da F, PF = /(x —1)* + y* & u-

guale alla distanza [x + 1| di P dalla direttrice cioé: /(x —1)* +y* = |x + 1|. Elevando al
quadrato si ha: x* — 2x + 1 + y* = x* + 2x + 1 da cui y* = 4x.

Vediamo ora alcuni esempi piu generali.
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ESEMPIO 4.3.3 - Considerata la conica x* + 3y”> — 4 = 0 determinarne il tipo, la distanza fo-
cale, I’eccentricita, i vertici, 1 fuochi.

2 2 2
L’equazione si puo trasformare in —+3L =lein — +y— = 1 che ¢ I’equazione ca-
4 4 4 4/3
nonica di una ellisse. Ricordando le posizioni fatte si ha:
- semiasse maggiore a=2,
. . 243
- semiasse minore b= T;
- distanza focale c¢=+a’-b? = 4—% = ¥;
e c 2J6 6
- eccentricita €= — =—— = —;
a 6 3
- vertici A(2,0), A'(-2,0), B[ 2{} B'(O —%}

ESEMPIO 4.3.4 - Considerata la conica x* — 4y* — 4 = 0 determinarne il tipo, la distanza fo-

cale, 1 vertici, 1 fuochi, direttrici e asintoti.
2

L’equazione si puo trasformare in il y* = 1 che & I’equazione canonica di una iperbole.

Ricordando le posizioni fatte si ha:
- semiasse maggiore a=2;
- semiasse minore b= ;

- distanza focale c= = /4 \/g ;

|
—_

L c J§
- eccentricita e=—=—;
a 2
- vertici A(2,0), A'(-2, 0);
- fuochi F(4/5, 0), F'(-+/5, 0);
2 2
- direttrici x=h=2 x=—h=-2" dacui N E 0 ed x +£—o
c C 5
asintoti =X edy=-2
YT YTy

ESEMPIO 4.3.5 - Data la parabola 3y” — 2x = 0 determinarne ’equazione canonica, fuoco e
direttrice.

L’equazione si pud trasformare in y* = 2x/3, quindi p = 1/3 ¢ ¢ = p/2 = 1/6. Risulta allora
che il fuoco ¢ F(1/6, 0) e la direttrice ¢ x =—1/6.

ESEMPIO 4.3.6 - Determinare 1’equazione della parabola avente fuoco F(—1, —3) e direttrice
X=y.
Un punto P(x, y) appartiene alla parabola se la sua distanza da F, PF :\/ (x+1)? + (y+3)?

_[x-y]

V2
Elevando al quadrato si ha: x> +2x + 1 +y> + 6y + 9 = (x> — 2xy + y*)/2 da cui
2X2+4x+2+2y2+ 12y + 18:X2—2X}/+y2 cioe X2+2xy+y2+4x+ 12y +20 =0 op-
pure:

¢ uguale alla distanza |x\/—5y| di P dalla direttrice cioe¢: \/ (x+1)? +(y+3)?

(x+y) +4x+ 12y +20=0.
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ESEmMPIO 4.3.7. - Determinare 1’equazione dell’iperbole di fuochi F(-2, 2) ed F,(4, 2) tale
che la differenza delle distanze dei punti dell’iperbole dai fuochi sia, in valore assoluto, 4.
Un punto P(x, y) appartiene all’iperbole se

| Jx+2)7 +(y=2) —(x-4 +(y-2)* |=4.
Isolando un radicale e quadrando si ottiene:
(x+2) +(y =2 = (4 + 3 (x =4’ + (y=2)" )
ed eseguendo i calcoli:
CAAx ATy Ay +d=16+x2—8x + 16+ Yy’ —dy +4+8,/(x—4) +(y—2)

12x — 12 =48 \/ (x—4)> +(y—-2)*, da cui ancora, semplificando ¢ quadrando:
(3x —3)? = 4(x* - 8x + 16 + y* — 4y + 4) cio¢ 5x” — 4y* + 16y + 14x — 71 = 0.

Da questi ultimi esempi si vede che una conica, definita come luogo geometrico, ha, in un
riferimento qualunque, cio¢ non nel riferimento canonico, come equazione un generico po-
linomio di secondo grado in x ed y eguagliato a zero. Questo ¢ coerente con la Definizione
4.1.2 di conica.

4.4 - Esercizi proposti.

IV.1 - Dire quali tra le seguenti equazioni rappresentano una circonferenza ed, in tal caso,
determinarne centro e raggio:

) x*+y'—2y-3=0; (C(0, 1)r=2)
i) x*+y*—2x—4y+5=0; (C(1,2), r=0)
iii) x> +y*+6x—2y+12=0. (no)

IV 2 - Scrivere I’equazione della circonferenza ¢ di centro C(1, —2) e soddisfacente ad una
delle seguenti condizioni:

1) diraggio 2; (X +y —2x+4y+1=0)
i1) passante per il punto P(3, 1); (X +y —2x+4y—8=0)
ii1) tangente all’asse x; (X +y —2x+4y+1=0)
iv) tangente alla retta s di equazione x —y + 1 =0; (X +y —2x+4y—-3=0)

v) secante larettas: x —y + 1 =0 secondo un segmento di lunghezza 4.
X +y —2x+4y—7=0)

IV.3 - Scrivere 1’equazione della circonferenza ¢ soddisfacente alle seguenti condizioni:
1) 1punti A(1, 3) e B(-3, 5) sono estremi di un diametro; (X +y +2x—8y+12=0)
i1) passa per i punti A(2, 0), B(0, 1), C(-1, 1); K +y +x+5y—-6=0)
ii1) passa per i punti A(1, 2), B(—1, 0) ed ha centro sulla retta 4x —y — 4 = 0.

(X +y =2x-3=0)

IV .4 - Determinare la posizione reciproca delle seguenti coppie di circonferenze o, € G, nei
seguenti casi :

) o xX*+y"+6x-8y+16=0 ¢ oy x*+y*+2x=0; (esterne)
i) o X2+y2—2x=0 e Oy x2+y2—8x+12=0; (tangenti)
iii) o) X*+y*=2x-3=0 ¢ op xX*+y* —2y—1=0. (secanti)

IV.5 - Dati la circonferenza o: x> + y2 —2x =0 ed i due punti A(3, 0) e B(0, 0), dire se i
punti appartengono alla circonferenza o sono interni o esterni; se possibile condurre da essi
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le tangenti a G. (A esterno, tangenti da A: y = + (x —3)/4/3 ; B € o, tangente in B: x = 0)

IV.6 - Tra tutte le circonferenze tangenti alla retta x + 2y — 3 = 0 nel suo punto P(1, 1) de-
terminare quella che:

i) passaper A(2,-1); (Bx*+ 3y’ —x+4y—9=0)

ii) ha centro sull’asse y. X +y +2y—4=0)

IV.7 - Tra tutte le circonferenze tangenti a o: x>+ y> — 5 = 0 in A(2, 1) trovare quelle tan-
genti a " 4x> +4y* — 5=0. (CH+yY —x—y2-52=0ex’+y —3x—3y/2 +5/2=0))

IV.8 - Data la circonferenza o: x> + y> + 2x — 2y — 3 = 0 ed il suo punto A(0, 3) determina-
re:

i) centro e raggio di c; (€1, 1), 1= +5)
i1) latangente a G in A; (x+2y—-6=0)
iii) gli altri vertici del quadrato inscritto in 6 avente un vertice in A.  ((-2, 1), (1, 0), (-3, 2))

IV.9 - Determinare vertici, fuochi ed eventuali asintoti delle seguenti coniche:
i) 2x*+8y*=12;

i) 5x*—7y*=5;

iii) x*—3y=0;

iv) X3 +y*2=6;

v) xM6+vy2=6;

vi) 2x*+ 8y’ = 12.

IV.10 - Determinare I’equazione della retta tangente alla conica x> — 2y = 0 nel suo punto
P(2, 2). 2x-y-2=0)

V.11 - Dati la circonferenza o di equazione: x* + y> + 2x + 2y — 6 = 0 ed il suo punto
P(1, 1), determinare:
1) I’equazione della retta r tangente a G in P; (x+y-2=0)
1) D’equazione della circonferenza tangente a ¢ in P e passante per I’origine;
X +y —x-y=0)
1i1) I’equazione della conica avente come direttrice la retta r, come fuoco il punto F(3, 3)
ed eccentricita e = +/2 /2. (3x2 + 3y* — 2xy — 20x — 20y + 68 = 0)

IV.12 - Date le circonferenze o, ¢ o, di equazioni rispettivamente: x* +y* —2x —4y =0 ¢

x2+y2+2x+4y—20=0:

1) verificare che sono secanti e determinare I’equazione della retta passante per i loro
punti comuni P e Q; (x+2y-5=0)

ii) determinare 1’equazione della circonferenza passante per P e Q ed avente centro sulla
rettax —y +2=0; (X +y —4x—8y + 10=0)

iii) determinare I’equazione della conica avente come direttrice la retta PQ, come fuoco il
punto F (4, 8) ed eccentricita e = NER By’ +4xy - 2x — 4y - 55=0)

IV.13 - Date le circonferenze o, e o, di equazioni rispettivamente: x* +y* —x — 3y =0 ¢

X2+ y2 —4y=0:

1) verificare che sono secanti in due punti A e B; (A(0, 0), B(2, 2))

ii) determinare I’equazione della circonferenza avente diametro AB;  (x* +y* —2x — 2y =0)

ii1) detto A il punto di ascissa minore tra A e B, determinare I’equazione della parabola y
avente vertice in A e fuoco in B. (x> +y* = 2xy — 16x — 16y = 0)
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IV.14 - Dati: la circonferenza o di equazione: x> + y* — 2x — 2y — 2 = 0, il suo punto P(3, 1)
e la retta r di equazione: x +y = 0, determinare:
1) I’equazione della circonferenza y tangente a ¢ in P ed avente il centro sulla retta r;

(X +y +2x -2y - 14=0)
i1) 1’equazione della retta s tangente a y in P; (x=3)
ii1) 1’equazione ed il tipo della conica avente fuoco in P, direttrice relativa a P la rettar e

passante per il punto A(2, 2); (7x* + 7y* — 2xy — 48x — 16y + 80 = 0, ellisse)
iv) D’area del triangolo avente un lato su r, uno su s ed uno sulla congiungente P con il
centro C di y. (5=8)
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CAPITOLO V

ELEMENTI DI GEOMETRIA ANALITICA DELLO SPAZIO:
PIANI E RETTE

5.1 - Riferimento cartesiano.

Siano E; lo spazio affine euclideo, O un punto di E; e B{e;, e,, 3} una base dello spazio
vettoriale S3 associato ad Es. Diciamo che il punto P ha coordinate (x, y, z) nel riferimento
R{O, e}, ey, e3} se il vettore P — O ha componenti x, y, z rispetto alla base B{ej, e,, e;} ¢
viceversa:

P:(X,y,Z) = P—O=xe1+ye2+ze3.

Il punto O viene detto origine del sistema di riferimento ed ha coordinate (0, 0, 0).
La retta per O parallela ad e; viene detta asse
delle x o asse delle ascisse, un suo punto ha
coordinate (x, 0, 0), la retta per O parallela ad
e, viene detta asse delle y o asse delle ordina-
te, un suo punto ha coordinate (0, y, 0), la retta
per O parallela ad e; viene detta asse delle z o
asse delle quote, un suo punto ha coordinate
0,0, ).

Nel seguito supporremo che il riferimento
R{O, i, j, k} sia formato da una base ortonor-
male positiva i, j, k di S; ossia formata da ver-
sori a due a due ortogonali. (v. Definizione
2.3.3).

Le coordinate del punto medio di due punti dati
sono le semisomme delle coordinate.

(v. Definizione 2.3.4 nel caso n = 2).

ESEMPIO 5.1.1 - Il punto medio del segmento di estremi A(2, -5, 6) e B(0, 3, 2) ¢ il punto
M(1, -1, 4).

Se P, =(x2,y2,72) € P1= (X1, Y1, z1) sono simmetrici rispetto all’origine, si ha:
X2=—X1, Y2T=—Y1, Z2=—7)
infatti si verifica che 1’origine ¢ il loro punto medio.

Le componenti del vettore differenza di due punti sono date dalla differenza delle coordi-
nate, infatti si ha:
P2 - P]Z (Pz — O) — (P] — O)
quindi se P, = (X2, y2, 22) € Py = (X1, y1, Z1) risulta:
P,-P, = (Xzel +yser + 2263) — (xlel tye+ Zle3) = (X2 — X])el + (y2 — yl)ez + (22 — Z])e3.

5.2 - Equazioni parametriche della retta.

La retta per un punto Py parallela ad un vettore u ¢ formata dai punti P tali che il vettore
P — Py sia parallelo al vettore u, ossia P—Py=tu (1) ovetvariain R.
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P, —_—

Se Py ha coordinate (X, yo, Zo) € u=1i+ mj+nk la(1)diventa:
(x —x0)i + (y —y0)j T (z — 20)k = tli + tm]j + tnk.
Eguagliando le componenti dei due vettori si ottengono le equazioni parametriche:

X=X, +1t
y=Yyo,+mt
z=12z,+nt

Si dicono parametri direttori della retta le componenti di un qualsiasi vettore parallelo al-
la retta, quindi nel caso visto la terna (I, m, n) e le terne ad essa proporzionali.

ESEMPIO 5.2.1 - Scrivere le equazioni parametriche della retta per Py di coordinate (2,—1, 7)
e parallela al vettore u =i+ 3j—k.

X=2+t
y=—-1+3t
z=T7—t1

Anche la retta per due punti Py(Xo, Yo, Zo) € P1(X1, Y1, 1) si pud pensare come retta per un
punto (per esempio Py) e parallela al vettore P; — Py:

X—Xo_Y—Yo_2—12
Xi—Xo Y1—Yy Z,—1%

ove X1 # Xo Y1 # Yo Z1 # Zp.

ESEMPIO 5.2.2 - Scrivere le equazioni parametriche della retta per Py di coordinate (2, 3,-3)
e per P, di coordinate (3, 4, 0) significa scrivere le equazioni parametriche della retta per
Py(2, 3, —3) e parallela al vettore P; — Py di componenti (1, 1, 3).

X=2+t
y=3+t
z=-3+3t

5.3 - Rappresentazione del piano.

Il piano puo essere individuato come piano per un punto Py ed ortogonale ad un vettore n,
ossia come il luogo dei punti P tali che:
(P — Po) n=0.
(In dimensione 2 1’espressione precedente rappresenta una retta.)
Se n =ai + bj + ck e Py ha coordinate (xo, yo, Zo) si ottiene 1’equazione cartesiana del piano
a(x —xgp) + b(y —yo) + c(z—12p) =0.
Ponendo d = —ax — by — ¢z si ottiene un’equazione del tipo:
ax +by+cz+d=0.

Un’equazione lineare in x, y, Z rappresenta un piano e i coefficienti a, b, ¢ della x, del-
la y e della z hanno il significato di componenti di un vettore ortogonale al piano.
L’equazione di un piano ¢ determinata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.
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ESEMPIO 5.3.1 - Il piano per Py di coordinate (2, —3, 2) ed ortogonale ad n = 2i + 5j + k ha
come equazione cartesiana: 2(x —2) + 5(y +3) +(z—2)=0ossia2x + S5y +z+ 9 =0.

In particolare:

- il piano coordinato xy, essendo ortogonale al vettore k, ha equazione cartesiana z = 0;
- il piano coordinato yz, essendo ortogonale al vettore i, ha equazione cartesiana x = 0;
- il piano coordinato zx, essendo ortogonale al vettore j, ha equazione cartesiana y = 0.

Altro modo di individuare un piano 1 ¢ assegnare un punto Py che appartiene a 7 e due vet-
tori Li. u e v che sono paralleli a m; il piano « ¢ formato dai punti P tali che P — Py, u, v so-
no complanari, il loro prodotto misto deve essere nullo:

(P-=Pp)eunv=0.

Da tale equazione vettoriale, supposto fissato il riferimento ortogonale monometrico, si ar-
riva all’equazione cartesiana ricordando che il prodotto misto di tre vettori, note le compo-
nenti, ¢ dato dallo sviluppo di un opportuno determinante del terzo ordine. Quindi se Py ha
coordinate (Xo, Yo, Zo) € u=1li+ mj+nk e v=1i+m'j +n'k I’equazione del piano ¢&:
X=Xo Y=Y 272
1 m n |[=0.

' '

I' m n

Si osservi che il vettore u A v ¢ ortogonale al piano 1 cercato.

ESEMPIO 5.3.2 - Trovare il piano per Py di coordinate (-1, —1, 1) e parallelo adu=i+j—k
e v=i+2j.
Siha:2(x+1)—(y+1)+(z—1)=0o0ssia2x -y +z=0.

Un piano 7t ¢ anche individuato da tre punti non allineati : Py P; P,. Tale caso rientra nel
caso precedente, m ¢ il luogo dei punti P tali che i vettori P — Py, P; — Py, P, — Py siano
complanari.

I1 piano © ¢ quindi il luogo dei punti P tali che:

(P —Po) + (P1 —Po) A (P2 —Pg) =0.
Esplicitando il prodotto misto in componenti, supposto che Py abbia coordinate (xo, Yo, Zo),
P, coordinate (xi, y1, Z1) € P, coordinate (X2, y2, z») si ha:
X=Xo Y~=Yo Z-%
X;=Xg Yi=Yo 2z —2|=0.

Xo=Xg Yo=Yo Zy—%

Si osservi che (P} — Py) A (P2 — Py) risulta un vettore ortogonale al piano dei tre punti.

ESEMPIO 5.3.3 - L’equazione del piano per i punti A(1, 2, 3), B(1, 0, 2) C(0,0, 1) ¢
x-0 y-0 z-1
1-0 2-0 3-1=0
1-0 0-0 2-1

e sviluppando il determinate si ottiene I’equazione cartesiana 2x +y —2z+ 2 =0.
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5.4 - Ortogonalita e parallelismo fra rette.

Due rette r ed s in forma parametrica

-1 P-Pyp=tu ovetvariainR;

-s: P—-P;=kv ovekvariainR.

sono ortogonali se u e v sono ortogonali, ossia u - v =0, sono parallele se u e v sono paral-
leli, ossiau=Av.

Postou=(l,m,n)ev=(I'm',n'): redssono ortogonalise IlI'+mm'+nn'=0;

r ed s sono parallele se l'=£'=£'.
m' n
ESEMPIO 5.4.1 - Date le rette:
X =443t x=1-3t X =4+4t x =143t
rrqy=5+3t s:qy=5-3t p:1y=1 uqy=I1+t
z=-5-2t z=-T+2t z=2+06t z=—-1-2t

la retta r & parallela ad s, ortogonale a p, né parallela né ortogonale ad u.

5.5 - Ortogonalita e parallelismo fra piani.

Due piani ae
o: (P—Py) - n=0, di equazione cartesiana ax+by+cz+d=0
B: (P—P;)+n'=0, di equazione cartesiana a'x +b'y+c'z+d =0
- sono ortogonali se n ¢ n' sono ortogonali, ossian - n'=0, ossia aa'+bb'+cc'=0;

. ' . o, . a _b c
- sono paralleli se n e n' sono paralleli, ossia n' = An, ossia: — = — = —.
a b
a b ¢ _d . L
Se anche: — = — = — = — allora i1 due piani coincidono.
a' b ¢ d

ESEMPIO 5.5.1 - Dati i piani:

o;:2x—y+3z+8=0;

o 3x—2z=0;

o3 4x —2y +6z+20=0;

o4 2x+y—-3z-8=0;

os: Sx +4y—2z+15=0;

ae: X t+y+4z+6=0.
si ha che a; € ortogonale ad o, ed as; parallelo ad as; coincidente con ou; né parallelo né
ortogonale ad a.

5.6 - Intersezione di due piani.
L’intersezione dio: ax +by +cz+d=0 e B: a'x +b'y+c'z+d =0 ¢ data dai punti che

soddisfano entrambe le equazioni, ossia dai punti che sono soluzioni del sistema:
{ ax+by+cz+d=0

a'x+b'y+c'z+d=0
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Ci sono tre possibilita:

1) sistema incompatibile (v. Esempio 1.3.9), i piani sono paralleli;

11) sistema con infinite soluzioni al variare di un parametro (v. Esempio 1.3.7), I’interse-
zione ¢ una retta;

1i1) sistema con infinite soluzioni al variare di due parametri (v. Esempio 1.3.8), le due e-
quazioni rappresentano lo stesso piano.

5.7 - Retta come intersezione di due piani.

x=a+lt
La retta § y =b+mt, se i suoi parametri direttori sono
z=c+nt

tutti diversi da zero, si puo anche rappresentare, eli-
minando il parametro t, nel seguente modo:
Xx—-a y-b z-c

2

1 m n
ossia si puo considerare r come intersezione di due

. . X—a z—-¢c y—-b z-c
piani, ad esempio: = e = .

n m n
Se invece, ad esempio, | =0, m # 0 ed n # 0 la retta ri-
. . o y-b z-c
sulta intersezione dei piani x =a e =—,
m n
X =243t
ESEMPIO 5.7.1 - Trovare due piani aventi per intersezione larettar: Sy =-3+t .
z=—-1+9t

Eliminando il parametro t si ricava X2 y41r3 2l da cui:
Xx—-2 y+3
3 1 o X—3y—11:0.
y+3=Z+1 9y —z+26=0
1 9

Se una retta ¢ data come intersezione di due piani per determinarne 1 parametri direttori si
puo procedere in vari modi.

a) Un modo semplice ¢ risolvere il sistema delle due equazioni dei piani: le infinite solu-
zioni esprimono la retta in forma parametrica.

: : o] 2x+3y-z=1 | oo
ESEMPIO 5.7.2 - Data la retta come intersezione di piani risolvendo il si-
5x+8y+2z=3
x =14k -1
stema (v. Esempio 1.3.7), si ottiene come soluzione: 1y =—-9k +1.
z=k

Si ha che 1 parametri direttori sono proporzionali alla terna (14, —9, 1).

b) Un altro modo ¢ quello di considerare i vettori n perpendicolare ad un piano ed n' per-
pendicolare all’altro; il loro prodotto esterno ¢ un vettore parallelo alla retta.
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Facendo sempre riferimento all’Esempio 5.7.2, si han = (2, 3,-1) ed n' = (5, 8, 2), il vet-

i j k
tore r=n An' ¢parallelo allarettaerisultar=1{2 3 -1 =14i—-9j+k.
5 8 2

¢) Un terzo modo ¢ quello di trovare due punti A e B dir, il vettore B — A ha come compo-
nenti 1 parametri direttori di r.

Facendo ancora riferimento all’Esempio 1.3.7 si possono considerare come A(—1, 1, 0) e
B(27, —17, 2), allora il vettore B — A = (28, —18, 2) ¢ parallelo ad r e le sue componenti
(proporzionali a quelle trovate con i metodi precedenti) sono ancora parametri direttori di r.

5.8 - Fasci di piani.

Data una retta r dello spazio si dice fascio (proprio) di piani per r ’insieme di tutti i piani
dello spazio passanti per .

Considerati due piani passanti per r:

-t di equazione: ax + by + cz+d =0,

- ' di equazione: a'x +b'y +c'z+d' =0,

I’equazione cartesiana di tutti 1 piani del fascio ¢ la loro combinazione lineare (in breve
c.l.) di coefficienti reali A, p:

(2) Max+by+cz+d)+pu@x+by+cz+d)=0.

Infatti (2) ¢, per ogni A, p, I’equazione di un piano o che contiene tutti i punti della retta

perché se P, = (x4, yi1, z1) appartiene alla retta soddisfa alle equazioni di 7 e di ' ¢ quindi
alla (2).

x =142t
ESEMPIO 5.8.1. - Determinare I’equazione del generico piano per larettar: {y=2+t .
z=2+t
. . . . . . |x=2y+3=0 . : .
Prima si scrive r come intersezione di due piani 0 poi I’equazione del fascio
y-z=
Mx =2y +3)+u(y —2)=0.
x =142t
ESEMPIO 5.8.2 - Determinare il piano per Q(1, -2, 0) e perlarettar: Sy =2+t .
z=2+t

A partire dall’equazione del generico piano per r determinata nell” Esempio 5.8.1 s’impone
il passaggio per il punto Q(1, -2, 0): A(1 + 4 + 3) — 2u = 0 e si ottiene il piano cercato:
x+2y—4z+3=0.

Si dice fascio improprio ’insieme dei piani paralleli ad un piano fisso.
Se il piano © ha equazione: ax + by + ¢z + d = 0, il generico piano del fascio ha equazione

ax + by + cz+ k=0 al variare di k in R.

ESEMPIO 5.8.3 - Dato il piano di equazione x + 2y + 5z + 7 = 0, il fascio dei piani paralleli
ha equazione x + 2y + 5z + d = 0 al variare di d in R.
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5.9 - Intersezione retta-piano, parallelismo retta-piano.

Supponiamo che la retta r sia rappresentata mediante le equazioni parametriche:

X=X, +1t
rrqy=y,+mt ed il piano m dall’equazione ax + by +cz+d =0.
z=2,+nt

L’eventuale punto comune si trova risolvendo il sistema formato dalle equazioni dire di nt
e quindi corrisponde al valore di t che soddisfa la seguente equazione risolvente:
(axp+ byg+czp+d)+(al +bm+cn)t=0

ossia un’equazione del tipo B + At = 0.

Se A # 0 siricava t che sostituito nelle equazioni di r da le coordinate del punto in cui r in-

terseca il piano .

Se A = 0 si hanno due possibilita:

- se B # 0 non ¢’¢ nessun valore di t che soddisfi I’equazione risolvente, la retta r ¢ paralle-
laam;

- se B = 0 I’equazione risolvente in t ¢ un’identita, ossia la retta r € 7, si pud ancora consi-
derare la retta r parallela a .

Quindi la condizione di parallelismo retta-piano ¢ data da al+bm + cn=0.

Casi particolari:

- Il piano ax + by + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse z.

- Il piano ax + bz + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse y.

- Il piano ay + bz + ¢ = 0 ¢ parallelo all’asse x.

ESEMPIO 5.9.1 - L’intersezione del piano 3x + 4y — z + 3 = 0 con I’asse z ¢ il punto di co-
ordinate (0, 0, 3).
5.10 - Ortogonalita retta-piano.

La retta r parallela al vettore r ¢ ortogonale al piano di vettore ortogonale n se r ¢ parallelo
ad n. Secondo le solite notazioni

= | e

a
1

g |=

ESEMPIO 5.10.1 - La retta per Q(0, 2, 1) ortogonale al piano x + 2y — z + 3 = 0 ha equazioni
x=t

parametriche <y =2+ 2t.
z=1-t

5.11 - Angoli.

Due rette r ed s dello spazio, non necessariamente incidenti, formano un angolo y (e anche
un angolo © — y) se un vettore r parallelo ad r ed un vettore s parallelo ad s formano un an-
golo y.

Per la formula del prodotto scalare, tenuto conto che si ha la possibilita di trovare due an-
goli, si ha:
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cosy = ii .
e s]
Due piani m1 ¢ 7' formano un angolo y se esistono un vettore n ortogonale a 7, ed un vet-
tore n' ortogonale a m' che formano un angolo y. In questo caso si ha una formula analoga
alla precedente.
Un piano ed una retta r formano un angolo y (minore di un angolo retto) se il vettore r pa-
rallelo ad r forma un angolo uguale a (n/2 ) — y con un vettore n ortogonale a 7, per cui si
ha per siny il valore assoluto della frazione seguente:

rn

el m]
ESEMPIO 5.11.1 - Determinare I’angolo della rettar: x =3, y=2+1t, z=—t con il piano
mx+ty+1=0.

Per la formula precedente si ha: sin(r ) =

N | —

5.12 - Mutua posizione di due rette nello spazio.

Due rette sullo stesso piano si dicono complanari; possono essere incidenti se si interse-
cano in in punto, o parallele.

ESEMPIO 5.12.1 - Leretter: x=1+t,y=3+t,z=t ed s:x=1+3k,y=3-k,z=4k
hanno in comune il punto P(1, 3, 0), e quindi sono incidenti.
Leretter:x+z=0,x-y—z+2=0 ed s:x=2+t,y=2t, z=3—t sono parallele,
avendo 1 parametri direttori proporzionali.

Due rette si dicono sghembe se non sono complanari.
Per provare che due rette sono sghembe si deve quindi verificare che non siano parallele e
che non abbiano punti in comune.

ESEMPIO 5.12.3 - L’asse ze larettar: z=0, x + y + 1 = 0 non sono paralleli perché 1’asse z
ha parametri direttori (0, 0, 1) mentre la retta r ha parametri direttori (-1, 1, 0). Inoltre poi-
ché I’asse z ha equazioni x = 0, y = 0, il sistema formato dai quattro piani ¢ incompatibile:
le rette sono sghembe.

5.13 - Distanze ed applicazioni.

a) Distanza di due punti P, = (x2, y2, 22) ¢ Py = (X1, y1, 21).
La distanza di P, e P; ¢ il modulo del vettore P, — P; = (xo — x))i + (y2—y1)j + (z2 — 1))k

ossia  d(P,, Py)= \/(X2 =X+ (¥, —y) H (2 -7)”

ESEMPIO 5.13.1 - La distanza del punto A(-3, 4, 0) dall’origine ¢ 5.

b) Distanza di un punto P, = (X, yo, o) dal piano & di equazione ax + by +cz+d=0.
Sia Py = (X1, y1, 1) un punto di w e n = (a, b, ¢) un vettore ortogonale a 7.
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Per definizione n - (P, — Py) ¢ il modulo di n per la proiezione con segno di P; — Py su n os-
sia ¢ il modulo di n per la distanza di Py da m, a meno del segno perché si considerano di-
stanze positive.

Py

Con calcoli gia visti nel § 3.8 si ricava:

o +by, +cz,+d

\/az+b2+c2

dist(Po, ) = x

ESEMPIO 5.13.2 - La distanza del piano

x + 2y +2z—5=0 dall’origine ¢ é

c) L’area del triangolo P, P, P; si puo calcolare come la meta del modulo del prodotto
vettoriale dei vettori P, — Py e P; — P;.

ESEMPIO 5.13.3 - Calcolare I’area 4 del triangolo Py(1, 2, 0) Px(-1, 3, 1) P5(0, 1, 2).
Poich¢ P, — P, =(-2,1,1) e P3—P; =(-1, -1, 2) siha:
P2—=P)AP3=P)=2+1)i-(—4+1)j+ 2+ 1)k per cui:

=% [3i +3j+3K| =%«/9+9+ =%\/§.

d) 11 volume del tetraedro di vertici P; = (xj, yi, zj) coni=1, 2, 3, 4 si calcola con la for-
mula vettoriale:

1
VOl(Pl, Pz, P3, P4) = g (Pz — P]) N (P3 — Pl) . (P4 — Pl).
Tenendo conto che consideriamo il volume una quantita positiva, il secondo membro va

considerato in valore assoluto.

ESEMPIO 5.13.4 - Dati 1 vertici A(-2, -2, 1), B(1, -1, -3), C(0, 2, 0), D(0, -1, 3) calcolare
il volume del tetraedro.
-2

51

3
E’ dato da Vol = 2 6
2

—_— N =

1
6
4
e) Distanza di un punto da una retta.
Per calcolare la distanza di un punto P da una retta r, che ¢, per definizione, la distanza del
punto P dal punto H piede della retta per P perpendicolare ed incidente ad r non si puo ap-
plicare direttamente una formula ma si devono calcolare le coordinate di H e successiva-
mente la distanza dei punti P ed H.

x=y+1
ESEMPIO 5.13.5 - Calcolare la distanza di P(1, 2, 0) dalla retta r: { Y .

z=-y+
I1 piano a per P perpendicolare ad r ha equazione x +y—z—3 = 0. Il punto H, piede della
perpendicolare, ¢ il punto di intersezione di a ed r; ha coordinate (2, 1, 0).

Risulta quindi d(P, r) = d(P, H) = /2.
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5.14 - Esercizi proposti.

V.1 - Determinare le equazioni dei seguenti piani:

1) passante per il punto A(1, 1, 0) e parallelo ai vettori u(1, 0, —1) e v(0, 2, 3);
2x—=3y+2z+1=0)

i1) passante per i punti B(0, 1, -1), C(3, 2, 1) e parallelo al vettore w(0, 0, 5); (x -3y +3=0)

ii1) passante per il punto D(1, 1, —1) ed ortogonale al vettore n(1,—1,2); (x—y+2z+2=0)

iv) passante per i punti E(0, 1, 0), F(2, -1, 0) e G(1, 2, 2). x+y-z-1=0)

V.2 - Scrivere I’equazione dei seguenti piani:
1) passante per il punto A(1, 2, 3) e perpendicolare al vettore n(0, 1, -2);  (y-2z+4=0)
i1) passante per il punto B(0, 1, —1) e parallelo ai vettori u(1, 0, -1) e v(1, 2, —1);
x+z+1=0)
ii1) passante per i punti A(1, 2, 3), B(0, 1, 2) e parallelo al vettore u(0, 1, -2);
(Bx-2y—-z+4=0)
1v) passante per i punti A(1, 2, 3), B(0, 2, 1) e C(1, -1, 2). (6x+y-3z+1=0)

V.3 - Rappresentare, mediante equazioni parametriche e come intersezione di piani, la retta
r passante per il punto A(1, 1, 0) e parallela al vettore u(1, —1,2). (x=1+t,y=1-t,z=2t)

V.4 - Rappresentare, in forma parametrica e come intersezione di piani, le seguenti rette:

1) passante per i punti A(1,2,-1) e B(0, 1, 4); (x=1+t,y=2+tz=—1-5t)
i1) passante per A e parallelaallarettax —1=2y+3=1-27; (x=1+2t,y=2+t,z=-1-2¢)
1i1) passante per A e parallela all’asse z; x=1,y=2,z=-1+1t)
iv) passante per A e parallela ai piani cordinati xy e yz; (x=1,y=2+t,z=-1)
V) passante per A e parallela ai pianix+y—-1=0e2y+3=0. x=1,y=2,z=-1+1t)

V.5 - Determinare i valori dei parametri reali h e k tali che i piani 2x + hy - 2z+3=0¢
x+2y+kz+1=0:

1) siano paralleli; (h=4,k=-1)
i1) si intersechino in una retta parallela al vettore u(1, 1, 1). (h=0,k=-3)

V.6 - Studiare la mutua posizione piano - retta nei seguenti casi:

) oudx—yt+tz-1=0edrix=1+2t,y=-"2+t,z=2—t; (incidenti)
i) a:3x—-y+tz-1=0edr:x=1+t,y=1+3t,z=-1; (rco)
i) o:3x—y+z—1=0edr:x+2z=0,2x -y +z=0; (incidenti)
iv) a:3x—-y+z—1=0edr:x-1=0,-y+2z=0. (paralleli)

V.7 - Determinare le equazioni della retta passante per il punto P(1, —1, 2) perpendicolare

x—z=0
ed incidente la retta . (x-y-z=0,x+z-3=0)
2x+y—-2z=0

V.8 - Trovare le equazioni della retta per 1’origine incidente le rette
{2x—y+1=0 {x:y—l
r: ed s: ) @x—-y+z=0, 4x-3y-z=0)

y+z-2=0 x=2z+3

V.9 - Trovare le coordinate di un punto ed i parametri direttori della retta intersezione dei
piani: 2x—y+z—-1=0¢ x+ty—-z+2=0. (r=10,3,3))
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V.10 - Trovare le equazioni dei piani bisettori degli angoli formati dai due piani:
2x—y—-2z—-6=0¢ x—2y—-2z+3=0. (x+y=9,3x—-3y—4z=23)

x-y+z=0
V.11 - Verificare che la retta r di equazioni Y ed il piano © di equazione:
2x+y-z=0
3x + 5y — 5z = 1 sono paralleli e rappresentare il fascio improprio delle rette parallele ad r
e giacenti su 7. Bx+5y-52—1=0,h(x -y +2z) +k(2x +y — z) = 0)

x=t+1
x=z-1
V.12 - Verificare che le rette r:<y =3t +1 ed s:{ . sono complanari e non parallele.
y=2z+
z=4-t

=0 x—-y=0
V.13 - Condurre per P(1, 2, 3) la retta ortogonale alle rette r: {y ed s: { }; 0
7Z = Z—1=

(x=1Ly=2)

V.14 - Condurre per P (1, 2, —2) la retta parallela al piano: x — 2y + 3z = 6 ed ortogonale al-

{y =2z
la retta r: . (x+2y+z-3=0,x-2y+3z+9=0)
x=z+1
. L x=z+1 .
V.15 - Data la retta r di equazioni ed il punto P (2, -1, 3):
y=2z-2

1) determinare le coordinate del punto P' simmetrico di P rispetto ad r; (P'(2, 1,-1))
i1) determinare le equazioni della retta per P perpendicolare ad r ed incidente ad s di equa-

oni: 1 X 73213=0 Gx—4 7=0, x+2 3=0)

zioni: : 4y-7-7=0, x+2y+z-3-=

y—2z+4=0 e D

determinare le equa-

x—-2y=0 x—z—-1=0
V.16 - Date le due rette sghembe r: ed s:
x-z+1=0

2y-3z=0
zioni della retta perpendicolare ed incidente le rette date. (x+z-1=0,y=0)

V.17 - Determinare le equazioni della retta complanare con il piano p di equazione

x+3y+2z+4=0 edincidente I’asse x ¢ I’asse z. (x+3y+2z+4=0,y=0)
V.18 - Calcolare la distanza del punto P(2, 3, —1) dalla retta r: { - 5 ((//30)3)
y=z+
X=t—06
x+y—-z+7=0 ) .
V.19 -Dateleretter: {y=t eds: ed il punto P(1, 0, —2) determinare
2x-y-9=0

z=t+5
I’equazione del piano per P e parallelo ad entrambe le rette. (x—2y+z+1=0)

2x—y+1=0 | .
V.20 - Data la retta r: ed il punto A(0, 1, 1) determinare :

2y—-z+2=0
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- le equazioni parametriche di t; x=(t-1)/2,y=t,z=2t+2)
- le intersezioni di r con i tre piani coordinati; (X=(0,1,4), Y =(-1/2,0,2), Z=(-1,-1, 0))
- un piano parallelo alla retta r;
- la retta parallela ad r e passante per A; (x=12t,y=1+t,z=1+2t)
- il piano perpendicolare alla retta r e passante per A; (x+2y+4z-6=0)
- la distanza di r dall’origine. (7717

. . . x=y+l .
V.21 - Dati il punto P(1, 2, 0) e la retta r di equazioni {z s 1determmare:

==y

1) le equazioni della rette per P e parallela ad r; (x=1+t,y=2+t,z=-1)
i1) la distanza di P dar; (V2)
ii1) le coordinate del punto P' simmetrico di P rispetto ad r. (P'(3, 0, 0)
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CApPITOLO VI

ALCUNE SUPERFICIE NOTEVOLI

6.1 - Superficie sferica.
6.1.1 - L’equazione della superficie sferica.
La superficie sferica ¢ I’analogo nello spazio della circonferenza nel piano.

DEFINIZIONE 6.1.1 - La superficie sferica e il luogo dei punti P aventi distanza fissata r > 0
da un punto fisso C, detto centro: CP =r.

Se nello spazio ¢ dato un riferimento cartesiano ortogonale, fissato un numero reale positi-
vo r ed indicate con (a., B, 7) le coordinate di C, la condizione affinché un generico punto
P(x, y, z) appartenga alla superficie sferica ¢ espressa dall’equazione:

-0 +(y -+ @y =r
sviluppando i calcoli I’equazione diventa:

X +y +2 - 20x 2By -2yz+8=0

cond=o’+p>+y -~

Si puo quindi dire che I’equazione della superficie sferica ¢ una equazione di secondo gra-
do in x, y, z con le condizioni:

- i coefficienti di x%, di y* e di z* sono eguali;

- 1coefficienti di xy, Xz, yz sono eguali a zero (cio¢ mancano tali termini).

Inoltre, affinché un’equazione del tipo x* + y* + z* + ax + by + ¢z + d = 0 rappresenti una
superficie sferica di centro C(a., B3, y) con a=—a/2, p =—-b/2, y =—c¢/2 e raggio r, il nu-
mero ¥ = (a/2)* + (b/2)> + (¢/2)* = d deve essere > 0.

ESEMPIO 6.1.1 - L’equazione 3x” + 3y” + 3z — 2x + 5y — 21 = 0 rappresenta la superficie

sferica di centro C(l, —é, 0) e raggio r = \/l+2+ 7= 281 .
376 9 36 36

L’equazione 3x”+ 3y”+ 3z° — 2x + 5y + 21= 0 non rappresenta punti di reali in quanto il

. : 1 25 223 .
raggio rrisulta ,|—+——7 = ,|-—— che non ¢ un numero reale.
9 36 36

Se il raggio ¢ zero, la superficie sferica si riduce al suo centro.

ESEMPIO 6.1.2 - x> +y> + 22 + 2x + 4y — 2z + 6 = 0 & I’equazione della superficie sferica di
centro C (-1, -2, 1) e raggio zero, il cui unico punto ¢ C stesso.

6.1.2 - Equazione del piano tangente alla superficie sferica.
Data la superficie sferica ¥ di equazione x*+y* +z° — 20x — 2By —2yz + 8 =0 ed un suo
punto Po(Xo, Yo, Zo), il piano tangente in Py a X ¢ il piano per Py perpendicolare alla retta

CPy.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



58 Capitolo 6 — Alcune Superficie Notevoli

Come parametri direttori della retta CPy possiamo assumere le componenti del vettore
Py — C=(x0— 0, yo— B, zo — Y), quindi I’equazione del piano tangente risulta:

(Xo— ) (x —x0) + (yo— ) (y —¥0) + (20— 7) (z—20) = 0.
Sviluppando i calcoli si ottiene:

x0x+y0y+zzo—(xx—[3y—yz—x(2) —y(z) —zg + axo + Byo + 720 =0

Poiché il punto P, appartiene alla superficie sferica, le sue coordinate ne soddisfano
I’equazione: x§ +yg +z¢ —20x0— 2Pyo — 2yzo + & = 0 da cui:
—xé — yé — z(z) + axo + Byo + yzo = 8 — axo — PByo — Yzo; I’equazione del piano tangente si
puo allora scrivere: Xox + yoy + oz — ax — By — yz + 8 — axo — Byo — yzo = 0, ovvero:

XoX + yoy + 2oz — a(x + Xo) — B(y *+ yo) —¥(z + 20) + 8 =0.

Questa formula si ottiene dall’equazione della superficie sferica con la regola degli sdop-
piamenti cio¢ “sdoppiando’® x* in x¢X, y° in yoy, Zz° in zoz, 2X in X + Xo, 2y in y + Vo,
2z 1in z + z.

ESEMPIO 6.1.3 - Data la superficie sferica ¥ di equazione x> +y>+ 7" —2x —8z—-3=0ed
il suo punto P(1, 2, 0), essendo C(1, 0, 4) il centro di X, I’equazione del piano tangente a =
in P si puo scrivere: Ix+2y—1(x+1)-0(y+2)—-4(z+0)-3=0cio¢: y—2z—-2=0.

6.1.3 - Fascio di superficie sferiche.

Date due superficie sferiche X; e X, di equazioni rispettivamente:
2 X4y + 27— 20ux — 2Py — 271z + 8, =0
o X2+y2+zz—2a2x—2[32y—2yzz+82= 0
consideriamo 1’equazione:

MXE+y + 27 = 20ux — 2Py — 2712 + 81) + (x> + y* + 27 — 200X — 2Pay — 2y2z + 8,) =0
ottenuta come combinazione lineare delle equazioni di X; e X, con coefficienti reali A e p
non entrambi nulli.

Tale equazione si puo scrivere:

(1) A+ &+ y*+28) = 2(uA + oap)x — 2(BiA + Bap)y — 2(TiA + Yap)z + A8y + pd, =0

e si hanno le seguenti possibilita:

- se le due superficie sferiche sono concentriche, cio¢ o = o, B1 =P € y1 =72 anche la
(1) rappresenta, fissati due reali A e p, con A + pu # 0, una superficie sferica ad esse con-
centrica.

La (1) rappresenta quindi, al variare di A e it (con A + pu # 0), un insieme di infinite superfi-

cie sferiche concentriche detto fascio di superficie sferiche concentriche, la cui equazio-

ne si puo scrivere piu semplicemente come:

X2 +y + 27— 20ux - 2P1y — 271z + 8 =0 con &= (A8; + udy) / (A + ).

- se le due superficie sferiche non sono concentriche la (1) rappresenta, fissati due reali A e
i, (con A + u # 0), una superficie sferica che passa per gli eventuali punti comuni a Z; e
>, (in quanto le coordinate di tali punti soddisfano le equazioni di X; e X, e quindi la (1)).

La (1) rappresenta quindi, al variare di A e p (con A + p # 0), un insieme di infinite superfi-

cie sferiche detto fascio di superficie sferiche.

Se A+un=0 la(l)¢’equazione di un piano :

2(o — o)X +2(B1—B2)y +2(Y1—¥2)2— 81 + 6, =0
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detto piano radicale che passa per gli eventuali punti comuni a ¥, ¢ Z,. Poiché 1 punti co-
muni a due superficie sferiche secanti individuano una circonferenza, questa viene detta
circonferenza base del fascio in quanto tutte le superficie sferiche del fascio passano per
essa. Tale circonferenza appartiene al piano radicale.

E’ facile verificare che il piano radicale ¢ perpendicolare alla congiungente i centri di Z; e
>, e che tutti 1 centri delle superficie sferiche del fascio appartengono a tale congiungente
che si dice asse centrale del fascio.

Se le superficie sferiche X; e X, sono tangenti, il piano radicale passa per il punto di tan-
genza ed ¢ perpendicolare all’asse centrale: coincide quindi con il piano tangente comune a
21 € 22.

Ne segue che tutte le superficie sferiche tangenti ad una superficie sferica X in un suo pun-
to P appartengono al fascio individuato da Z e dal piano tangente a ¥ in P.

Considerato un qualunque punto A dello spazio, non appartenente all’eventuale circonfe-
renza base, esiste sempre una ed una sola superficie sferica del fascio che passi per A: in-
fatti imponendo che le coordinate di A soddisfino la (1) si ottiene un’equazione di I° grado
in A e p e quindi un unico rapporto A/p che individua la superficie cercata.

ESEMPIO 6.1.4 - Determinare 1’equazione della superficie sferica passante per I’origine e
tangente alla superficie sferica ¥ di equazione x*+y”>+z* —2x —8z—3 =0 nel suo punto
P(1, 2, 0).

Le superficie sferiche tangenti a  nel suo punto P(1, 2, 0) appartengono al fascio indivi-
duato da X e dal piano tangente a X in P (v. Esempio 6.1.3) ed hanno quindi equazione:
M +y +22—2x—8z—3)+ u(y—2z—-2)=0.

In particolare la superficie sferica del fascio passante per I’origine si ottiene scegliendo A e
1 in modo che (0, 0, 0) soddisfi ’equazione; risulta —3A —2p = 0. ScegliendoA=2e p=-3
I’equazione della superficie sferica cercata risulta: x* +y* + z* — 2x — 3y/2 — 52 = 0.

6.1.4 - Potenza di un punto rispetto ad una superficie sferica.

DEFINIZIONE 6.1.2 - Si definisce potenza di un punto Py(xy, ys, 29) rispetto alla superficie
sferica X di equazione: x> +y* + 2> — 20x — 2Py — 2yz + 8 =0 il numero
xg +y§ +z§ —2ax9 — 2PByo — 2yzo + &

cioé il valore, con segno che l’equazione di X assume in Py

La potenza ¢: un numero positivo se Py ¢ esterno alla superficie sferica;
un numero negativo se Py ¢ interno alla superficie sferica;
il numero zero se Py appartiene alla superficie sferica.
Consideriamo ora due superficie sferiche X, e Z, di equazioni rispettivamente:
i oxE+ y2 + 77 204X = 2By —2y1z+ 6, =0
o X2+ y2 + 77— 200X — 2B2y — 2y2z + 8, = 0.
Un punto P(X, Y, Z) ha eguale potenza rispetto alle due superficie sferiche se:
X2+Y? 4+ Z7 200X - 2B1Y = 271Z + 81 = X2+ Y2 = 20,X — 2B,Y — 21 Z + 6,
cio¢ semplificando: 2(a; — o)X +2(B1 —B2)Y —2(y1 —12) Z— 61 + 8, =0.
che ¢ I’equazione del piano radicale, quindi: il piano radicale é il luogo dei punti aventi
la stessa potenza rispetto alle due superficie sferiche.
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6.1.5 - La circonferenza nello spazio.

Nello spazio, la circonferenza é il luogo dei punti P di un piano r aventi distanza fissata r
da un punto fisso C di r, detto centro: CP =r.

Una circonferenza si pud quindi rappresentare nello spazio come intersezione del piano 7 e
di una superficie sferica X opportuna, ad esempio quella di centro C e raggio r.

Una circonferenza, nello spazio, si puo anche rappresentare come intersezione di due su-
perficie sferiche X, e X, aventi almeno un punto in comune, cio¢ come circonferenza base
del fascio individuato da X; e X; la stessa circonferenza si puo rappresentare come interse-
zione di due qualunque altre superficie sferiche del fascio individuato da X, e X,, o da una
superficie sferica del fascio e dal piano radicale.

ESEMPIO 6.1.5 - La circonferenza del piano n: x +y = 0 avente centro in C(1, -1, 3) e rag-
gio 1 si puo rappresentare come intersezione del piano 1 con la superficie sferica di centro
. o . ~1)° 1)’ +(z-3)=1 (=
C e raggio 1 ed ha quindi equazioni: x=D7+ G+ +(z=3) ( ),
x+y=0 (m)
oppure come intersezione di due qualunque superficie sferiche del fascio, ad esempio X e
la superficie sferica X' ottenuta dall’equazione del fascio AX + um = 0 scegliendo A = p = 1.

x-D*+@y+D*+z-3)"=1 ()
x> +y?+72° —x+3y-62+10=0 (Z').

Quando Ia circonferenza ¢ data
come intersezione di due
superficie sferiche X e X', per
trovare il piano a cui appartie-
ne ¢ sufficiente trovare il piano
radicale ©t del fascio individua-
to da X e X', il suo centro ¢ il
punto di intersezione C, del
piano radicale con I’asse cen-
trale ed il suo raggio r si ricava
dal teorema di Pitagora come

r=4R*=(CC,)* dove Ced R

sono rispettivamente centro e
raggio di Z.

ESEMPIO 6.1.6 - La circonferenza di equazioni:
X2+y? 4727 —x+2y-4=0 (2)
X2 +y +22-2x-3=0 (2
appartiene al piano radicale m: (x> +y* + 22 —x +2y —4) - (x> + Y + 2 —2x - 3) =0
cio¢: x +2y—1=0.
Il suo centro Cy ¢ I’intersezione del piano m con 1’asse centrale. L’asse centrale ¢ la retta
2x=y+2
z=0 '

per il centro C (%, -1, Oj di X e perpendicolare a 7 ed ha quindi equazioni {
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x+2y-1=0
Risolvendo il sistema: z=0 siottiene Cy(1, 0, 0).
2x-y-2=0
Essendo (CCO)2 = 2 edR’= 2 risulta = 2 R 2.
4 4 4 4

6.2 - Rappresentazione di superficie e curve.

Abbiamo visto che un piano nello spazio si rappresenta con una equazione lineare in x,y,z:

ax +by+cz+d=0 con a, b, c non tutti nulli.

Una superficie si dice algebrica quando si puo rappresentare in coordinate cartesiane con

un’equazione algebrica F(x, y, z) = 0, dove F(x, y, z) ¢ un polinomio in X, y, z a coefficien-

ti costanti.

Il grado del polinomio F(x, y, z) che compare a primo membro si dice grado od ordine del

la superficie.

Le superficie algebriche del 1° ordine hanno equazione del tipo ax + by + cz+ d =0 e sono

dunque solo i piani.

Le superficie del 2° ordine vengono dette quadriche; ad esempio la superficie sferica ¢

una quadrica poiché la sua equazione ¢ un polinomio di secondo grado in X, y, z eguagliato

a zero.

Una superficie si pud anche rappresentare mediante equazioni parametriche del tipo:
x=x(u,v) y=yuv) z=z@uvV)

che esprimono le coordinate del punto in funzione di due parametri (u, v) che variano in

una certa regione di R%.

Abbiamo visto che una retta si puo rappresentare come intersezione di due piani oppure in
forma parametrica (v. § 5.2).
Una curva L dello spazio si puo rappresentare o come intersezione di due superficie

F(x,y,z)=0
G(x,y,2)=0

oppure come luogo descritto da un punto P = P(t) le cui coordinate cartesiane dipendono da
un parametro t, cio¢ mediante equazioni parametriche del tipo:

x=x(t) y=yt) z=z®1).

Un elemento importante nello studio delle curve ¢ il concetto di retta tangente in un punto.

DEFINIZIONE 6.2.1 - Si dice retta tangente alla curva L in Py = P(ty) la posizione limite, se
esiste, della retta per Py e per un punto P(t) al tendere di t a ty.

Quindi se la curva ¢ piana la retta tangente in un suo qualunque punto appartiene al piano
della curva; ad esempio le tangenti alla circonferenza data dall’intersezione di una sfera S
con un piano 1 devono stare su .

ESEMPIO 6.2.1 - Data la circonferenza o intersezione della superficie sferica X di equazione
X’ +y* +2z2°—2x-2y+1=0 conil piano m x —z =0, la retta tangente a ¢ nel suo punto
P(1, 1, 1) ¢ la retta intersezione del piano 7 con il piano 7' tangente a X in P.

7' ha equazione z— 1 =0 e la retta tangente ha equazioni x—z=0,z—1=0.
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6.3 - Coni.
6.3.1 - Coni e funzioni omogenee.
DEFINIZIONE 6.3.1 - Si dice cono la superficie rigata dello spazio, generata dalle rette, det-

te generatrici, incidenti una curva, detta direttrice, e passanti per un punto fisso, detto ver-
tice.

ESEMPIO 6.3.1 - La superficie S di equazione xz — y> = 0 & un cono di vertice 1’origine.

Per dimostrarlo vediamo che se Py(xo, yo, Zo) € un punto di S, la retta OP, ¢ contenuta in S:
cio¢ il generico punto P(t) della retta OP( (che ha coordinate (Xot, yot, zot)) appartiene alla
superficie S.

Infatti sostituendo le coordinate del punto nell’equazione di S si ottiene: t*xozo — (tyo)> = 0
ossia t*[Xozo — (Y0)’] = 0 che & un’identita per qualunque valore di t in quanto risulta:

X0Zo — (yo)2 =0 essendo Py un punto di S.

DEFINIZIONE 6.3.2 - Una funzione f(x, y, z) si dice omogenea di grado k se, per ogni t, x, ,
z risulta f(tx, ty, tg) = ¢ fx 3, 7).

ESEMPIO 6.3.2 - f(x, y, z) = 2x° — 4xz + y* ¢ una funzione omogenea, g(x, y, z) = X' — yz
non lo ¢.

Con la stessa tecnica usata nell’esempio 6.3.1, si prova la:

PROPRIETA 6.3.1 - Se f ¢ una funzione omogenea nelle variabili x —a, y — b, z — ¢, ['equa-
zione

ftx—a,y—b,z—c)=10

rappresenta un cono con vertice in V(a, b, c).

ESEMPIO 6.3.3 - (x — 1)’ — (x — D(y-2)+(z— 1)>=0 ¢&un cono con vertice V(1, 2, 1).

6.3.2 - Rappresentazione di un cono.

Esaminiamo alcuni casi particolari.
1) Se la direttrice L ¢ descritta dal punto Q(x(u), y(u), z(u)) e il vertice ¢ V(a, b, c¢), il ge-
nerico punto P del cono ¢ un punto della retta VQ quindi:
P-V=v(Q-V)
da cui si ottengono le equazioni parametriche del cono:
x=a+v(x(u)—a)

y=b+ v(y(u)—-b).
z=c+v(z(u)—c)

Le linee u = costante sono rette.
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Le linee v = costante sono direttrici, ad eccezione di v = 0 che si riduce al vertice.

Per avere I’equazione cartesiana del cono occorre eliminare dalle espressioni precedenti 1
parametri u e v, cosa a volte difficile od impossibile.

ESEMPIO 6.3.4 - Trovare le equazioni parametriche del cono di vertice V(1, 1, 2) e direttri-

ceL:xzu,yZI—uZ,z=u3.

x=1+v(u-1)
Applicando la formula si ottiene: | ¥ ~ 1-vu )
z=2+ V(u3 -2)

i1) Se la curva direttrice L ¢ data come intersezione di due superficie F(x, y, z) = 0,
G(x,y, z) = 0 un punto P(x, y, z) sta sul cono di vertice V(a, b, ¢) se e solo se appartiene al-
la retta VP dove Py € un punto che varia su L e quindi ne soddisfa le equazioni:

(x =a+t(x, —a)
y=b+t(y, —b)
1z=c+1t(zy—c¢)
F(X¢,Y9,29) =0
(G(X5Y9529) =0

Per avere 1’equazione cartesiana del cono occorre eliminare t, X, yo, Zo fra le precedenti
cinque equazioni.

Un cono puo anche essere definito senza assegnare esplicitamente la direttrice: ad esempio
come cono tangente ad una sfera e di vertice assegnato.

ESEMPIO 6.3.5 - Determinare I’equazione cartesiana del cono di vertice V(0, 0, 3) e tangen-
te alla sfera S: x> + y* + z> = 1. Si considera la retta generica per V: x =1It, y =mt, z= 3+ nt
e si impone che abbia due intersezioni coincidenti con S.

L’equazione risolvente del sistema &: (I* + m® + n’) t* + 6nt + 8 = 0 che ha due radici coin-
cidenti se 9n® — 8(1* + m” + n?) = 0 ossia 81> + 8m’ — n” = 0, per cui ’equazione cartesiana
del cono ¢ 8(x* + y2) —(z=3)*=0.

6.4 - Cilindri.

DEFINIZIONE 6.4.1 - Si dice cilindro la superficie rigata dello spazio, generata dalle rette,
dette generatrici, incidenti una curva, detta direttrice, e parallele ad una direzione fissa.
Se la direzione ¢ data dal vettore v =1i + mj + nk e la direttrice L ¢ descritta dal punto Q
di coordinate (x(u), y(u), z(u)), il cilindro ¢ ’unione di tutte le rette parallele a v che inter-
secano L. Queste rette hanno equazione vettoriale P =Q (u) + tv dove Q(u) € L.
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ESEMPIO 6.4.1 - Determinare 1’equazione del cilindro avente direttrice L: x =u, y = cosu,

z=u’ e generatrici parallele al vettore v =i—3j + k.

La generica retta passante per un punto di L e parallela a v ha equazioni parametriche
X=u+t

y=cosu—3t, conuete Requindi queste sono le equazioni parametriche del cilindro.

Z=u2+t

Il cilindro si presenta facilmente in forma parametrica, ma non sempre ¢ facile eliminare 1

due parametri.

Se la direzione ¢ data dal vettore v = li + mj + nk e la direttrice L ¢ data come intersezione

di due superficie f(x, y, z) = g(x, y, z) = 0 un punto P sta sul cilindro se e solo se:
P=Q+tv ove Q stasu L.

Le equazioni parametriche del cilindro si ottengono quindi scrivendo le equazioni parame-

triche della retta per Q(xo, Yo, Zo) € parallela a v ed imponendo che Q stia su L cio¢ sulle

due superficie che individuano L:

X=X, +It
Y=Y, +mt
zZ=12,+nt

f(x9,¥929) =0
g(Xy,Y0sZg) =0

L’equazione cartesiana del cilindro si ottiene eliminando xq, yo, Zo, t dalle cinque equazio-
ni, ma cid non sempre ¢ possibile.

ESEMPIO 6.4.2 - Determinare 1’equazione del cilindro avente come direttrice la curva L di
equazioni x = 0, x> — xy + y* — 3z = 0 e generatrici parallele al vettore v =i — j + 2k.

X =Xg+t

y=Yo -t

z=7y+2t da cui si ottiene x” + 2xy +y> + 3(2x — z) = 0.

X0 = 0

2 2
X0 ~X0Yo + Y0 —320=0

Consideriamo ora il caso particolare dei cilindri paralleli ad uno degli assi coordinati.

TEOREMA 6.4.1 - Se f(x, y) = 0 rappresenta é l’equazione di una curva L del piano x, y la
stessa equazione

f(x,y)=0
rappresenta nello spazio un cilindro di direttrice L e con le generatrici parallele all’asse z.

Quindi considerata una linea L data da f(x, y, z) = g(X, y, z) = 0 se si elimina una variabile
(per esempio z) fra le due equazioni si ottiene (ad esempio h(x, y) = 0) I’equazione del ci-
lindro che proietta L secondo la direzione dell’asse corrispondente alla variabile eliminata
(in questo caso z), mentre la stessa equazione rappresenta la curva proiezione di L sul pia-
no coordinato delle variabili rimanenti (in questo caso X, y).

Se la curva L ¢ una circonferenza il cilindro si dice circolare.
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6.5 - Superficie di rotazione.
6.5.1 - Generalita sulle superficie di rotazione.

DEFINIZIONE 6.5.1 - Si dice rotonda o di rotazione ogni superficie generata da una linea L
di forma invariabile che ruota attorno ad una retta detta asse della superficie. Ogni punto
della linea genera un cerchio detto parallelo, contenuto in un piano perpendicolare
all’asse e con il centro sull asse.

1 piani passanti per [’asse incontrano la superficie secondo linee tutte congruenti fra loro,
simmetriche rispetto all’asse, dette meridiani. 7

ESEMPIO 6.5.1 - Determinare la superficie di rota-
x=1

zione attorno all’asse z della retta r: { .
y=2z

Sia P(1, 2t, t) il punto generico dir.

Il piano © per P ortogonale all’asse z ha equazio-

nez=t.

La circonferenza o del piano 1 che passa per P ed

ha centro sull’asse z, si pud scrivere come inter-

sezione di 7 con la sfera di centro ’origine e rag-

z=t
gio OP: .
{x2+y2+22:1+4t2+t2

Eliminando t si ottiene 1’equazione cartesiana della superficie: x* + y* — 4z = 1 (iperboloi-
de rotondo ad una falda).

ESEMPIO 6.5.2 - Determinare la superficie di rotazione dellarettas: x +2z—-5=y—-z=0
attorno allarettas;: x—z+1=y—-2=0.

In questo caso le rette non sono ortogonali e sono incidenti in V(1, 2, 2) si avra un cono.
L’equazione cartesiana & 5x> — y* + 52> + 12xz — 34x + 4y — 32z + 45=0

ESEMPIO 6.5.3 - Supponiamo ora di dover determinare la superficie S di rotazione tale che

I’asse coincida con 1’asse z e tale che la linea L stia sul piano xz, ossia sia rappresentata
L f(x,2)=0

dalle equazioni . z
y=0

Un punto P(X, 0, Z) di L descrive il cerchio del

piano z = Z, di centro C(0, 0, Z) e raggio PC = X

2, .2 2 _ 2 2, 2 _~2
X“+y +(z-2)" =X ossia 4 % +y =X .
z=7 z=7

Tenuto conto che il punto P che descrive S ha le
coordinate che soddisfano 1’equazione f(X, Z) =0
I’equazione di S si ottiene eliminando X e Z fra le
precedenti e f(X, Z) = 0: X

f(+ x> +y*>,2)=0

ossia si ottiene da f(x, z) = 0 tenendo fissa z e sostituendo x con + /x* + y~ .
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Risultato analogo vale per una qualsiasi superficie ottenuta per rotazione attorno ad un asse
coordinato di una curva appartenente ad un piano coordinato contenente tale asse.

ESEMPIO 6.5.4 - Come caso particolare del precedente consideriamo una circonferenza che

ruoti attorno ad una retta che non ne sia diametro. Esso genera una superficie detta toro, di

forma anulare se 1’asse ¢ esterno alla circonferenza.

Supponiamo che 1’asse di rotazione sia 1’asse z e che 1’equazione della circonferenza sul
: . y=0

piano Xz sia: (x 2)2 ., y2 W2

L’equazione di questo toro risulta quindi:

(iwlxz + y2 —2)2 +72=1
ed eliminando la radice si ottiene
X +y + 722 +3)7=16(x" +y°).
Il toro ¢ dunque una superficie algebrica
del 4° ordine.

\1
\

6.5.2 - Esempi di superficie di rotazione che sono quadriche.

Con il metodo usato nell’Esempio 6.5.3 troviamo 1’equazione della superficie facendo ruo-
tare attorno all’asse z la curva C nei vari casi:

A

V4

C
) x—hz=0 o
1) Sia C 0 (h # 0) una retta incidente
y ’asse z nell’origine, la superficie di rotazione ¢
. . 2,2 122 _
= uncono di equazione x” +y~ —h"z" = 0.
X
) x=h
2)Sia C { 0 (h # 0) una retta parallela all’asse z;

la superficie di rotazione: x> + y* = h* ¢ un cilindro
rotondo di raggio h.

A A N A B A AT MY
\
\
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3) Sia C un’ellisse, la superficie di

|
()

‘ <
S}
S}

rotazione ¢ + 1

caso particolare

m‘x
[\e]
o
[\e]
U“N
[N}

x2 y2 z
724‘724'72:1.
a b® ¢

una sfera di centro

2
dell’ellissoide a punti reali

\

€

Se a = b = ¢ Dellissoide
I’origine e raggio a.

z 2

2 2

67

2

y z _
A C 4) Sia C 4,2 2~ un’iperbole; la superfi-
x=0
2 2 2
cie di rotazione ¢ X—z + y—z - % =1 iperboloide
a®~ a“ b
y rotondo ad una falda, caso particolare del-
= X2 2 Z2
I’iperboloide ad una falda —+ y—z - = 1.
a® b” ¢

zy
5) Sia C 1,2 2~ un’iperbole che ha co-
x=0
me asse trasverso I’asse z; la superficie di rota-
2 XZ " 2
zione ¢ —5 - 72}] =1, caso particolare del-
a b
2 2 2
I’iperboloide a due falde — X—z - y—z + 2—2 =1.
a c
‘N
. y* =2pz .
=] 6) Sia C 0 una parabola del piano
X =
yz; la superficie di rotazione & x> + y* = 2pz,
caso particolare del paraboloide ellittico
2 2
X—z + y—z -2z=0.
a” b
y
=
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OSSERVAZIONE - Le equazioni polinomiali di secondo grado a punti reali possono rappre-
sentare varii luoghi geometrici:

0) due piani;

1) cono;

2) cilindro;

3) ellissoide;

4) iperboloide ad una falda;

5) iperboloide a due falde;

6) paraboloide ellittico; A z

7) paraboloide iperbolico. |

i ide i XY iy _
Solo il paraboloide iperbolico = 5~ 2z=0 i )
a b "’?‘;ﬂ L4 f’ WA, <o
\ . . . . LA A 4 2
non ¢ mai una superficie di rotazione. Per la sua %ﬁﬁ?ﬁ}ﬁ%‘%&&?}‘l’ ) y
. . . A ot e O WS Hh
particolare forma viene anche detto paraboloide AR P IR

a sella.

6.6 - Esercizi proposti.

VI.1 - Determinare I’equazione della superficie sferica di centro C(1, -2, —2) e tangente al
pianox—z+ 1 =0. (X +y +22-2x+4y+4z+1=0)

VI.2 - Determinare 1’equazione della superficie sferica di centro C(1, -2, —2) e tangente al-
larettax =y =z. (P +y + 22 —2x+4y +4z+3=0)

V1.3 - Data la superficie sferica di equazione x* +y* + z * — 2x + 4y + 3 = 0, determinare
I’equazione del piano tangente nel suo punto P(2, -1, 0).

V1.4 - Considerate la superficie sferica di equazione x> + y* + z* — 2z — 3 = 0 e la retta di

equazioni: Xx— 1 =y—-2=0:

1) verificare che la retta ¢ esterna alla superficie sferica;

i1) scrivere I’equazione dei piani passanti per la retta e tangenti alla superficie sferica.
(y=2,4x+3y—10=0)

VL5 - Determinare I’equazione della superficie sferica passante per i punti A(4, 2, 3) e
B(—1, -2, 2) ed avente centro sulla retta x =y = z. (XC+y +22-2x-2y—-2z—-11=0)

VL6 - Data la superficie sferica T di equazione x> + y* + z> + x — 2y — z — 7 = 0 determina-
re ’equazione della retta tangente a X nel suo punto P(1, —1, 2) e perpendicolare alla retta
x—z=2y+z-3=0. x=1+ty=—1,z=2—1)

VI.7 - Determinare I’equazione dei piani paralleli all’asse z, alla retta di equazioni:

X +y+z=y-z=0 e tangenti alla superficie sferica di equazione x*> + y* + z* — 2y = 0.
(x+2y—2= /5 =0)
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VIL.8 - Determinare I’equazione della superficie sferica tangente al piano x +y +2z—-4 =0
nel suo punto P(2, 0, 1) ed inoltre soddisfacente ad una delle due condizioni:

i) passante per il punto A(1, 1, 0); (2x* +2y* 277 — 5x + 3y + 22 -2 =0)
ii) avente centro sul pianox +y +z+1=0. (X +y +22 —2x+2y+22-3=0)

VL9 - Determinare 1’equazione della superficie sferica passante per la circonferenza inter-
sezione del piano: 2x —y + z — 2 = 0 con la superficie sferica: x> + y> + 2 —2x + 4y + 3 =0
e per I’origine. (2x* +2y* + 27 + 2x + 5y + 32 =0)

VIL.10 - Determinare centro e raggio della circonferenza intersezione del piano x—y—z+2=0
con la superficie sferica: x>+ y2 +722-x+z-3=0. (C(-1/2, 1, 1/2), t = +2 /2)

VI.11 - Data la superficie sferica £: x> +y* + 2 — 9 = 0 ed il suo punto V(I, 242, 0) de-
terminare le equazioni dei piani perpendicolari alla congiungente il centro della superficie

sferica con V e che intersechino X in una circonferenza di raggio r = 5
(x+2v2y+(34/35)2=0)

VI.12 - Dati i punti A(2, 0, 0), B(3, 2, —1), C(-2, 1, 1), scrivere le equazioni della circonfe-
renza circoscritta al triangolo ABC. (X+y +27—4y+22-4=0ex+y+3z-2=0)

. 2x—-y+3z+5=0 Xx+2y—-1=0
VI.13 - Dati il punto A(3, -3, 1) e le rette r: ed s:

3y-z-2=0"
1)  determinare 1’equazione del piano p passante per A e parallelo ad r e ad s;
2x+ty+z-4=0)
ii) determinare 1’equazione della superficie sferica tangente al piano p in A ed avente
centro sul piano xy. X+y +7 -2x+8y+11=0)

Xx—-y+2z=0

VI.14 - Determinare le equazioni della circonferenza del piano z + 1 = 0, di centro

Q(2, 3, 1) e raggio r =3 ; determinare inoltre le equazioni delle superficie sferiche pas-
santi per la circonferenza e tangenti alla rettax =y -3 =0

VI.15 - Date le superficie sferiche Z,: x>+ y*+ 2"~ 1=0,%: X" +y' + 22 —4x —4y +4=0
studiare il loro fascio determinando piano radicale, asse centrale e circonferenza base.

Scrivere 1’equazione del cono con vertice nell’origine e direttrice la circonferenza base del
fascio. (9x* + 9y* + 257° — 32xy = 0)

VI.16 - Determinare 1’equazione del cilindro circoscritto alla superficie sferica di equazio-
ne x” +y” + z> = | avente generatrici parallele alla direzione (1, 1, 0) (< +y* + 27> + 2xy =2)
Studiare la curva sezione di tale cilindro con il piano x = 0. (ellisse y*/2 + 22 = 1)

VI.17 - Determinare 1’equazione della superficie di rotazione generata ruotando la retta
r:z—1=2y—x=0attorno alla retta s: x =2t,y=t, z=0. (X*+4y* + 522 —4xy —5=0)

VI.18 - Determinare 1’equazione della superficie sferica  tangente nel punto P(-1, 0, 0) al

piano 2x +y — 2z + 2 =0 ed avente il centro sul pianoy +z+ 1 =0.
K +y +22—2x—2y+4z—3=0)
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VI.19 - Determinare 1’equazione del cilindro avente come direttrice la circonferenza sezio-
ne della superficie sferica S di equazione x* + y* + z* — 2x — 2y + 4z — 3 = 0 con il piano
y = 1 ed avente generatrici parallele all’asse y. (X +22—2x+4z—4=0)

VI1.20 - Considerata la circonferenza C di equazioni x* +y* +z" — 8x + 15=10, z = 0 de-
terminare I’equazione della superficie ottenuta dalla rotazione completa di C attorno al-
I’asse y. (P +y + 2+ 157 =64(x>+ 7))

VI1.21 - Determinare 1’equazione della superficie rigata avente vertice V(0, 0, 0) e come di-
rettrice la curva C di equazioni x>+ y2 +27°=20,z=2. (X +y* —422=0)
Calcolare il volume del cono elementare di vertice V e base C. (32m/3)

VI.22 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico ¢ data la
: . 2x-y=0 : : :
retta r di equazioni {3 }3, 0 Scrivere 1’equazione del cono generato dalla rotazione
X—z+3=

di r attorno all’asse z. (9X* +9y* ~ 5(z - 3)*=0)

VI.23 - Determinare I’equazione cartesiana del cilindro avente come direttrice la circon-
ferenza di equazioni: x = 0, x° + y* + z° = 16 ¢ generatrici parallele alla rettax —y + 1 =0,
z=2. (—x+yy +2°=16)

VI1.24 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico ¢ data la
curva L di equazioni x =t°, y=2—t, z=1+ 2t. Scrivere ’equazione del cono di vertice
V (0, 0, 2) e direttrice L. (BxQy+z-2)=(y+2z—4))

VI.25 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico determina-
re le equazioni del cono X di vertice V(1, 2, 2) e direttrice la parabola y di equazioni

z=1
{yz =4x (2z—y-2=4(z-2)(z—x- 1))

VI.26 - Nello spazio riferito ad un sistema cartesiano ortonormale monometrico sono date
le superficie sferiche di equazioni rispettivamente X,: x> + y* + z> — 8x — 2z — 8 = 0,
Y x Y+ —Tx—-2y—5=0.

Determinare:

1) I’ equazione del piano radicale del fascio da loro individuato e verificare che tale pia-
no ¢ secante le due superficie sferiche; (x—2y+2z+3=0)

i1) centro e raggio della circonferenza intersezione; (C(3,2,-1),r=4)

i) 1’equazione del cilindro circoscritto alla supertficie sferica X; ed avente generatrici pa-
rallele al vettore k. (x> +y’—8x—-9=0)
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CAriToLO VII

CONICHE

7.1 - Coordinate omogenee nel piano proiettivo.

Per studiare le coniche come curve algebriche del secondo ordine (v. Definizione 4.1.2) ¢
opportuno ampliare il piano cartesiano con la retta all’infinito, definendo il piano proietti-
vo.

Nell’insieme I = R® — {(0, 0, 0)} delle terne non nulle di numeri reali consideriamo la se-
guente relazione di equivalenza:

(X1, X2, X3) 0 (Y1, Y2, ¥3) < AL £ 0 tale che y;i=Ax; (i=1, 2, 3).

Ad esempio la terna (1, 2, —1) ¢ in relazione con la terna (-3, — 6, 3), ma non con la terna
(-3,6,1).

Costruiamo poi I’insieme quoziente I/c ed indichiamo la generica classe di equivalenza di
I/c con {(x1, X2, X3)}.

Osserviamo che se per un elemento (x;, X2, X3) di una classe di equivalenza si ha x3 = 0, per
ogni altra terna di tale classe la terza componente ¢ zero, poiché y; = Axj.

Consideriamo poi il sottoinsieme I* contenuto in I/c formato dalle classi di equivalenza in
cui x3 # 0 e stabiliamo una corrispondenza fra I* ed R” nel seguente modo:

o: ¥ > R?

X, X
{(X1, X2, X3) } > [—1,—2J .
X3 X3
Valgono le proprieta:
- ¢ ¢ ben definita:
infatti se (y1, y2, ¥3) © (X1, X2, X3) si ha y; = AXy, y2 = AXz, y3 = AX3 dunque

AX; AX X, X
& ({1, y2, )} = (ﬁﬁj = {—H—Zj = [—R—zj = 9({(x1, %2, %3)}).
Y3 Y3 AX3 AX3 X3 X3
- ¢ ¢ suriettiva:
infatti considerato (x, y) € R”si ha ¢({(x,y, 1)}) = (x, y).
- ¢ ¢ iniettiva:
X X
se §({(x1, X2, x3)}) = ({(y1, 2, y2)}) allora =L = 2L ¢ 22 = 22
X3 Y3 X3 Y3
quindi x3 = kys, x; = ky1, X2 = kys (con k # 0) ossia {(x1, X2, X3)} = {(y1, Y2, ¥3)}.
La corrispondenza ¢ ¢ quindi biunivoca, ogni punto (x, y) di R* pud essere rappresentato
con una terna di numeri (X, X», X3) tali che:
ﬁ=x ﬁzy con x3 # 0.
X3 X3
Se il punto P(x, y) appartiene alla retta
r:ax +tby+c=0

, X X . .

tutte le terne (Xi, X, X3) tali che —- =x, =% =y, (x3 # 0) verificano I’equazione
X3 X3

(1) ax; +bxy +¢cx3=0.
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DEFINIZIONE 7.1.1 - L’insieme quoziente I/o si dice piano proiettivo o piano ampliato.
Si dice punto del piano ampliato ogni classe di equivalenza, elemento di 1I/c e retta am-
pliata ['insieme degli elementi di I/ che soddisfano la (1).

Ad esempio (2, -3, 2) ¢ un punto della retta x; + 2x, + 2x3 = 0 perché sostituendo 2A ad x;,

-3\ ad x5 e 2A ad x3 si ottiene un’identita.

Vediamo ora che esistono elementi di I/c che non stanno in I* e che soddisfano la (1), tali

elementi vengono detti punti impropri o punti all’infinito.

Osserviamo che:

- se la terna (a, B, 0) soddisfa la (1) , anche la terna (Ao, AP, 0) la soddisfa;

- dato che a e b non sono entrambi nulli, esiste una terna con x3 = 0 che soddisfa la (1): ¢ il
punto (b, —a, 0);

- tale punto ¢ comune a tutte le rette parallele alla retta r;

- ¢ I’'unico punto improprio di r.

X b
o ax; +bx, +cx; =0 ax, +bx, =0 o L=
Infatti si ha: supposto a # 0 si ricava 4 X, a

per cui tutte le soluzioni del sistema sono del tipo k[—h, 1, Oj ossia A(b, —a, 0) ¢ I'unico
a

punto improprio di r.
Quindi ogni retta ampliata contiene un unico punto improprio che e comune a tutte le sue
parallele.

EseEmpiO 7.1.1 - Lerette r: x — 2y + 2 =0 ed r': x — 2y + 7 = 0 hanno in comune il punto
all’infinito P ,= (2, 1, 0).

Infatti passando a coordinate omogenee il punto comune alle due rette ¢ soluzione del si-
X —2X, +2x3=0 X, —2X, +2x5;=0 X, =2X,

stema : .
X —2X,+7x3=0 5x3=0 X;=0

Vediamo alcuni casi particolari di rette:

x; =0 ¢ soddisfatta da tutti i punti del tipo (0, A, p); il suo punto improprio ¢ (0, 1, 0);
x, =0 ¢ soddisfatta da tutti i punti del tipo (A, 0, p); il suo punto improprio ¢ (1, 0, 0);
x3 =0 ¢ soddisfatta da tutti 1 punti del tipo (A, p, 0); tutti 1 suoi punti sono impropri.

Osserviamo che ogni punto improprio sta su una retta propria, sulle sue parallele e sulla
retta impropria.

EsempiO 7.1.2 - (a, B, 0) appartiene alla retta propria Bx; — ax, = 0, alle sue parallele
Bx; — oxy + cx3 = 0 ed alla retta impropria x3 = 0.

Vediamo ora altri esempi di punti impropri.

X —X -V - . : X; — XX
ESEMPIO 7.1.3 - La retta | 0 — Y7 Y0 iy coordinate omogenee diventa ~1—~0%3 —
m
X, =YX e . . S . o
= X2 7 Yo¥Xs quindi il suo unico punto improprio ¢ (I, m, 0), come facilmente si verifica.
m

ESEMPIO 7.1.4 - Per determinare i punti impropri della circonferenza x> + y> = 1 occorre
passare in coordinate omogenee:
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2, .2 _ 2 2, .2 _ — +i
X X5 =X3 X; +x;=0 {xl—ilx2

Si ottengono due punti impropri immaginari (1, £ i, 0) detti punti ciclici.

Tali punti sono i punti impropri delle due rette immaginarie dette rette isotrope, ciascuna
delle quali ¢ perpendicolare a se stessa, di equazioni: x +iy=0 e x—1y =0.

Le coordinate dei punti ciclici soddisfano 1’equazione di qualunque circonferenza, quindi
ogni circonferenza del piano passa per 1 punti ciclici.

2 2
. . . . . X
ESEMPIO 7.1.5 - Per determinare i punti impropri dell’iperbole —-— y—2 =1 occorre passare
a
2 L2
X _X_ 2 —+2
in coordinate omogenee. a2 b b ‘.
X3 = 0 X3 = 0

Si ottengono due punti reali distinti (a, b, 0), (a, —b, 0), quindi la retta impropria ¢ secante
I’iperbole. I punti impropri dell’iperbole vengono detti direzioni asintotiche.

Procedendo in modo analogo si vede che la retta all’infinito ha in comune con I’ellisse due
punti immaginari ossia ¢ esterna all’ellisse.

Intersecando la retta all’infinito con la parabola y* = 2px, (che ha equazione omogenea

x% =2px;x3) si ottengono due punti reali coincidenti (1, 0, 0) ossia la retta all’infinito ¢
tangente alla parabola.

7.2 - Classificazione delle coniche.

Ricordiamo che si dice conica I’insieme C dei punti del piano (x, y) soddisfacenti ad una
equazione algebrica di II° grado in x, y:

(2) f(X, y) = a; x> + 2ap,Xy + any” + 2a53x + 2a3y + a33 = 0.

Se consideriamo il piano proiettivo, I’equazione della conica in coordinate omogenee di-
venta:

— 2 2 2 _
3) f(x1, X2, X3) = agg X+ 2a12X1X2 + a22X > T 2a13X1X3 + 2a53X,X3 + a;x; = 0.

DEFINIZIONE 7.2.1 - Si dice punto doppio della conica C un punto P(x;, x,, x3) di C le cui
coordinate sono soluzioni del sistema (le cui equazioni sono le derivate parziali della (3)
rispettivamente rispetto ad x;, x, x3, divise per due ed eguagliate a zero):

a3 X| +a, X, +233X3=0

Poiché si ricava facilmente che
f(x1,X2,X3) = X1(an1X1 + appXs + apxz)+xo(anx; + anxy + axxs)+xs(axs + axsxs + azsxz)=0
I’eventuale punto soluzione del sistema ¢ un punto della conica.

11 determinante dei coefficienti del sistema ¢:

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



74 Capitolo 7 — Coniche

A=la;, ay, ay

e viene detto discriminante della conica.
Ricordando la teoria dei sistemi si ha che:

- se A #0, il sistema ha solo la soluzione nulla x; = x, = x3 = 0 che non rappresenta nes-
sun punto del piano ampliato, quindi la conica non ha punti doppi e si dice non degene-
re;

- se A =0 il sistema ha soluzioni non nulle, la conica ha almeno un punto doppio Py, si
spezza nel prodotto di due rette e si dice degenere.

Una conica si dice:

- semplicemente degenere se ¢ composta da due rette distinte e incidenti;
- doppiamente degenere se ¢ composta da due rette coincidenti.

Per illustrare quanto detto vediamo i seguenti esempi:

ESEMPIO 7.2.1 - Data la conica: x* + 3xy + 2y” — 4x — 4y = 0 verificare che & composta da
due rette distinte ed incidenti e che Py (-4, 4) € punto doppio.

Poiché A = 0 ed Az = _Z il sistema (4) in coordinate non omogenee si scrive:

x+3y/2-2=0
3x/2+2y—-2=0. Tale sistema ammette solo la soluzione Py(—4, 4).
-2x-2y=0
. . x=—4+1It . . .
Intersechiamo la generica retta per Py {y 4t con la conica. L’equazione risolvente
del sistema formato dalle equazioni della retta e della conica ¢ (12 + 3lm + 2m2)t2 =0.

.1 1 . _ e
Se I? + 3lm + 2m” = 0 ossia — = —2 oppure — =—1 1’equazione risolvente & un’identita e
m

sono le rette in cui si spezza la conica.

{x:—4—2t {x:—4—t
le rette 1y ed

y=4+t y=4+t

Sel’+31m+2m?#0allora t* = 0, ossia ogni retta diversa da r; ed r; interseca la conica
solo in Py in cui ci sono due intersezioni coincidenti.

ESEMPIO 7.2.2 - Data la conica: x> + 2xy + y* — 2x — 2y + 1 = 0 verificare che ¢ doppia-
mente degenere.

x+y-1=0
I1 sistema (4) in coordinate non omogenee si scrive: ¢ x+y—1=0.
-Xx-y+1=0

Tale sistema ammette infinite soluzioni: tutti 1 punti della retta x + y — 1 = 0 sono punti
doppi ossia la conica ¢ doppiamente degenere e la sua equazione diventa (x +y — 1) = 0.

DEFINIZIONE 7.2.2 - Una conica C si dice:

- di tipo ellittico se non ha punti all’infinito, cioe la retta impropria non interseca C;

- di tipo parabolico se ha un solo punto all’infinito, cioe la retta impropria e tangente a C;
- di tipo iperbolico se ha due punti distinti all’infinito, cioe la retta impropria e secante a C.
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Per determinare i punti di intersezione tra la conica e la retta impropria si deve risolvere il
x;=0

f(Xl’X2’X3) =0

. . x;=0
sistema: e, sostituendo,

2 2 A
a;X] +2a,X,X, +a,,X; =0

. . . A 2
L’equazione di secondo grado ha come discriminante Z =aj, —ajan.

Il sistema: - ha due soluzioni reali distinte se A>0;
- ha due soluzioni reali coincidenti se A =0;
- non ha soluzioni reali se A<O.
. A 2 N . a1 Ay ,
Si osserva che — = a;, — ajjaz ¢ I’opposto del minore Azz = dell’elemento ass3
4 12 a a
12 An

del determinante A, quindi:

- la conica ¢ di tipo iperbolico se A33 <0;
- la conica ¢ di tipo parabolico se A3;;=0;
- la conica e di tipo ellittico se Azz3 > 0.

DEFINIZIONE 7.2.3 - Una conica non degenere ed a punti reali si dice iperbole, parabola,
ellisse, a seconda che sia di tipo iperbolico, parabolico, ellittico.

OSSERVAZIONE 1 - Ricordando I’Esempio 7.1.5 la definizione ora data ¢ coerente con i
nomi delle coniche ottenute come luoghi di punti.

OSSERVAZIONE 2 - Abbiamo detto che una conica ¢ di tipo parabolico se As3 = 0. Tale con-
dizione implica che il complesso dei termini di secondo grado dell’equazione (3) sia un
quadrato; si puo allora porre a;; = az, Ay = b’ e aj;p = ab e la conica si puo scrivere nella
forma:

(ax1 + bX2)2 + 2a;13x1X3 + 2a3X0X3 + a33X§ =0
ed il punto improprio della conica ha coordinate (—b, a, 0).

ESEMPIO 7.2.3 - Determinare il tipo della conica: 2x% + y2 -3x+y-5=0.

2 0 -3/2 . |
Calcoliamo A=| 0 1 1/2 | =-10 - % -3 = % # 0 quindi la conica ¢ non
-3/2 1/2 -5

degenere. Per determinarne il tipo calcoliamo As; = ‘0 1‘ =2>0.
La conica ¢ di tipo ellittico, quindi ¢ un’ellisse.

ESEMPIO 7.2.4 - Determinare il tipo della conica: 2x% + Xy — y2 +x+y—-3=0.

2 1/2 1/2 L . . 5
Calcoliamo A=1/2 -1 1/2/=6+—-+ -+ — — — + 3.2 # 0 quindi la conica ¢
8 8 4 2 4 4
1/2 1/2 -3
) L ) 2 1/2
non degenere. Per determinarne il tipo calcoliamo A3 = 1/2 : =2-1/4=-9/4<0.

La conica ¢ di tipo iperbolico, quindi ¢ un’iperbole.
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ESEMPIO 7.2.5 - Determinare il tipo della conica: x> — 2xy + y* + 2x + 2y = 0.

1 -1 1
Calcoliamo A=|-1 1 1= -1-1-1-1=-4%0 quindi la conica ¢ non degenere.
1 1 O
. . . -1
Per determinarne il tipo calcoliamo Aj; = - =1-1=0.

La conica ¢ di tipo parabolico, quindi ¢ una parabola.
Notiamo che, come osservato prima, il complesso dei termini di secondo grado ¢ un qua-
drato (x — y)~.

ESEMPIO 7.2.6 - Verificare che la seguente conica: x> + xy — 2y” + x + 2y = 0 & degenere ¢

si spezza in due rette.

Poiché A =0 ed Aj3 <0 si tratta di una conica degenere di tipo iperbolico. Per ricavarne le

componenti si riscrive I’equazione nella forma: x> + x(y + 1) — 2y* + 2y = 0.

Tale equazione di secondo grado in x ha discriminante (y + 1)* + 8y* — 8y = 9y> — 6y + 1 =

~(y+D£By-1)
2

= (3y — 1), per cui ricavando x mediante y si ha: x = e quindi si ottiene

che la conica si spezza nelle rette: x -y +1=0 e x+2y=0.

ESEMPIO 7.2.7 - Verificare che la conica: 2x* + 2xy + 5y* = 0 & degenere di tipo ellittico.
Infatti si ha A =0 e As; > 0. In questo caso la conica non contiene rette reali.

7.3 - Intersezione di una retta r e di una conica C.

Date la retta r di equazioni parametriche x = xo + It, y = yo + mt e la conica C di equazione
(2) 1 loro punti comuni sono le soluzioni del sistema:

X =X, +1t
y=y,+mt
a“x2 +2a,Xy + 2122y2 +2a;;X +2a,y+a33=0
L’equazione risolvente in t ¢ di secondo grado: at* + 2Bt +y=0  dove:
o = ayl? + 2alm + am?;
B = (anxo +anyo +ai3) 1 + (anxe + axnyo + ax;) m;
v =1(Xo, yo) = anX§ + 2a12X0yo + axny ¢ + 2a13Xo + 2a23y0 + a33.
Possono presentarsi vari casi.

1) L’equazione risolvente ¢ un’identita: quindi ci sono infinite soluzioni e la retta ¢ con-
tenuta nella conica (che ¢ quindi degenere).

2xy+y=0 ) . . .
ESEmPIO 7.3.1 - 0 La conica 2xy + y = 0 contiene la retta y = 0; infatti la
y =

sua equazione si puo scrivere: y(2x + 1) = 0.
2) L’equazione risolvente ha grado zero, ma non é un’identita: le due intersezioni man-

canti sono all’infinito; ad esempio C ¢ un’iperbole ed r € un suo asintoto, vi ¢ un punto di
molteplicita due all’infinito.
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non ci sono soluzioni al finito.

2 — 2 = 0=1
ESEmMPIO 7.3.2 - {4)( Iy =1 {

2x+3y=0 2x+3y=0
2
4x? —9x2 =x? 0=x3
Passando a coordinate omogenee si ottiene il sistema: ! S 3
2x;+3x, =0 X, :—Exz

la cui soluzione ¢ il punto (-3, 2, 0) contato due volte.

3) L’equazione risolvente ha grado uno: vi ¢ una sola intersezione al finito, ad esempio C
¢ una parabola ed r ¢ parallela all’asse della parabola; una soluzione ¢ al finito e I’altra
all’infinito.

una sola soluzione al finito P(2, 2).

2 = 4 = 2
ESEmMPIO 7.3.3 - {y 2x { X

y=2
Passando a coordinate omogenee si ottiene il sistema:

X3 =2X,X; |4x3-2X,X;=0 X3(2x;—=x;)=0 dacui 1 0 . 2x5 =X,

y=2

Xy = 2X, X, = 2X;

e si ottengono 1 punti: Q(1, 0, 0) all’infinito e P(2, 2, 1) (soluzione al finito trovata anche
prima).

4) ’equazione risolvente ha grado due, vi sono due intersezioni: reali distinte, reali coin-
cidenti, complesse coniugate ed in corrispondenza la retta si dira rispettivamente secante,

tangente, esterna.

ESEMPIO 7.3.4 - Considerata la conica di equazione: 3x> — 4xy + 8x + 5 = 0:

3 -2 4
- verificare che non ¢ degenere. Siha A=|-2 0 0 =-20=0.
4 0 5

- determinarne il tipo. As; = ‘ ‘ =—4 < 0. La conica ¢ un’iperbole.

- trovarne le intersezioni con la retta all’infinito:

{3)(12 —4x,x, =0 {(3x1 —4%,)x, =0

X3:

da cui
x3=0

4
= O = —
T i0e(0,1,00 e 1MITIX2 0 gios (f, 1, oj.
0 X320 3

- trovarne le intersezioni con laretta x +2y +1=0:

y:_x+1 __x+1 __x+1
2 1 y=—"r y=-—-
Ix2 dx 2T 4 8x+5=0 [3x2+2x>+2x+8x+5=0  [5x2+10x+5=0
X +1
y:— X=_1
2 { contato due volte.
(x+1)2 =0 y=0
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I due punti di intersezione coincidono, la retta ¢ tangente alla conica nel punto A(-1, 0).

: . 1
- trovarne le intersezioni con la retta y = S X+ 2:

1
y__5X+2 yz—%x+2 y=—%x+2
1
3x2—4x(—5x+2)+8x+5:0 3x? +2x —8x +8x+5=0 5% +5=0
X =4i L : : o . :
{ 2 Ti/2 poiché i due punti sono immaginari la retta ¢ esterna all’iperbole.
y=2%Fi

7.4 - Retta tangente ad una conica.

Riprendiamo I’equazione risolvente del sistema fra una retta r ed una conica C vista nel pa-
ragrafo precedente:
at’ + 2Bt +y=0.
Per semplicita supponiamo la conica non degenere, ossia senza punti doppi. Sia Py un pun-
to di C, cioe¢ y = 0, la retta r risultera tangente a C in P, se = 0.
Tale condizione permette di ricavare i parametri direttori della tangente in Py:
1 apXetayyo+ay .

m apXotapyetag
Tali valori sostituiti in m(x — Xo) — I(y — yo) = 0 danno I’equazione della tangente:
(a11Xo + ainyo + a13)(X — Xo) + (a12Xo + azyo + a23)(y — yo) = 0.
Ma Py € C, quindi tenuto conto che
a13Xo + axyo +azz =—(a; 1X(2) + 2a12Xoyo + azzyg + a13Xo + a23y0)
la retta precedente si scrive anche:

(5) a11XoX + ana(yoxX + Xoy) + anyoy + a3(x + xp) + a3(y +yo) +a33=0

che si dice ottenuta dall’equazione della conica con la regola degli sdoppiamenti cio¢ con
le sostituzioni:

X2—>X0X, yz_)yoy’ Xy_)M’ X_)m, yﬁw.
2 2 2
L’equazione (5) si pud anche scrivere:
X(a11Xo + a2yo + aiz) +y(anxo + anyo + ax) + (aisxe + axyo + asz;) = 0.
Se si considera I’equazione (3) della conica in coordinate omogenee, la tangente alla coni-

ca nel suo punto Py di coordinate omogenee (X, yo, Zo) diventa:
(8") xi(anxo + anzyo + a13zp) + X2(a12Xp + a22y0 + a23z0) + X3(a13X0 + a23y0 + a3329) =0

che si ottiene anche calcolando:

of of of
(5") (_) x;+ (_J X + (—) x3=0.
ox, By ox, Py 0x, P,

Se nella (5') si mettono invece in evidenza le coordinate di Py si ottiene:
Xo(ar1xy +apXz + a13x3) + yo(ax) + anxy + a3x3) + zo(aj3x; + axsx; +axs) =0
che, facendo uso delle derivate parziali, si pud anche scrivere:

N RGN
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ESEMPIO 7.4.1 - Determinare la tangente alla conica x> — 2xy + y* — 2x = 0 nel suo punto

P(2, 0). La tangente ha equazione: 2x — 227}] o X* 2

=0ossiax—2y—2=0.

7.5 - Cenni sulla polarita rispetto ad una conica.

Sia C una conica non degenere di equazione in coordinate cartesiane non omogenee:

’c’l11X2 + 2ajoxy + a22y2 + 2a;3x + 2a3y +azz3 = 0.
Nel § 7.4 abbiamo visto che I’equazione della retta tangente in un suo punto Py(xo, yo) si
ottiene mediante la regola degli sdoppiamenti:

(5) a11xox + an(yox + xoy) + axnyoey + ai3(x + xo) + ax(y +yo) + a3z =0.

L’espressione (5) ad un punto qualsiasi Py(xo, yo) del piano, anche non appartenente alla
conica, fa corrispondere una retta po che si dice polare di Py rispetto alla conica e Py si
dice polo della retta py. La polare di Py(xo, yo) ha quindi equazione:

(6) anXoX + ap(yoX + Xoy) + azyoy + a3(x + xo) + ax(y +yo) + az;3=0.
Ovviamente la polare di un punto della conica e la tangente alla conica nel punto.
ESEMPIO 7.5.1 - Data la conica di equazione 3x% — 4xy + 8x + 5 = 0, trovare la polare del
punto B(1, 2).

Si ha: 3x — 4372 +8X;1 +5=0 dacui 3x—2y—4x+4x+4+5=0,

cio¢: 3x -2y +9=0.

In modo del tutto analogo a quanto visto nel § 7.4 la polare del punto Py(xo, yo) si pud an-
che scrivere:

x(an1xo + anzyo + a13) + y(anXo + axnyo + a) + (a;3xo + ax3yo + a33) =0

0, se si considera 1’equazione (3) della conica in coordinate omogenee, la polare del punto
Py di coordinate omogenee (X, yo, Zo) diventa:

(6") xi(anxo + anzyo + a13zo) + X2(a12Xo + a22y0 + a23z0) + X3(a13X0 + a23y0 + a3329) =0

che si ottiene anche calcolando:

of of of
S R ) )
aX1 Py aXZ Py ax3 Py
oppure:
of of of
6" Exe+ | Z |y + |2 |z =0.
@ (oo (e (55

ESEMPIO 7.5.2 - La conica precedente, passando a coordinate omogenee, ha equazione:

3x12— 4x1x, + 8x1X3 + 5x§ = 0. Per calcolare la polare di B(1, 2, 1) si puo usare la (6"):

(EJ = (6x) — 4x, + 8x3)g = 6; [ij =(—4x))p=-4; [ﬁ] = (8x; + 10x3)g =18
X} Jg 0X; ) 0X3 )y

e si ottiene 6x; —4x> + 18x3=0  cioe 3x; — 2%, + 9x3 = 0.

Per costruire graficamente la polare di una conica C noto il polo e viceversa si usa il:
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TEOREMA DI RECIPROCITA 7.5.1 - Se P;(x;, y;) appartiene alla polare di Py(xy, yy), la pola-
re di Pi(x;, y1) passa per Py(xy, o).
Dimostrazione. Se Pi(x;, y;) appartiene alla polare di Py le sue coordinate ne soddisfano
I’equazione cio¢:

anXoxXi1 T an(yoxi + Xoyi) + axnyoy: + ais(xi +xo) + ax(y1 +yo) +az; =0
e tale espressione dice anche che le coordinate(xo, yo) di Py soddisfano I’equazione della
polare di P;.

Applicando il teorema di reciprocita vediamo separatamente come si possa costruire geo-
metricamente la polare di un punto sulla conica, interno od esterno ad essa, e viceversa

come si trovi il polo di una retta tangente, esterna o secante la conica.

Dati la conica C ed il polo Py: Date la conica C e la polare py:

Se Py appartiene alla conica la polare ¢ la tangente. Se la retta ¢ la tangente alla conica, il polo ¢
il punto di tangenza.

Py
t

Se Py € esterno alla conica, si conducono da P le due Se po incontra la conica in due punti distinti
tangenti a C; la polare p, di Py ¢ la retta MN congiun- M ed N, il suo polo ¢ il punto comune alle
gente i due punti di contatto. P tangenti a C'in M ed N.

0

/po

M N

Se Py ¢ interno alla conica, si costruiscono due rette  Se p, non interseca la conica, si considerano due suoi
r ed s per Py, se ne trovano i poli R ed S (v.sopra), la punti R ed S, se ne costruiscono le polarired s
polare di Py ¢ la retta RS. (v. sopra). L’intersezione di r ed s ¢ il polo P, cercato.

7.6 - Diametri.

DEFINIZIONE 7.6.1 - Si dice diametro la polare di un punto improprio.
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Il diametro relativo al punto D, (I, m, 0) si dice diametro coniugato al punto D ,ed ha

equazione
aX1 Do aXZ Do aX3 De
o anche
(7) xi(apl + a;om) + xa(ag2l + axm) +x3(agsl + azm) = 0.

Si puo dimostrare che il diametro coniugato ad un punto improprio, distinto da una dire-
zione asintotica, e il luogo dei punti medi delle corde appartenenti al fascio di rette paral-
lele individuato dal punto improprio.

/ -

Diametro coniugato al punto D.,

ESEMPIO7.6.1 - Data la conica 3x* — 4xy + 8x + 5 = 0 determinare il diametro coniugato al-
la direzione R(1, -1, 0).

Passando, come nell’esempio precedente, a coordinate omogenee si ottiene la retta:

(6x1 — 4%, + 8x3)rX] + (—4x1)rX2 + (8% + 10x3)rx3 =0 10x; —4x, + 8x3 =0

ed in coordinate cartesiane: 5x —2y +4 =0.

7.7 - Coniche a centro.

L’equazione (7) del diametro si puo anche scrivere:
(7 (anx; +apxy +a;sx;)l + (apx) +axx; +axx;)m=0
che mette in evidenza che 1 diametri sono le rette del fascio individuato dalle rette:
di: apxgtapxe tapx3=0 e da apx; +anx; +anx;=0.
Le rette d; e d, sono i1 diametri coniugati rispettivamente alle direzioni X (1, 0, 0) ed
Y (0, 1, 0), cio¢ ai punti impropri degli assi del riferimento.

Tale fascio ¢ proprio se e solo se As; # 0. In tal caso il centro C del fascio ¢ il punto di in-
tersezione di d; € d, e si ottiene risolvendo il sistema:

. X A X A . -
Le soluzioni sono: —- = —13 =x. =2 =223 =y dove A3 ed A,z sono i cofattori di
X3 As; X3 Ass

a;3 ed a3 nella matrice della conica. Per la proprieta dei diametri enunciata sopra, il punto
C(xc, yc) € centro di simmetria della conica.

Poiché esiste il centro della conica se e solo se Asz # 0, [’ellisse e [’iperbole sono coniche
a centro.

PROPRIETA 7.7.1 - Il centro della conica é il polo della retta impropria.
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Dimostrazione - Per costruzione il centro della conica appartiene alle polari dei punti X,
ed Y. della retta impropria, per il teorema di reciprocita esso ¢ quindi il polo della retta
impropria.

Le coordinate del centro della conica sono quindi le soluzioni del sistema (analogo all’(8)
in coordinate non omogenee):

o _ 0
a Xx+a,y+a;=0 ox
(8" { 1 12Y 313 od anche gfx .
apX+ayy+ay=0 ~— =0
oy
ESEMPIO 7.7.1 - Per determinare il centro della conica 3x* — 4xy + 8x + 5 = 0 si deve risol-
L 6x—-4y+8=0 o
vere il sistema: Ax =0 quindi  C(0, 2).
—4x =

In una conica a centro se d ¢ il diametro coniugato alla direzione del diametro d', per il teo-
rema di reciprocita, d' ¢ il diametro coniugato alla direzione del diametro d: i diametri d e
d'si dicono diametri coniugati.

Abbiamo visto (per la (7)) che il diametro d' coniugato alla direzione D = (I, m, 0) del
diametro d ¢ la retta di equazione:
xi(apl + aj;pm) + xp(ajpl + azpm) + x3(agzl + axzm) =0
che ha come punto improprio (a;,l + a;ym, —(a;;l + a;om), 0); quindi d e d' risultano orto-
gonali se:
1(21121 + azzm) — m(anl + alzm) =0

9 alzl2 —(a;; — axn)lm — alzm2 = ().

Questa relazione individua le direzioni di una coppia di diametri coniugati ed ortogonali,
nella ipotesi che la conica non sia una circonferenza.

DEFINIZIONE 7.7.2 - Si dicono assi di simmetria ortogonale di una conica a centro, i due
diametri coniugati ed ortogonali.

Gli assi di simmetria di una conica a centro sono quindi le rette per il centro C(xc, yc) a-
venti le direzioni coniugate ed ortogonali individuate dalla relazione (9).
L’equazione complessiva degli assi ¢ quindi

(10) ap(x — Xc)’ — (a1 — a22) (X = X¢) (¥ — Yo) — ana(y — yo)* = 0.

ESEMPIO 7.7.2 - Determinare gli assi della conica 3x* — 4xy + 8x + 5 = 0.
Abbiamo visto nell’Esempio 7.7.1 che la conica data ha centro C(0, 2). Le direzioni degli
assi, cio¢ della coppia di diametri coniugati ed ortogonali si ottengono risolvendo
I’equazione (9):

m m _3%5

1 4
Le equazioni degli assi si ottengono quindi scrivendo le rette per C aventi le direzioni otte-
nute:

2
21+ 3lm - 2m*>=0 ovvero 2(?) —3( j—ZZO da cui

y_

- se ? =2, scegliendom=2 ed 1=1 siottiene la retta x = ciog: 2x —y +2=0;
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Sse 2 :_%, scegliendom=—-1ed 1 =2 si ottiene la retta §= y=2 cioe x+2y—4=0.

Applicando invece direttamente la formula (10) 1’equazione complessiva degli assi risulta:
—2x* = 3x(y — 2) + 2(y — 2)* = 0. Per ottenere le equazioni dei due assi risolviamo 1’equa-
zione di secondo grado ottenuta dividendo ’equazione precedente per (y — 2)% si ha

2
2 x +3 X -2=0 chehasoluzionil e —2.
y—2 y—2 2

Si ottengono le rette 2x —y+2=0 ¢ x +2y—4=0.

OSSERVAZIONE 1 - Il centro di una conica risulta essere centro di simmetria, infatti si ve-
rifica che i/ centro della conica e punto medio delle corde passanti per esso.

Gli assi della conica sono assi di simmetria ortogonale della conica: e si ¢ gia detto che
un asse é il luogo dei punti medi delle corde aventi direzione ortogonale all asse.

Se C ¢ un’iperbole, abbiamo definito direzioni asintotiche i suoi punti impropri (v. Esem-
pio 7.1.5).

DEFINIZIONE 7.7.3 - Si dicono asintoti di un’iperbole le rette per il suo centro aventi le di-
rezioni asintotiche.

Ricordiamo che le direzioni asintotiche sono le intersezioni dell’iperbole con la retta im-
propria, quindi sono le soluzioni dell’equazione 311X2 + 2ajxy + a22y2 = 0 che si ottiene
eguagliando a zero il complesso dei termini di secondo grado dell’equazione (2) della co-
nica.

Quindi a;;x* + 2a12xy + any” = 0 & I’equazione complessiva delle rette che dall’origine del
riferimento proiettano le direzioni asintotiche.

Per scrivere le equazioni degli asintoti se ne devono quindi calcolare le direzioni risolven-
do I’equazione:

(1 1) 31112 + 2alm + azzmz =0.

Indicando con C(Xc, yc) il centro I’equazione complessiva degli asintoti risulta:
(12) ani(x — Xc)* + 2ap(x — Xc) (¥ ~ ¥o) + an(y —yo)* = 0.

L’iperbole si dice equilatera se gli asintoti sono ortogonali e si verifica che ci0 accade
quando a;p +ap= 0.

ESEMPIO 7.7.3 - Abbiamo visto negli Esempi 7.3.4 ¢ 7.7.1 che la conica C di equazione:
3x% — 4xy + 8x + 5 = 0 & un’iperbole di centro C(0, 2). Intersecando C con la retta impro-
pria si trovano le direzioni asintotiche (0, 1, 0) e (4, 3, 0).

Gli asintoti di C sono quindi le rette:

- 1] passante per C ed avente direzione (0, 1, 0) di equazione: x = 0;

- 1, passante per C ed avente direzione (4, 3, 0) di equazione: 3x —4y + 8 = 0.

Volendo invece applicare la formula (11) dell’equazione complessiva degli asintoti, questa
risulta, nel nostro caso, 3x*— 4x(y —2) =0, da cui si ricavano le equazioni degli asintoti
3x-4y+8=0edx=0.

OSSERVAZIONE 2 - I fuochi di una conica sono le intersezioni delle tangenti alla conica u-
scenti dai punti ciclici. Ogni conica a centro ha due fuochi reali appartenenti all’asse mag-
giore se si tratta di un’ellisse, all’asse trasverso se si tratta di un’iperbole.

Direttrice ¢ la polare di un fuoco.
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Data una conica a centro C, se si assume come riferimento quello avente come origine il
centro della conica e come assi coordinati gli assi della conica, detto riferimento canonico
la sua equazione assume la forma particolarmente semplice detta equazione canonica del-
la conica:

(13) LX*+MY?+N=0.

Per ottenere la forma canonica dell’equazione di una conica a centro data in un riferimento
qualunque, anziché effettuare il cambiamento di riferimento, si usano 1 numeri: A discri-
minante della conica, il suo minore Asz € T = a;; + ax che sono detti invarianti metrici in
quanto si pud dimostrare che sono indipendenti dal riferimento scelto.

Calcoliamo il valore dei tre invarianti per la conica di equazione (13) dove L, M, N sono le
incognite:

L 0 0 Lo
A=10 M O] =LMN;  An=| 1w‘zLM; T=L+M.
0 0 N

Per determinare L, M, N ¢ quindi sufficiente risolvere il sistema:

LMN = A
LM=Aj;3
L+M=T

con gli invarianti A, Ass, T noti, in quanto calcolati per I’equazione data nel riferimento i-
niziale.

Siricava N = A/A33 (sinoti che per ipotesi la conica ¢ a centro e quindi Asz # 0).

L ed M sono le soluzioni di un sistema simmetrico, quindi sono le soluzioni dell’equazione
ausiliaria Z> — TZ + Az =0.

ESEMPIO 7.7.4 - Determinare 1’equazione canonica dell’ellisse 2x* + y> —3x +y — 5 =0
dell’Esempio 7.2.3.
Abbiamo gia calcolato A =—-51/4, As3 =2, T=2+1=3.1coefficienti L, M, N della for-

LMN =-51/4
ma canonica sono quindi le soluzioni del sistema: LM=2 . Siricava N =-51/8.
L+M=3

L’equazione Z> — 3Z + 2 = 0 ha soluzioni Z, = 2, Z, = | (entrambe positive essendo C una
ellisse) e 1’equazione canonica cercata &: X+ 2Y? — 51/8 = 0 oppure 2X*+ Y* - 51/8=0a
seconda di quale asse della conica si scelga come asse X o0 Y.

ESEMPIO 7.7.5 - Determinare I’equazione canonica dell’iperbole 2x* + xy—y* +x+y—3 =0
dell’Esempio 7.2.4.
Abbiamo gia calcolato A = 27/4, A33=-9/4, T=2—1= 1.1 coefficienti L, M, N della

LMN =27/4
forma canonica sono quindi le soluzioni del sistema LM=-9/4. Siricava N=-3.
L+M=1

L’equazione Z* — Z — 9/4 = 0 ha soluzioni Z, = (1 +4/10 )2, 7Z,=(1 ~10 )/2 (discordi, es-
sendo C una iperbole) e I’equazione canonica cercata ¢:

XY (1+410 )2+ YA(1-410)2-3=0 oppure X*(1 -+10)2+ YX(1++/10)2-3=0
a seconda di quale asse della conica si scelga come asse X 0 Y.
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7.8 - Parabola.

Riprendendo I’equazione del fascio dei diametri:
(7 (anx1 +apx2 + ai3xs)l + (anx; +anx, + axnx3)m =0

si ha che tale fascio ¢ improprio se A3z = 0, cio¢ se la conica ¢ una parabola.
Ricordando (v. Osservazione 2 § 7.2) che una conica di tipo parabolico si puo scrivere nel-
la forma:

(ax; + bxz)2 + 2a13x1X3 + 2a3X0X3 + a33x§ =0
la (7') diventa
(7") (a2x1 + abX2 + 313X3) 1+ (abx1 + b2X2 + a23X3) m=0
OVVEro
axj(al + bm) + sz(al + bm) + x3(aj3l + azzm) = 0.

Quindi qualunque siano | ed m la retta del fascio ha direzione costante (— b, a, 0), cio¢ il
punto improprio della parabola.

Poiché¢ il diametro coniugato ad una direzione ¢ asse di simmetria rispetto a questa direzio-
ne, il diametro coniugato alla direzione (a, b, 0) ortogonale alla direzione dei diametri ¢
["unico diametro di simmetria ortogonale e si dice asse della parabola.

In altre parole si puo dire che 1’asse della parabola ¢ la polare del punto improprio per-
pendicolare al punto all’infinito della parabola.

L’asse della parabola ¢ quindi la polare di A, (a, b, 0) ed ha come equazione, dalla (7")

(14) (ale + abxz + 313X3)a + (abx1 + b2X2 + 323X3)b =0

0, passando a coordinate non omogenee e facendo uso delle derivate parziali:

(14) a(§J+b(ﬁJ=0.
ax )" oy

L’asse della parabola interseca la parabola in un solo punto al finito detto vertice, le cui
coordinate si trovano risolvendo il sistema formato dalle equazioni di asse e parabola.

ESEMPIO 7.8.1 - Data la parabola: x* — 2xy + y* + 2x + 2y — 4 = 0 determinarne asse e ver-

tice.

L’equazione della parabola si puo scrivere: (x —y)> + 2x + 2y — 4 = 0, quindi A ., (1, -1, 0).

Calcoliamo (2—fj =2x -2y +2) e (%} = (-2x + 2y + 2). Applicando la (14"),
X

I’equazione dell’asse risulta: (2x —2y +2) — (-2x + 2y +2)=0ossiax —y =0.
2 2 _a-
Il vertice ha come coordinate le soluzioni del sistema: {X Xy +y 2XJ 2y-4=0
X—y=
quindi risulta V(1, 1).

Scegliendo un riferimento avente 1’asse X coincidente con ’asse della parabola e I’origine
nel vertice della parabola, detto riferimento canonico, I’equazione della parabola assume
la forma particolarmente semplice:

(15) PY?+QX=0

detta equazione canonica della parabola.
Per ottenere la forma canonica dell’equazione di una parabola data in un riferimento qua-
lunque, anziché effettuare il cambiamento di riferimento, si possono usare gli invarianti
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metrici cio¢ 1 numeri: A discriminante della conica e T = a;; + ay; che sono indipendenti
dal riferimento.

Calcoliamo gli invarianti per la conica di equazione (15):

0 0 Q/2
A=l0 P 0 |=-PQ%4 A;=0 T=P.
Q/2 0 0
Per determinare le incognite P e Q ¢ quindi sufficiente risolvere il sistema:
{PQ2 /4=—A
P=T

con gli invarianti A e T noti, in quanto calcolati per 1’equazione della parabola nel riferi-
mento iniziale.

ESEMPIO 7.8.4 - Determinare ’equazione canonica della parabola x* —2xy +y*+2x +2y =0
dell’Esempio 7.2.5.
Abbiamo gia calcolato A =—4, A3;3=0,T=1+1=2.1coefficienti P ¢ Q della forma ca-

24—
PQ7/4=4 equindi Q°=162=8 Q=+242.

nonica sono le soluzioni del sistema {

L’equazione canonica cercata & 2Y> + 2 2X=0 oppure 2Y* — 242X =0 aseconda di
quale orientamento si scelga per 1’asse della parabola.

OSSERVAZIONE - Come gia detto i fuochi di una conica sono le intersezioni delle tangenti
alla conica uscenti dai punti ciclici. La parabola ha un unico fuoco reale appartenente al
suo asse e la direttrice ¢ la polare del fuoco.

7.9 - Intersezione di due coniche.

Trovare 1 punti comuni a due date coniche F'e G rispettivamente di equazioni:
(2) f(X, y) = ai 1X2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x + 2a23y + asz3z = 0
(2’) g(X, y) = b11X2 + 2b12XY + b22y2 + 2b;zx + 2b23y +b3y3=0

equivale a risolvere il sistema da esse formato che ammette “in generale” quattro soluzioni.
Poiché le coniche sono date in forma non omogenea, si possono trovare, al finito, meno di
quattro soluzioni (reali o immaginarie) se alcuni dei punti comuni sono all’infinito come
nel caso di due iperboli aventi un asintoto comune o nel caso di due circonferenze che, ol-
tre che in due punti di intersezione al finito (reali o immaginari), si intersecano nei punti
ciclici della retta impropria (per cui passano tutte le circonferenze).

I1 sistema ammette invece infinite soluzioni se le coniche coincidono o si spezzano in coni-
che degeneri aventi una retta in comune.

Riferendoci al caso generale, le coordinate dei punti di intersezione A, B, C, D si determi-
nano risolvendo il sistema di quarto grado formato dalle due equazioni.

Si possono presentare diversi casi:

a) le intersezioni sono reali e distinte (Esempio 7.9.1);

b) le intersezioni sono reali ma due distinte e due coincidenti: le coniche si dicono tangenti
(Esempio 7.9.2);
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¢) le intersezioni sono reali ma a due a due coincidenti: le coniche si dicono bitangenti
(Esempio 7.9.3);

d) le intersezioni sono reali ma tre coincidono in uno stesso punto e la quarta ¢ distinta da
queste: le coniche si dicono osculatrici (Esempio 7.9.4);

e) le quattro intersezioni sono reali ma coincidono in un unico punto: le coniche si dicono
iperosculatrici (Esempio 7.9.5);

f) le intersezioni sono due reali e due immaginarie (complesse coniugate): le coniche si in-
tersecano in due soli punti reali (ad esempio due circonferenze secanti);

g) le quattro intersezioni sono immaginarie: le coniche non hanno punti reali comuni (ad
esempio due circonferenze esterne fra loro).

ESEMPIO 7.9.1 - Determinare i punti di intersezione delle coniche:
{Xz +2y* —xy—2x-2y=0

. y
x> +16y” —8xy —2x 16y =0 R
Sottraendo la prima equazione dalla seconda si
2 2 _
ottiene: 1% 710" ~8xy—2x~-16y=0 4 ;. C
Ty(RQy-x-2)=0
2 2 e _
D {x +16y° —8xy —2x —16y =0 che ha solu-
y=0 0 A

. |x=0 x=2
zioni e R
y=0 y=0
2 2 _8xy—2x—-16v= =2 =0

IT) {X +16y” =8xy—2x ~16y =0 che ha soluzioni {X e {X

x=2y-2 y=2 y=1
I punti comuni alle due coniche sono quindi: O(0, 0), A(2, 0), B(2, 2), C(0, 1).

ESEMPIO 7.9.2 - Determinare 1 punti di intersezione del- y

Il
os]

. x*+y*-2y=0 A
le coniche: .
3x2 +3xy +2y° —6x -6y +4=0
2 2
=2y—-x
Eliminando y* si ottiene: Y Y
X2 +3xy-6x—2y+4=0 C
x> —6x+4

da cui y :T; sostituendo infine nella prima
-3x

equazione si ottiene: 5x* — 9x> + 4x* = 0 che ha come

soluzioni: x = 0 (doppio), x=1,x =

(NN

(NN
(R N

)

I punti comuni alle due coniche sono quindi: A = B(0, 2) doppio, C(1, 1), D(
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y
ESEMPIO 7.9.3 - Determinare i punti di inter-
sezione delle coniche:
x2 —y2 +6xy+2x+4y+1=0
A=B X2+4y2—4xy+2x—y+1=0
“eob — Sottraendo la prima equazione dalla seconda
= 2 2 _ _
si ottiene: 1% +4y° —4xy+2x—-y+1=0
Sy(y—-2x-1)=0
da cui:
x2+4y2—4xy+2x—y+1=0 . . x=-1
I) che ha la soluzione doppia ;
y=0 -
242 N
m 4y" —y+2x=y+1=0" o ha la soluzione doppia 3
3
. . . L 2 1
I punti comuni alle due coniche sono quindi: A =B(-1,0), C=D| ——, 3

ESEMPIO 7.9.4 - Determinare 1 punti di intersezione delle coniche:
x2 + y2 -2x=0
2x? +y2 -xy—-2x=0
Sottraendo la prima equazione dalla seconda si ottie-
2 2 _
ne d XY 2x =0
X(x-y)=0

da cui:

I) xT4y -2x=0 che ha soluzione doppia {X ;
x=0 y=0
21y? ox= =0 [x=1

1) XTy —2x=0 che ha soluzioni {X , {X .
X=y y=0 |y=1

I punti comuni alle due coniche sono quindi: A = B = C(0, 0), D(1, 1).

y ESEMPIO 7.9.5 - Determinare i punti di intersezione
. 4x? 4 y2 -4x=0
delle coniche: 5 5

-8x“+y~"—-4x=0
Sottraendo la seconda equazione dalla prima si ottiene:

4x2+y2—4x:0

2

che ha soluzione quadrupla
12x“ =0

x=0
y=0
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Le quattro intersezioni sono quindi coincidenti: A = B = C = D(0, 0).

7.10 - Fasci di coniche.

Considerando una combinazione lineare delle equazioni (2) e (2') di parametri h e k non
entrambi nulli:

(16) hf(x,y) +kegx,y)=0

si ha ancora un’equazione di secondo grado in X, y, ossia una conica.

Al variare di h e k in R si ottiene un fascio di coniche.

Al fascio appartengono F' e G che si ottengono in (16): Fperh=1ek=0e Gperh=0¢
k=1.

I quattro punti A, B, C, D, reali od immaginari, distinti o coincidenti, comuni alla (2) ed al-
la (2') sono comuni a tutte le coniche del fascio e vengono detti punti base del fascio.

Per ogni punto del piano distinto dai punti base passa una ed una sola conica del fascio.

I1 discriminante della generica conica (16) del fascio ¢:

ha,, +kb,, ha,+kb,, ha;;+kb;,
A(h, k)= |ha,, +kb,, ha,, +kb,, ha,;+kb,,|.
ha,; +kb,;; ha,; +kb,; ha;; +kby,

A(h, k) = 0 ¢ un’equazione omogenea di terzo grado in h, k; ammette tre soluzioni (contate
con la dovuta molteplicita) di cui almeno una reale e quindi in un fascio di coniche esisto-
no tre coniche degeneri delle quali una e certamente reale.

Esaminiamo i fasci che si ottengono con le coppie di coniche considerate negli esempi pre-
cedenti.

ESEMPIO 7.10.1 - Le coniche dell’Esempio 7.9.1 individuano il fascio:
h(x?> + 2y* — xy — 2x — 2y) + k(x* + 16y* — 8xy — 2x — 16y) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h + k)x* + (2h + 16k)y* + (—h — 8k)xy — 2(h + k)x — 2(h + 8k)y = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

h+k —%—41( ~h-k

te della conica: A = —%—41( 2h+16k —h-8k| =0.

-h-k -h-8k 0

Sviluppando il determinante si ottiene: —(h + k) (h + 8k) (4h + 18k) = 0.

- Seh+k=0siottiene la conica degenere 2y’ —xy — 2y = 0 che si spezza nel prodotto
y (2y — x — 2) = 0 delle rette OA e BC;

- se h + 8k = 0 si ottiene la conica degenere x* — 2x = 0 che si spezza nel prodotto
x(x —2) =0 delle rette OC ed AB;

- se4h+ 18k = 0 si ottiene la conica degenere x* — 2y* + xy — 2x + 2y = 0 che si spezza
nel prodotto (x —y) (x + 2y — 2) = 0 delle rette OB ed AC.
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ESEMPIO 7.10.2 - Le coniche dell’Esempio 7.9.2 individuano il fascio:
h(x2+y2—2y)+k(3x2+2y2+3xy—6x—6y+4)=0
la cui generica conica ha equazione:
(h + 3k)x* + (h + 2k)y* + 3kxy — 6kx — 2(h + 3k)y + 4k = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-
h+3k %k -3k

te della conica: A = %k h+2k  —(h+3k) =0.

~3k —(h+3k) 4k

Sviluppando il determinante si ottiene: — (h + 3k) (h + k)*=0.

- Se h+ 3k =0 si ottiene la conica degenere y*> — 3xy + 6x — 4 = 0 che si spezza nel pro-
dotto (y — 2) (3x —y — 2) = 0 della retta tangente alle coniche in A e della retta CD;

- seh+k=0 (sol. doppia) si ottiene la conica degenere 2x” + 3xy + y* — 6x —4y + 4 =0
che si spezza nel prodotto (x +y —2) (2x +y —2) = 0 delle rette AC ed AD.

ESEMPIO 7.10.3 - Le coniche dell’Esempio 7.9.3 individuano il fascio:
h(x> =y + 6xy + 2x + 4y + 1) + k(x> + 4y’ —dxy + 2x —y + 1) =0
la cui generica conica ha equazione:
(h+ k)x* + (= h + 4k)y* + 2(3h — 2k)xy + 2(h + k)x + (4h — k)y + (h + k) = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-
te della conica:

h+k 3h-2k h+k

A=3h-2k -h+4k 2h—%k =0.

h+k 2h—%k h+k

Sviluppando il determinante si ottiene: —(h + k) (h — %k)2 =0.

- Seh+k=0 siottiene la conica degenere y*—2xy —y =0 che si spezza nel prodotto
y (2x —y + 1) = 0 delle rette tangenti alle coniche rispettivamente in A ed in C;

- seh —% k = 0 (soluzione doppia) si ottiene la conica x>+ 2xy +y* —2x + 2y + 1 =0
che si spezza nel prodotto (x +y + 1)* = 0 della retta AC contata due volte.
ESEMPIO 7.10.4 - Le coniche dell’Esempio 7.9.4 individuano il fascio:
h(x* + y2 —2x) + k(2x* + y2 -xy—2x)=0
la cui generica conica ha equazione:

(h + 2k)x* + (h + k)y* — kxy — 2(h + k)x = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

h + 2k —%k —(h+k)

te della conica: A = —%k h+k 0 =0.

~(th+k) 0 0

Sviluppando il determinante si ottiene: —(h + k)’ = 0 che ha soluzione triplah + k = 0.
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Si ottiene un’unica conica degenere x> — xy = 0 che si spezza nel prodotto x(x — y) = 0 del-
la retta tangente alle coniche in A e della retta AD.

ESEMPIO 7.10.5 - Le coniche dell’Esempio 7.9.5 individuano il fascio:

h(4x” +y* — 4x) + k(- 8x> + y* — 4x) =0
la cui generica conica ha equazione:

(4h — 8k)x* + (h + k)y* — 4(h + k)x = 0.
Le coniche degeneri del fascio si trovano per i valori di h e k che annullano il discriminan-

4h -8k 0 -2h+k)
te della conica: A = 0 h+k 0 =0.
-2(h+k) O 0

Sviluppando il determinante si ottiene: —4(h + k) = 0 che ha soluzione tripla h + k = 0.
Si ottiene un’unica conica degenere x” = 0 che si spezza nel prodotto x(x) = 0 della retta
tangente alle coniche in A contata due volte.

7.11 - Punti base e coniche degeneri del fascio.

Come abbiamo visto negli esempi precedenti i punti base permettono di individuare le co-
niche degeneri del fascio, tenendo presente che la retta congiungente due punti coincidenti
di una conica ¢ la retta tangente alla conica nel punto.

Per semplicita consideriamo solo il caso in cui tutti i quattro punti base sono reali, ripren-
dendo, nell’ordine, i casi esaminati prima:

a) 1 quattro punti A, B, C, D, sono reali e distinti: il fascio contiene tre coniche degeneri:

D
C, formata dalle rette AB, CD; C
C, formata dalle rette AC, BD;
C; formata dalle rette AD, BC;
A
B

b) i punti A e B coincidono, C e D sono distinti tra loro e da A: il fascio ¢ costituito da co-
niche tangenti in A e contiene le coniche degeneri:

C, formata dalle rette AC, AD;
C, = (5 formata dalla retta CD e dalla tangente in A;
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¢) i punti A e B coincidono ed anche C e D coincidono fra loro, ma A # C: il fascio ¢ costi-
tuito da coniche bitangenti in A ed in C e contiene le coniche degeneri:

C) formata dalle due rette tangenti in A e in C;
C, = C; formata dalla retta AC contata due volte;

d) i punti A, B, C coincidono e D ¢ distinto da essi: il fascio ¢ costituito da coniche oscula-
trici in A e contiene le coniche degeneri:

C) = G, = (5 formata dalla retta tangente in
A e dalla retta AD;

e) 1 punti A, B, C, D coincidono: il fascio ¢ costituito da coniche iperosculatrici in A e con-
tiene le coniche degeneri:

C) = C; = (5 formata dalla retta tangente in
A contata due volte;

Quando sono noti 1 punti base ¢ possibile individuare le coniche degeneri ed utilizzarle per
scrivere I’equazione del fascio.

ESEMPIO 7.11.1 - Determinare 1’equazione della conica passante per i punti: A(1, 0),
B(-1, 0), C(1, 1), D(-1, 2) e tangente in B allaretta t: y =x + 1.

I° modo y
Determiniamo 1’equazione del fascio di coniche ~

tangenti in B a t e passanti per C e D (caso b). D \

Le coniche degeneri del fascio sono: C

() formata dalle rette BC e BD che ha equazione ><
x-2y+1)(x+1)=0;

C, formata dalla tangente e dalla retta CD che ha B . X
equazione (x —y + 1) (x + 2y —3) =0. A

Il fascio ha equazione: h((x -2y + 1) (x+ 1)+ k(x—y+ 1) (x + 2y -3)=0.
Tra le coniche del fascio cerchiamo quella che passa per A sostituendo x con 1 ed y con 0:
4h —4k =0, h=k = 1 e I’equazione della conica diventa: 2x*>—2y* —xy + 3y —2 =0.
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Ovviamente si puo costruire il fascio di coniche tangenti in B e per A e C (o per A e D) ed
imporre poi il passaggio per il rimanente punto.

IT° modo
Determiniamo I’equazione del fascio di coniche tangenti passanti per A, B, C, D (caso a).
Tra le coniche degeneri del fascio consideriamo ad esempio C; formata dalle rette AB e
CD: y(x +2y-3)=0 e C, formata dalle rette ACeBD: (x—1)(x+1)=0.
I1 fascio ha equazione: h y(x +2y —3) + k(x— 1)(x + 1) =0.
Cerchiamo poi la conica del fascio avente t come tangente
hy(x+2y-3)+k(x—-1)(x+1)=0
y=x+1 '
Sostituendo si ottiene I’equazione risolvente: (3h + kK)x*—2hx —h—k=0.
Affinché la retta sia tangente le soluzioni devono coincidere, cio¢:

%=h2+(3h+k)(h+k)=0 da cui (2h+k)2=0 ovvero h=-1 e k =2 ¢ si ritrova la co-

nica: 2x2—2y2—xy+ 3y—2=0.

7.12 - Esercizi proposti.

VII.1 - Date le coniche:

) 2x*+xy—y’ +x+4y-3=0;

i) 3x%—2xy+3y*+2x +2y=0;

1) xy —2x —4y =0;

iv) 16x*+ 24xy + 9y* — 14x + 2y — 1 =0;

dire se sono degeneri oppure no, determinarne il tipo e scriverle in forma canonica.

VIL2 - Data la conica 5x* + 4xy + 2y* — 6x + 1 = 0:
1) verificare che ¢ non degenere e di tipo ellittico;
1) scriverla in forma canonica utilizzando gli invarianti metrici. (X*+6Y*-2=0)

VIIL.3 - Dati nel piano il punto A(3, 1) elarettar: x + y=0:
1) scrivere I’equazione della parabola di fuoco A e direttrice r;

(x> +y*—2xy — 12x —4y + 20 = 0)
i1) scriverla in forma canonica utilizzando gli invarianti metrici. Y*+8 J2x= 0)

VII.4 - Nel piano & data la conica 2x* + y* + 3xy — 10x — 7y + 12 =0:
1) verificare che ¢ degenere;
i1) scrivere I’equazione delle due rette in cui si spezza. (2x+y=-4=0, x+y=-3=0)

VILS5 - Nel piano ¢ data la conica C: x> — xy — 2y* —x + 5y = 0:
1) verificare che C ¢ un’iperbole e scriverla in forma canonica;

(_1+2\/EX2+_1_2\/EY2+2:0)

1) determinare le equazioni delle parabole tangenti a C nell’origine e passanti per 1 punti

A(-1, 0), B(0, 1). (3£ +/5) (x>~ 6xy + 5y* + x — 5y) + 8xy = 0)
VIL6 - Dato il fascio di coniche h(3x” — 2xy + 3y” + 2y) + k(x> — 4x + 4) = 0 con h e k pa-
rametri reali, dire per quali valori di h e k la conica é¢:

- degenere; (h=0edh/k =35/3)
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- parabola; (h=0edh/k =-3/8)
- ellisse; (8h? + 3hk > 0)
- iperbole. (8h* + 3hk < 0)

VIIL.7 - Determinare 1’equazione del fascio di coniche per i punti comuni alla circonferenza
di centro ’origine e raggio 1 ed agli assi coordinati. (hx*+y* = 1) +kxy=0)
Di tale fascio determinare le coniche degeneri e le parabole.

(x+y-DEx+y+1)=0),(x—y+ 1)(x—y—1)=0) e sono parabole)
Determinare la conica del fascio passante per il punto A(1 ,1) precisandone il tipo e la for-
ma canonica. (x*+y*—xy—1=0, ellisse; forma canonica 3X*+ Y?—2=0)

VIL8 - Scrivere I’equazione del fascio di coniche tangenti alla circonferenza x> +y* —2x=0

inP(1, )edax®+ y2 +2x=01n Q (-1, —1), determinandone coniche degeneri e parabole.
(h(y* - 1) + k(x — y)* = 0, coniche degeneri per h =0 e k = 0 e sono le parabole)

Studiare la conica del fascio passante per R(1/2, 5/4) determinandone la forma canonica.

V5-1o2 5410
2

Y -1=0
3 )

(x*—2xy + 1 =0, iperbole; forma canonica

VIL9 - Nel fascio di coniche tangenti nell’origine alla retta x —y = 0 ed in P(1, 0) alla retta
X —y — 1 =0 trovare quella che passa per il vertice della parabola x* =y — 1.
Studiare tale conica e scriverne I’equazione in forma canonica.

(x* —2xy —y* — x + y = 0, iperbole equilatera; centro C(1/2, 0); assi x — 1/2 = (-1 + V2 )Y;
asintotix — 1/2=(1+ V2 )y; forma canonica X -2y - 1/4= 0)
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