Informazioni su questo libro

Si tratta della copia digitale di un libro che per generazioni & stato conservata negli scaffali di una biblioteca prima di essere digitalizzato de
nell’lambito del progetto volto a rendere disponibili online i libri di tutto il mondo.

Ha sopravvissuto abbastanza per non essere piu protetto dai diritti di copyright e diventare di pubblico dominio. Un libro di pubblico dor
un libro che non & mai stato protetto dal copyright o i cui termini legali di copyright sono scaduti. La classificazione di un libro come di pu
dominio puo variare da paese a paese. | libri di pubblico dominio sono I'anello di congiunzione con il passato, rappresentano un patrimonic
culturale e di conoscenza spesso difficile da scoprire.

Commenti, note e altre annotazioni a margine presenti nel volume originale compariranno in questo file, come testimonianza del lungc
percorso dal libro, dall’editore originale alla biblioteca, per giungere fino a te.

Linee guide per I'utilizzo

Google & orgoglioso di essere il partner delle biblioteche per digitalizzare i materiali di pubblico dominio e renderli universalmente disp
| libri di pubblico dominio appartengono al pubblico e noi ne siamo solamente i custodi. Tuttavia questo lavoro € oneroso, pertanto, p
continuare ad offrire questo servizio abbiamo preso alcune iniziative per impedire I'utilizzo illecito da parte di soggetti commerciali, cor
l'imposizione di restrizioni sull’'invio di query automatizzate.

Inoltre ti chiediamo di:

+ Non fare un uso commerciale di questi #lbbiamo concepito Google Ricerca Libri per 'uso da parte dei singoli utenti privati e ti chiedial
di utilizzare questi file per uso personale e non a fini commerciali.

+ Non inviare query automatizzaldon inviare a Google query automatizzate di alcun tipo. Se stai effettuando delle ricerche nel campo
traduzione automatica, del riconoscimento ottico dei caratteri (OCR) o in altri campi dove necessiti di utilizzare grandi quantita di t
invitiamo a contattarci. Incoraggiamo I'uso dei materiali di pubblico dominio per questi scopi e potremmo esserti di aiuto.

+ Conserva la filigrand.a "filigrana" (watermark) di Google che compare in ciascun file &€ essenziale per informare gli utenti su questo pr
e aiutarli a trovare materiali aggiuntivi tramite Google Ricerca Libri. Non rimuoverla.

+ Fanne un uso legaléndipendentemente dall’utilizzo che ne farai, ricordati che € tua responsabilita accertati di farne un uso legale
dare per scontato che, poiché un libro & di pubblico dominio per gli utenti degli Stati Uniti, sia di pubblico dominio anche per gli ute
altri paesi. | criteri che stabiliscono se un libro & protetto da copyright variano da Paese a Paese e non possiamo offrire indicazic
determinato uso del libro & consentito. Non dare per scontato che poiché un libro compare in Google Ricerca Libri cio significhi c
essere utilizzato in qualsiasi modo e in qualsiasi Paese del mondo. Le sanzioni per le violazioni del copyright possono essere molto

Informazioni su Google Ricerca Libri

La missione di Google € organizzare le informazioni a livello mondiale e renderle universalmente accessibili e fruibili. Google Ricerca Lib
i lettori a scoprire i libri di tutto il mondo e consente ad autori ed editori di raggiungere un pubblico piu ampio. Puoi effettuare una ricerca s
nell’intero testo di questo libro dattp://books.google.com |



http://google.com/books?id=zq8AAAAAMAAJ&hl=it

This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://google.com/books?id=zq8AAAAAMAAJ&hl=it

Digitized by GOOS[@






TS\

S - SNAS\ VN


















|6 0

o
ANALISI DERIVATA

OSSIA

~ I’ANALISI MATEMATICA

DEDOTTA DA UN SOL PRINCIPIO
DI CONSIDERARE LE QUANTITA’

DEL

D. VINCENZIO BRUNACCI

DI FIRENZE

- Professore di - Matewasisa . Syblime ', -
el Unisersitd . &y Pamia , .. . .
*  Membra delll dccademia delle Ssienze di, Tmuxo o
di quelle di Snma, di FIREwzZE, :
o ecs

NeLra Stameeria Borzayi .
Con Approvazione. '



‘e

»
-y
-

Onorata e lodevole impresa & il procsvave golle sue proprie
vigilie, studi , e sudori di ritrovare qualche cosa nuova tra
L infinite, che amcora nel profondtmmo ah‘m della  Filosofts

¥estano Aascos¢ s - -
' GaLILEO,



AL

CITTADINO MELZI

VICE-PRESIDENTE DELLA REPUBBLICA

© Irarrand

| ,

L3

o .
S econdo Euripide in materia di scienge
e dingegno o nulla, o cosa di grande
inportanga converrebbe donare: Pure al-
~lontanandomi da questa sentenza ko pre,
ferito presentarvi questo mio qualunque
siasi lavoro, piuttosto che comparire al

vostra cospetto con le man yote .
’ | . ' Vor



Vor avete appreyzato le scienge e le
arti. come Cittadino Privata , ed avete
dato loro cosi la garangia del favore ,
che esse sperano da Vor come Supremo
Magistrato della nostra Repubblica .

Ricevete dunque, V1 prego Cittadino
Vice-Presidente , sotto il vostro Patrocinio
quest’ opera , destinata in parte all’ uso
della mia Scuola di Matematica sublime.
Vivete felice per Vor e per il bene di
questo Paese . .

! 'V,

Dall lfnzverszt& dz Pawa 5 Luglzo,
18 02, an L° ‘

’ViNCBNz;?& Bruwacei -
:Prof.>di "Maz." Sublime




) 1"t

e A S S W P i WP DI e

DISCORSO -PRELIMINARE

Dopo le prime operazioni che I’ Algebra ha di
comune con I’ Aritmetica, dopo quelle che for-
mano il calcolo elementare dell’ equazioni, tut-
ta la Scignza Marematica pud -considerarsi divisa
in varj rami d’ Analisi, in ciascuno: dei quali ri-
- guardandosi le quantita sotto diversi rapporti, vi
si contengono anche diverse proprieta delle mede-
sime . Per ognuno di questi rami di scienza si
danno i principj, che devono servirli di fondamen-
to, e se ne formano cosi le varie parti distinte,
che conpongono la massa della scienza analitica.
Questi principj, queste eonsiderazioni essendo di-
verse pef cisscun ramo d’analisi, ne segue che
ognuno viene per cosi dire a formare una scienza
a parte, distinta affacto dalle altre: Un mistero
) - %, -8l



v DISCORSO

si sparge gopra i fondameati della matemasica , €s~
sendo difficile a concepire come i Geometri ab.
biano immaginato di considerare le quantitd sotto
tali, e tali altri rapporti; Un denso velo rico-
pre i principj della scienza; con difficolts si co-
nosce | estensione, che essa ha, e nulla si pud
congetturare sopra quella, che ¢ per ricevere. Ci
manca una guida che ci diriga, e non si fanso
che passi incerti verso la perfezione della scienza
medesima. Ma tutti questi rami.d’ analisi potreb-
bero eglino derivarsi da un principio comune, da
. nna vedyta generale di considerare le quantiti, di
modo che essi non differissero fra di loro, che nel
particolarizzare lo stesso generale principio? Questa
unita di origine una volta riconoscinta, quei .cale
coli, che sembrano pitt diversi, il calcolo differen<
ziale per esempio, e quello degli esponenti, si
troverebbero cosi imparentati fra loro, perché riu-
" niti sotto wuo stesso punto di vista: Le sparse
Teorié essendo in questa guisa richismate ad una
.unica sorgente , la matematica aequisterebbe un
grado di semplicita ed una generalita, di cui non
si € avyto fin’ora alcuna idea; e cido che interessa
' ancora
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ancora ‘pil1,.si travederebbero i progressi, che .essa
¢ per fare. . P

: Di questa stato, cui utile anzi necessario sareb-
be ricondurre .l'analisi, non se ne ¢ mai tanto
sentito ikt bisogno quanto ai nostri giorni. Non
vi & Geometra che non faccia conoscere la necese
siti di rionire i diversi metodi, che si hanno per
calcolare le quantiti, i quali formano tal massa
di scienza -da scoraggire chiunque ne intraprenda
lo ‘studio; e non ostante altro non si ¢ fatto fin’
-ora che combinarne i risultati, ‘che dedurli uno
dall’ altro, piuttosto che ricercare quel principio
comune che li lega tutti, e da cui tutti dipen-
dono . .

¢.Ecco il soggetto di questo mio lavoro. Io mi
propongo di dimostrare -che tutti i diversi rami
della matematica si deducono direttamente ‘da un
solo e semplice principio generale, e che ciascuno
di essi non nasce in conseguenza che dal rendere
particolare in una determinata maniera il principio
medesimo . Questo principio una volta stabilito
si hanno i veri fondamenti di un calcolo generale
d’ analisi, che comprende in se' tutti i rami di

scienza
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scienza conosciuti, ed uha infinita di_ altri, -che
¢ in facolta dei Geometri di dedurne. .

Egli & vero che gettati i fondamenti della scienza
analitica nella suddivisata maniera, converri per
cosi dire fare una specie di rivoluzione nella Ma-
tematica per la maniera di trattarla:. .Ma "perché
cio non potrebbe egli farsi ? Ha.fatto felicemente
Ia sua rivoluzione la Chimica, I’ ha fatto la Fisica,
e se in alcuna di queste si & dovato riformare per
fino i principj, nella Matematica almeno le verita,
che gli servono di base, sono inconcusse, e tutto
si ridurrd.alla maniera di considerarle e di espri-
© merle.

Io mi lusingo che questo scritto possa meritar
Yattenzione dei Geometris I’ oggetto che mi sono
proposto € interessante, e sc-io non sono giunto
ad. adempirlo , potra qualche altro Geometra , non
giudicandolo indegno delle sue ricerche, trattatlo
con piu successo di me. |

Ma diamo fin di qui un’ idea generale di un
tal principio e della natura del di lui sviluppo.
~ Tutto lo scopo della Matematica & il determi-

nare le proprieta delle quantiti considerate sotto
| di-
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diversi rapporti , per quindi servirsi di queste
proptiets medesime nella - soluzione dei problemi:
Cosi quando dal caleolo .degl’ infinitesimi “si de-
duce che. una quantiti, i di cui elementi sianc
tali, che I’aumento’ d’alcuni porti il decrescimento
di altri, arriva al suo maximum allorche la dif-
ferenziale di essasBinulla; non si da egli all’Ar-
chitetto ‘Geometra. T scorta sicura, la quale nella
formazione di una macchina composta lo guiderl -
per ‘determinare i vetti ¢ le ruote, per esempio, di
cui vuol formarla , onde I'attrito che da queste
ne’ risulta, e che e tutto a scapito della forza
motrice, in tal rapporto si ritrovi col vantaggio
_che da quei vetti, e da quelle ruote la potenza
ritrae, che I'effetto della macchina sia il maggiore
di tutti quelli, che si possono ottenere con un
prescritto dispendio ?

Per rintracciare le proprieta di una quantita
b,lsogna pure averne alcun’ altra, perche serven-
doli di rapporto si possa fare il paragone fra di
-loro; ma -se una quantita & sola come stabilire
questo rapporto , cqme fare questo paragone ?

I
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Il medesimio principio che guida i-Filosofi pelle
diverse scienze Fisiche e ‘Morali- a - rintracciare-
delle verita » puo guidare i Geometri nella ricerca"
" delle verita Matematiches Questo consiste nel tro-.
vare per una qualunque quantitd proposta alle no-
stre ricerche in essa stessa i mezzi di rapporo
A questo fine serve considerada in diversi ‘stati
derivati I uno dall’ altro , e 'quindi- paragonare
questi stati fra loro.

Cosi data una quantith qualunque , se da essa
se ne deriva un’ altra, da questa una terza con la
stessa legge, dalla terza una quarta e cosi via
discorrendo, esaminando i rapporti che questi stati
successivi della primitiva quantita haono con la
medesima , si perverri a scopnmc la di lei na=-
tura (a).

A,

(2) Il sommo Geometra La-GRANGE nella sua Opera delle
fanzioni Analitiche ( pag. 2. §. 4.") parlando della dipendenza, -
che hanno i coeficienti nello sviluppo di f(x-i) in serie
secondo le potenze di i dalla funzione f(=x), soggiunge
Cette maniére de deduive d'une fonction donnée 4’ autres fonctions
dévivées et dépendant essentiellement de la fonction primitive , est
de Iz plus grande importance dans I'Analise « /

~
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A questo principio generale io dd il nome di
principio di derivagione; esso esposto in tutta
la sua generalita forma il fondamento di un cal-
_colo generale, che io chiamo Analisi derivata (a),

' i o - nella

-

Questa espressione contiene I'idea del principio di deriva-~
ziofe ; ma sembra che il gran Geometra non lo abbia consi-
derato che per servire di base al calcolo differenziale ,. meatre
proseguendo dice = La formation et le calcul de ces différentes
fonctions sont & proprement parler le véritable objet des nouveaux
calculs, c'est—-a dive du calcul appelé différentiel , ou fuxionael «

(2) AaBOGAST Professore- di Matematica a Strasbourg ba pub:
blicato nel 1800. .un’ interessante opera intitolata = Calcul des des
rivations = Per quanto il titolo della mia sia s:mxle a questo ,
pure ‘credo di potere asserire francamente , che esse soro ben-
diverse fra loro.. Egli considera invero le quantita comeé deri- -
vanti ’una dall’ altra, ma esso non ha dedotto da questa consi-.
derazione che delle regole per lo sviluppo in serie delle fun.
zioni di polinomi di un qualuoque numero di termini, e per'
estendere la Teoria generale delle serie .

La lectura delle prime otto pagine del mio libro, bastery
‘per chi conosce I' Opera d' ARBOGAST , a provare la verith di
quarto io ho asserito . Nell’ Opera che si pubblicherd in
contiruazione della presente, si troverd un articolo che tratcerd
di qu~sto calcolo delle derivazioni, consnderato come uMn rameo
dell’ Analisi derivata.
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nella quale tutta & contenuta Ja Scienza Mate-
matica. Questo .calcolo pud avere una infinita di
-rami , infinite di numero essendo le leggi , che si
possono immaginare per derivare una quantita da
un’ altta , e tutti i calcoli fin’ ora comnosciuti non -
sono che alcuni di questi “infiniti rami d’ Analisi
Derivata : Essi non differiscono che nella legge
di derivazione , la quale lega i diversi stati defle
quantiti fra di loro. Ciascuno di loro & tutto ap-
poggiato a quella legge, a quella operazione pars
ticolare che gli serve di base. « |

Nell’ Analisi Derivata si deve primieramente con-
siderare la quantita o funzione principale da cui
si derivano le altre, che io chiamo funzione De-
rivatrice; 1a legge di derivazione, o quell’ opera-
zione per la quale si deriva una quantitd dall’
altra; ed in fine le successive quantita derivate
ottenute per la ripetizione dell’ operazione di de-
rivazione, alle quali do il nome di derivate pri-
ma , seconda , ec. ovvero di primo, secondo, ec.
ordine, per esprimere la distanza per dir cosi dal-
la derivatrice.

Questo
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Questo calcolo. ha due rami: Nel primo si
passa dalla quantita derivatrice alle sue derivate,
e questo pud chiamarsi Analisi Derivata diretta;
nel secondo da esse si ritorna alla derivatrice ,
e questo pud chiamarsi Analisi Deriyata inversa.
Proposta una quantitd come derivatrice appartiene
all’ Analisi diretta a determinare la derivata di
qﬁalunqde ordine; e data una quantiti come de-
_rivata di un certo ordine appartiene all'inversa il
ricercarne la derivatrice; Fino di qui adunque si
vede che il calcolo diretto potrd avere delle re-
gole generali per passare in qualunque caso dalla
derivatrice alla derivata, ma non si avranno egual-
mente regole generali per ritornare dalle quantita,
che si considerano derivate di un certo ordine ,
alle di loro derivatrici, quando le quantitd pro=-
poste non siano dervate esatte. Avremo luogo
di ritornare sopra questo punto.

Ma per applicare il ragionamento ad alcun’
esempio, per il quale non vi sia bisogno di detta-
glio.di calcolo, prendiamo a considerare le Pro-
gressioni Geometriche e Aritmetiche.

¥, Prese



X1t DISCORSO

Presa una quantits quafunque per la funzione
derivatrice se si stabilisce per- legge. di derivazio-
ne che a questa derivatrice s’aggiunga un’ altra
data quantita, per avere una certa somma; che a
questa prima somma s aggiunga di nuovo la quan:
tita, che si era aggiunta alla derivatrice, per avere
una seconda somma, e si ripeta Distessa opera-
zione per avere una terza somma e cosi di se-
guito, otterremo una serie di quantita derivate
una dall’ altra, convsciuta sotto il nome di Pro-
gressione Aritmetica: E se quella legge ci prescri--
-ve un prodotto invece di una somma, s ottiene la
formola generale della Progressione Geometrica 3
Cosi questi “due rami d’analisi sono dedotti dal-

lo stesso principio generale di derivazione, reso
particolare per ciascuno di essi nel modo sud—
detto .

Premesse queste: generali nozioni sopra la natura
dell’ Analisi derivata, venghlamo a qualche piu pre-
ciso dettaglio .

‘Per comodo d’ edizione ho diviso il mio ' lavoro
in due parti. Quella, che ora comparisce alla
luce, porta per titolo Analisi Derivata, e altra

| che

N

|




L 4

PRELIMINARE  xu

che compariri in seguito, sara intitolata -continua-
zione dell’ -Analisi Derivata..

In questa prima Opera io do i principj fondas
mentali dell’ ‘Analisi. Derivata , dai.quali risultano
due interessanti e generali Teorie, cioé la Teoria
- degli immaginari, e quella dell’ interpolazione delle
serie ; In seguito espongo 1a Teoria delle Progressioni
Aritmetiche ; quella degli Esponenti; quella delle
Progressioni Gecmetrice; 1a Teoria delle Frazioni
continue; quella delle Facolti Numeriche; il Cal-
colo delle Differenze finites la Teoria delle Fun-
zioni Analitiche; ed il Calcolo Differenziale ed In-
tegrale. In tutti questi-diversi rami d’ Analisi, stati
fin’ ora considerati -sotto-diversi punti di vista, ho
adoperato un algoritmo, un linguaggio uniforme,
un medesimo. sviluppo, e quello che & pil inte-
ressante ,. lo stesso principio diversamente modifi-
" cato; cosi a parer mio converrebbe completamente
trattare la scienza mat_ematica; e se qualche picco-
lo svantaggio puo incontrarsi nel dedurre da idee
un poco astratte i principj delle elementari Teo-
rie delle Progressioni, degli Esponeati, ec. .sia-
mo ad usura riconpensati di potere da quelle stes-

se
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se ricavare i fondamenti dei calcoli pi sublimi,
i cui nomi sonc ordinariamente di spavento e di -
ribrezza alla Gioveath, che allo Studio: della Ma-
tematica s’ appiglia. Tutto il ribrezzo~finird, quan-
do nell’ Analisi sublime non. si dovrauno concepire
altre idee , quando non s’incontreranno che dei
ragionamenti e delle espressioni simili a queile, di
cui si fa uso nelle piti elementari ricerche. Mio
scopo nom era di dare un completo trattato di
- Matematica ; per questo nei diversi rami d’ Analisi
altro aon ho fatto che basarne i fondamenti sopra
i principj &’ Analisi derivata, trovarne i principali
"Teoremi, che v’appartengono, ed avanzarmi tant’
oltre da giwngere a quel punto, d’onde il prose=
guimento per I’ estensione dei medesimi si fa indi=
pendentemente dai fondamenti suddetti, o fimane
lo stesso comunque questi siamo presentati .

La premura di rendere famighare in Italia ha
Teoria delle Funzioni Analitiche Opera dell’ im=
mortale LA-Grance, e di avere un testo in italia-
no per le mie pubbliche lezioni, mi ha determinato
a trattarla con qualche estensione , e parimente
cor. qualche estensione ad. esporre i princpj del

cal-
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calcoto differenziale ed integrale dalla stessa Teoria
ricavati,

Ho cercato di spiegare i veri significati che de-
vono darsi ai rapporti ed alle espressioni differen-
ziali, come pure alle differenziazioni degli ordini
superiori; ma I’algoritmo, ed il linguaggio cor-
rispondente di cui si fa uso, essendo inesatto,
male si pud ottenere un tale inteato; anzi io
penso che non arriveremo a presentare il calcolo
differenziale ed integrale sotto il suo vero punto
'di vista, se non abbandonando interamente I’ or-
dinario algoritmo , sostituendovi quello delle Fun-
zioni Analitiche, o alcun’ altro che meglio cor-
risponda ai nuovi rigorosi principj.

Fincht un’ epoca cosi utile per la Matematica
giunga , faremo uso della Teoria delle Funzioni
Analitiche , come hanno fatto fin’ ora i Geometri
di quella del limiti , per stabilire sopra di essa l’ .
difizio del calcolo sublime.
 L'indice dettagliato di cid che si contiene in
quest” Opera, mi dispensa dal trattenermi di pit
a parlarne 5 e percio che riguarda la” Conti-
nuayione dell’ Analisi Derivata ec. che si pub-

' bli-
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blicherd in seguito, il di lei indice che si unisce
a quello della presente opera, mettera i lettori a

portata delle materié,, che vi devono essere trat-
tate .

IN-
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-~ INDICE
DELLE MATERIE

Contenute nel Corso di quest’ Opera.

~e

.D iscovso Preliminare .

. -ART. I. Principj Fondamentali dell dnnalisi Deviva¥y =, C‘osa
g mteada per derivate e derivatrici pag. 3 —. Legge di des
rivazione ¢ sua general divisione ; 2 —. Teorema. generale
dei’® Analisi Derivata, 4 = . Derivate ad indici positivi cosa
significhino, 5 = . Quando siano lo stesso che Ie derivatrie
¢i, 6 == . Derivate ad indici fratti cosa significhino, 7 ==.
Origine generale delle quantitd immaginarie, 7, 8 — .

ART. 1. Progressioni Aritmetiche . Legge di derivazione, g = .
Teoremi appartenenti a questo ramo di derivate , 10, 17, .
Le derivate ad indici negativi sono lo stesso che le derivatri..
ci, 13, 13 ==, Derivate ad indice fratto . C

ART. Jll. Esponenti. Legge di derivazione y 1§==. Relazxom.
fra le derivate dei-differenti ordini, 17, 18 —. Relazioni fra le
derivate ad indice negativo ¢ quelle ad indice positivo, 18—.
Derivate ad indlce fratto, 19, 20 —=. Rapporto fia .le. de.
rivate - ad indice fratto ¢ .le derivatrici, 21 ==. Dimaestra.
zione dei principali Tcoremi della Teorla degli esponenti ,. 23—
Le_derivatrici ad indice impari delle quantit negative: spno
quantita immaginarie , 24 — . Le derivate ad indice negativo
sono diverse dalle derivatrici, 35 — . Logaritmi, 26 == .
1 logamm da quantitd negative -sono immaginari-, 3y ==

: *x® Esempxo
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Esempio di un prob igpassi {lg qh; capduce ad un risuki
tato imbarazzato da- 'log i di quantit!. aegative, 29, 30—,

ART. IV, Progressioni Geometriche . Legge di derivazione, 31—,
Relazioni fra le derivite dei diffetenti ordini, 33, 33 =. Deri,
vate ad indice negativo e ad indice fratto, 34, 3§ — . Deri
vatrici, ¢ Teoremi che le rignardano , 36 —-. Le derivate ad
indice negativo sono la stessa cosa che le deriwvatrici, 37 —.
Questo sistema di derivate forma le proporzioni Geome:
triche . ' . :

ARrT. ¥. ®razioni continue. Legge di derivazione, 39 =,
Le devivate ‘déi differencti ordini sono le stesse in soitanza,
ma sono, diverse rella forma, 40, 41 — . Teoria delle. frazio.
ni continue dedntta da qoesto sistema di deriwatg e 'sue fon.
damentali propriethd, 31, 42 —. Le derivate ad indice fratto,
quelle ad indice negativo, le derivatrici delle denvatc inesat
te sono quanmé ‘Immaginarie , 4} = .

Art. VL Facolta Numeriche. Legge di derivazione, 44 ==
Espressione generale d’una derivata qualunque d’indice pos
tivo, 45 ~. "~ Derivate ad indice negativo ‘e loro espressior
generale, 47 —. Le espressioni effettive, che si haono per |
derivate ad indice positivo , non possono convertirsi nel
&pressioni per le denvate ad indice negativo, 49 —. Le d
rivate :ad indiée fratto sono quantitd reali, 51 —. Come
possonio trovare le derivatrici dei differenti ordini, §3—. Ra
poité ‘fra le- derivatrici_e le .derivate ad indice fratto., 54 —
Risokati assurdi che.ottiene il Geometra KraMp dai suoi pr
cipj>delle Facolth Numeriche, ¢ fallaeona dex medcmm pr
€ipj i 55~ : 2 ‘

- <&rTs VIL Calcolo delk-— ckﬁ'erenze ﬁmte. Legge di dchva:
ne-pei -questo  calcole , 56 —. Derivate ad jndice positiv

e e , I

-
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ad indice 2zero, e ad indici pegativi, 57.»~. Indecisiope per
le ‘derivate ad' indite. fritto ;.58 aw< " L .deciiite .ad .indjce.
negativo. sbno-lo stesso che Je-derfvatrics.wvy 5! .- o', -l
« ART. VIH. Teorin' delle Funzioni Andlitishel Parta L 1Apes
lisi diretta delld funzioni . Legge di.detivaaiontly 61, =i Fea--
rema che 'contiene il rapporto delle desivate dei differenti . or-:
dini., 63, 64~ <. Formola genergle. per la svildppo. di .un2.
funziome @lix#w)- in seric., 64> Devivasesdalle fudzieni,
semphigi X%, 4%, log. x , sen. x, cosax,” 655 €€ 68 =+ o BdeHivie.
dele funziont vompaste: in' qualunque . maniera d’ e *fungigni:
semplici, 69" ec. 75, Derivate delle equazioni- fra) due va.,
riabili ¢ Tearema -importante che le .riguarda , 76, 77 =
Teorema importante per lo sviluppe di . @(x~-w) in se-
rie' ,. p8", 79 ~-. « Tiedrema jmportants, .pe¥sqalcolarne, il're.
sto.; 80y 83w . Derivite, dele- funzioni. 3,pid .varighili.¢ loro,
proprietd; 83 ec. 82 =. Derivate:_delll equaziapi 3 pip ygn'a,’
bl e loro’ propriué 88, 90 —. Proprnp@ ‘flevl’l ‘ ﬁquazloul
derivate rapporto 4ll' equazioni , da cai sono state dedot.
te, 9o ¢c: 9gmm. Fdimole-igenerahi. pér esprimere ik nomero
delle costadti,~chgy mapcandoi<imwf’ lequazione allg. derivate,,
possono : sitroversi  Be|l™equesions., (ida . ikpt. £ Stdia dedaty
ta ; 95" ¢ec. 96 ~ . .Possono;;mancare ~nefle-iegquaziont ; derivate

_a pid di duevariabili alcuse- funtioni, ¢he si riuoypao nel

le equszioni , dalle quali quclle ‘derivate sono state dedot.
t6, 96 ec. 100 == . Uo’ equaziope alle derivate del primo or-
dine fra tre. variabili. pud Messere ; stata dlddaisa,, da, una equa.
zione fra quelle: stesse. variabili , che .contenga . due.,- costanti
di~pid che essa, ovvero ‘uns funzione variabile ,-100 €E, 304
Uu' equazione alle derivate deb’ ordine .noime fra due . varia-

bnh s pud csscre dedotta da- un oumero # d' equazioni dell’
*x# 2 . ; OF-
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ordine (#we1)eino. centenendo: ciascuna una costante . arbitras-
ria, 106 = .:.Trasformizions -delle derivate delle: equazioni ;
formole e regole per.le medesime, 107 ec. pi4— . Parte IL.
Analisi ‘inversal delle fuazioni —-. Derivatrici complete e
partigolart dei diversi. ordini, 115 ec. 118 —. Le serie danno
I'unico mezzo generale per ottenere le derivatrici delle fun.
zioni variabili , : 119 ec. 123 —. Derivatrici complete dell’
equazioni derivate , 124 ec. 33 —. Le derivate ‘d’indice ne,
gativo sono fo stesso' che le derivatrici, 133 4 134, Le de.
rivate ad -indice fratto: sono quantita immaginarie: Problema
ché lo comprova , 134 ¢¢. 136 —. Asanotazione sopra lo
svituppo di una-funzione P(x—~w) in sesic, quando x riceve
dei valori: particolari, 137 ec. 141 . : W

"~ ArT. 1X.-*Calevio »thermaule ed Alntegmlh 1D ffcrenzxah
cosa siano , rd2 B ‘¥48 . Teorema di TAVLOR ¢ 14§ —. Svi-
luppo 'ddllé ‘fdhtiom i -sere “caltolandone i - tcm, 146—.

Vero sngmﬁcaléo. ?ﬁcl rapPom dnﬁ'erenzlall %:2-, 147 ec. 149-—.
> .

..

Tnesattezza della: considerasione dei - differenaiali . costanti nel
differenziaté i rappori differenziali, 1497, 1§0— . Diffcrenziali
delle funzioni semplici'di nama waribile , g51 == Differenziali
~ delle funzioni wariabili ¢ regole..per. ottenerli-; 5§23 ,153 ==
Equazioni -differenziali fra- doe - variabili , 154 ec. 1y6=. Dif-
ferenziali parziali delle funzioni wvariabili ¢ dell’ equazios
ni, 157 eci 159 ~. Differenziali tvrli delle funzioni.e deHe
equazioni-a pid- di due variabili, P60 0¢. 462w~ . Condizioni
«che dévono aver luogo fra i cotfficienti delle espressioni dife
ferenZiali, affinchd: siano differensiali totali, 163 ec.- 165 ==
Teoremn generale: per I’ esistenza delle eguazioni differehw
ziali, 166 —. Trasformare una cquazione ncla quole de dife
: feren-
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ferenziali sono state prese rapporto ad una .variabile, in un’
altra nella quale le medesime: siano. prese rapporto ad uoa di<
versa variabile, o rapporto ad una funzione di dette varia-
bili; cid equivale a trasformare I espressioni differenziali degli
ordini superiori, nclle quali & supposto costante un certo dif.
ferenziale , in altre esptessioni aclle quali o un diverso diffe.
renziale , ovvero nessuno differenziale debba supporsi costans
te. Questa mantera d’esprimersi ¢ erronea, 165 ec. 177 —.
Proprietd generali delle equazioni differenziali rapporto alle equa.
zioni dalle quali possono.considerarsi dedotte, 177 €C. 185 .
Applicazioni del calcolo differenziale. Teorda dei contatti delle
curve semplici, delle normali, sunnormali, tangenti, .suttans
gtnti’e del maggio di carvatura, 108 ec. 198 —. Calcolo
integrale . Integrali particolari, integrali completi delle funzio.
ni ¢ delle equasioni -differenziali ,: 199 ec. 206 —. Proprict
che ‘devore aviere zI' integrali dell’ equazioni per essere .oons
- pleti, 207, 208 ~. Soluzioni particolari delle equaziani dif.
ferenziali, 209 €C. 211 ==. Integrazione delle equazioni a.dif,
ferenze tozali, € loro condizioni d’integrahilith, 311 €6. 212—,
Equuipni"dc!te.msurdn per le quali wen .sono .soddisfatti i
crite:ii d’ iategrabilith : CoNDORCE? .¢ il prised che ne abbia
dimostrata la Realt, 214, 215 — . Le differenziali di un or-
dine negativo sono lo stesso, che gl’ integrali dello “stesso or.
dine ma positivo. Le differenziali d’ ordine fratte sono quantis
G mmagmmue, 216, zlz-. w oo i
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DEGLI ARTICOLI .
CHE SARANNO CONTENUT! NELL OPERA
- Intitolata Comtiunazione dell’ Analisi Dm'vat; e

Art. L Qalcolo delle variazioni .
ARrt. Il. Calcolo delle derivazioni d’ ARBOGAST .
ART. Il Principj geaerali per esaminare quando le formole
. dase per un’indice 0 numero # intero, song anche
vere per n fratto e per » negativa.

.~ - Digressione sopra le funzioni mesphicabili. . .
An'n. 1V, Principj .generali sopra le seric. ¢ sopra la_di: loro
. interpolazione .
ARrT. V. Pnnc:p} dea Tngpnomctm dedotti dall’ Analm
- derivata. ;

Le trascendenti, seno, coseno., ec. 'sono quann&
denvate ~delle quah gli archi sono le ‘deriva_

o

Cotrici,
In questo sistema hanno origine quantlth tmma,
gin aric . ~ - :
ART. VI Combinazione di differenti rami d'Anahst deri,
vata fra di loro ; operazioni dipendenti da pid
sistemi d’ Analisi per ottenere le derivate ¢ le
derivatrici , che si possono chiamare composte ,
delle diverse quantita .

Rup-
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Rapporti fra le derivate d'un sistema e quelle
d’ un: alro4 ‘come ffa i differenzidlii @' le" po.’

tenze , ec.
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AVVERTIMENTO

DELL EDITTORE.

. ’ D . 4 .' £~

o,

L Autore avendo esteso il piano del suo lavoro, si &
determinato a pubblicarlo in due Opere distinte, delle quali |
la presente & la prima , che comparisce alla luce. L’altra si
pubblicherd nel futuro anno Scolastico ed avrd per titolo =
Continuazione dell’ Analisi_ Derivata ec. g . :

Il prezzo della presente Opera per gli Associati non & di lire
otto, come era fissato nel Manifesto, ma di lire sei ¢ mezzo
di Milano; essendo questa diminuzione di prezzo pfoporzionata
alla diminuziope del volume dell’ Opera, presctitto nel Manifesto
medesimo .

L' Edizione della presente Opera ¢ sotto Ia Salvaguardia dells
Legge 19. Fiorile anno 9. '
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ANA'LI‘S I DERIVATA

ARTICO L O I.
PRINCIPI FONDAMENTALI
DELL ANALISI DERIV-ATA,.j
N
IL cal;:olo c;li do nt nome d’ Aualisi Derivata, comprende‘ tutta
I"Analisi- matematica: Per essa il calcolo differenziale e il cal.

colo delle progressioni non sono.che branche di scienza dira.
mate dallo- stesso principio, da cui 1 deducono ancora_tutte

, le altre branche d’ analisi conosciute , ed una infinitA di altre

se ne possono dedurre a volontd del Geometra.
Il principio fondamentale di una tale analisi & il considera:
re una quantitd qualunque semplice o composta in diversi stati

. dipendenti uno' dall’ altro per una medesima legge ; ¢ il suo

principale oggetto & di rintracciare le propricta di questa me.
desima quantitd in rapporto ai suoi differenti stati, per quindi
fare uso di queste stesse proprietd nella soluzione dei problcmz,
Ma tenghianio un pid preciso linguaggio .

§. 1. Se y rappresenta una quantitd qualunque semplice o
composta, cui do il nome di quantith Derivatrice, e se si
suppone di fare sopra di essa una tale operazione in modo

' A che



2  ANALISI
che essa dopo averla subita, divenga una nuova quantitd di.
pendente da y, che si-rappresentera per dy, questa seconda
quantita si pud chiamare una quantitd derivaza da y in virtd
di quella operazione, che noi consideriamo indicata per d.

Se ora trattando dy come ¥y, si deriva da dy con la medesi:
ma operazione un’ altra quantita 4 (dy ), che possiamo indi.
care per d’y, si avra una seconda quaatitd. derivata da dy co-
me questa da y; € cosi se ne avri unaterza unaquarta, ec.,
di modo che secondo questo principio Ia seguente serie
y, dy, d*y, d%y,. . . . d™y ci rappreseata col suo
primo termine la .quantitd, dalla quale si deducons tutte le
altre, ¢ che abbiam chiamato funzione derivatrice; col suo ses
condo termine, la derivata prima o di primo ordine; col
suo terzo la derivata seconda o di secondo ordine ec. ec. ¢ col
suo ( m-j=1 ) esimo la derivata emmesima di y.

§. 2. La legge di derivazione, la quale ci prescrive 1’ opes
razione che deve farsi per dedurre o derivare una quantith
da un’ altra, potendo essere qualunque, non si pud in conse-
guenza trattare di questo calcolo che nelle sue applicazioni,
nelle quali sia individuata questa legge medesima; non ostante
¢i sara utilissimo considerare aella legge di derivazione due casi.

Le Pud la legge di derivazione essere tale, che ogni deris
vata ottenuta, diventi la derivatrice perla derivata successiva,
senza avere alcun riguardo alla prima quantitd, dalla quale tutte
le altre si deducono, e che si pub considerare come la base
del sistema. ,

IIo Pud la legge «di derivazione essere tale, che nel pase.
sare da una derivata all’ altra, deva sempre averéi riguardo
alla derivatrice base del sistema, percht obbligata nella .stessa

operazione di derivazione .
Di
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DERIVATA 3
- Di-qul nascqrapn. due - classi ;generali . dj pistemi di derivas
aione-,-i quali Avmano- delie;proprietd distinte vpo dall’ altro.

- IMa ritornando .2} cengiderate; il principio’. generale delle de.

rivazioni ¢ facile; goncepise , che I’ analigj cni da origine preso
in :tutta la suaestensipne, & per dir cesi:infinita , poicht essa
Ja tante branche pastienlari, quante- sopo. le operazioni che si
possano, immaginare indicate. da'd,. le quali sono all' arbitrio
del Geametrs ,: ¢ pragy infinite di numeto.

§. 3. L’ Analisi derivata adunque abbraccia in generale quai

Junque ramo d’ analisi, che si raggiri sopra la maniera di dea -
-glugre una guaatita da-pglaltra, e sul determinare le di lei

peoprictd; . Cosi 1a Teoria degd’. esponenti;: Quella delle pro-

gressioni; La Teoria delle frazioni continue ; Il calcolo del. .

Je difiqeepze finjte 5 Quello delle funzioni analitiche, sul quale
& basato il calcolo differenziale, e il calcolo delle variazionis
La Teoria delle serie; La Teoria delle facoltd numeriche, e
molsi ajtri. rami' d’ analisi non. conosciuti sotto denominazioni
distinte ¢ particolari, formano tante parti d’analisi derivata,
e dipendono, dallo stesso principio: di modo che tutta Ia
Matematica si pud considerare come compresa in questo
Calcolo generale, il quale ci.mostra in conseguenza ¢ I’e«
stenzione che ha la scienza analitica, ¢ quella che pud acqui.
stare. .

S, 4. L’ Analisi derivata ha dye parti. Tutto cid che si &
detto fin ora appartiene alla prima parte, che si chiama Ama.
lisi derivata diretta, perche c’insegna a passare dalla derivatrice
alle sue derivate: I’ altra parte si chiama Amalisi derivata in-

versa, € a questa appartiene tutto cid, che ha rapporto a ri:

toroare da uma proposta derivata alla sua derivatrice. Trovare
la derivatrice di una quantitd 3 considerata come una deri,
- Aa vata

~1
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. o . e e - .
. vata dell’ ordine #, vuol dire trovare quella quantita x; so

pra la quale eseguita » volte I'operazione &i-derivazione, tor.
ni per risultato 2. Come per indicare una funzione derivata
si-fa uso del segno minuscolo: d, cosl per indicare I'opes

, razione inversa per 1a -quale -si- risale dalla". derivata alla .derie

vatrice , si farh uso de¢l- segno majuscolo D ; Per indicare aduns
que la derivatrice, di cui 2 sid la derivata emmesima, si scria
verh D™z, la quale rappresenterd quella quantity ,’ cheideri;.
vata m volte rende 2; per ¢id . :

"Dz = z. :

Se 2 & una derivata emmesima di yy ciot 2= 1l’"y , 8 avid
DMd™y = y == 4d™D™y , che & un tecorema fondamentale delf,
analisi derivata: ' SR ‘ ‘

La derivatrice della derivata dello stesso ordime di * find-iquana
titd ¢ sempre eguale alla devivate dells devivatrice de?fd “s2ess0
ordine , appartenente alla stessa quantitd. : ot

§. 5. Nella derivata qualunque " dell’ ordine 7, :1* indice
2 ci dice quante volte si® ripetuta I’ operazione dI ‘detivas
zione sopra la derivatrice y . Se si aggiunge vna unith ad 7
8’ avra 4" %, che sard una derivata d"un’ 6tdine maggiore :di
una unitd, o una quantitd’ la quale’ avrd subko una ‘operaziond
di derivazione di pid di d"y. Egualmente d""y ¢i indicherh
una quantitd, che ha subito una operazione di derivazione

‘di meno di 4", o che dopo avet subito 1 dpéraziohi' di deris

vazione , ha subito un” operazione contraria, la quale distrisg.

gendo cid che aveva fatto I'ultima, I"ha ridotta a non essere: il

risultato che di #—1 operazioni fatte' sopra Ia derwatnce y.
Nella serie y , dy , d*y , 4y, ec. o

si passa -da un termine all’ altro verso la destra , facenio

sul uno I opcrazxone di derivazione, che si rapprésénta 'con
I au.

Al
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T Aumento ell’ unitk nel’ indice; e si toma da un. termine
all® altro verso la sinistra, facéndo’un’ opetazione opposta alla
prima, o ‘che distrugga cid che quest’ ultima ha fatto, il che
si rappresenta col diminuire di una unitd Findice .
L’indice o ¢’ indicherd nessuna operazione ‘fatta sopra I
derivatrice, per il -che restando essa malterata si ha -
d°y = 4"y =y. e '
‘Tafatti nella citata serie da una derivata qualanque si giunge
al primo terminé, quando sopra di essa si fanno tante operas
- zioni inverse, quante essa ne conteneva delle dirette, ¢id che
si rapprescnta col dimiouire ¥ indice dx una quaatit} egualc ad
€sso’ medesimo . - , C B
. § 6. Ma cosa mdxche:anoo le dmm«: ad mdlcl negatlvi?
- La derivata del’ .indice ~~1 di una gbantith: y ; et 47 %y,
deVe essére a tiguardo di y o di 4% , cid che ¥ questa a ris
guardo di dy : esprimerd dunque 4™ 'y quella:quantith , sopra
la quale. eseguendo . I::operazione. di ‘derivazione, che faceva
passare y. a-divenire d y , fagciaiqpassare 147 "y :ad .essere y.
+ La.derivata 472y saracriguardo 'a 477y cidrche & questa rid
guatdp.atl;y,iovvc:q cidiche “d.y nguardo % Ay, ie. cosi di
seguito : Le derivate adunque ad indice negativo & otteranno
per uma operazione inversa a quella, -per-la.quale 3i.ottengos
no le derivate a;l indice positivo: Qosl per ottcnere Ay do- :
vremo fare’ sopra y una operazione javersa” a quella, che” si
faceva per ottenere dy: lntendendo per pperaziane inversa .
‘una operazione, che porti per =~ I, “urd tal risultato, sopra cui
eséguita I operazione diretta di derivatiotie ; s ottetfga ta “stes
sa v di nuovo. : oo :
- In alcuni sistemi le derivate ad indice. nega‘tivo"sono’ Ia
stessa cosa che le derivatrici, ciot 4= = D"y, - > °
S o ' Acca:
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Accade cid in quei sistemi, nei quali la’legge di derivaaziol
ne appartiene al caso espresso §. 3, N.° 5. Al coatrario le
derivatrici sono ben diverse dalle derivate ad indice negativo
in quei sistemi, la cui legge di derivazione ¢ contenuta ael
caso §. 2, No a.

Vedremo chiaramente tutto qucsto qelle dwem btanche di
calcolo, che ci proponghiamo di esaminare. '

Le derivate adunque ad indice negativo sono i termini della
seric formata dalle derivate ad indice positivo, proluogata ia.
dictro’, di modo che in gengrale la seric sard
eieee d7y 473y, 72 d"y,d",d'y,d‘,dy,....

§. 7. Una unita dell’ mdxce ci segna una operazione di deri.
‘vazione da’ eseguirsi; conserveremo I’ analogia se per un indice
che sia upa frazione - della-unitd , noi indicheremo una corrispony
deate porzione o operazione di derivazione da eseguirsi; Cosi
d3 y ci indicherd che sopra » dobbiamo fare un mezzo d’ o.
perazione’; ciot fare uoa tale -operazione . sopra y per avere
diy che ripétuta la stessa. sapra questo risultato 4y, si abbia
il medesimo risultato, che ncl fare una intera operazione di de.
rivazione. sopra y, di. modo chie :si ottenga diddy = d.v .

o m o R
Egnalmente d"y essegdo n > m, ¢ indicherd cbc aopra »

deve’ .fars: una porzlone m g operazione di denvazxonc ; cid

9}19 si 'ot”te'r,ri facendo prima sopra y una porzione 7:" d'operas
zione e ripetendola-m volte. Questo ennesimo d’ operazione
deve essere tale, che se fosse ripetuto # volte, dovrebbe dare lo
stesso risultato dy, che ci da una intera. operazione di deris -

VﬂllOﬂC .
: Nclla
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. Nella stessa manierad "y essendo p < » sard egualea d™d'y,
e ci indicherd che sopra y. bisogna eseguire m volte I intera
operazione di derivazione, ¢ sopra il risultato, che s¢ ne ote

tiene, bisogna eseguire la porzione (-’;"-) esima d’ operazione di

derivazione .

§. .8. Le derivate ad indice frazaonano ci indicano adunque
delle quantit} derivate dalla funzione derivatrice per un certo
numero d’operazioni di derivazione iotere, ¢ per una porzione
della detta operazione indicata dalla frazione dell’indice . Sa-
1anno adunque da esse rappresentati i termini intermedi fra
quelli della seria del §. 6; Cosk se fra dy ¢ dy si volessero
nove terr,mm mtermedl, quessu sarebbero lndncan gome scgue
dy dxoy d:ov d"'y dey ’. dﬁy y d:oy . d'?y’-

dﬁy dr"y d2y:
Cosi gl indici essendo in progressione aritmetica, i termint
sono legati fra loro per la legge di derivazione del sistema .

Si ricava da tutto questo un Teorema inportante.

Quande la legge di derivazione ¢ tale , che I’ operagione per.
mez30 della quale si deriva una gquantitd dall altra, pud* essere
fatta a porzioni in piw volte y allora le derivate a indice fratto
sono quantita reali, perché esistenti in natura; Se al contrario quel-
Iz operazione non puo essere per dir cosi divisa o concepirsi divisés
bile in porzioni, I aggregato delle quali venda la stessa operazione
intiera , adlora di naturs sua non possono esisteve termini o des
vivate & indice frazionario, e un problema che in un tal sistema
di derivazione conducesse ad una derivatn ad indice fratto, dovrebbe
aversi per impossibile, e quella derivata come una quantita immas
ginaria y che non pud esistere in narura,

L’ enune
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L’ enunciato teorema ha nn uso immediato nella teoria delle
interpolazioni - per decidere a priori se I interpolazione pud
aver luogo fra i termini di una serie, della quale se ne conoa
sce la natura o la legge che lega i termini stessi.

§. 9. Proposta una qualunque quantitd o una funzione com.
posta di pid quantitd, se essa & di tal natura, che non abbia
delle proprieti contrarie a quelle portate necessariamente dall’

- operazione di derivazione nelle derivate, questa quantitd potrd

sempre cosmsiderarsi come poter formare parte di quel dato sie
stema di derivazione, essendo essa una derivatase non ad ine
dice intero , almeno ad indice frato ; e percid se di una tal
quantitd ne fosse ricercata la derivatrice, si pud concepire esise
tere in natura una quantita, che questa stessa derivatrice rape
presenti e che. soddisfaccia alla nostra ricerca: Al coatrario
sc- le proprietd di una data quantita saranno, incompatibili con.
quelle, che necessariamente devono avere le derivate in un da.
to sistema, allora questa quantiti non potrd mai considerarsi
come una derivata del medesimo sistema, e percio I’ indice che
segnerebbe ordine della derivata, non potra esistere ia natora;
non si potrd dunque immaginare una quaantitd, che rappresenti
la derivatrice di quella’ quantitd proposta, ¢ sard in conse.
guenza la ricerca di una tale derivatrice, ricerca d’un impossis .
biles e quella derivatrice una quantita immaginaria,

In questo ¢ nell’ antecedente paragrafo & contenuta la sor:
geate generale degli immaginari: Cid che s’ intende comunes
mente, per quantitd immaginarie, non & che una classe partie
colare di quantitd appartenenti ad un sistema particolare d’ a-
nalisi derivata . Vedremo tutto questo in dettaglio negli artis.
coli seguenti , -

 ARTL
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ARTICOL@ I.I

ce e PROGRESSIONI AR[TMETICHE.

clar oo R T -:.:»-?vx‘
. I A A A S SR
$ -.Nbi: incominciamo - dalle. progiessioni aritmetidhe; poiq
chd nella di-loro Teoria la legge: di derivazione & Ja pid sema
plice di tutte quelle, che formano la base degli altri rami
d’ analisi . . N R
Se ‘data. una qmnmd-qaalﬂnque a, d fissd pey, Icgge di derivai
zione ; che ad essa s agriumga wna deta YuentSti-g.. per Jerivorie
BN 5OMma . ad= gy vhe a-questa prima”somma s aggiunga la_stessa
g ‘per derivarne sna seconda somma’ a=A=g 4= 2 T=a-4~2¢, ¢ cosd
di seguito, ¢ avria una serie di quantitd- derivate una dalf’-altrag
1a considerazione delle quall formerd un, ramo: dﬁ‘ calcolo delle
4derwazlom ‘ \
La quanuti a sard: Ia ﬁmzxone dcmatrice:a.neolél‘:omme
Q=g , 637 , 83=3¢ 5. _eg Saranna ile. desistate . di / prima J
secondo, terzo ec. ordine di 4; di modo che jndicanda per &
questa operazione. di detivazione, e scrivendo 4" a. fier dndiggra
che I’ openzione di.derivazione deve tipetersi m .Volte, avieqo
questa seric a,ds,4d%a,d%,. « v-. ; +.d" 4, della quale il
pu.mo termine & la funzione derivatrice, il scoondp ¢ da: deriy
vata prima da==av}-g; il rzo ¢ la dcnvm uco;xdi Aar=
&=}=3z2, ¢ conl di seguito, -

R ) l: B . . ’ D‘



-

18 ANALISI DERIVATA

Da questa legge di derivazione si bha in generale 4"z ==
a--ng. o

§. 2. La dipendenza, che regna fra i diversi termini della
serie supermre, ci da altuni nmport.'mu teoremi 4 che formano
tutta la base di questo ramo di derivazioni .

Per quello che si & detto qui sopra, &' T Ma== a-f-mg <
e==a—+mg—png—-a—a; maa—t-mg=d",a+ng=4d"%
dunque 4" VMg = "3 - 3"4 — a = d™a 4~ d"a—4°, essendo
come si & dimostrato ¢ §. §. Ast. 1. ) % =a. -~ -

Si h# dunque yuesto  Teorensd : ' Uma derionta qualinghe .dell
ordine m=t=n ¢ eguale alla somma delle due derivase mesiia ed gesis
Aiminuita delln devivata dell ordine zerov ..~ .. - -

Da questo Teorema s¢ ne pud dedurre, un altro! .

L’ equazione d’""'“a—-d”'a+d"a-—d°u ci di dla=
AT daidedaemd®a=1d0—d%. . d0a=T g= 2 g da—d%
g="da = da b dg == 4% —— 4% = 3da — #d°a , d*a =
Bda =~ 34% ec. ed in generale d%s=nda—( 1~ 1 }I% ciod:
La derivata nim Ji una guantita ¢. eguale alla. derivata prima
itl’la stesso quantita presa n volte, e diminuita della - derivata zro
della stessa quantitd presa n~— 1 wolte. '
2'Dal’ Péorema~dimostrato - qui- sopra ciod 4"a = da =
¢z 1) d%a; facendo in" qoesta .equazion¢ che lo contiene,
n=1 fivece di #, si ha " a=g(n =1 )da == (n—12)d’,
¢ perdld 1370 = 4"V = nda = (1 = 1)d%8 —~(n—1)da 4~
CHg Yo '== dn —id% =g ciot : La differenza di due
Hevivite comsecutive qualungue ¢ sempre eguale allu differenza fra
In:privia derivasy e la devivatrice . : r

8§ 3. Ripreadiamo Ia_seiie 4, da , 42 a, e{’a,d a, .. .J"a;

i cui termini sono #f=1, . .

. * _ . Se
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- 8¢ si prende il primo e Pultimo termine di questa serie,
8 aveh d°a—4d"a = d° == nde —(n==2)d% == pda~—(n=1)d"a .

"Se si prende il secondo ed il penultimo s’avra '
Ja' +d" " g = da - (1 ==1)da —( 1 ==2)d°a = nda —(=—3)d%
che @ la stessa somma che‘quella del primo e dell’ ultimo .

In geoerale se gi prende la somma dei due termini ' a,d" =y
¢h¢ sono. equidistanti dagl’ estremi, s’avrd dla-l-d(" l)a—-
lda —(l—-n)d’a-l—(n—l)da — (7 ==/ ==1)d%, e siducendo

vavar da I la=nds—(x=—12)d%.

Risulta di qui questo importante Teorema :

La somma dei termzm estremi della sevie superiove @& egualc
alls somma dei termini equidistanti daglz estremi medesini : guverg
in altya éspressione . : ' '

La somma di due derivate, la cui somma degl indici ¢ commt;,
¢ anche essa una quantita “costante . -

Se il numero #~-1 dei termini della serie & pari, la somma
degl’ estremi di questa seric, sar cgwale a. quella dei- medj
secondo il Teorema qu} dimostrato .

" Se poi il numero - dei termini # —-1 fosse inpari , allera ia
somma degl’ estremi o degl’ equidistanti da questi _sarcbbe

eguale al doppio del termine di mezzo0:
n

Infatti questo termine di mezzo essendo d2a; avremo
]

n

}lsa:Z’_}la;'-(_”_— x) d%a, il cul doppio ' id_ia =
#da == (7 == 2)d% .

$. 4. In questa branca d’analist derivata , “non ha alcu.
aa difficoltd il regresso dalle derivate alle denvatncl : Io.
fatti se data una quantitd o considerata. come upa derivata

dell® ordme neimo da up’ altra quantitd derivatrice , per I au..
Ba - . meas
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‘mento di una parimente data quantitk g, si vorrd trovare
questa derivatrice medesima , si precederd in questa guisa.

S’indichi I’ operazione da farsi sopra w per D", ( che
come” abbiamo detto nei principj fondamensali dell’ Analiei
derivata, ci-indica la derivatrice ntims di w; si considera o
per una derivata nsima, e se ne ricerca la di lei dcrivatnce)
ed escgunta questa operazione il risultato sia a, di modo che
%' abbia 4 =:D"w.." . - : s

Prendendo la derivata nwis2 di questa equazione’ g avrd
da=d"Dw=0v.

Ma d"a=a-}ng, dunque s -l-ng—w c percxo a--w--ng,
"xiot D'w=we——ng. - s

Per aver dunque la derivatrice nwins dj o , ‘non si- ha che
@- sottrarne dalla proposta w la quantita z ( che ¢ F.aumento
dato nel quale consiste la legge di derivazione ) moltiplicata
per Pordine della derivatrice dimandata. >

Ma passiamo ad esaminare cosa siguificano in questo. sistes
ma di derivate gl indici negativi e gl'indici fratei. -

'§. 5. Nella Teoria Gengrale dell* Analisi derivata Art. L
. §. 6,7,8, abbiamo veduto che le derivate ad" indice negati.
VO ~— 1 per esempio , ci indicano quantitd sopra le quali -eses
guendo n volte I'operazione di derivazione che fa passare Ia
derivatrice ‘alla sua. derivata prima, la derivata ‘prima alla
.seconda ec. , ¢’ omcne la derivatrice medesima: Duaque sark
A 'a =g =g, & *a==a—2g cc.,poichd allora d(d™a)=
J""a-l-g—a-—g-l-g—a d* (4™ 0)=g—2g-g+ g =a, €cv
Queste quantith ‘'sono le derivate della stessa funzione derie
vatrice , ma ottenute con una operazione di derivazione cons
~ traria a quella, ‘che ci dava le derivate ad indice positivo, e le

stesse rappresentano i termini della seri¢ che forma il sistema
di devivate ; prolungata indietro. Cos}.
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Cosi nel sistema che spieghiamo consistendo la legge, Ia
quale ci da le derivate positive , nell’ aumentare ciascuna deri.
wvata della quantitd qualunque g per.otteaerne la derivata suc.
cessiva, le derivate a indice negativo saranno le dcnvate che
s otterranno dalla derivazione suecessiva della funzione dedt va.
trice,.diminsendo ciascuna derivata della quantitd qualunque 3,
per ottenere la derivata d'un orflme mf;nore di un . upitd -
Avremo in .conseguenza
J/— 'a — X .-
da=a—12g 3

- . .
- coe . o
. . . .

d" g==g——ng
1 valori di queste derivate negatwe Sono mfatu i termini dclla
seric a,a—=g, a =22 a4 38, ec prolun,g‘ata.all indietro .
la questo sistema di derivate-la legge di derivazione @ affat:
to indipendente dalla quentitd ‘derivatrice : Essa ¢ conteputa -
nel caso N.° 1. §. 2. Art. I Per questo appunto in tal sisted

ma le derivate a indice uegamo sono lo stesso, che le de<
rivatrici .

§ 6 Per? mdxcx fram, io osservo che la: lcgge di derivas
gzione di questo sistema prescrivendo I'aumento della quantith
£ ad ogni derivata per’ avere:la derivata successiva, richiede
ura’ operaziont di derivazionc , 1a quale pud essere fatta -2
porzioni ; poichd per aumertare g alla quantith a-j-4¢ per esempio}
io possb fare - questa operazione in 'séi- voke, ciod aumeéntans
do ciascuna volta 3¢, ovvero facendo un sesto di quella ope.
razione : -cos} - . : :

842 -+ cg
&+ 48 + 3¢ )
f =t
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: a-4g 32
442+ %2
a-ag+ &g -
a4 SgmaF g
In geneu!e per aumentare alla quantith a == g7 la quanmi 2
10 p@sso fare -quest’ operazione in pid volte a porzjoni,

. - . : ..m . .
facendone prlmav una porzione i S req, ». POl una

n'

Mt '} p —f= €Cs

porzione poi un’ altra perzione

m+n'—£p+ec-’ poi ec.; cosl'

- -
“+”g+m+'n"+p+ec. g

me=n
mntpicc &
. m=tn'—-p .
“q'"g+m+nf+p+ec. 4 '

L] . () . L] . [ ] ] L] L] .

'a-l-ng-l-

. (] . . . . . . . . L]

) m+n;+-p+ec — - .
a+ng+m+n+?+ec g=a-(n-1):

Risulta dunque di qui e da cid che si ¢ detto al §. 8. Art. I
che in questo sistema le derivate a .indice frazionario -hanno.
lvogo, ¢ rappresentano delle quantitd derivate da a4, per averla
successivamente aumentata di.g un_ certo numero di volte -
cguale al numero intero contenuto pell’ indice, pid di uga
porzione di g indicata dalla frazione , che entra nell’ indice.

Con dm+r a, essendo u,<p_‘,'sar§/=a:l:mg+ -p-g:
~ Queste
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Quéste: stesse. derivate indicaro :.i . termini ' che si potrebbere
saterpolare: fra quelli - dela " nostra serie 5 cosi per interpolare
tre termini fra d%a e d’a, s’ avrebbe per la regola generale
(iS.- 8. Art. 1:0) d3a, d‘*a Jz%a d’éa d‘*azd*'a che nel
nostro. caso diverrebbero a4 ~- 2z, a - 23g,a =4 223,
8-+23g,842%g=0a 4 3¢, come si sa d’altronde.

« 8§ 7.Non & inutile d’avvertire che -la formola generale
a a.....a-l-ng ci di i medesimi risultati: poich? faceado » ne«
gativo , s’ avr& d7"a = a — ng come sopra; ¢ facends

n=m > 7" s'avra l'altra formola per le derivate a indici

"l

fratei d""+r a==a-mg + — g Era perd necessario di

‘dimostrarle a priori .

I Teoremi dunque che si. sono ‘sopra dimostrati hanno
luogo ancora per le derivate a indici negativi e per quelle a
indici fratti ; dunque I’ equazioni ch& rappresentano gh stessi
Teoremi, sussisteranno sia che in esse si prenda pef # un
numero intero o fratto, pOSlthO, (¢} negatlvo.

§. 8. La branca d analisi derivata di cui abbiamo - esposto
7 principj,. non di in generale’ origine a quantitd lmmagmane.
lnfam le derivate ad indici fratti sono quantit _reali ed esiq
stenti in natura, _potendo come abbumo veduto, queste deters
minarsi per la medcslma formola, che lc derivate ad’ indici
interi. Egualmente non_ vi ¢ quanma posmva o negatwa, che
non possa considerarsi come una denvata qualunque d’indice.
intero, © fratto s ¢ della quale non e ne possa in conscguenza
assegnare la derivatrice : qualunque proprietd cbe ‘abbia una
quantitd , essa & scmprc compatibile con la lcgge di dcnvazlo-
_me nell’ attual sistema. Un problema adunque , la sisoluzione

del
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- U quale conduca: alla ricerca di una derivata o .di usa deris
vatrice di una qualunque qaantxti, L3 s:mpre posnbxle in nas
mra e L . - . ol
In questo _sistema di denvate vi nconolcerh ognuno il
fondamento della T'coria delle progressioni aritmetiche ; giace
cht sotto questo nome & intende una serie di quantitd, che
differiscono I una dall’ altra per una stessa differenza; e tale
appunto'% la serie delle nostre derivate.

ARTICOLO 111

ESPONEXNTI.

g 1 ‘Se data una quantitd qualunque a si moleiplichi per s
stessa per derivarne un prodotto as; se questo prodotto si'moltiplz‘&;
chi per a per derivarne un altro prodosto aaa , e cosi di seguito
la gquantitd a sard la funzione dervivatrice , e i prodosti aa, aax,
@aaa, asaaa, ec. saranno le defroate prima , seconda , terza, quarta,
quinta , ec. o di primo, secondo , serzo, quarto ordine ec.; di
modo che indicando per 4 questa operazione di derivazione,
cnoé scrivendo da per az, d*a per aas, ec., avremo questa
serie a, da, d*a, d°a, d*a . .. .. ec. il primo termine della
quale sarh la funzione dcrivatrice , il secondo Ia sua’ derivata
pnma o del primo ordme , il terzo l1a sua dcnvata seconda '
° del secondo ordme, e cosl di scgmto . '

: ' : Dalla
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Dsila legke di questa derivazione si by A" a==n "y ;
A7 T2 g W i P A AP 3 e g T =

da. 4" et ann ds == d*a.d"s, ed in generale 7y =
3% %q . &, ciot : La derivata-(m —4=n)vma-di q ¢ cguale al
prodotto  delle  due derruate (n —=1)sim oJ meima Jefly ' stes.
s oa.

Quando adunque si banno da moltiplicare due derivate quas
lunque 4P per d% di uaa derivatrice 5, s’ avrd il loro Pros
dotto dPbxd%b eguale ad una derivata sola dP~H2+1p,

* §. 2. Egualmente dalla natura della legge di derivazione si

Mt & — My me— m =—1
ha dma=d a’dm ‘a-—dT’d 2¢=i—-z—-‘-l:
s __d"a gm—3, __d"a__dTa L
‘H Sm— -?a— ] dm a—&; — dza 9 Cc. ed m gtﬂel!.le
& = dm‘\ , ciot: La derivata (m—nm)ims di a ¥

dn—-:
eguale al guoziente della derwata meioa , divisa per la derivata
(8 = 1)0sims Jej/g stessa &

. Quando adungue si hanno da dividere due derivate qualuns
que 4Fb per 4%, il lora quoziente sard eguale ala sola deri,
vata 47~2b. Si suppone per ora, che gl‘ indici delle den.
wte si#no - numeri interi-,

§. 3. Presa una derivata qualupgue 4™/ della quantitd b, s&
questa si fa = a, 8 avrx d"a = 4"(d"b) = d"b.d™b . d"b ec.
scrivendo 4™5 taote velte , quante unitd sone in nm—~s: Ma
" =b.b.b... serivendo & tante volte quante unitd sono ia
m=1, dunque 3"(d"b)=b.b.b.b. cc. scnvendo b tantd
volte iquante unit¥- sono 'in (7 <kt )(m =1 ) s sara dungde
A oz St e angy . ciok's Ea devivata
noime Jelly derivate mesima di una quantité b ¢ eguale alla sem.

C plice
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plice dexivata dell indice (m —4=3)(n—4=1)=1.di &', ed eguale
alla devivata mesiva della derivata avim dellg stessa b -

Si & natato d’"b fra due parentesi, per indicare che ¢ I'intena
derivata d™b che si. considera come una derivatrice ; mentre
che per indicare che alla derivata d™) si vogliono fare subire
altre » derivazioni, 8 indicherebbe con 47d™6 senza parentesi,
che equivale a d"+™Mp,

§. 4. Andiamo ad esaminare cosa possono mai indicare le
derivate ad indice zero., ad indice fratto e ad iadice neq
gativo .

Rapporto alle derivate ad indice zero e ad indice negatis
Vo, §i ricava a priori cosa queste significano . L’indice zero
indica nessuna operazioae fatta sopra la derivatrice, la deriva.
ta di un tale indice & dunque la derivatrice medesima; ‘percid
d°a=a. L’indice negativo ci marca ( §. 6. Art. . ) uoa
quantit} sopra la quale eseguendo un numero, eguale all' in¢
dice , d’operazioni di derivazione s’ ottenga la derivatrice
stessa a. Cosl le derivate ad indice negativo ¢ ottersanno per
mez20 d’ un operazione di derivazione opposta a quella, che
oi segnano gl indici positivi; cosi quest’ ultimi indicandoci
quante volte si & moltiplicato la derivatrice & per a, I’indict
* negativi ci segneranno quante volte si & diviso a per 4 ; cosi-

(e (
J = El“ scrwcndo nel denommatore tante volte @

. . ‘
quante unit sono inn; perclb d am—— = —

Uva derivata adungue pegatwa.e eguale all unité..diuisa per- -
derivata positiva della. stessa quantitd ma minore di dug wnitd. -

Dal Tcorcma esposto al - §. R o 'hanno i medesimi 1k
sultatl v

Se
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m. - ’ : .
Se nella formola 4™ _—_-__d___ si f1 ti=un , ¢ avi
R dﬂ’-'a N o , s
TM==—m m '
F AP , ovvero d%’==a come sopra.
am—! &

Se nella stessa formola si fa n=— m=j= p, 8 avih ds eam

: ‘.'!'.'m.-*p . d®a -~ L
d’" 6= d P = Ty, = = dunqug

— R
J pa = ;p—-;—- come sopra .

§. 5. Rapporto all’ indice fratto egli dovra indicare una Ira-
zione d’ operazione di derivazione , per esempio d’a deve
indicare che non si & moliplicato a pgr 4, poichd in questa
caso avremmo fatto una intera- operazione di derivazione ;
ma per uoa porzione di a tale, che ‘ripesendo tre volte la
moltiplicazione per: quella porzione, s’ abbia un risultato eguale
a quello chg avremmo avuto con la moltiplicazione per I'ins
tera a; cosi Far deve indicare che sopra a si ¢ faito due
volte e mezzo P operazione della derivazione , intendendo i
‘rotto dell’ operazione come si & spiegato qui sopra .

-+ Per interparsi in questa: ricerca; conviene premettere 2lconi
principj sopra le derivatrici.
* §. 6. Riprendiamo la serie a , da y d%a , d%a , d%a , ec?
data la quantitd derivatrice- 4 per mezzo della legge di deri.
vazione abbiamo trovato le diverse derivate .da , d2a , ec.
Se data una derivata qualunque 4™a , si volesse ritornare alla
sua derivatrice a, non si ha che a sopprimere il segno di deri¢
vazione 4™, per ottenere la quantitd a; cosi pure per avere
le derivate inferiori alla d™a, non si ha che dimindire Findic
ce m di tante unith, di quanti gradi deve essere mfenorc Ja
derivata che si cerca ; alla derivata proposta ¢ RN

. QG2 Le
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Le derivate adunque dell’ indice zero-¢ degl’ indici negativi
sono delle derivate d’indici- inferiori a quelle d'indici positi-
vi; cosi le derivate ad indici negativi, ad indice zero ¢ ad ind
dici positivi , formano una stessa serie di quautlti legate fra
loro per la stessa Jegge. ‘

Se la quantita di cui si cerca la derivatrice, non avese lg
forma di derivata, come per esempio b, e se ne dimandasse
1a sua derivatrice, allora I'operagione da farsi. sopra 4 ¢ indb
cacenil D maiuscolo, come abblamo detto altrove.

Si dar a D per indice il numeio, che esprimera il grado
della denivatrice ; cosi- se considerando & come la derivata
m=im di una. quantitd, se ne volesse la sua derivatrice , si in-
dicherk. questa ricerca per D™5, e si chiamer - questa espres.
sione la derivatrice meims di b : adunque Db indicherd quella
quantitd , che derivata m volte rende 5. Avremo percid
d™(D®h)==b=D"(d™b), da cui risulta che di una quan.
titk. qualunque -prendendo’ la derivata e quindi ‘la ! derivatrice
dello stesso ordine, la quantitd rimane inalterata ;. deve essere
cosi infatti poich® una operazione distrugge I’ altra . :

§. 7. Premesso questo- riprendiamo- la ‘considerazione sopra

3 : : ;
gl indici fratti. 4™ a ¢i indica ( §: 6. ).che non si & moltiplis
€ato. 4 per a, poicht in questo caso-avremmo avato da, ma
che si & molt;plxcm a per tal‘porzmne di a,. clw npctendo

C = e
m voltg qucsta moltiplicazione s ahbla d'" + + “o =

,m . .o . X

d’"a ..—:,aa. Sia,x,qugsta.pouione dia, e ¢avid dMaz=ax,
L-Z_ . o . e e _L . : . ’L‘ )

AMa == axx = adx y A8 == axxx == ad*x, tc. A%a =
S ' . : ad
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adM 1% == pa; dunque 4" X 3= a4; e porcid ¥ m D" gt
m- . o -
d™a == aa. La quantith adunque per: cui. bisogrs moltipli.
care Ia quantitk ¢, ¢ Ja derivatrice (m-l)mﬂ di a; s avrk

. :

duuque d"a =aD™" "¢, e quindi - aveemq - d +’¢ ==
d"a . D" "% ; e se si avesse d "'4, osscndo p <o il

medes)mo ragionamento ci porterebbe a concludere

d".j’-—a = d"a dp-’(Dm-.-‘ﬂ)— d"a Dm-'(dp—'a);

' dn—i--«' '

Da questa formola 8 ricava D"~ (d’-’ a) = z,
’ ' d'a

la quale ci determina le derivatrici per mezzo delle deris
vate a indici fratti. : ’

Si vede di.qni il rapporto che vi.¢ fm le derivate ad indici
fratti e le” derivatricio . - P

Le derivate ad indici” fratti somo i tcmpm .intepmedi fra
le derivate ad indici interi.

. Ma per maggiore intelligenza ragioniame sopra dei casi
particolari 4% == 4, 4%a = 4a, dunque -dia deve . essere
intermedio-fra 4.¢ aa, ¢ ci deve. esprimere che si ¢ fatto
una med’d‘ operazmne di derivazione sopra.a, Ja quale -met}
&' operazione . ripetuta sopra il risultato ottenuto per dla
deve dare una intera opttazione di derivazione, ocied e =
4%a==aa; per questo deve aversi o =aDa: Infatii A=
4Ds . Da = ad(Da) = aa = d’a.

Cosi d3a deve essere un termine intermedio fra d°% =4
¢ d’a-—aa, ei deve. cspﬂmere “che “sopral g si. ¢ fatte -due

tegzi
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terzi &’ operazione di' derivazione, o ripetuto -due volte uh
terze dell’ operazione di derivazione, ma d3a = aD%a
dunque d3s = aD%. D*s = a.d(D*a). .

Si pud Ottenere ancora uq, altro risultato cosi: d3a deve
essere eguale ad 4 moltiplicata per una tal quantitd ovvero tal
porzione di. a, che ripetendo tré volte questa operazione
sabbia 3550 = d¥e = d%s = anu; -dunque questa por-
zione di a sarA D%, e percid 442 = aDPan ==aD*(da);
infatti 48+ 5+%,=4. D%aa. D%a. D?as =a.d*(D*aa)= aaa.
8i ricava adunque di qui a.d(D%s)==aD?*(da): Ciod la de-
rivata’ della derivatrice di una quantita & eguale alla derivas
trice della derivata della stessa_ quantiti .

. Sard ora pid facile comprendere i risultati generali dedotti
qui sopra.

" §. 8. Si possono ottenere i medesimi risultati ma meno di.
rettamente per mezzo della formola del §. 3.: 4™(d%) =
FmD=1—=15 gimostrata per i numeri interi.

Per questo si prendano le derivatrici wmeime da ambe le

parti di questa equaziore, e 8'avra DM M+t D—1) —

(m~=1) (e 1)—1 =1

D"(d"(d" ")) =4d"a=4d w4t 'g;dimodo che

se I’ ordine della derivata s’indica per p, 8 avrd D"JPa —

p==1 p-trt _ Pt

- "--'"a:.."dn-l..ﬁq"i _'n—!a =£'-,:n+—‘f e po:

: : da o

nendo 7 — 1, pe=1 invece di m e di p, ¥ avid
. P < . e

" '(dp !a)= 51__ _;2_"’1“— , dalla quale si ricava C My =
t . a

Fa. DM=I(GP=1g) come al §. antecedente . -

§ 9.
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$§. 9..Da questa Teom di degiyate .5i .ricava direttamente
la Teorla degl’ esponenti. A questo fine cangiando I’ algo..
ritmo usato fin’ ora, indichiamo 4%s == aaaas ec. ( scritto 4
un pumero m <4 1 di volte ) per a”"‘". savra A =
a’"+ ; chiamando ™% Ja potenza (s - 1)sima di g, ed
" =1 l esponente di questa potenza. .

Il Teorema contenuto nell’ eguazlone amty g, d","’a,
ei dard gmbn-es —-a’"""‘ a", ed io. generale .

m—l.-n-l-p-l-q-l—ec ;a’" A iaP ol eci : Il secondo Teo,

n . . e ‘o
rema cspresso. dall’ equazione 4" == da ci dary

dn—Ig
M —n m--% . aP
. = 4 , ed in gcnerale Fl =,
a N 1/ A

Il Teorema espresso dall’ cquazxone J("'"")("""")""a =
d’"(d"a) ci dara oM )(nt-1) ="yt ed in gene.
rale ™" ={4")" =z (a™)": Questi sono i- Feoremi conosciuti
nella Teoria degli esponenti per fare le potenzc dclle quantnta.

m=1 o '
Indxcando per V a la dmvatme m‘"“ dn 8, avti
m==1 mE
D"a=vy a;. si chiama vV a la radnce (m+n)‘““’ dl a,

ed m—-1 il di lex grado.

1 .
e —

1 Teorema contenuto nell’ equazione D"dPa=d™t: . . &

m—=1 p=1 - v ,'~ AR I

m
, ed in genenle V i == g™,

I radicali. adunque mon soro altro cbe potcnzc fracos. dclle

quantit} . - S -
Si vede di qui che Ia quantnth 8 chxamaea sopn‘a darivatrice ,

4 nella Teeria ‘degli esponenti ‘chiamata radice, ed anche prima

0 po.

cida v aP =g me
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potenza. La prima derivata Hm'torrispon&e afla seconda’ po.
tenza ec. : Questi sono i Tcortnn fondameutzh della Teom
degli esponenti -per I estrazioni delle radici. " - '

Si vede da tutto questo che il ‘calcolo "dele ‘potenze &
delle radici & ancor esso una branca decll’ Analisi deri.'
vata . -

'§. 10. E* iutile trattenersi a parlare delle derivate delle
quantitd polinomie , essendo per queste facile trovaré quei
Teoremi generali, -da cui si deducono i i Teoremi per le po-
tenze e fratte, ¢ intere delle quaatitd polmomxc medesime ;
occupxamoc: pmttosto nell’ esaminare le derivate delle quatmti
negative ._ . .

Sia ~—ala dcnvatnce
s avrd d°(— a)= ~'a o "

d(—0)—= — a2 .sma=a ’
A ()t 0 =8 — 3 == oas

. ec. .. ‘

P’ onde si deduce che le derivate d’indice pari delle quand
titk megative sono sempré- mgatxve, e le derivate d indice
impari ‘sono sempre positive .

-€os} se proposta una quantitd negativa si vorranno Te sue
derivatrici, quelle di numero pari saraono: sempre ‘possibili,.
e quelle dt numero inpari inpossibili (§. 8. Art. 1), 0 immas
ginarie ; non potendo mai uma quantitd negativa considerata
eome una derivata di grado mpan, nascere da una denvatrlcc
positiva-o mgatmi v ‘

. Eguajmente - 23 (1) ¢ nma qnatmth immaginaria 1mpemcché'
(87 di(—a)_. = @ D(==u): ora
D(—=a) esgendo- la derivatrice ad .indice inpari di una quarmté
NEZALIVA =it sat3 dunque =g . D( ~4) una quantiti impossibile »

Cosi




, ESPONENTI,. 45,

Cosi nasce dalla natura della legge di derivazione, che non
possano aver luogo le. derivatrici inpari delle quantitd ne.
gative .

. Un: problema adunque deve riguardarsi come assurdo ,
quando la di lui soluzione dipende dalia xicerca di una deeis
vatrice i .grado inpari‘ d' una quantied negativa. Nella Tearin,
deglii esponenti essendo I algoritmo fissato per essa tale , che
~1¢ derivate ¢ le derivatrici dell’ ordine n*se corrispondone 5
come abbiamo dette quil sopra, alle potenze ed alle radici
dell’ ordine (n<j=1)%imo, ne segue “che saranno quantitk
immaginarie le radici d*ordine o, come si dice generalmente,
d’un grado pari delle quantith negative.

§. 11. Prima di Iascisre questo ramso d’ analisi derivata ,

faremo osservare 12 che in esso le derivate ad indice nega..

tive non sono la stessa cosa che le derivatrici, ¢ non hanno

alcun sapporto fra di loro, di -modo che non si posseno.

esprimere le une per le altre; mentre che queste -rapporto
esiste fra le derivate ad indice fratto e le derivatrici , ¢ possono
esprimersi }e une per le altre. E’ facile concepire che la cosa
dcve essere cosl, riflettendo- che la legge di derivazione in
questo sistema & contenuta ncl caso N° 2., §& 2., Art. I

2% Siccome I’ equazioni ehe esprimono i Teoremi fondas
mentali- di questa analisi , kame luogo, came abbismo sopra
dimostrato, tanto per le derivate ad indide imtéro,  che ad
indice frazionario , positive o ‘negative; nie segue che quatun:
que formola la quale sia data per: esprimere qualunque pro.
prietd delle derivate d’un indice »x, sussisterd sempre comurs
_ quc sia # numero mtero o fratto posmvo, o negativo.

Y ) ot oy ;

D Dei

—
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Dei Logaritmi ¢

§. 12. Riprendiamo la seric delle denvate ad mdnce nega:
tivo ¢ ad indice positivo - -
@)......d7%,d% d""a,d°a,d"a,d’a,d’q,ec.’-
Sc la quantitd derivatrice a & positiva, tutti i termini di
questa seric saranno positivi: Si avrd dunque scrivendo con
¥ algoritmo degli esponenti
(A)‘.:.;...—a-‘;-, -}’- ,l,a,a",a’,a“,...ii;"io‘
che sono tutte quantitd positive quando & & positiva.

Se a ¢ una quantitd maggiore della unitd, la serie (A) sara
crescente dall’ unitd verso la destra, e sard decrescente verso
la sinistra : Verso la destra s’ avvicineranno sempre pid i suoi
termini a divenire infiniti, ¢ verso la sinistra a divenire infiq
pitesimi © zero. - : - : :

« Se In questa seri¢ si cons:derauo tanto le dcnvate ad indice
igtero , quanto quelle ad indice fratto , cio¢ a dire tanto i
termini che hanno I’ esponente intero, che quelli che- hanno
Y esponente fratto, i quali sono i termini intermedi ai primi,
allora possono considerarsi contenati fra i termini di quella
serie tutti i numeri possibili interi, o fratti ma. -positivi .-

- Infatti sia m un numero maggiore -dell’ uniti contenuto per.
es. fra 4% e a*; si potrd sempre concepire che fra il numero
infinito. di termini. ad esponente fratto , che io posso inserire
fra a® ¢ a*, si trovi il mio dato m, di modo’ che sia

T ) -
m=a " essendo ! <n. Nella stessa guisa se per m
¢’ indica un pumero positivo minore delly unit contenuto

per

4
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[N : 1 ) . . [ LI y

per es. fra — e —z; fra il numero infinito di termini che si
- ’ . ' .o ‘! b 4 . . *

possono insefire fra — ¢ 2% + Ppossiamo  concepire che si

trovi il dato numero m, di manicra che sia m="'_—"—
, l+....
essendo /< n: Dunque tutti i pumeri possibili positivi

possono , sempre considerarsi come termini della serie (A}.

§..13. In questo sistema -di derivate fissando anché per
legge di derivaziode che la quantitd dewivatrice: a sia posis
tiva, non possono venire di sua natura quantitd negative?:
Dunque ‘'una: quantith negativa ha , appunto ‘per essere ne.
gativa , una qualitd inconpatibile con'. quelia :legge di -deris

vazione: Dunque essa ndn:pud considerarsi come un termsine

della serie (B) éuperiore ,sia ad indice: .insero, sia ad indice
fratto :- Dunque ‘non pud.'ritrpvarsi nella: detta seyie (B) cvoa
derivata d"a cguale a quella quantitd negativa ; e percid nom
esiste in natura un indice n tale, che la derivata di qielf
ordige egusgli la quantitk negativa-data: Ovvero. (welR algoritmo
degli esponenti ) non esiste in:natura un numero ¥ -~k ¢ ¢he
dato per esponente. ad «, renda a" " eguale ad una goans
tith oegativa ;- Questo pwmero i duuquc um.. qm ma.
ginaria . ‘

Un problema. in conseguenza, la mohmoac del q::ale dipens
desse dalla determinazione di un tale numero, d¢vc aversi- pex
mpomblle ed assurdo,’

-§. 14. Noi abbiamo detto qui sopra, che qulhfnque quan(’ th
positiva pud considerarsi come un termine . ¢on indice ' intero
© con indice fratto’ della sesie (B),-o della serie (A), che &
la stcssa cosa : Di modo che m essendo questa quantitd pos

D3 sitiva,
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#itiva, ed u questo indice, st poud sempre determinate 7
in modo che si abbia m==a",

L’ esponente u considerato a riguardo di m, lu un mome
particolare, ¢ si scrive con un particolare algermuo- Si chias
ma u il logaritmo di m, e si indica per log.m, cosi dall’
equazione m==a" si ricava u = log.m, intendendo in consea
guenza per logaritmo di wna quantita m I esponente che
deve avére la quantitd a, la quale si chiama base del sistes
ma logaritmico 4 affich® elevata -questa stessa quantitd alla
potenza indicata da tile esponente , divenga egwmle alla
data =2

Sc {a quantith m & una  frazione , allora il suo logammo
%ard .una quantitd negativa: Questo risulta da cid che si &
detto nell’ antecedente Paragrafo : .. Inperocché essa si trova
allara ad essere uno dei termini della serie (A), che si poss
$ono . immaginare insctiti fra quelli espremsi dalle ' fraziond

. T T S e T .l
. A Y gT 2 gy 18C.0VVEro 4 4,8 44 ", €C. 1 cul espos

weati sono negativi; ¢ sc la quantith m ¥ negativa il suo
logaritmo sa una: quantita immaginaria, che non pud esistes
re.ip naturh: Danque /Jog.( =-m) sappresenta una quantitd
immaginaria ed assurda :- Questa .gonseguenza dipende evidente.
mente da cid che si & detto §. 13.

$i pud dunfue concludere y che i Logarizmi delle quazmta nea
gative somo quantita immaginarie: Si devono avere dunque
per inpossibili tutti quei Problemi, il coi risultaro involga
logaritmi di quantith negative .

‘Non essendo il nostro ‘oggetto di trattare qui la Teorla dei
Logaritmi, noi' aon ci occuperemo ncllo spiegare fe di loro
propricta particolari ,

S. 15.
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S.”1¢. Noi abbismo detto che ax problema & ispessibile ,
quando il di lui risulesto dipende da un logaritmo di una
‘quantith négitiva. ‘Non sarh ioutile il farne un esempio:

It Geometra Gregorio Fonrana di, in alcune memorie di
.Matematlca ‘pubblicate nel 1796., una completa solunone
del seguente Problema Idraulico « :

Un Serbatovio Cilindrico o Prismatico riceve Paoqua da um
tubo o del quale ¢ noto lo_smaltimento che ¢ costantemente il me.
desimo . Questo &r}atorio ba nel fondo un piccol foro che gli
serve di scarico, il di cui smaltimento cresce in comseguenza «
misura che U acqua é pin elevata: Si suppene mnoto questo smalti-
mento quando I acqua é ad una certa altexza: Sotts tali supposi.
2ioni essendo wvaoto il Serbatoio , e I acqua incominciando a cadervi
per il tubo o, ¢ ad uscirne per Ia piccola apertura fasta nel fondos
si cerca quanto tempo wi worra perché essa arvivi ad wuna date
altezza nel vecipiente .

Chiamata q la quantitd dell’ acqua smaltita pel foro del

Serbatoio in un tempo dato 8, quando essa si trova ad una

altezza data a; & la quantith d’acqua scaricata in tal tempo
dal twbo, ¢ # il tempo qualunque in cui I"acqua giunge
dentro il recipiente all’ altezza indefinita x; & Ia base del re-
cipiente, il citato Geometra per mezzo d’un clegante ragiona.
mento, ritrova il tempo # codl espresso
260ka k7 a 2bda -
T i a—ave g Y
L’ altezza x -alla quale si deve alzare I"acqua nel: recipiente
¥ indeterminata: Asségmndo on- valore ad x viene determinato
il tempo #, che I'acqua inpiega ® fmontare a quella altezza <
Ora se il problema presctivesse che I'ialtezza x, cui si
deve alzare I acqua, fosse maggiore di quella 4 sotto la quale’

»

tant

=
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tant’.acqua entra per il tubo quanta 'ne oorte per it foro ;
«h2g. '

sarebbe per questa condmonc K > PER Impc,roccht\. ¢ un
Teorema d’idraulica, che le quantith d asqow erogate pér il
piccolo orifizio d’ un recipiente sbtro diversé altezze, ¢ nel
medesimo tempo sono proposzionali alle radici delle altezze
medesime . .

La condizione x {> ?‘1 ci da yx >'-k—‘q/l 3 ¢ percid in
- m Ve '
generale v x = 'k 7
ta positiva qualunque .
Fatta questa sostituzione nell’ espressione ou:cnuta per ¢,
2bbka I k(/; 28 a .

si ha P = = g —n g Vx. Questa csprcssnoﬂ

" ne & immaginaria, poiche ceontiene il logaritmo di una quans

indicando per m una quantis

titA negativa — {'_l'i_a . che come abbiamo detto sopra &
immaginaria Il Problema adunque sotto queste condiziond
& inpossibile . -

La cosa appunto deve essere cosi ’ mperocché guunta I'ac-
qua a tale altezza nel .vaso , che tant’ acqua sorta dal foro
di scarico, quanta ne entra nel- recipiente, ¢ inpessibile che

I’ acqua possa nel recipiente alzarsi di pid ' € percid I espres=
sione del tempo deve essere immaginaria .

8§ 16. Basata la Teoria dei-Logaritmi sopra i principj. dell®

" Analisi derivata, non ha pid luoge - la guestione sopra .i lo.

garitmi delle quantitd negative: Risnlta infasti . dalla Teoria

- stessa dei- logaritmi, che le Quanti& negative: non -posédno

aver logaritmo, ¢ che perqid i logaritmi delle . quantitd , negas
tive
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five dono.immaginari; Cosi questa questione, che ha diviso
i ‘Geometri dello seorso secolo, e che forse tuttora per
talun: & indecisa, rimane p:euamente moluta da quanto ab.
bnamo sopu narrato .

ARTIGOLO 1V.

PROGRESSIONI GEOMETRICHE.

[ T . - -

. st ] - . —
.

I . - ~.;"':r-'
< . PR & s

S 1 Se data uma. quantitd qualunque & 3¢ ne voglions'
derivare successivamente altre da e¥sa con questa ‘legge di
derivazione: La. qumm) o presa’per derwamce si molriplid.
cbi pev. b per mwerne vimr vaa:& ‘da = = ah;’ qumdz s moltis
phcbz la prima derivaza per b, per averne - una. second& devivaia
o= bda._.abb-—ab", e cos? di seguito ).
S’ avrd in" questa guisa unid serie-a, da , d%*a, ... B :l"l

che costituird un’ sistema dx dmvate, dcl quaTe ci occﬁperemo

in questo articolo. R T e
T AP S R s S S
- So 2'
A
‘___'. > e o e -4
i

-

(a) Si fa nso dell’ ordmano algontmo degh esponentn, dt coi abbu._
mo sopra dati 1 prmc’p] S’osseni perd che it d¢ adopra sempre
per eipﬁm,are l"opehmone di derivaztone, e il numero che” stx nel*
luogo dell' esponente,. ¢ Iindice esprimente . ovdine’ delia ‘Berivets .
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§. 2 Secondo I"esposta legge di derivazione siaved Jlg==
ab" (g1’ indici si supposgono peradesso nemeri interi e positivi ).
Nella medesima maniesa aweenso J" Mgz ab™ 2 o= b, 4b" s

n . g . e

ma 3™ .ab"=abm b , dunque "4 = 4 ‘d;,:m" s dalla
quale ‘poquezione si ricava  questo Teorema: Ls derivata
{n+-m)esima di una quamtita ¢ eguale al prodotto delle due
devivate (n)esivia g (m)esina della stysse quantits divisa per la devie
watrice, o per la derivaza dell ordine zero della stessa quantita .

Nella stessa gnisa essendo m > 7, si ha """ = a)™™"

ab™ a.ab™ d a.dMa

— — s ¢ percid 4" —"g =
o  ab" d"a
quest’ altro Teorema: La derivmta il cui indice ¢ Ia diffsrenza
pq:itiya di due wumexi m , u , ciod m——n, ¢ eguale al quo..
ziente della derivaza d™a dhisa per la. devivess 4% - wolﬁph’tm-
poi dexso quozicute pex I derivata dell® oxdine zere - . 1.
§e 3 ‘Se 5 mpltiplica &g per. I* qspmmne A" 5 Sayvid

P - A% 4", '’
aidm _—_d"a Fa ) € pcx:cxé d"a.d’" ".—-.

&a.d%a, dafla qudc !:qu;zlone si ricava il Teonemt, che
segue A} prodosto di due termini qualungue egmthmvm dagb‘
estremi € eguale al prodotto deglc estyenti o e NS

, che ci da

Sia 7 numero pari s © 8i faccia # = -;—, sostituendo per #

. m m
il suo valore nell’ nltima formola , s'avid %4 .d%2a =
d%.d™g: Cioé: . Quando il numero dei termini che si considerano
nella serie superiowe € inpayi ( cia che. acca‘k quando w ¢ payi }-
il quadratp del texwine. di. mezzo ¢ egnale. al prodatto dcglz em'o-
nii , o di quelli equidistanti_daghi estremi mdmm o :

) Le
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" Le due espressioni ritrovate per d'""""a, e per dmM—",,
moltiplicate fra di-loro, ci danno dm == 4" 74 2"y, ciok
1 guadrato & un termine qualunque della serie che forma d 10sEY0
sistema di derivate | é egnale al prodotto di due termini qualungne
equidistanti da esso. '

§. 4. Esaminiamo ora le derivate ad indice negativo. Le de.
rivate con indice negativo rappresentano delle quantith deri.
vate dala derivatrice & per mezzo d un’operazione inversa
alla prima, intendendo per operazione inversa quclla per mezs
zo della quale si ottengano tali quantitk, che eseguendo sopra
di esse F operazione diretta di derivazione, si passi da loro
alla derivatrice , come si passava da questa alle derivate con
indice positivo . :

Cosi se per avere le derivate si moltlpﬁcava successiva.
mente per b, per ottenere le derivate d’indice negativo si
dividerd per la stessa quantita & ( Art. I §. 6. ).

a

Sard dunque 4~ n¢=7 y da cui si deduce 44

s Fa | . .
a_b-"- = —d"—n.- equazione , la quale conticne questo Teo,
fema:
Una derivata ad indice wegativo ¢ egnale al quadrato della
derivasrice, divisa per la derivata delle stesso ordine ad indice
positivo.

Avremmo ottenuto lo stesso risultato ena perd meno direttamens
: . me—n . 4dMa.d%
te per mezzo della formola 47 "4 = .
' Lo 4"a
zione, che abbiamo dimostrata al §. 2. per il caso di m P> u,
% suppone vera aache per m <dn, ¢ vi si fa p=m-/,

E } 8 avra

: Se questa e;: =~y
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d™a.d%
amti,
dMa.d% . 2%
A" . dla

s avrd allora 4™"="=1 —= 37 = , ¢ ponendo per

™14 il suo valore si ha d~lg—

4% *

I come sopra s

- Le derivate ad indice negativo rappresentano i termini della
.serie prolungata in dietro: Iofatti se nella serie
ceoeeeed™a,d7% ,d "%, d% , d*a , d*a , d%a, ec.
si sostituiscono i rispettivi valori delle derivate ad indice
positivo ¢ negativo, s’ avrd
Ceee b—t:-,—z;-,bi,a‘,ab,abf",ab’—l-Z.'.:;;2.*
Nella qual serie tutti i termini sono legati fra loro per la
stessa legge. Ognuno di questi termini moltiplicato per b ci
dh il termine che lo segue ; e¢ diviso per b il termine che
lo precede.

§. 5. Cosa sono in questo ramo d’ analisi deuvata, le de.
rivate ad indice frazionario ?

Siccome I’ operazione, in che consiste la legge di deriva,
zione, & suscettibile d’essere fatta a porzioni ( poiché prescris
vendo essa la moltiplicazione per b, se questa vuol farsi ix

tre volte, per esempic, si moltiplicher tre volte per {/T)-
cosi le derivate ad indice fratto saranne declle quantitd realiy
esistenti in -natura, e rappresenteraano ( Art. L. §. 7., 8. )
le derivate ottenute per un certo numero imtero di derivas
zioni, ¢ per una frazione dell’ operazlone di derivazione

medesima : Dunque dm+n 4, indicherd che si & moltxplncato
a
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# un numero # di volte per b, e quindi per tal porzione

di b, che ripetendo n volte -questa secenda moltiplicazione,

sia lo stesso che avere moltiplicato ana sola volta per b5

Ia porzione .adunque di & che ci indica wn n%ime d’opera-
. .' ) A . m-l-:

zione di derivazione , sark V' b, e percid 4. *a =

- )

. V Tl S -

Con lo stesso ragxonameneo si trovera chc in genenle

)4 ~ 4

4 e = am, vbl’ b | |

- Le derivate - ad -indice fratto rapprcsenuno i termint, che
s petrebbero interpolare. fra quelli delle - serie componenti
guesto sistéema di derim; Cosi. per interpolare tre termini
fra ab®, ab? , ciot fra la seconda ¢ la terza derivata 423, d%,
si ha in generale d’a,d’éw,d’%a,d“i%a,d’a , ¢ ponendo I'efe
fettive espressioni di quele derivatc

ab?* ,¢b \/b ab’ \/5" , ab?. \/b’ ,

GV indici 2, 22, 22, 22, 3 sono in progressnone Geomed
trica, ¢ gli effettivi valori delle derivate sono. Ttgatl fra loro
per la legge di derivazione di questo Sistema.

La formola che abbiamo ritrovato al § a., ™" = apmtn
supponendo # , # numeri interi, ci da gli stessi risultati ote

tenuti a priori per gl indici fratti; Imperacché se si fa -5— .

omeet me L »
vece di n ¢ ottiene 4 . Ma==gh . ™ come sopra. Si de:
duce di qui che tutti i Tecoremi dimostrati superiormente p'er
Te derivate ad indici interi, e quelli che da questi Teoremi si
possono sicavate , hanno lsogo per le derivate ad indici nes

E a2 gativi ,
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gativi, o frazionarj ; non avremmo potuto tirare questa cona
seguenza senza i ragionamenti fatti in questo e nell’ antece,
dente §. per le derivate ad indici negativi, e¢ ad indici fratti.
§. 6. Tutto cid che abbiamo detto fin’ ora appartiene al
calcolo diretto delle derivazioni: passiamo adesso a parlare

~del calcolo inverso, o del regresso dalle derivate alle deris

wvatrici .

Per passare dalle derivate alle derivatrici dobbiamo fara
una operazione, per mezzo della quale s’ ottenga certe quana
titd , sopra cui facendo I’ operazione di derivazione tornino
le derivate proposte : Quest’ operazione sari adunque Iinversa
di quella, che si faceva per ottenere le derivate: Cosi se data
Ia quantitd w se ne volesse trovare la derivatrice dell’ ordine
», essendo g la quantitd per,la quale moltiplicando la- deris

vatrice: se nc ottengono le derivate, 8 avrk

1 [ J
Dweme —

q" .
Ciot : La devivatrice dell ordine n di una quantitd qualumq
gue w, ¢ eguale alla stessa quantita divisa per la potenza ennesima
della quantitd q .

Se questa divisione riesce senza resto , avremo allora una
quantith intera per la derivatrice ; quando poi la *divisione
non riesca esattamente , la derivatrice sarA rappresentata da
una frazione :

§. 7. Dalla formola D"w = ? si deduce Do =

oo d°uz . ‘ . . .
— = : Ciok : La derivatrice ennesima di unn quantité
wg e

‘®, ¢ eguale al quadrate della. stessa w diviso per la derivasa
ennesima di w medesima .

Siccome
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Siccome abbiamo dimostrato ( §. 4 ) che Iy =g

o0 L e
e dunque avremo in questo sistema di derivate 4 w ==
(]

Dw, ciod : Le derivate negative di una quantia qnalunque w ,
sono eguali alle derivatrici dells stesso ordine , appartenenti alla stese
sa guantité : Cosi si possono barattare le derivate negative ia
derivatrici positive, e le derivatrici negative in derivate po-
sitive . ’

§. 8. Questo sistema in generale non di origine a quantitx
immaginarie : Infatti sono per esso quantitd sempre reali e le
derivate ad indice negativo e ad indice fratto, e qualunque
quantitd sia positiva, sia negativa pud considerarsi come una
derivata di questo sistema: imperocchd questo sistema pud
avere tutte le derivate positive o negative ; secondo che la
quantitd derivatrice & & positiva o negativa, stando 5 po<
sitiva; dico in generale, imperoccht se si prescrivesse I’essed

e positive le quantitd a , & tutti i termini della serie &, ds,

d2x , d°a , ec. sarebbero "positivi, e sarebbero anche tali tutth
i termini istermedi: Una quaatith adunque negativa non po.
trebbe far parte di questo sistema , n& considerarsi come un
termine qualunque di quella seric; e percid la derivatrice di
una tale quantith non potrebbe esistere in natura, ed in cons
seguenza sarebbe una quantitd immaginaria .

§. 9. Tutta la Teoria delle progressioni Geometriche & fons
data sopra questo sistema di derivate, ed i Teoremi fonda-
mentali dimostrati superiormente, contengono i Teoremi che si
conoscono per queste progressioni . '

Infatti se si chiama a il primo termine della progressione,
# ~4~1 il aumero dei termini, & il quoziente, I equazione

d"a



38 - ANALISI DERIVATA
d"a == ab" del §. 2., ci da questo Teorerma : In uma progres.
sione Geometrica I ultimo sermine ¢ eguale al primo molriplicaso
per una potenza del quoziente di um grado minove & una anita
del numero dei teymini dellu progressione .

Egualmente tutti gli aleri Teoremi sono identicamente gl
stessi di quelli, che si danno per le progressioni Geometriche ,
solo che vi si cangi 'la parola serie di derivate in. quella di
progressione geometrica.

Crediamo inutile di trattenersi di pid sopra questo oggetto.

gt g st =tyele =t sgrefragr ape= sRgefaagsge

ARTICOLO VYV,

FRAZIONI CONTINUE.

S. 1. La legge di derivazione pu'& essere qualunque; essa
Pud in conseguenza consistere nel cangiare solamente &' aspet.
to'la derivatrice, lasciandola in sostanza la stessa, per otte.’
nere una prima derivata, la quale per la stessa legge di deris
vazione si cangierd in ona seconda derivata, questa in una
terza e cosi di seguito .

Cosi st formerk una serie di quantitk derivate tutte di- dis
versa forma , ma eguali alla derivatrice 3 ¢ ‘dalla considerazios
ne dei termini di questa serie ne nascerk uma nuova branca
di calcolo. :
‘- Se data una frazione qualunque vera z si dividano i

3

suoi
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suoi due membri per.il numeratore per ottenere una prima
derivata : questa derivata avid per numeratore I'unitd , ‘¢ per

denominatore la frazione spuria - » O uma quantitd intera

@ pid una frazione vera -1'-';: Cosi indicando al solito questa

operazione di derivazione per 4, s'ayrd d-g- = v

n
a2+
Se si fa Ia stessa operazione di derivazione sopra la frazio.

n .
Ne 5 4 che si & fatto sopra la proposta, s avrd

W n 1 : . ‘ .
P = ———n—( indicando per 4’ la quantity intera cons
: a’ N ’ .
+

. . P . n! ) I
tenuta nella frazione spuria Zreper— Ia quantitd frazionas

: P
ria) > € percid 42— = _— <
Q T
a + ",— n\
a'-= —’;-

. . . n . "
Se continuando si tratta la frazione ot che entra nell’ ultimo

denominatore della seconda derivata, come abbiamo fatto
per quella della prima derivata s avra '
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‘. 1] P X
¢ quindi d‘—Q- = —
a+——
t
o'+ ne .’f.':
a +nn

ec. ee.

Tutte queste diverse derivate compongono um seric di
quantitd dipendenti una dall’ altra secondo la legge fissata di
derivazione

'§. 2. Ma ponghiamo in un prospetto te derivate dcl. diversi
ordini con i di loro valori: :

P
Derivatrice —
Q \
P Y
d— =
=Lz
P
P 1
23—2-_ = .
. ¢+ — ”‘
iy
‘p P X
,Q —!-ta—!___!__
e
. a +-;g-
Y 4 1
d‘_ —
'Q a+ —!-.._
¢
Oefr—— .
“lir .l.{_'.’
9 nl"
€C. ec. -

Dﬂfa ,
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Dalla legge di derivazione risulca che ciascuna di queste
quantitd derivate ¢ eguale alla funzione derivatrice ; ¢ che
percid tutte le derivate sono eguali fra loro. Si ha dunque

P
in questo snstema di derivate, chiamando 4 la frazlone -E','

A i= dd = d*Ad = P4 = cc. = "4,

L’ aspetto ovvero la forma di ciascuna derivata ¢ diversa, ¢ dis
pende dal di lei indice. Se 1indice della derivata -m il
-numero delle divisioni , che in essa hanno luogo, # tgmle
8d M=,

. §. 3. Sopra questo sistema di denvate ¢ fondata tum la
Teorja delle frazioni continve, che costituisoe uno dei metodi
pu) fecondi - neﬂa sisoluzione delle qnestm per @pp:osuma-

Se in ciascuna:di qucm adcnvatc i sayprlme all imione,
che entra nell’ yltimo di dei dcnomlmtore, pi hanmo quelle
quantitd conosciute sotto il nome di frazioni continue :

Uoa frazione contiaua adunque & una dells soperiori deris
vate , alla qiale si ¢ perd soppresso. la, .quaptith frazionaria ,
posta nell’ ultimo denominatare delladesivata. medesima ,

Ridotte cost le derivate sspeiiori ad casere ‘prive di - quelle
quantita frazionaric che sono negli vkimi -depominatori, & ma.
nifesto che esse non potranno essere - pid eguali fra loro ,
ne egwali alla derivatrice ; -ciascona di csse differirx dalla~ de.
rivatrice di una quantitd dipendente dalla fraziome che 3 @
soppressa, ¢ dal rango che occupava questa frazwue

" E perd facile vedere che le derivate cost ridotée sono tali,
che la prima derivata ¢ maggiore della quantitd derivarie

- ce, la seconda minore, la terza maggiore, e cosd di. se-
! guxto, di modo che : :
. F. R é
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. R . P .Y P '-..'.,‘ 4 .':" P
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e s [ N Jz P P . ".";'~. o
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. P v P . v
e S :
o e

S ,i@Ce ! ©Ce AT EPRLE

Noi non- ¢ci occuperemo nel trattare delle propnet& drﬂe
- fthzfoni continue: L’unico nostro scopo era di dimostrare che
la Teorla di queste frazioni & tutta fondata sul pristipio .ge-
neralc di derivazione, e forma. in consnguenu ancora.. essa
“una branea' d”Analisi derivata. o
§+ 4. Osserviamo che, questo sistema ha in: cesto. modo Ia
sua analisi inversa: Si pud rimontare da una derivata ad una
.sua- derivatrice. Pér questo non’s’ avra chéla. fare I'ioverso di
“cid, che si ¢& fatto per iuccndcte .dalla derivatrice alla- de.
rivata . o
Conviené in questo caso che la dmvata di cui si ricerca la
-derivatrice di un*'cértd’ ordine, sia una; dérivata esatta del me-
desimo ‘ordine’; avendo petcid un aumero di dxvmom maggios
‘re 4’ ur-unitd -dell’ ordine medesimoce - . .
‘Cosi la denvamce seconda di- questa quamm&

g ﬁ' bn" ~taq . o
. n-l- ; ’ 33‘5',, -|-¢m+b - -)
B \.,+__ HEN S \ . ST

: Quando:la derivata, dl cui si dnmanda la- derivatrice , fosse
a2 derivata che avesse sofferto la riduzione- di cui si. parla
al §. ant.; fosse ciod una frazione continua, della quale si diman.

dassc Ia dcnvatrxce o la frazione ordinaria. da cui nasce, con.
) N B YCKe

~
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verrebbe in generale aumentare nell’ ultimo di lei denominas

~tore una frazfone wverx., Ia quale tenga ‘laogo dells fraziooe

soppressa per passare dalle derivate, alle frazieni continue
(§ 3. ). Questa frazione & arbitraria. Kidéita allora la fras
zione continua proposta, ad essere una derivata esatta se ne
otterrd la derivatrice per quel che: st ¢ dyito sopra,

Cost si vede che una frazione continna d’ un certo numero
di divisioni pud in generale avere un numero infinito di
frazioni ordinarie da cui nasca, secondo i diversi valoni, che
3i danwo, 4 .quella frazione agbiﬁarialda .aggiungersi . * Per:
esempio - la frazione continna % —F . nasce dallc,.frazio.
ave unoo ¢ : ’*" cr
Bilotdinaxie &= , 53, ec. sgcondo che 7all’ ultimo. denonum-
teke. 4 .8 aggivoge una frazione § 0 %, ec.. Queste frazioni
etdinaiie sviluppite fino alla terza divisione danno sempre Ia
stessa frazione coatinua. -

& o In questo sistema le derivatrici di- quantitX , cbe aon
sono derivate esatte, le derivate ad indice fratto, quelle ad
trdice .negativo , si possono. considerare come alurettante quane
tita immaginarie, che non possono esistere in’ natura:.Inperoc. -
ché I' operazione prescritta dalla legge di derivazione in questo
sistema di ‘derivate & tale , che non- ammette la sua inversa
sopra .uma quantit) , scpra Ja quale non siz..giY ‘stata‘ fatta la

e

diretta ; e parimente questa .operazion¢- di derivazione. non

pud di sua natura essere fatta a porzioni , dando a .questa
espressione . fare a pwzxem - senso - spxegato ai SSu 7y 8.
Art. L : o g
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ARTICOLO VI

FACOLTA' N UMEKI CHE. -

/ 3 .. ' 1
< .

Vo e R . { v Lo v

§. 1. La"Teoria; della quale andiamo ad esporre i principj,: ¥
chiamata dal Cittadino KraMp Professore a Sttuburgo: Teorin
delle facoltd mumeriche: Egli se ne & occupato in un’ opera
sopra le refrazioni Astronomiche data alla luce. Imad- VIk
Noi ne parleremo in questo articolo per' mostrare , che anche
questa nuova branca di calcolo & un ramo d' Analm de
rivata .

Negli articoli precedentn la legge di derivazione consisteva
in una moltplicazione, o in una somma, o in una divisione :
In questo ‘la legge di derivazione dipend¢ da una somma
¢ da una moltiplicazione nello stesso tempo. .

Datz una quantita qualunque m considerata come una funzione
devivatrice, se per averne una derivata prima dm, si moltiplica
lx derivurrive s per m aumentato di unz quantitd determinasa
7, sawidn==m.m=r: Se por avere unn devivarn seconda
d2m si moltiglica la derivata prima per m —=-ar, s aord
Bn==(rs 4= 2r)dm = m.m < v .m 4= 27r: Se per. avere una
devivata terza d¥m, si moltiplica la derivata seconda per m<4-3r,
Savrd Pm=(m = 3r)’me=m.m=r.m—2r.m 4= 3r: ed
in generale per avere d"m si moltiplica la sua devivata precedente
per m + nry cioé per m aumentato di r col coefficiente eguale

all’

rd
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all’ indice della dyrivata che si cerca, s'avrd d"w-(m«l- nr)l‘
TR TS X T U e

La seric di tutte queste diverse derlvate m,dm,d*m,d*nm, .
«..d"m dard origine ad un nuovo ramo d’analisi derivata,
del quale noi ci proponghiamo sviluppare i princip; .

$..2. Il rapporto fra due termini’ consecutivi della serie &
contenato , come abbidmo veduto qui sopra, in questa equa-
zione d"m =(m—4-nr)d""'m . o .
~ Per indicare la quantitd r da aggiun'gersi nelle diverse oped
razioni di derivazione potremo scnvcre, in vece dit dm;
. . ¥
' m pchndo r nel luogo dl un dlvxsorc, ma, in vece della
baru di divisione facendo’ una linea- recurva con la convcssni
veltata. -in- basso=.

Espnmercmo adunque o p'rodotto K. %4a. x-l-za.x-l-ga.

x
%= 42, per 44..: per. espnmgrc i prodotti numerici 1 .3.3 .

see Mty 7;9; 13.13.1%, si sonvcr& in vmﬁ di questa nouq

o
e ..‘.,

zione 4= d"*;. '
Se Ia quantnt& » fosse negativa, si seriverebbe col suo
segno negativo'; s’ avrebbe allora’
m I .
d”‘-":;m Mo = 3T =3P s svec e Pl e 0

§. 3. La derivata dell’ ordmc zero d°m, indicando la ness
suna operazione di derivazidne fatta fopra'm’'y & percid 1a’ stéssa
derivatrice , onde 4°m =m.

Le derivate ad indice negativo indicand’ ( 8. 6. Are. T )
quantith ottenute per una operazione 'inversa: a quella, per

mezzo della quale s’ ottengono le derivate ad indice positivo s
Noi
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Noi- ripetiamo’ ¢id che si deve intendere per operaziome im:
versa : Bssa consiste in upa operaziqne che dia.per esprimere
e derivate ad indice wvegatjva,- tali risultati - per “esprimere
per esempio 47y, d ™7y ; 47"y, che eseguendo sopra i
detti risultati la legge di derivazione , si pasid dalla- derivata
A=ty alla d7% 3 di quesiy T alla. 47y ; A 4™y
a &y =y, come ss passava: per la stesia operazioae di y
ady,d&dyad’,ec. R

- Ora siccome per oftencre una- gerta dem'au del¥’ ordme
# (S 1 ), si moltiplica a derivata antecedente 4'~ly. per
m aumentato di » con un coefliciente cguale all’ indice » .della
derivata che si dimanda’; ne stgiie ‘che st data “uni derivata
di un certo ordine si wyple- . da essa dedurre la sua dervata
antecedente, converrd dividere la derivata propesta..:periim
aumeatato di » col .cocfficiente eguale all’ md:cendraa pro-
posta medeslma .

*¥Cid premesso , $0¢¢ome I operazione diretta prescrivéva una
moijtiplicazione ed. una:: sémma, I'inyersa -comsisterd ™ in una’
divisione ed una sottrazione; ma come prcc:samenwa esegm-
Ta ella’ - 1 :

1 ~ el

Pcr avere d ‘*; conwene fare mre op,eraz;one mpra. ",

4

t

m . .
ovvero sopra d°<7, che si ottenga - certo-risukato - 4 'pev
e _ oy
m Y s\. hoCc A

esprlqle;e d oLt qgf(sm multam dcve esserc talc, che per

X
dedurre di nuove da emo-la dcrivata d";,- y deva farsi sop,ta

div. . lui- T operazione” diretta - di derivazione contenuta nel-
la~legge ( & 1, }: Dunque 4 sark una tal' quantitd , <he
moltis
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. molmpkcata per m = or reada la dcnvata d“"' ciod la deris

vatnce m: Dunque A=
o X " :
47" >~ == 1 qualunque sia m ed r,

Nella médesima’ mamcra e per mrzzo d‘cﬂo stcsso ragxonu-

~

" . m . .

o =m = 1: Dunque

d—zfi = ! . . .
: ? T ey T B
m . I e SN

¥ T Me—r.m—2r

..

: r’ m—f.m:‘—-lr..o...(m—(fl—l)n).
La relazione adunque che passa fra due derivate ad:isdice
negativo consecutive , sary espressa - da questa equazione

.
] d—n—a—-lI'.L .
rnu oy r" : - ' ”':

m—(n—1)r
Le derivate ad indice negativo sono i termm: dclla .serie

delle derivate ad indice positivo ptolungata indietro: ° Questa
gerie, che con i simboli delle derivazioni sarebbe rappresens

-'. mo "
tatada”.'.d ;7 ’ d 7 ?d-‘ ', °7f’,:e.d: y: ?

22, pPI poriendo i respettivi valori delle ‘de.

. ;" H r‘ - X i . . . . ..
m

tivate, diverrd . ; ;040 2y 2= OF B == ¥ 1 W = 2T

"
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m . om :
MA=Or. M=t "m—4=or *®
# <= 27 .....s ovvero riducendo pid semplici i suoi ter.
. or. A
m—7.0—2¥

mom.m Ay M. ST,

mini col togliere i fattori comuni 4. . . ’

- - - .~/

' . .
m,ﬂl.m-—l-r, mom+r'c’m+zr0000.o

M —y " L}
Uaa tal serie s’accorda con quella delle potenze quando
r==o0.
§. 4. Abbiam veduto che Ila relazione, che passa fra due
derivate ad indice negativo consecutive,"¢ espressa da questa

. ) mo.
equazione d="— = d™"F'— : (m—(n—1)r).
Sec in questa equazione si fa n<4=-18 in vece di #, savid

d—n—xﬁ — d-tf-— .

” (m—nr) equazione, datla qualc s ot

giene- subito
B " . . " ,
J"";“ = 47— x (mm—unr):

Questa equazione & quella stessa che 8 ottiene co‘l fare’ 7 ne
gatlva nella formola trovata al §. a.,

s
R o L

per esprimere Ia relazione, che passa fra due consecutive des

vate ad indice positivo.

La stessa equazione adunqué che ci @4 la relazione fra le
derivate ad indice positivo, esprime anche la relazione ‘o i
rapporto, che regna fra le derivate ad indice negativo, solo
cambiando # in «=n. -

E qu bxsogna osservare, che per quanto le une e le akre -

| ' deri.

A .
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derivate siano legate pef una stessa equazione, pure grand’
abbaglio prenderebbe taluno, il quale credesse che I’ effettiva
espressione, che rappresenta in questo sistema una derivata

m . " . .
positiva d";— potesse esprimere una derivata dello stesso in.

dice ma negativo.col solo cangiarvi # in ——n.

. Cm
Infatti essendo ,1"7 R R e A R N R L

¢ facile vedere, che col solo fare n negativa non ¢ mai pos,
sibile fare prendere al secondo membro questa forma
m

$ che @

1B Y o NI} e 27 . m—sr c o 0 o o m—-(n— ])r
n
I c=prcssxonc effettiva di 4"~ data al §. 2.

Tutu i Teoremi adunque dipendenti dall’ cspresslouc esph-

cita m.m-l-r ces e m+nr della derivata d"—; s nON ap«

‘parterranno che alle derivate ad indici positivi, e filso sareb.
be il credere che le formole, per mezzo delle quali i detti.

Teoremi sono espressi, avessero luogo anche col .cangiarvi
" n in-~—n, ovvero che tali Teoremi potessero avere luogo
ancora per le derivate ad indici negativi .

§. 5. Abbiamo veduto al §. 2. essere -
a nz‘— i ‘ ! i J

T T MemTMe=2r eos .o, Hmm (=)

¢ percid anche . 2

om ]

J-n-—o= aan iy
Y .m—-r.m—-zr.......m--(n-—l)r .

i

N

G d°

o



sere legati fra loro per la legge del sistema. Ora d°-? =m,
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d° - —n d° i
. Questa equazione d  — = esprime il rap.
Jn-‘ m Y dn—‘ m

porto fra le derivate ad indice negativo ¢ quelle ad indice
positivo, e ci somministrerd la manicra di esprimere le une per
mezzo delle altre: Si potranno alanque eliminare da qualune
que espressione le derivate ad indice negatwo per sostituirvi
delle derivate ad indice positivos:

§. 6. Ma cosa mai indicheranno in questo sistema le derivate .
ad indice frazionario ?

Tali derivate rappresentano, come si & detto nell’ Art. L ;
delle quantit ottenute non con un numero intero d'operas
zioni di derivazione prescritte dalla legge del sistemaa, ma con

un numero fratto delle dette operazioni: Cosi ds'z:— esprime

che non si deve fare sopra m una intera operazione di

. . ‘. . m -
desivazione, poich¢ otterremmo dJ—- , ma una mezza opera:

gione , ciot una operazione tale che replicata sul risultato ;
sarrivi al medesimo intento, come se ayessimo fatto una

m

. . . -~ l ‘ m -
intera derivazione, dovendo essere sempre d‘d";— = d;v s

m . m .

La derivata di-; ¢ il termine medio fra d°5-y e d‘-’; , Si
m m m

ha ciot d°~r— ’ di-; , d';'; € questi tre termini devono es-

-

d"g- = mum=t=r , sar} du?quq dﬂ'n; = m(:lf,-l-'x)!‘ pren-
dendo
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d . ... - r1im - 3 3.
endo in modo x, che 4242~ = m(m—-x)*(m-41x)* sia
eguale 2 m.m—=r. Savrd da questa condizione (m-l-x),
(m—a4=2x)=(m+r)2.

- La quantitd x adunque & data da-una equazione di secondo
grado; Potrd in conseguenza essere una quantitd reale, come
una quantitd immaginaria. Se'# ,» saranno positive, la quan<
titd x sari sempte reale .

Per le derivate che contengono nell’ indice la frazione 3,
la quantitd x dipenderebbe da una equazione di terzo grado,
¢ cosi di seguito. Se » diviene nullo, si trova ¥ ==o0, ciot
le derivate d’indice fratto dwengono dei radicali, come deve _
essére , ‘poiché la serie delle derivate ad indici interi , si rid
duce ‘ad essere 1a série ordinaria delle Potenze . Co
- In-questo sistema adundue I¢ derivate ad indice fratto sono
quantith, che possono -esistere’ in natura; ma sono ben lontane
dal potere. esscre espresse dalta formola generale delle deri.
vate ad indice intero posjtiva, o dalla formola di quelle ad
indice intero negativot Egualmente I’ equazione , che esprime
M rélazione fra 1¢ derivate ad'#adici positivi e nefativiy non
esprimo quella fra le derivate ad indice fratto, e non pud
aver luogo supponendovi s un numerd frazionario. -

Il valore della quantita x, che bisogna aggiungere per
avere una metd dell’ operazione di derivazione , non & costan.
te’, ma dipende dal nurero delle operazioni preccdenu :

Cosi d""'g;' espnmendocu una denvata ottenuta per un nu-

mero # d'operazione intere, pid una metd d’ operazione ,

N—t=1 72
d-’_"

. I . im L
si dovra avere d’d"""*; = y da cui si ha

S Gz ) .
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MMt vt ee. Mmenr. (mi- m'-l-:)c)i(m-f-;nri-i-z:)c)g ]
=M= cesoece Mt nr,

Sard percid dato x da questa equazione del secondo grado
3( =y )2 = 222 == 3(m—=nr Jr—t=r* 4 Ia quale ci dd «
in funzione di #.

Si vede di qul, che in questo, sistema non si ha lo stesso
risultato facendo per esempio # operazioni di derivazione,
e poi una mety d operazione, che a far prima una meex
d’ operazione ¢ poi un numero intero % d’ operazioni suddette ;
questa invero & una singolarita, che non si ritrova in alcun
altro ramo d’analisi derivata .
~§. 7. Passiamo a dire qualche cosa del regresso dalle deriq
vate alle derivatrici. Per trovare la’ derivatrice di una quaag
tita risultante gix da una derivagzione, o di uva quantitd che
pud chiamarsi una derivata esatta, la:ricerca-non ha alcuna
difficoltd: Cosi la- derivatrice terza della quantity
(mt=np)(m—=np—=r)(m = np 4 27 )(md=np 4= 37) ;

s gv.ré_chiap)andd' Q questa quantita , D’% = m+np.

. Quando le forme delle quantith di.cui si vuole trovare la
derivatrice , sono come quella ‘presa .in - csempio, non wi &
bisogno neppure di calcolo, poicht la derivatrice si ritrova
a colpo d’ occhio . '
Ma come potremo noi avere la derivatrice -di una quan.
tita qualunque Q, non assoggettata ad alcuna formm prescritta 2
Sia Q la quantita, della quale, considerata come una derig
vata del terzo ordine, se¢ ne ricerchi la derivatrice terza per

¢ Q R . . Q. . s
esempio D’—r'; per avere il valore di D? =% conviene trovas

re quella quantitd x, che soddisfaccia a questa equazione
' XX
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c.-x-ﬂ-r.x—l-:r Xep3r=Q: La quannti r si suppone

- data ancora essa, avrgmo allora D"g = x.

Per avere il valore di una derivatrice del terzo grado cons
viene risolvere una equazione del quarto grado; ed in gene-

rale per avere una derivatrice dell’ ordine 1, ciot D" ;’Q—‘ cone

viene risolvere una equazione del grado n—=14 e s’ avrd -

D" % = x, dato x da questa equazione X.Xej=7 . & ~= 1y,

Ye.oo..xdur=0Q; la quale sviluppata ci di x"T 4.
Ax™ e BV e X2 e s vs oo oo P == Q, i cocfficienti
4, B,C,Q dela quale si ritroveranno facilmente . . Per
mezzo del calcolo delle differenze finite potranno. avessi. delle
formole eleganti per la determinazione - dei detti cocfficienti:
Eccole
A=Z(n4-1).7,

B=Z2(n4=1)2(n=41).7%,
C=Z(n—+. x)k-(n-i-x)E(n-i—l) v,
ec.
cssendo al solno :
SZ(nd1)=mtt2 4 3mgfcos .. =n..
non ci tratterremo a dimostrarle, per non deviare dal nostro
oggetto .

§ 8. In questo sistema di derivate sono una cosa ben
divessa le derivate ad indice negativo - e le derivatrici .
Se st esamina la legge di derivazione, & facile vedere che
essa  consiste nel moltiplicare ogni derivata per un fattore
composto e della derivatrice m, ¢ della quantitd data »; questo
fattore ¢ dunque dipendente dalla derivatrice medesima :

La
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La legge dunque di derivazione appartiene al casb secondo del
Art. 1. §. 2., ¢ percid in questo sistema sono ben diverse le
derivatrici dalle derivate ad indice negativo: Data infatti una
quantits Q, di essa si possono subito trovare "le derivate ad
indice negativo, dandoci la stessa Q i fattori Q—7, Qwm12r,

x
che. eatrano in a- ’Q eguale a -Q—-;——Q_ pys » (S 3.); men-

tre .non se ne- pub egualmente trovare la derivatrice ,

D’g’

= x, che per mezzo della risoluzione di. questa equas

zione algebraica del quarto grado x.x =7, x+zr.x+3r_Q
come si ¢ veduto il §. 7.

Le derivatrici e le derivate ad indice fratto - hanno - in
questo  sistema un certo rapporto fra 'lorg, in" ‘quanto che
dipendono ambedue dalla risoluzione delle equazioni ‘alge:
braiche ( §. 6., 7. ) .

§. 9. Il sistema di derivate ; del quale abbiamo esposto
i principj, costituisce un ramo d’analisi, cui & stato dato,
come si & detto al §. -5., it inome-di Teoria delle facoltd nume-

riche: Le derivate di una data quantith », sono le diverse

‘facolta numeriche della stessa quantitd; cosi quanto abbiamo

dimostrato sopra ‘per le derivate -ad indici intéri ,' nepativi
e fratti , ha luogo parola a parola per le facolth numeriche
ad indici. interi negativi e frazionari. Noi non ci tratterremo
a parlafe dell applicazione 'di questa Tebria, la quale -for.
mando una nuova branca di-calcolo, richiede che alcuno se
_ né occupi in un’ opera a parte ’
Ne crediamo dover presentare ai nostri lettoti , ," gli sviluppt
e le applicazioni di un tal calcolo, che ha dato il Citt, Krame,
poich? i risultati ottenuti da ‘esso, sono tali, da spargere dei
dubbi
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dubbi sopra i fondamenti, su i quali egli I'ha basato; nessun
Geometra- infatti ‘potra ammettere facilmente i principj di un
calcolo, il quale conduca per esempio a dimostrarci, che i
rapporto dei semi di due angoli ¢ sempre fanzione della lor diffes
venza sola ; la tangente & un angolo qualunque é sempre costante
e che non esistono immaginari in tutta [ estensione dell’ Analisi :
Questi sono alcuni dei risultati, che il citato Autore deduce
dall’ Analisi delle facoltd numeriche. Certo che non potremmo
dedurli dai hostri principj sopra dimostrati 5 per noi inofatti
¢ erronco il passaggio dalle derivate ad indice intero, alle
derivate ad indice fratto, col solo cambiare nelle espressioni
delle prime la forma dell’ indice, come pure & erroneo il sup.
porre che le formole ed i Teoremi, che si dimostrano per
le. derivate ad indice intero , appartengano anche a quelle d’in«

. . . . . B I .
dice fratto col solo cambiare I'indice » in —; mentre questi

passaggi sono legittimi per KramMp, ¢ formano Ja base di
ogni sua ricerca in quella Teoria. Non ce ne occuperemo
d’ avvantaggio per passare-a cose pid interessanti ,

ARTI
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4*&*@*%&&@&%

ARTICOLO VII

CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE

' . g

'

S. 1. Il calcolo delle differenze finite ¢ ancora ésso un ramo
dell’ analisi derivata: Ecco la legge di derivazione , che gli
serve di base . _ i s -
Se per y, si rappresenta una fanzione qualungue di %, e se si
suppone che dalla stessa funzione, quando x vi ‘¢ divenuto x—-a,
Ci0¢ da oy 5 s0trl la primitiva funzione y,, s avra la diffe.
¥enzaa ¥y, a=—Y, 1 che sard una quantitd derivata da y, per I o-
perazione de:cmta di- modo che indicando al solito questa opera.
zione per d , avremo dyx_.yx_*_a«-yx Facendo sopra dy,. Ia
stessa operazione di devivazione, che si é fatto sopra yx, avrenzo

per una seconda derivata dy, o ~dy, cioé &y ==dy, L g—dyx®

In generale In devivata n™* sard "y =d"""y, ="y

Questo sistema di derivate rappresentato dalla serie 3, o
P, d‘yx oo .+ d",, & conosciuto sotto il dome di cak
colo delle differenze finite: La caratteristica che si adopera
comunemente & la lettera greca A, e questa sigaifica precisa-

mente, cid che per noi significa il 4. Cosi noi non ci trat.

terremo ad esaminare i rapporti delle diverse derivate fra di
loro, e ad esporrre i Teoremi fondamentali, che alle stesse ap..
pmengono : Rimandiamo per questo i nostri leggitori ai
i : trat,

N
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trattati dei diversi Autoriy che parlano del calcolo delle diffed
- renze finite, ed eccupiamoci soltanto d’ esamipare .cosa indis
chino le derivate ad indice negativo, ¢ gquelle ad mdnce
fratto . . )

§. 2. La derivata ad !ndnce zero y ciot 4%, & la stessa ¥y
poxcbé I indice ‘indicandoci il numero delle operazioni di des
rivazione fatte sopra y,., Iindice zero ci- dice,- che non si ¢
fatto alcuna operazione di . derivazione. gopra .y € percio
Ay, =y,.

Le derivate ad indici negativi, 4~"y_, per esempio, ci in.
dica una quantitd 2., sopra la quale eseguendo ‘I’ operazione
di. derivazione, o' ottenga per risultato y,; cosi %y, ci rap.
presenta una quant#d 2, s sopra 1a quale faceéndo dus, operas
zioni-di derivaaione, s ottenga, dopo la prima., 'y - €
dopo la seconda y,. In generale 4™ ", ci rappresenterd una
quantitd z, tale, che facendo sopra di essa u operazioni di
derivazione s ottenga la funzione ¥y Al §4 6. de))’ Art. 1.,
abbiamo estesamente spiegato il senso che deve darsi alle de.
rivate ad indici negativi. Ivi abbiamo detto che queste sono
delle derivate dalla derivatrice y,. ottenute can uo’ operazione
inversa a quella, che ci ha dato le derivate ad indici positivi;
¢ che queste derivate ad indici negativi, -formano i termini
della seric composta di quelle ad indice posmvo, prolungata
in dietro.

§. 3. Rapporto alle dcnvate ad mdlcc fratto ,. & diffieile
di definire se queste prese- in tutta la sua generalith, siaag.quane
tith reali, o immaginaric: Tali derivate sono in vero i termini
intermedi a quelli della serie formata daile derivate ad -indici
interi, ed esprimono delle quantxté ottenute facendo. ( Art. I,
$. 7., 8. ) sopra la derivatrice non. un numero intero :di dex

H sivae
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rivazioni, ma un numero fratto delle dette operazioni di de.
rivazione: Ora in questo sistema di derivate non si conce
pisce come si potrebbe per esempio fare sopra y, una meth
d’' operazione di derivazione per avere una quantita, che

rappresentasse J!yx, sopra la quale éuantita ripetendo quella

l O
metd d’operazione § ottenesse d2d%y =Yy} quindi non cres

diamo di dover pronunziare cosa alcuna sopra lo stato di
dette quantiti.

§. 4. Proposte delle quantitd derivate si pud ricercare quali
:siano le derivatrici, dalle quali sono state dedotte . Consiste
in una tal ricerca il calcolo inverso di questo ramo d analisi
derivata , cui si-dA comunemente il nome di Cakolo Sommas
vorio, o di Calcolo Integrale finito, chiamando le derivatrici,
¢ol nome di Somme , o di Integrali finiti .

Sia y,. una funzione di x, la quale si consideri come una

derivata n%im2 di una certa funzione 2, sara dunque y, =d"z :
La funzione z, & la derivatrice nwims di y_, ciot quella fun.
zione sopra la quale eseguendo # volte I oPerazxonc di deris
vazione, s ottiene y, . -
- L’ operazione che si deve fare per ottenere le derivatrici
& indica come negli altri sistemi per 2, dando a D un' indice,
che esprima I'ordine della derivatrice medesima ; cosi per
indicare che 3, ¢ la derivatrice nesim dx Yy si fard

=D"y..

E' facile dunque dedurre da cio che si ¢ detto qui sopra,
ebe le derivatrici y ¢ le derivate ad indice negativo sono
la stessa cosa. Bisogna ( §. a. ) fare la stessa operazione
precisamente per ottenere la derivatrice neims di ¥,» come

- per ottenere Ia sua derivata dell’ ordine —wz; poichd tanto
D
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-D",,, che 4~y _, esprime va risultato, la di cui derivata nuims &
Ia stessa y, : sard dunque in questo sistema Dy ,=4d""y,.
Cid che noi indichiamo per D, & comuncmme indicato
per la lettera greca Z; s'avrd dunque .

. By, =47 :

Ciod: Nel calcolo delle differenze ﬁmte e differenze jimte 2 or.
dine megativo sono la stessa cosay che gl integrali- finits dell’ istesso
ordine ma pesitivo 5 si possana percid permutare gli uni negli
altri . : -

Si conosceva questo. Teorema, ma.non mi sembra che
alcuno lo abbia dimostrato direttamente. .

§. 5. Ma in che consiste I’operazione per ottenere. le deri
vate d’indice negativo, o le derivatrici ?

In generale oulla si pud determinare sopra questa opera:
zione, se non che il di lei risultato deve avere tale o tale
alra propricth 3 ¢ pulla possiamo dire del come ottenere
questo risultato medesimo.

Cercando perd per le espressioni diverse, che si possono
dare ad y,, le derivate ad indici positivi per mezzo dell’
operazione diretta di derivazione , s’ avranne delle regole par.
ticolari per conoscere nei diversi casi Ie derivatrici delle pring
cipali funzioni variabili, delle quali si pud aver bisogno nella
risoluzione dei problemi :

Cosi essendo d.x 2==(X—+a)t=mx?==24x-}-a, ¢ suppo:
nendo per semplicitd di calcolo a==1, s'avid dx’=—3ax--1.

Dunque ax—-t ¢ la derivata prima di x2: Dunque %2
viceversa & la derivatrice prima di ax-1, ¢ percid

%% == D(ax ==1) .
Dunque se ¢ proposta una quantit} 20 -f=t per averne la sua
derivatrice , si sapra che questa derivatrice ¢ x%. I nostsi
Hs leg.
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leggitori possono consultare tutti i trattati, che .parlano del

calcolo Iategrale finito, e vi troveranno le diverse regole

per ottenere nei diversi casi particolari le somme delle fun.
zioni proposte come differenze finite di un certo ordine.; che
equivale precisamente a dire le derivatrici.delle funzioni pros
poste come derivate d’ un certo ordine .

Tutto cid che ha riguardo alla ricerca delle derivate e
delle derivatrici delle equazioni, potrd vedersi nel mio cale
colo integrale delle equazioni lincari ¢ nelle opere citate .
In questo articolo era nostro scopo il mostrare, che il calq
colo delle differenze finite ¢ fondato gopra i principj generali
&’ Analisi derivata .

ARTI
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ARTICOLO VIIL

TEORIA DELLE FUNZIONI .ANALITICHE.

PAR'TE PRIMA °

Analisi divetta delle funzioni .

Y L ]

S 1. L legge di derivazione, per la quale si deduce una
quantitd da un’ altra, pud .variare , come abbiamo detto, ail’
infinito, ¢ cosi possono aversi infiniti rami d’ analisi.’

Nei sistemi di derivate esaminati ﬁh’ ora quella legge &

assai semplice: Passiamo a trattare adesso di un sistema di .

derivate, ove la legge df denvazlone ® pid complicata.
In questo ramo d’analisi derivata & conteouto quel calcolo,
cui LAo-GRANGE, che ne & l’autore d il' nome di ZTeoris
delle funzioni analitiche . S

I.egge di deri'vazione :

In una funzione quabmque (p(x) di una -vatishile ¢ % presa per
Ia funzione devtvatrice, la variahile x aumenty &i una quarmtl
qualunque indeterminata w, di modo che si abbia una simil fun-
siome di x—-w, Si srasformi questa- funzione di x—'w in mns’

. serie

»

\'\
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sorie ordinata per le potenze della stessa indeterminata o, o & avrd
P = #)== P(¥) =t pw = guif= rwd=f="sw ¢=j= ec.

Di tutta quests serie si premla il solo coefficiente della prima
potenza di wi

Questo cocfficiente sar uma quantitk derivata da quella
funzione derivatrice @(x) per mezzo dell’ operazione indicata.
Si rappresenterd adunque questo coefficiente per dp(x).

Se sopra questa prima derivata dp(X) considerata come wuna
suova funzione di x, si fa precisamente la stessz operazione che
sopra @(x), s avra dP(x 4= ) = dP(x) 4 p'w =4~ ¢g'wi-}= ec.,
e prendendo il coefficiente p' dells prima potewza della indetermie
nata nello sviluppo di dp(s), s’ avrd la derivata prima di dp(x), .
ciod p'e=ddp(x), e per conseguenza la derivara seconda di P(X)y
ciofd ddp(x)=d*q(x)..

Trattando 4'@(x) come abbiamo fatte per @(x), e per
Ap(x), s"avsa la derivata tersa di @(x), ciot d’(p(x) , € €osk
di seguito .

La serie. adunqué, che costituisce il sistema di queste ders-
vate , sard @(x) funzione derivatrice
dp{x) derivata prima o di primo ‘ordine .
_d*@(x) derivata seconda o di secondo ordiae
d2¢(x) desivata terza o di terzo ordine

d"¢(x) derivata nuims o dj neizo ordine
} termini poi di questa serie sono lqgau fra di loro pcr
la legge qul stabilita.

. Ciascuno & il coefficiente che avrebbe la prima potenza
'ds una quaatitd indeterminata nello sviluppo del suo termine.
antecedente 4 quando la variabile che questo stesso anteces

dente
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-dente. contiene , aumentasse di quella indeterminata medesima
Cosl d™p(x) ¢ eguale al coefficiente , che tvrebbe la prima
potenza di w nello sviluppo di, d*~'p(x-fv) in una. seric
secondo le potenze di w.

§. 2. Venghiamo adesso a dimostrare un Teorema della
pid grande inportanza, che ¢ il fondamento principale di
gquesta Teoria .,

Riprendiamo la serie che ci rappresenta lo sviluppo di

@(x--w), e secondo cid che abbiamo detto sopra , avremo
<p(x+w)_q:(x)+dq>(x).w+qm ~ rw? = cc.

Se in essa vi si sostituisce ¥ 4w in vece di x, questa sosm
tuzione si potrd fare in due maniere, o facendo in questa:
formola 2w in vece di w, ayvero sostituendo effettivamente
X~ nelle quantita F(x)., dp(»), q,7, ec. Questi due ri
suletati devono essere identici, e percid i cocfficienti delle
potenze dell’ indeterminata in uno sviluppo devono essere
eguali ai coefficienti delle simili potenze nell’ altro sviluppo.
Facendo la sostituzione colla prima maniera” s’ avri
P(x=t-20) == () = 24P(x) + © == 499> - 8rw? 4~ ec.
E facendo la sostituzione nella seconda wmnaniera s’avri
o(x—2w) -q»(x-l—w) -+ d¢(x+~) . v+(q)w‘+(r)w’ + ec.
essendo

Px~w) == P(x) 4=4P(x) . w == qud ~f=-rw? o= ec!

AP(x 4 w)=dp(x)4d>P(x). W=, wirgw¥=f=ecc

(Q)=g4dg.04gs.0* G707 Fec.
() =r-t-dr.w- gy 0% v, 10 4= ec.
€ce €cCe
E’ facile vedere cosa significano g4, 92 49, €Co 3,75, ¥, €C
Sostituendo nella seconda formola dello svnluppo di (p(x-l-zw).
i mrovau valori dei di lei coefficienti ayremo
P(x+
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@(-+10) == B(x)+-24p(x) -2+ 4@ () ot -Lareirgs
‘ edq]w? —= cc. C
e pajagonata con la formola dello sviluppo ottenuto con Is
prima maniera di. sostituire, s’ avra
() = ¢(x) -
do(x) = dp(x) . '
2g - d2(x) = 4q . .
27 == gyt dg == 8

€C. ecC.
2
La terza di queste equazioni ci di g4 = i(x) : Sara adun,
49 :
que dg = -?;(—xl s € ¢, essendo il coefficiente della seconda
- .
potenza di w nello sviluppo di dp(x-w),sard g, = f_?z_(ﬁ. 3
3
La quarta equazione ci dar adunque r == d:)ix) .
Col medesimo ragionamento ayremmo trovato il coefliciente
- _4'9(x) SRR
di v*, S0 0 e cost degli aleri .

Dungue le diverse derivate della funzione @(x) otzenute con la
legge di devivazione qui sopra fissaray sono i coefficienti delle die
verse patenze di w nello svilnppo di @(x~-w);.di modo che in

* . § . y n \ d”¢(x) .
guesto sviluppo il coefficiente dellla potenza w  sara oo ol

Risulta da questo Tecorema che se z rappresenta una fun.
zione di x avremo, indicando per z* la funzione 2z quando
% diviene x =~ ©, avremo dico

. d2z 42z dsz '

2’ =52 == 2. — e —— 07— .
. 3= ZW"v-l"f 7 w+3'3 ) —l—?.’.’w—l-ec \
Questa
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Questa . ¢ I “formola, dal quale si deduce ii Teorema cos
nosciuto sotto il nome di- Feorems .di Tailor .

§. 3. Netlo sviluppo della “@(x—w) per le potenze di o
O(x) == pw 4= gw? == 703 =4 sw* 4~ eco la funziove @(x)
¢ chiamata da La - Graxce funzione primitiva; p funzios
ne prima di @(x), ed & da esso indicata per @'(x); g
funzione seconda di ¢(x) ed @ indicata per @V(x}, e cosi di
seguito ; si vede adunque chiaramente che la funzione pri.
mitiva ¢ la nostra funzione derivatrice, e che le funziani
prima, secconda, terza, di La-GranGge sono le nostre
derivate prima . seconda, terza, ec. Risulta di qul che tutto
il trattato delle funzioni analitiche si pud considerare ancora
esso come una branca dell” Analisi derivata . '

§. 4. Data una funzione qualunque Fx di x, se si cono-
scerd il cocfficiente della prima potenza di w nello . sviluppo
di Flx-4-w), s’avra la derivata del primo ordine di Fx, ciod
dFx ; e la ripetizione della stessa operazione sopra de, ci
darh l¢ derivate seconde e cosi di seguito ( §. 1. ) .

Vediamo adesso quali siano le derivate pnme delle fune
zioni semplici di una sola variabile .

Si possono ridurre a .cinque le funziowi semplici di unsa
sola variabile , delle quali si considerano formate tutte le
altre : Queste sono x™,a*, log. %, sen. % ; c05. %+

Io suppongo che per la Teorla delle serie si conoscano
se non le serie che esprimono lo sviluppo di queste funzioni
secondo le potenze di x, almeno i di loro primi due termini &

Sia dunque Fx==x", ed avremo F(x-ju)=s (wepu)™.
Qualunque sia m positivo, o negativo, intero o fratto si ha
per le regole dell’ algebra Cartesiana ,' i primi due termini
dello sviluppo di (x—4<w)™ cosi espressi ¥ wpmix™ fw:

) I . - dunque
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dunque dFx == dxM==mx™"", ciot: La derhata’ priva #
una potenza wmews di x, & eguale olla posenza x™ ' immes
" diatumente infeviore di una unid molupltcata per . il primo
esponente m .
Se' dx™ == mx™™!, sari ddx’" = mdx™*!, d’ onde
d2xMm = m.m —1.x" "%, ed egualmente '
BT = o Lot —2 X3
e cosi di seguito;
“Si ricava da tutto questo

118 o 1) e §
— x4

(x4-0)m == x™ A= mx™ "0 4=

R R
2.3
.del binomio di NEUTON. :

Per avere la derivata prima di a*, ciot du*, vi si faccia
x 4w in vece di ¥ ed avremo a¥F¥—g% 2%: Ora si ha
dalla Teoria dello sviluppo delle funzioni trascendenti in serie,
i primi due termini della serie, che esprime a” ordinata secondo
le potenze di w, cosi espressi 1—-Jlog.axw ; dungue i, due
primi termini della serie, che rappresenta lo sviluppo di a%.a%
saranno a*—-a*log.a.w; dunque da¥==qa*log.a, ¢ percid a*log.a
sarh la derivata prima di 4*. Si ricaveranno di qui le deri
vate degli ordini superiori
d* =a*lg.a
d%a® —a" W

«

xM—3¢?4= ec., che & la conosciuta formola

&a* ==c" lg.a a’

ec. ec. ec.. : - :

E’ inutile- avvertire che log. a s:gmﬁca 11 logammo rpetbohco

della“ quanma 4, : :
: La

T
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La serie adfique che esprimera lo sviluppo di ¢* * O sak

-

—2 —3
axlog. a a*lo a .
@¢° 2% log. ax w4 . w? 2g3—v wlap €Ci .

Si suole anche indicare il logaritmo iperbolico- di una quantit
@' con la sola lettera / y cict per la: Cosi noi lo indicheremo
d’ora in avanti. :

Per avere -la derivata prima di /x si preced:ri cosi 2

l(x;l-w).—_-;lx -+ l(r'—l- -x—) : Ora

I(l.-l_--%) = T:— + ec. dunque i due primi termini deﬂa
serie esprimente ‘I(x-!- w) saranno Ix-{-%; dunque Ia deria
vata prima di /x, sari ?x, e percid

d.lx =.

) 4 . . .
+ + Si ricava di qui
L ——--’-‘!{,

dlx = —

ec. ec.
Avremo in fine ‘ .o

2 03
(x = ) = Ix == -a—’-— :c" +

o 4‘,",.,-l-ec:

che rapprcsenta lo svnluppo di l(x-}- w) sccondo le pottnze
di w. ‘ . :

Se ora si pone %~-win vece di x neH espress:one sen. X 8 avrd

sen. (x+w)—sm % cos.w=ser.w cos. % 3 ma la Teoria delle série ci a
- 1a cos. w

v
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tos.w—: I “—:- -l- ec.

‘ £ .- - . R T

:en.w=w-'%~+ ec. - o .

dunque sen. (%= w) == sen. X == w €05, % —}= €Ce -

Dunque d sen. x.==c0s. x , € questa sari la derivata pnm di sen.x.
Nella stessa guisa s’ avra -

€0s. (X =) == s, X COs. W = SeN. X 6N, W == COF. X *—

"w sen.x == ec. ; Dunque la derivata prima, di . cos. x, c:ol il
cocfficiente di w nello sviluppo di cos. (x —4w), sarh — SN X 4
¢ percid dcos.x== — sen. %+ :

Conoscendo le derivate prime di sem.% , cos. %, si conosce
ranno le derivate ‘degli ordini superiori : s’avid cosi |
d sen. x = cos, % -
d?sen. x =z dcos. % = — sen % |

d3sen. x 4’ o 05, 8
A5t x = sen. %
ec. ec.

e percid la serie che esprime lo sviluppo di sen. (x--w), sarh
2/ 3.
w
ten. (x+w) == 50N, X=}=W(05s X we= —‘”— SCH. X e —;-;— Cos. % == ec.

Egualménte

A cos. X == = sen. %

d2¢05. % === == C0S: %

d%cos. x == sen.%

d%cos. x == cos. x

ec. ec. .

e lo svxluppo di cos(%~-w), sard

2 w?
cos.(‘x-]-v) S 0050 X = WSEH. K —-;- €0ss % ~}= -2—;— sen, % = ec.

!
[

¢ 1 » Riepi.
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- Riepilogando quanto abbiamo-trovato rapporfo alle derivate
prime delle funzioni Semphm di una sola vambzk aVremo
- dg™ =™t e L R
da® ==aXla. .. - .. oL

\.
dlx=.L - . '
Y ‘

dsen. xszmcos. ¢+ . i (v
dcos.w::-.-m;.x UL E T A ST . ,

- Tutte le fanzioni ' Amalitiche: ﬂi and . sola variabile si’ con:
pongono :per-mézzo delle: qtizttrd opétazioni somma, sottra
zione , moltiplicazione e -divitiotie: dell¥' funzioni- semplici che
abbiamo esaminatery o dipendond’ da equazioni nelle quali en.
trena. be stesse Fonziomiiy Di‘iiodd the conoscéndo-le derivate
pnme delle fungiopi. spplici y si troveranno facilmente ‘e, de-
rivate pnme de']le funzioni compeste, ¢ per delle operazioni
di.Herivazione ripgoutei; si troweranbo % ‘detivace degli oidini -
superiori seguendo le Teorie, che esporremo. . :

§. 5. Noi abbiamo indicato per dp la derivata della funzxonc
p, valet-a dite it .coefliciente clie aviebbé la pritha petenza
di una indeterminata w , sviluppando secondo-1é ‘di lei potenze,
la stessa quantitd_ L. allor:hqysl ¢ ‘posto m ‘essa ag,-l-:wm vece. dol.x. .

Ora siccome la funzione p pub contenere olire Ja x, altrc'
quantiti, y,.2, €C. rapporto ‘alle  quak patrebbe farsi la stessa
Operazlone di derivazione., che:abbiam fatto. rapporto ; alla x,
percid & necessario che rell’ indicare l¢' derivate, si abbia Ia
traccia di quella quantita rapporto alla quale si-¢ fatto .la des,
tivazione . Noi otterremo - I"intento se’ dovendo prendcre la
derivata prima della funaiooe p. rapporto..ad .« , in-vece di

scrivere dp, scrivergmo d-ﬁ;’—, pommdo~ la yariabile % in luogo

- di
s
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di- divisore, ma per, non confonderla .con ess0 , separandofa
nop con la solita sbawetta, cos la quale s'indicano le divisiow
ni, ma con una linea curva, che rivolti ]a suva conmvessith in
basso . Egualmente in vece di scrivere d"p, scriveremo

J"J-’-;; s¢ vogliamo indicare la derivata nem di p consides

rato come una funzione di y, presa m volte rapporto aka
stessa ¥ « Alla variabile , rapporto a cui si fa.la derivazione ,
si-dara un esponente eguale 4l indice - dalla -derivatal, e una
tal variabile dotata di questo esponente la si- scriverd sotto-
alla lineetta-gurva di eui st & paclaio.

Cid _premesso s¢ per p, g, 7, ¢C. 8Oi rappreseemmo delle
funzioni semplici di x, le derivate: primé. di £358.. SAranfio-

d.; R d.:.: , J..._ vec; Si rappresenn ora per y una funznone‘

commque compoua dip,g,rqyec i vogha aveie h. dc.

Tt

rivata pnma di y, ciod l espresslone dn J._, .

Per .cid conseguire somrveri che x dwenm(fo x+ "r ta
funzione . dwwne : CHEREF 3

)

y+w.d‘_, 4+ — J‘ 4 -:-; ‘d’fs -F-'éi:.

Qra p q ,r, dnvengona nel medcs:mo tempp C .
2 , a3 9.£ N
p+md -;}- dx?-""?{d o, ke
TP 4«».2 2 P @3 . p
q+w°4x,+\77°dz5c-5-_—'.. ';;odg;‘s + C'Co )

NN A uz',‘; r . "3 . .8 . ‘ ST
- ~— — zv " om— 3~——
r+w.dx+ 2.:1 x‘+ d 5 e .
ec. ec. " ecy o
3 : . " Non
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Non s’avra dunque a_fare altro che sostituire. quedte, espres.
sioni di p,q,r, cc. nella funzione y, sviloppare ‘i termini
secondo le potenze di w, ed il cocflicieate di w sard il valore

ricercato di dé—; cosl s¢ y==ap <4=bg 4= cr <~cc. a,b,c,

ec. essendo dei coefficienti costanti, ciot quantita il cui valore
noa . dipende dalla x , ' avrd "sul campo '

AL =0dL 444l - cdl o+ cc

X X X X
Se y = apg, la quantita pg, diverrd

p q —

(p -+ Wf; -+ e,c.)(q -l-w-d-x- ~+ cc. ) =pq 4
‘(p.d% -i-q.d%)w - ec. ; Dunque

Y — ppdd P,
J-; = ap.d.}— -+ aq.dx
Se y=apyr si trovera egualmente d% == dpq.d% -+
apr.d% -+ arq.d% >- € cosi. di seguiéo .

Sia y = -‘g’-; la quantitd _q’.’_ quando x diviene x ==~ w,

pw.dl e

-

diverra 7
q W, d;—c— -4 €€, ’

Sviluppando il denominatore in serie per le regole conosciute,

8’ avra (p 3 wd% -t ec.)(%— — q% d-g—. -l-\ec.') =
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4 (2 dP e 239 A
7+~(‘1°dx. q;dx)-!-ec, dunthe

P ap.dd
28 _aq.d;— apdx
x = q'a'._ *
§. 6. Sia"ori y =< Fp, indicando per Fp una funziove qua.
lunque di p, ed essendo la stessa p una funzione di ¥, e si

dimandi il valore di d;'{., ciot la derivata 'ptin}a di Fp rap-

porto alla variabile x.
,Per questo si osservi che p essendo come abbiamo detto

una funzione dn % ,.quando ,x' diviene, x v, 2 diverra
p-l-wd-;-]— d"p -+ ec..n .
‘La funzione Fp, si cangerk allora in ‘

2 : .
F(p-l— md% + -i—.d‘fi 4 ec.); e lasciando le poc‘en‘-

z¢'di iy superiori alla prima, perché nello sviluppo -si- ricerca
il solo coefficiente della prima potenza di », S avra

i‘( ?wdl )

Se i conudcra la quantit3 df-" come Iaumento che ri-
ceve la p, aumento che possxamo mdlcare per 8, avremo
F(p+ ud--)-—F(p-l-b) Fp+6.d; v~ €C.; € Fis
sestituendo per 8 il suo valore , avremo
F(P -+ adw)= Fp u.dz' d-—— -+~ ec.

Dunque il coefficiente di o ncllo sv:luppo di " Fp, quaudo |
‘ in
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in p la variabile x diviene x-+w, sard 42 .4% . Dunque
x p

d% = d%:g = d%. d%e ; ciet : Per avere ka devivata prima

di mna funzione guelunque Fp di p, essehdo amche p uma fios
zione di x, bisogna prendere la dertvata prima di Fp, conside. -
rando p la variabile rapporto a cui si deve fare lwopevaziome di
derivazione, e moltipli¢aria per la derivata prima di p press
rappor#o alla varsabile rec, che essa -contiene : Ovvero : Premdere
ks derivate prima di -Fp ruppowo ap,e uoklplrurla ter la des
rivata prima di p rapporto ad %. .

§ 7. Se y fosse una funzione di p e di g mdl-cata per
F(z,2) essendo p,g funziooi di x, e si ricercasse il valere

della sua dcnvata prima dy == —Iﬂr ecco come si -dovrcb

be preceders . : ~ T

Siccome le - due quantitd sono rnguardcte come indipens
deati fra loro , giacche Jper quanto siano ambedue  funzioni
della stessa x , pure mon si stabilisce alcuna relazione fra ' di
esse, cosi & chiaro che si deve avere il medesimo - risultato ,
sia che si sostituisca x -~ o. jn vece di x :itllp stessd - tempo.
in p.ed in'g, sia che queste sostiuziant si. faccmno succes.
sivameate. .

Sostituendo in principio x-l—u in luogo dl x nella fun
zione p, la funzione F(p,q) considerata come sola funziono

dxp, dmene F(p, q)-l-udp d‘&g'-i' eco

" Sostituiamo ora nella ritrovata serie x-lad per x in q; la
iunzuone F(p,q) diverrd similmente

K ' F
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F(p,q) +wddl 4L "-"—’ + e

Quanto al termine uﬁw.dﬁ. ¢ chiard che se'noi lo rapy

presentiamo per oP, ei diverr¥ per questa somtuzlone

[P-:-wd-q— d-- -+ ec.] di modo che lascxando 1 terd

mini moltiplicati per w?,w?, ec. il termine , che contiene
~ la quantitd  alla. prima potenza nello “sviluppo della funzios
‘ne F(p,q) quando x diviene x — w nelle funzioni p,q, sara

y ‘ cey
w[d;_q-. JF(_’;I"— -+ rlp Ll q\]; e percio avremo

4= Y = d"p 2 d— P -dF(p’q) ~+ dq F(" ’q): Nclla‘ stessa
q

guisa se fosse y==F(p,q. r), rappresentando per F una fua.

zione qualunque delle quantiti che sono fra le parentesi, € per

9.9, funzioni di x, noi avremmo } scrivendo per semplicita

: " : F . G F r ,F
F per. F(240:7),s il = d%.d-; + g{,.d-q—_‘-;- d—.d—

¢ cosi di seguito’. -

Si dedurrd dal fin qui detto questa coucluuone genenle-»
Che la dervivatx. prima di uma funzione: composta .di . differenti
funzioni particolavi ¢ la somma delle derivate prime relative a.
ciascuna di queste funzioni medesime, considerate :epmtammtc
&4 independentemente I una. dall altra . ! .

Questo principio combinato: con i precedenti servira a tro.
vare le derivate prime di tutte le diverse funzioni , tgual-
mente che le derjvate degli ordini superiori.

§. 8. Passiamo a farne alcuni esempi . Se per X si indica.
una qualuoque funzione di x, ¢ avranno, secondo cid che si

- : .

¢
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2 detto, le derivate “prime di_ X”’,'L.X', a’f 5, sem. Xy cos. X,
cosi espresse '

L =mx™Yy -
X .. .
Ix 1 X ’ . s
4= == _..d—
' X X X A . \
X . : - K g )
a X .
d— = 4" la.d= i
X
X X STty
,1-’.‘."._- == 005, X od— e R
« <
/ 1 - N
X
P S X.J-— L
X . [T
¢ le foro denvate seoonde m’mno T

. xm

L d‘i —”IX d-£+m.m—lxm 2.-2
T X =3

| dz'-i—i/= -— d21 -—x!z d—.x—. ot

- X &
2L =%, d‘-—i—l-a . aX -

asen. X —" T ot
4 ~ = cos X d2- v -— sz d-—
:.
cos. X- = o
i o - d.’-’ism.l T 00050 X _— :
x % . TR R
¢ cosl di seguito: S SR T

‘Applichiamoci pidt particolarmenté¢ afla denvazloue & a!cune
determinate funzioni analitiche sia algebraiche, sia trascens
denti composte di una sola variabile x .

Sia proposta Ia funziove algebraica (a=j=bWet=cx?~f=.. . ec.)™
essendo a4, b, ¢, ec. quantith costanti, ed m un numéro
qualunque , ¢ &' avra, chiamapdo y questa fd’nzxmq .

‘Kz d




T

l_yE = m(a 4 bx = cx® - ec )™ (b 4= 20% < ec ).

. \
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: : \
Sia per un altro esempio I’ espressione ‘

y=a+\7bx+a‘—v(—xzb_m va —2C Vx,esavri \

‘l —— '._.—b~ . ' 2b
dx =3 O(bx_'_aZ) i V (x -ta )4 + '
. ;b.gz___l;x ~ . L
. . , N

Lo
V (bx?—2c V x)3
E’ ioutile trattenersi sopra altri esempi .

§. 9. Se la funzione y fosse data per una equazione quahm-
que fra x e y, cloe per F(x, y)_.. o, ecco come pottebbc

- -

aversi la derivata pnma dx y, ciot d-— .

La dipendenza fra x e y ¢ detérminata dalP equazione |
F(%,y)=o0, la quale dave aver luogo per qualuaque valore di
x: Questo dunque dipende dal-nostro arbitrio : Una equaziene in.
fatti fra due incognite non pud determinaene che una per I'altra,
€ ne lascia per conseguenza una alla libertd del Calcolatore. Se
noi avessimo soltanto F(x,%), le due variabili x,y sarcbbero
independenti; o considerando y corie upa’ funzione di x
questa sarebbe una funzione indéterminata di x.

:Qsa 5¢ w- diviene x - o {a fuozione Ffx,y) diverrd

F(x,y)-l--'Pw-x-‘-Q.i:—' ~ ec. essendo P la derivata prima
di F(x,y); Q la*derivata seconda ec. ¢ percio (§. 7. )1
primd ,duc termini .della serie supériore saranno .

‘-F(x;y)‘l-[dﬁxy) dy dF(x' ]w+ec. ’ Ma.
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IVIa per la dependenza che -regna frax gy, deve..essere
sempre cgusie a zero, qualngue sia x, la funzione F(x,y),
dunque converrd che la eerie, che esprime il valore di
F(x,y) quando. x diviene x.«-e, sia zero , ed in conse.
guenza i- coefficienti delie diverse potenze della indeterminata
@ siano zero da se mpdesioai; dangue .

dF( : iy) Jy JF(x,!!) ‘=-" o, dalla qfnale si riciva
PUNAY. PN T |
X ‘x ! y

Prendendo 1a derivat& prfma della derivata Ly.. , Savrd la

dernvata seconda 2’1 [N cloé d’ s ¢ cosx di seguito. L’'equa:

zione F(x,y)::o coaduce dunque l\equa,mone

f ("’J’-(- ad. df-‘iy‘-‘ﬁ_,. — a, che & Ia di lei derivata prima : Questa
condurr un’altra equazione, che sard la sua degivata prima,
o la derivata seconda di F{x, ») == o: La derivata seconda ci
dard un’altra.equazione ; che sard la. decivata terza, ¢ cosi di
seguito : Risulta di qui questo Teorema inportantissimo.

Allorché si ba una equazione qualunque fra due variabili x,y;
T equazione sussiste ancora fra le funzioni prime di twii i SHOE
sermini; e cosi fra le funzioni seconde dei medesimi, ec.

Si ch:ameranno queste nuove equazioni, equazioni ‘dervivate
del primo , secondo , ec. meimo. ordine se contehgono le
derivate prime, seconde, ec. meime

Si vede ancora 'uso esteso, che si pud fare di-'questo
ramo d’analisi derivata nella soluzione dei problemi. Se in-
fatti la seluzione di un problema: dipenda da una- equazione

fra
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“fra due . variabili .x,y ;. si possono .avere per mezzo - del
Teorema superiore una’ infinith di akre equazieni sussidiarie
derivate da quella, che hanno luego insieme con essa, e delie
quali ciascuna contiene la soluzione del medesimo problenm; si
vedra tutto cid chiarameote nelie applicazioni di” queste teoric.

§. 10. Sia Fx una funzione qualunque di ¥, se in cesa &
pone x—w in vece di x, si ha come :abbiamo dimostrato

F(x+u)=Fx+J~;f.u+th Ly Lo =;—+ c. =

Ora non sard difficile provare che si potrk prendere w tanto
piccolo , che terminando la serie a qualunque numero di
ternini , I'ulimo termine che si lascia , sia maggiore della
somma di tutti quelli che si trascurano . Iofatti se volessimo
arrestarst al terzo termine per esempio ( vale il medesimo
ragxonamcnto per qualunque termme, cui sl vokssc finire

ha serie ) —_ .a? S » rappresentiamo tutti i termini che resta-

no per --8—1’, indicando per P una quantitd di questa for.
®a 3 = bw -}~ cw* = ec. Posto- questo avreme

—P:—d_: :’mli’ d? 5 dunque se nella ragione

G FX e oy . . . .
oP: d:; st diminuisce. coatinnamente il valore di o, I’antes

cedente: diminuira restando costante il conseguente . Dunque
non solo potremo col diminuire o renderc I’ antecedente eguae
le al conseguente , ma ancora ridurre. I'aotecedente wP ad
essere miaore del conseguente. medesimo; ed & evidente che
trovato un tal valore per 4, a pid forte ragione tutti i valort
pit piccpli di quello goderaano di una tal proprieth . Essen.

: ' de
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C!o dunque in questo :caso o P < J% ;- AVremo ancora
@2 Py e o
< — 47 : Resta adunque dimostrato’ che nello sviluppo
in seric di woa qualunque funzione F(x—~«’) -secondo 1e
potenze di w, potrd prendersi » cosi piccolo; che un termine
qualunque di quella seric sia pid grande d.;lla somma dei
termini che’ “seguono, ¢d allora ogni valore di w pu\ piccolo
dr questo soddisfari alla stessa condizione. . -
"Questo Teorema & uno dei fondamentali nell’ attuale sistema
di dcrivatc Dlmom'iamone un altro non meno ioteressante -

di questo .
§. .11, La formola deéllo sviluppo in serie della’ funznone
Flx<}~w), ¢ come si & veduto (S 2 ),‘- ."
F(x+ u).__Fx-i- uF’x-l- F”x -|- F"x -j- +
o=t 1), (), (n-m)
Tze. . met F'. x-l- R[F x—l— 'l" F x-l- ]

. . . . . . ‘Fx . .
indicando er F(”.')x la derivata m““‘“ zl”‘"n‘. ¢.Cid pers
p 3 £ . S

chi.ci:resterd. pn‘: comdo nel calcolo , c’hbman!orpﬂ' laré.
Suppongbnamo che arrestandosi al termine. [ .

" D
o o ey (""')x si vogha calcolarc il valoro del resto ’
che' si. trascura . Per questo fasciamo . . ‘ ..
- Fn n—t=1) . S (n+z)
R FMxup —=F x+(n_,_,)(n+z)b‘ F0% o+ ec.

Se ora si prende lo sviluppo di- F(")(‘ Xt~ 6), “essendo 6
uaa quantita qualunque, ottesremot 3 - -

»
v
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F) it )= Fdg e $FOHDy g Ly e s

paragonmo le tre serie una che nasce dalla supposizione di
t=: o0, nello svnluppo di FW(x-}-8), I'altra che sia la serie ,
che si vnole trascurare indicat® per R, la terza che nasce
dallo - sviluppo di K¢ ")(x-}-&) facendovi 82=w, ¢ 5" avrd

LN v

F)aeo)= M4 o 4 o o,

]

=F® ¥ _pln==1), __________. n-]-x
R =F * b o o x."' (n-[-l)(n-l-z)F(

F)(xt-u )==F(")o'c+4:'—F("""”x' -+ :’—;F(""'")x H .

I primi termini di queste tre seric sono tutti eguwali a
FMx : Rapporto -agli altri termini & facile osservare che
© ciascuno dei termini della serie, che rappresenta R, ¢ mag.
giore' dél " corrispondente nella ‘serie superiore ottenuta per

-F‘"’(ac-p-o), ¢ minore del suo - cortispondente..nella seric ine

feriore ' ottenuta per FC ")(x-i-o) di modo che se in vece
di v, si prende nello sviloppo di F(")(x &) una quantith
€ -minore” di essa, tutti' i termini di quello” sviluppo divers
rango minqri ¢ s’approssitherarnd ad- essere eguali ai termidi
conponenti il valore di  R: Dunque R sard. eguale a

Fn)(x - 8), supponcndo 6 maggxore di zero, ¢ minore di w:
Avremo adtinque

F(x+u)—Fx+o£"x+ F X = . et o :"

C e
2.3. . =1 F‘")( x =t 6) essendo

6> o, <u. Per quanto 6 sla wa quanmi indeterminata , sono
perd determinati i suoi limiti.

.« $i

- F\"“"‘)x -l~ .n
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Si deduce di qui questo Teorema :

TEOREMA.

La sevie infinita o nello sviluppo di F( x4~ w), . infomginciando
da un sermine qualunque , ¢ sempre eguale  al wvalore di questa
stesso termine ponendovi x40 in duogo di x, c::mdo ) una
quantita contenuta fra 0, ¢ w.

Questo Teorema potrd in molti casi servire a calcolare il resto
dei termini, che non si ritengofo in una serie, della quale
1a convergenza fion sia ‘cos rapnda da poterli ‘mp\memcnte
trascurare’, senza temere d’inesattezza bei- risultati .

.Si faccia nella, formola. qui sopra trovata per lo sviluppo
finito di A(x =+ o), X=—o0, w==x, ¢ ¢ avra la Formola ¢he
esprime la serie, nells quale si svduppa Fx seccmdo le pos

tenze di x, ciod - .
Ex F°+xF°+ F" '—F,, +o)oo"l.+‘;;

LS -3

B Tl Y
x - F(""")q -l- LF™8, ,essendno una quan.
2.3 c0o Rl 23 .....0
tith indeterminata contenuta fra o, ¢ x, - .- - i -

Sicconre 7 pud essere qualunique, cosi-e ‘inutile d’avﬁeﬁﬁrc
che si pud terminare la serie al secondo-,- t¢rz0,  quarto, ‘.
termine col farvim=2,3445¢. .. . O . &

Diamone alcuni esempi .

12 Si vogha sviluppare in serie secondo le po(enzer di~ ~ai

la quantith =—— , € non si vogliano prenﬂcre che due

K--a . : ° due
termxm della. serie ’ tenendo - contd - del resto. Avremo
in questo caso . TS N

/ L F
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(x'i“")— _:_a, e percid a=w, ¢ s
Fx = -E-: Si ricava di qui\ d!;—x-_—_ p'x=;.;’; ;
dz?=gi'f‘=;—, » € percid
F'(xet8)= '(x-|2-0)3 : Dunqu'e

2
ST

essendo 8 una quantita conteouta fra o, ¢ a4 .
lnfatu per le scmplncl regole. 'della divisione si ottiene

] . b § . a?
iy — :?-'» - —_— peTpmra Ora xl‘ dcnomx{natore di

quest’ ultimo termine, che s otticne con la divisione , &
x? == ax?: Quello che si ottiene per il dimostrato Teorema &
x’-l—;x’b-l— 3x6’--|—6’ 5 e si vede chnaramente che il valos
re di '8 deve essere mtermed:o fra zero ed | a; poiche facendo
b==o0 si ha soltanto x°, che ¢ minore di x*-3¥%a, e
facendo 8=—=4a, ¢ ottiene. x? 4 gax%' 4~ 3a’x—+a’, che &
maggiore di x° —= 3ax vero denominatore del resto .

22 Con lo stesso {Tecorema si cerchi la scne, che esprime

be-}- Iy arrcsmndosx al terzo termine .
2

-

Aviemo VX A 1 =1 o« =~ = =, /esserido

2 8.16(841)%
b0, dx.. .

Sia x== =3 avremo

[y

: V--- 1 —%——3_, essendo 6 un numero contenuto

- 8.56(0~4=1)2 it
fra zero ¢ = 2. Se si fa 6==0, si trova V— 2+.u.
‘ che

{
|
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che & maggiore della vera radice di £: Se si fa =2 si
trova Y3i=—1}— ‘."3._ che & minore della vera radice ; ma
preso per 8 un numero iotermedio per esempio 8= 3§ si
trova Vi=4— "%, che ¢ minoje della prima espressione
di quella radice ¢ maggiore della seconda; e se si facesse
8=32 v 3 —1 si trovercbbe esattamente 4 per la radice
di &, , _ \
$. 12. Sia F(x,y) una funzione qualuanxc di due varia.
bili, egli ¢ chiaro che da questa funzione si potranno deriva.
re delle ‘alire funzioni secondo la legge prescritta al §. 1., sia
per rapporto ad x, sia per rapporto ad y ; sia per rapporto
ad x e ad y ncllo stesso tempo. Se rappresentiamo per 2
quella funzione di ¥ ¢ di 5, le derivate rapporto all' x &' in,
dicheranno , secondo c¢id che si & detto sopra, per

2 23 z m 3z
d‘;’,d:i,d’;—;,..:ood ;;o

"L’ intervento dell’ » non altera nulla i risultati per trovare
queste derivate rapporto ad x, poicht esso vi € considerato
in tutte quelle operazioni di derivazione come una’ quantitd
costante, sopra cui non si fa alcana supposizione.. .

Le derivate per rapporto ad -y -8 indicheranno eguals
mente  per - N o -

- 5 5 i m 2 . LI .- e . R4
d‘; 'd"'y-i ’ d"y-s LI ud. ;;, .
La derivata del primo ordine d-;r,\ rapporfo ‘ad x_ ¢ una

funzione di x ¢ di y: Indichiarsola_per #. Se da questa
funzione # considerata come' ‘derivatrice, si ricava la sua
derivata prima tapporto ad 'y, avremo per questa defie -
vata - . oo S
L2 4
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- .. ‘_3' .o ‘s . :;
dL-—: PRIy L

, R
mdmndo col d" la doppia operasione che-si ft JQpra L

prima per rapporto ad x, poi per rapporto ad. y; e questa
derivata si chiamerd ancora essa derivata seconda -o- del secon.

do ordine della funzione 2z; cosi d"+’f,;; sard la derivata

dell’ ordine 1 -}~ 3, facendo. n derivazioni r.apponto ad «, ed
una rapporte ad y; ¢ manifesto in generale, che se si volessc
Ia derivata dell’ ordine emmesimo rapporto ad y, della fun-

- zione d"f; presa come una derivatrice, questa derivata sarcbbe

’ .
gl Em g
L ym - . xrym °

indicando per ™" yn numero m~-n d’operazioni di derid

vazione , »# rapporto ad x, ed m rapporto ad y .

Se la derivata prima rapporto ad y si velesse considerare
come una nuova funzione derivatrice, ¢ prenderne la derivata
rapporto ad x, & manifesto percid che si & detto qui sopra,

che questa derivata sard indicata per d’;’-’—c »dovendo fare sopra

%z prima una operazione di derivazione rapporto ad y, poi un’
altra rapporto ad x. _ ,
'§. 13, Ora non ¢ difficile dimostrare che

2L = d"

b

cloi » cbe si- hw lo stesso mulmo prendendo la derivata

seconda di una funzione col fare sopra di essa I operazione
di

Cm——
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di desivazione prima per rapporto ad x, poi per rapporto,
ad y; o vnceveua

Infatti se si suppone che w, d siano le due indeterminatey,
delle quali si suppone che aumentino le variabili &', y in
F(x,y), 8’avrd secondo il Teorenma dimosmto al §. 2.

2 F F w2

I(x.q:.w,y)—— F(x,y)-i-d-- w4 -4.——+ a2 ' ~+-cc.;
e facendo nei due membri di questa -equazione iumentare ‘Ia
» dell’ indeterminata 8, 3"awrd 1 ¢ no

, 2 Foet -
FCiu,y-H8)=F(x,3) +d o + P 5. T+ 2, ¥y e

do
+J~6+d’-— ew+p§,.'“ B ec.

6’- az .. .
e -}-d‘? :l’v-aw-f-l--ec.

2
o '*"d’“f" > +ec.
Lo stesso Teorema ci di . , ’ . N
F(x.y-p-b)=F(x.y)+d-y‘5. b+ a*f g ec. -
e quindi

F 8 SAF Y ¥ 341 »
Flxt v, y-+8)=F(%, y)-l-d '8 4 d‘ L=t d{;.; « 5 ohee

) — . 2\_¢ 'F 8" -y -
+,1x W efe d pr bo 4 ‘P.,;i',’,-' —-ofeece
F o F w2
da\.—.— - d’\_/‘ — N
+ e 2 + yx2 °z+°°“
) . . -
w0 L2 e
x3 23

$ ayverta che F tiene luogo ‘di Flu,y). .
Ora
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o « o . . F
Ora dovendo essere identici i due sviluppi sard d‘;j =
J‘i » €id che volevamo ditﬁost’rare;lj

Si ricava di qu a"HE — L L 0oge ge s

xmyﬂ . ynxm

deve fare un certo numero di volte una denvazxone rap-
portp a- pid variabili , & indifferente I ordine, che si ha
da seguire nel fare questa opnrnionr Si pud incominciare
dal fare le derivazioni rapporto ad upa variabile un certo nue
raero di volte, poi passare alle derivazioni rapporto all’ altra’
vanabnle, quindi tornare a derivare rapporto alla prima e
“viceversa in quc\l ordmt, che pl& ci piace. Per esempio sia

z..=.;x»y.7y?+?x?, avremo S ¥ derivando rapporto
-ad.y i!'valé:fc di’ d’;‘%_: Ora d‘f; = 6y -+ 24x, dunque
2 — . i — z;- 2 ox -
43;2;_ 6.' Nélla, stessa guls: dy} = ’3.x 3y , e percid ]
a? = 6 come sopra .
yx

Da cid ‘the si & detto’, ¢ facile vedere che una qualunque -
funuone Py di due variabili ha due derivate di primo ordine

| JT’ d-; ne ha tre di secondo dz;‘% i dl.@ s d‘? 5 quattro
, del terzo e cosi di seguito.

§. 14. Siccome tanto il% derivandola rapporto ad y, che

d;"'— derivandola rapporto ad x conducono allo stesso risultato

&
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d’-;; ne segue, che le due derivate prime di una medesima

funzione di due variabili, sono legate fra loro per questa
legge ¢ La derivata prima rapporto ad y della devivata prima
rapporto ad x deve essere la medesima o che la derivata prima
rapporto ad x dells derivata prima rapporto ad y ; di modo
che se la funzione F(x,y) deve indicare la derivata prima
di z rapporto ad x, e ¥(x,y) la derivata prima della stessa

2 rapporto ad y, noi dobbiamo avere d{—' = d-:.t: ; in gene-

Fo X

. ymx" 9

‘rale afﬁnché si possa wpporre Flx,y) =

¥(x,y ) = d&f -l-q__, ¢ necessano che fra F(x,y), ¥(x,5)*

abbia luogo questa equazione :
1 E . mentbp-g 2

xFyd Ay, xbyd
pramtn_ 2 — d"H_n h/ , cno&
xPyd.xm.yn xmyn
dp-l-q F — dm—!—n 1]’
xl’y! x'"y"

.

Questa equazione esprime la condizicne, cbe deve aver
luogo fra due date funzioni di x e di », aceid che queste
possano essere prese per le derivate d’un certo ordine di una
medesima funzione . 4

§. 15. Sia 2 una funzione di due variabili, data per una
equazione -qualunque F(x,y,2)==o fra ¥,y,2; ¢ si diman<
dino le derivate di z dei differenti ordini. '

La dipendenza che regna fra le tre variabili x,y,z, & de-
terminata dall’ equazione F(x,y,2)=0, la quale deve aver

lucgo
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luogo per qualunque valore di x ¢ di y; di modo che se
si avesse soltanto F(x,y,3), le tre variabili sarebbero indipen-
denti, o considerando z come funzione di ¥ ¢ y, sarebbe 2
una funzione indeterminata di x ¢ di y.

Ora se x diviene x ~w, ¢ ¥ dmeue y-l-b "1a fanzione
F(x,y,3) diverrd S

K %,9,2) 4 Pu QT - ec.

. v Pl Q’wb -+ ec.
~ +,Q_"-—-+€C.

esscndo P la derivata prima di F(x,y,z2) rapporto ad x; P’

la derivata prima rapporto ad y ec. dunque ponendo per
P'y P le di loro espressioni ( §. 9. ), avremo’

F(x,3,2)+[d45 + d;,d},]ufk ec.
F F .z ’
"'[‘%7"“": i’f";]é"ﬁ e SRR

Ma per la dependenza che regna fra ®, 9,2, deve sempre
essere oulla la funzione F(x,y,z) qualunque siano x, ¥3
dunque converrd che la ritrovata serie , la quale forma il di
lei sviluppo quando le due variabili x,y, aumentano di o
e di 8 respettivamente , sia zero, qualunque d’altr’ ‘onde siano
1 valori di'w e di 8; dunque i coeﬂicnern delle’ diverse pos
tenze ¢ dei prodotti delle indeterminate w; 8 dovranno essere

zero, da se medesimi; dunque avremo

F. s ,F

)
F z ,F

: d— 4 d=.d~ = o .
Y y dy o
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F tiene luogo di F(x,y,2): Duaque se¢ fra tre quantitd
variabili sussiste una relazione espressa da questa equazione
F=o0, necessariamente fra le stosse variabili avranao anche
luogo le due relazioni espresse dalle equazioni (t): Vale a
dire sussistendo una equazione. F==0 fra tre variabili x,y5,32,
sussisteranno anche le due ‘derivate del primo ordine della
medesima equazione, una rapporto ad y, I altra rapporto
ad x, e considerando z come la funzione dellé due altre
X,y 3 ovvero essendo x,y le variabili rappono slle quali si
fa lo sviluppo .

Ciascuna delle due equazioni (1) & suscettibile d essere de-
rivata e rapporto ad X , e rapporto: ad y: Cosi avendo luogo
o sussistendo I’ equazioni (1), sussisteranno anche le quattro
equazioni che si potrebbero derivare da queste ; queste quat.
tro equazioni sono 1.* la derivata della prima equazione rap.
porto ad x; 2.2 la derivata della detea rapporto ad y; 3.2 la
derivata della seconda rapporto ad x ; 4.2 la. derivata della
detta rapporto ad y. Di queste quattro equazioni la 2.2 e la
3.* sono identicamente la stessa cosa, poiché ciascuna di esse
¢ la derivata del secondo ordine di F==o0 presa per rapporto
ad x ¢ ad y: la 1.2 ¢ la derivata del secondo ordine di F==o
presa due volte per rapporto ad x: la 4¢ ¢ la derivata del
secondo ordine della stessa F==o presa due volte per rap.
porta ad y: Dunque si concluderd che sussistendo fra le
variabili ¥ ,y,2, la relazione espressa da F=o, sussisteran-
no di patura sua fra.le, dette wvariabili anche le relazioni
espresse dalle due derivate del primo ordine di F=o,
¢ dalle tre sue ‘derivate del sccondo ordine della medesima
F=o.

M - Si
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Si pud concladere in generale che sussistendo I'equazioné
F=o0, qualunque sua derivata dell’ ordine (m —-n)"im* presa
m volte rapporto ad ¥ ed # volte rapporto ad ¥ ; qualunque
numeri interi siano d’alts’ onde m,n, ci dard uba equazione
che sussisterd insieme con ecssa.

Si vede come potrebbero estendersi questi risultati alle
cquazioni fra. un maggior numero di variabili.

§. 16, La 'natura delle equazioni derivate rapporto -alle
equazioni, da cui sono state dedotte, e che si chiamano equa.
zioni derivatrici , forma la parte pid inportante di questo ra.
mo d’ Analisi: Per indagarla ¢ dare a questo riguardo degli
ipteressanti Teoremi per il calcolo inverso, noi andiamo ad
occuparcene .

Considcriamo una equazione F(x,»)==o fra due variabili
qualunque x,», e quante si vogliono cestanti 2,5,¢, ec.

Indichiamo per F'(x,y)== o la sua derivata prima rappors
to ad x , per F/(%,p) =20 la sua derivata seconda, ed in
generale per F\(x, y)==0 la suva derivata n®ima _ Le costanti
a,b,c, ec. o si eliminano da se medesime nell’ equazione
di derivazione, o restano inalterate nelle diverse equazioni
derivate , ¢ cid secondo la natura dei di -loro coefficienti .
In quest’ ultimo caso ( giaccht nel .primo ha lnogo di sua:
. natura quanto siamo per dire per il secondo ) potremo per
mezzo delle. due equazioni F(x,9)=0, F(k,y)=o0, che
sono I’ equazione derivatrice ¢ 1a sua derivata prima, climinas
re una delle costanti per esempio a, ed otterremo allora una

~ equazione in x,y ¢ d% alle derivate prime, la quale conter.

r una ‘costante di meno che la proposta , ed avra luogo

ncllo stesso tempo con essa .
' Dunque
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Dunque una equazione derivatrice contiecne o pud in ge.
perale contenere una_costante di- pitt, che una equazione alle
derivate prime, che da essa dipenda . :
~ Nella stessa guisa eliminando. due costanti per esemplo a,b
per mezzo delle tre equazioni F(x,y)==o0, F'(x,y)=o0,

F"(x,y):o Y ottcrra una equazione in x,y, d-— R d’%’

alle derivate seconde, la quale conterr} du: costanti di meno
che F(x,y)==o0. Lo - . .

Dunque una equazione derivatricey-dalla quale dipenda uoa,
equazione alle derivate seconde, deve: contenere in generale
due costanti di pit che essa.

Continuando lo stesso ragiemamento si vcdrh che una equas
zione fra due wvariabili x, alle derivate .dell’ ordine neime
conticne o pud considerarsi contenese un-numero n di-costaati

di méwo, che I'equazione derivatrice da: cui si, supponga .de;

rivata: Viceversa una equazigne derivatrice conterrd un nu-
mero 1 costanti di pid che lequazlonc alle denvate nesime
da essa dedotta . :

§. 17. Sia ora un’ equazione qualunque F(x,y,2)==0 fra.
tre wariabili: Questa equazione derivata -per rapporto ad »
e per rapporto ad y, ci da due altre :equazioai (.6 5+ ), che
hanno pur lyogo insieme - con - essa . lndichiamo da rproposta
equazione per F==o, avremo ‘

df, - d....di = o . 4

per le due derlvue dcl pr:mo oqdme dcl]a ” e.potta > Ou se
la propom copticae due: costadti &, b, & gvidente. che se

Ma queste

T

cenva
"
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queste stesse costanti si troveranno senza aver sofferta alcuna
alterazione nelle due derivate, potremo per mezzo di queste
tre equazioni ecliminarle: .Otterremo allora una equazione in

x,5, d% ’ d—;o, alle derivate del primo ordine, Ia quaie suse

siste insieme con F==o0, ¢ conterrth due costanti arbitrarie
di meno che quest’ ultima: Dunque una equazione derivatri-
ce fra le vanabili x,y,2 contiene in generale due costanti
di pid che una equazione alle derivate prime, la quale dis
penda in qualunque maniera da essa.

Della proposta equazione -F == o prendendo non solo le sue
derivate del primo ordine ( §. 5. ) ma ancora le sue “deria
vate del secondo, s’avranno altre cinque equazioni, che suss
sisteranno con essa.-Se adunque Ia proposta contenesse cinque
costanti’ arbitrarie, allora per mezzo delle sue cinque equazio-
ni derivate del primo ¢ del secondo ordine , potranno elimia
narsi da lei queste cinque costanti , ed otterremo allora una

. . .- 12 332 32 232 23 .
equazione in x,¥,3, dx ,dy o d ?‘z ’ d_xy, d pet alle deris
vate del secondo ordine, la quale sussistendo insicme con

I'equazione F==o0, conterrd perd cinque costanti di meno
che essa : Duaque data una equazione alle derivate del se~

condo ordine fia tre variabili x,y,z, delle quali uoa 2 s _

considera’ funzione delle altre due, I’ equazione derivatrice dal.
la quale pud considerarsi dedotta, deve contenere cinque
costanti di pid che I’ equazione data.

.Se si passasse alle equazioni derivate del terzo ordine, si
dedurrebbero da F==o0 altre quattro equasioni, che avrebbero
luogo insieme con essa, ¢ con le cinque -equazioni alle “deris

vate prime ¢ seconde sopra citate: S’ avrebbero allora dieci.

cqua-
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equazioni, che sussisterebbero nullo - stesso tempo, per mezzo
delle quali si potrebbero-:climinete: nove costanti- arbitrarie ¢
Il risultato di- questa elimin#aione sarcbbe una equaziene de,
rivata del terzo ordine, e questa avrebbe luogo insieme con
Ia ‘proposta ; e - conterrebbé 'un numiero nove di costanti di
meno che essa . Dandue data uoa équatiene alle derivate del
terzo ordiné , I’ equazione derivatrice dalla quale deve con,
siderarsi dedotta,; conterrd nove costanti di pit di lei .

In generale si vedrd che data una equazione F=—o fra le
variabili #,y,2, si pud da essa dedurre una equazione alle
derivate nssits iy quale contenga un numero
(nd= 1).(n4=2) -

2

t di costanti di meno che Ia stessa F==o;

Viceversa data una equazione alle derivate netime | I' equazione
derivatrice, dalla quale si considera dedotta, deve contenere
un pumero ("""‘)’-—ﬁ-'ﬂ— 1 di costanti di ‘pih che I’equas
zione derivata medesima .

§. 18. Se I’ equazione, fosse fra quattro variabili A
F(%,y,%y8)==0, 0 pid scmplicemente F==o0: Secondo cid
che si & detto (6. 5. ), sussisterebbero insieme con ‘essa tre
equazioni alle " di lei derivate prime rapporto ad x,y,u,
cioe S -

O F s
J‘x‘ -+ J;' .d

Y

o

O (m w(ny

, FLANRSLEY
y Y

F 3 F .
J-;-‘o *d‘é’od‘;—O-

. ‘ Elimi-
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Eliminando per mezzo di 'queste .45t equazioni-.tre costanty
dalla proposta equazione, s’ayrd upa-equazione alle derivate

del primo o:dine in x,y,z,u aL— J-— d- li quale con-

terrd tre costanti di m,eno dellp cquaznonc F,:uo,. Dunque
vna equazione derivata del primo ordine a Yuastre wariabili
ha per derivatrice una equazione , che .contiene tre costaati
di pid che essa . Passando alle derivate seconde, si haono
alire s¢i equazioni , che avendo luogo insieme ocon F=—o,
potranno eliminarci dalla proposta altre sgi eostanti arbitrarie ;
cost si potrd dall' equazione F==o0 dedurne up’aitra allc de-
rivate seconde, che abbia luogo insieme can essa, e. centenga
‘move costanti di meno: Dunque T equazione derivatrice di
una data equazione. derivata del secondo qrdine fra quattro
variabili conterrd nove costasti di. pid che quella deris
vata . SR

In generale una equazione derivatrice di una derivata dell”
. ordine n®im fra quattro variabili contiene un numero

 (nge1)(nj=2)(n==3)
2.3
derivata .

. Disposti i risukati , che abbumo ottenati - nella segpeote
tabella scopriremo la legge, che ci determina il gumero dejle
costanti , che convengono alle equazioni derivate ad un magy
gior numero di variabili.

- 3 di costanti di pid che Il medesima
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1 numeri che sono nelle caselle interne della . tavola, espri.
mono quante costanti di pid si devono ritrovare nell’ equa-
zioni derivatrici che nell’ equazioni derivate, le quali dalle
dette - derivatrici dipendono . Cosl volendo sapere quante
costanti di pid conterrd una equazione derivatrice , che ap.
partenga ad una derivata del secondo ordine fra quattro va,
riabili , si cercherd il numero che & nella casella corrispon-
. dente verticalmente al 4. Var. ed orizzontalmente all’ ordine
2., ¢ si troverd 9. La derivatrice di" una derivata del se.
condo ordine a quattro variabili conterra 9 costanti di piu .

§. 19. Il medesimo principio, per il quale abbiamo di.
mostrato che I' equazioni derivatrici contengono un maggior
pumero di costanti che I equazioni derivate, servirt a dis
mostrarci che fra le derivatrici e le derivate regna uo’ altra
dipendenza, per la quale le prime possono contenere delle
funzioni di quantitd wvariabili , che non si trovino nelle
seconde .

Sia I’ equazione F(x,y,z,0p)=—o0 una equazione fra x,
¥, % ¢ @p indicando per @p una funzione determinata o inded
terminata di p; e p una funzione conosciuta di x2,y, 3.

Si prendano le due derivate prime rapporto ad x ¢ ad y
di questa equazione, ed avremo [ F(x,y,z,pp) ¢ indica
per F, ¢ ¢p per ¢ semplicemente ] ,

F 3 F 3 ) 4
de +aZ.az +[al.al +d§]d§..d? =0

Foai.af o [a2.a2 4 aP (a2 iE =,
g .dTT{—[d’.dy. +d.;]dp g =o.
Ora per mezzo di queste .due. equazioni o.dalla proposta

F==o0 si possono climinare le due quantity ¢p, e d% sua

de.’
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derivata prima, ed & facile vedere che il risultato di questa
climinazione sard una equazione alle derivate del pnmo or.
dine, che avrd ludgo issieme: con:la preposta, e¢ non con-
torrd la funzione @p, che si ritrovava nella proposta mede.
sima : Dunque una equazione qualunque derivata del primo
ordine fra tfe variabili contiene una funzione di- mreno che
I equizione derivatrice , dalla quale. pud essdre stata. dedotta
Dufiqife proposta una derivats: del primo ordine fra tre va.
nab:h ; si pﬂb amme*ehe h di lei denvamce de\“e ‘conte-

pitt che essa. : o
Facciamo uh esempro di qaesta ehmmamom di funaione .

S‘a ¥ equazione z--y cp(v)-c:o s pcr mezzo dclla'
quale € delfe sue equazioni devivate vogha dmmaru I funzmnc
o2)-

Paragonats questa equazione con qucﬂa .F::n o; s ha

F—z—yq)—;—c_,o,d-'ﬂl, J*-' = O,J;’;:;-@i *

R A i ) o X F i
P=;‘ dp = — 'Y d“:ﬂ,i“:-——-i,d'v:—y,

DA B A= di=—n g

e fatte le ‘debite sostituzioni o avranno ke due equazioni
iZ—iat =0

x b 4 , -

J%-q»-;— % d% == o, per mezz0 delle quall ¢ della prov

posta eliminando \p!, d}?—, s’ avia | cquaﬁono

N F A
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2 —xd~ — yd-; —_—C= o ane denvate Jel pnmo ordme :

Questa ultima egmazione :non- conticne traccxa’ alcuna della

funzione <p—, che era nella proposta. ~

3

Per fare sparire da upa data equazione F==o0 a tre vatia:
bili x,y,2 due funzioni qualunque.determinate o :indetermiy
nate @p ,¥g di due quantith p, ¢ fupzioni date di X,¥9%
converrebbe passare alle dérivate, degli- ordini superiori. Ne
servirebbe per I' climinaziane di queste due funzipni: prendere
le derivate prime € seconde della proposta; bisognerebbe
passare aoche alle derivate terze. Per mezzo di tutte queste
cqnazlom derivate non solo potrebbero essere climinate dall’
equazlonc F=o Ie due’ funzioni ‘@p,yq, ma ‘ancofa’ una
costaate, che si trovasie nella rhedesima . equazione. ~Npoa -ci
fermeremo in queste ricerche, le quali essendo delicate - per
se stesse, ¢ della massima inportanza per il calcolo integrale,
ce ne qccuperemo. a.parte, in una memoria sopra gl' igtegrali
compleu ¢ particolari_delle equazioni differenziali . SI vcdr.’z
in essa quanto sono inesatte le osservazioni fatte fin’ ora ‘per
determinare il numero _elle funzlom arb:tranc, she - deve
completare g! integrali delle equazioni a differenze parziali ,

§. 20. Veaendo a dire qualche cosa delle equazioni ad un

* maggior numero di variabili, s’abbia I’equazione- .

F(x,¥s2,%,9(p,q)) =o fra quattro variabili, la quale con-
tenga una funzione determinata o indeterminata di pe dig,
essendo p , g funzioni date in X,¥y2,te
Sussistendo una tale equazione, potra da essa dedursi un’
altra equazione alle derivate prime , che non contenga traccii
alcuna della funzione indeterminata ; per questo indicando
sem
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semoplicemente per F==0.I' cquazione proposta; ¢ per @ la
fuazione @(p, ), posta I equazione F==o avremo (§. 5. )
le tre cquazioni alle sue derivate- prime rapporto ad x,y,%

apporto ad . -;.dé-;-d%.di-.- [+2(e2 a2 d2)+
| | (49 +d-— a!.,)],zw =o
tapporto ad y . .d-—+d-.d._. f,ﬂ (a" +zl-— d»—) -+

’ di(d-« -}-’ d- . dl)]d—-— =o0

R’PPouoada....d-—; (z; a~+[d"’(d-+a 12 )-x-

22l LANLAY § Ay
| dq_(du-;-,zu.dz)]d?_o
Se ora per mezzo della proposta e di queste equazioni deri.

vate, si elimina @, dl‘. dg-' 8 avrd yna equazione fra x,%;

2,4 e le derivate ‘del pnmb ordmc dv d«— d'-;—, la quale:

non conterry traccia alcuna della fuquone ¢ - ,
Si concludera dunque di qui che upa equazione deuvgtucq
. fra quattro variabili contiene in generale;una funzione di pin
che uba equazione. ajle derivate prime dedotta da essa, o che
dx essa dipenda,. questa- funzione essendo @(p,q) vale a dire

una fuazione qualupque di due date quantitd variabili p,q.
Si provercbbe egualmente che una equazione derivata del
primo ordine fra cinque variabili x,y , Zyt,v ¢ le denvate

pnmg' d~x— , :J-l; s d;— s d—u' ha per derivatrice, o si pub coms

N2 , Sio
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siderare ‘dedotta da umm_equazione fra.le  stesse variabili con -
una funzione @(pyq,r) per mezzo delln . climinazione  di:
detea funziene: p, g, 7 'vono  quantitd variabili date im x,y,
%,w, #s Si vede quale sarebbe il risultato per le equazioni
dcnvate del primo ordme fra un pumero qualunque di va.

" riabili.

Per climinare un maggior numero di funzioni arbitraric cong
verrebbe passare alle derivate degh ordini supcrlorl.

§. 21. Abbiamo veduto al §. 18, che una equazione ~deris
vatrice fra tre variabili x,y,3 contiecne due costanti di pid
che una equazione alle -derivate prime, che abbia luogo ine
sieme con essa, ¢ da cssa dipenda: Abbiamo anche veduto
(S 19. ) che una simile equazione contiene una “fanzione op
di una quantita determinata p di pid che ) equazione alle
derivate prime dipendedte da essa .

Risulta adunque da tutto questo che data una equazione

fra x,y,% ¢ le ste derivate  prime d{-‘— ' d-;#- » Iequazione

derivatrice secondo il §. 18. sard F(x,y,z,a,b)==o0, ¢ se.
condo il §. 19., sard F(x,%,2,¢p)==o0.

Ora-t facile di provare che queste due equazioni sena
cgualmente generali, ¢ che'le due costanti a,b possono cone
siderarsi tener Iuogo della funzione ‘@p, quando a, 5, Pp siano
quantitd -indeterminate e dipendenti dal ndstro arbitrio.

Per questo supponghiamo che fe due costasti a, ¢ & con.
tenute nell’ equazione F'==o0, siano variabili ¢ funzioni di
x,¥3z, ¢ di pitt che & sia una funzione di b, ciot a==¢b.
E’ chiaro che se la di loro variabilit sar} tale, da -divenire
zero i termini che esse ‘introdwcono nelle diverse equazioni
derivate di F== o0, per mezzo delle quali § ottencva la di

loro
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loro - eliminakione, -queste- dexivate :§qranap lo wedemme come
sc @€ bi fossero. istdte . costanti , € s"otterek il medesimo ri.
sultato come pella prima ipotesi, ciod la stessa equazione de.
civata del primo ordine in x,y,z., J-:- , d% senza a ¢ b.

-Ora prendeado le due equazioni: dedivate rapporto.ad » ¢
ad y, dell’ equasione K x,5,8,¢b,b)=0, savra -,

F XY ', b 3 b F _ _F____
g +agiag e fip s )fap w i ag] =
d-"; -i.-.d-f— .‘d!; +{di e d .'43’-][45 -+ Ji.d-‘l] =o
le quali: nmdentcmente 8 mlucooox a quelle del S 8. se si fa

o S *43 d;-h 0o:

Dunque se si prende per & tal funzione delle variabili x,¥, 2,
che 'sia soddisfatta quest’ ultima equazione, s avrd allora una
equaznone F(x,y ,2,95,b)==0, 13 quale cootersa una fun.
zione indeterminata @b, e che c('mdurra alla stessa equazione

derivata del primo otdine in x,y ,z,d-x' , d-; senza be @b,

che - s’otteneva climinando & , 5 per mezzo dell” equazione -
F(x,y,%z,8,b)=o0 ¢ delle Sue derivate prime rapporto ad
% ¢ ad y. Dunque due costanti indeterminate contenute in
und oquazionte dérivatrice possono tener luego di uma funzio-
ne indeterminata ; e la derivatrice sia che' coatenga le dune
costanti o la funzione, ¢ della medesima generalith: Dunque
se data una equaziode alle derivate prime, se ne avesse in
qualunque maniera I’ equazione derivatrice, che contenesse due
costanti indeterminate a,b, servird per ridurla a contenere in-
vece una funsione indeterminata, farg 4 == @¥, ¢ determinare
 per 1’ cquazione trovata. Prens

v
w "
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Prendiamo per un .esempio 1'equazionst 2 gt Pyemi== o,
che & la derivatrice dell’equazione’ alle dcmme del. primo

ordlne z—x dv - yd? —c=0 ottenuta col metodo del

s- 17 ‘
Supponghiamo in questa ' derivatrice 2 = @3 , avremo
2—XQb—by—c==9, ¢ per. detétminate b .I"equazione

-—y—-xd%’- == o. Si ricava di qui d% = —% In virtd
di quest’ ultima equazione si vede che - -;i sara eguale ad
"una certa fuozione di b; dunque viceversa b sard ooa certa

funzione - di !; s che' indicheremo me({__) . Ora essendo

@b una funzione indeterminata di 5 , imchc d% sarh fanzione
indeterminata ; sard dunque’ F(%) una funzione indeterminata

di.i.; cd essendo 4 cguale ad una funzione di , sark percid
la stessa 4 ecguale ad una certa funzione indeterminata di
2:Sias= q,( 2'_) |

Avrcmo adunque sostituendo pct e pet 1,;, di koro vakor?
nell’ equazione proposta .

z—z(\p( )-[-F( ) —)—c o; se in fine rappre.

sentiamo per % f (—;) la funzione di ? , che forma il

B )

cocfliciente di & nell’ ghima equazione ,. avremo
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14

yf( --0'-°" o

¢ .questa . cquumuc, alla quale si.' & ‘ridotto la proposta:
2 == 8% —— by ~—cx=n," contiene | una fanzione mdetermmata"

f ( --) invece delle due costantl a,b.o

T
.

ef mmazlone della funzlone f( ) per mezzo di

z- LY f(~)—c-—o ¢ delle due dcuvate parziali, ci da

egualmentc (S 19.) ¥ equaznone
% — x‘di— — dfy— w—c==o0, che s'ottiene per I eliminazio-

ae¢ delle costanti . ) . ,

§. 22. Una equazione fra quattro variabili F(x,y,2,u)=0,
secondo cid che si & detto al §. 18., conucue tre costanti di
pid, che unma equazmne “alle derivate prime ciot fra x,y,

2,u, d-— d-— d-—, che da essa d:pcnda Al §. 20. si &

detto che una equazione denvamce fra lo ‘stesso numero- -di
variabili, che appartenga ad una simile equazions derivata ,
contiene. una ‘fungioge indetermipata @(p,g) delle quanticd
aariabili p,q di pid che Ja derivata medesima; di modo
che per il §. 18. la forma generale di una tale equazione
derivatrice & F(x,¥,z2,u4,a,b,c)==o0, ¢ per il §. 20., essa
2 F(x,¥y2,%,9(p,q))=0. Per mezzo dello stesso_ragio
gamento del §. ant. si pud provare che I’ equazione,-la quale
contiene quelle tre costanti indeterminate , e della. stessa ge-
neralitd che I'altra,.la quale contiene una funzione .arbitraria:
Infatei si suppongano aybyc quanuth variabili, e .di pu‘l sia

A ﬂ—.
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e=q(},c). L' equazioni dcu( _deHa_proposta F(«x,¥, =,
2,8,b,c)==0 saranno Ie stesse /- se anderanno a zero da se
medesimi i {fermint’, che la varisbilitk delle 'v.,b, ¢ - introduce .
Preadiamo le derivate. debs primo ordiane - di l(x,y,n Z,

(b c),c, b)_o, ed avremo

aoag

a5 a2 g+ (45 +d%. J-——)(d +a )+

{
|

(< + . d-—)(d +d"’ d-—)—o

per Ia derivata rapporto ad x. Le dcnvate rapporto ad y e
ad « saranno simili a questa, ¢ conterranho y ed # imvece
di x: Ora & evidente che se si determingno & ¢ ¢ in modo ,
che essi soddisfacciano a queste due equaszioni

J- dl £ =
+ ?

r .
d— -f-d%.d-; =0

[

s’otterrz per b e per ¢ due funzioni delle variabili x,y5,%, z,
}‘e\quali ci daranno per @ la funzione indeterminata @( b, c) -
Queste tre funzioni trovate per a,b,c¢ sostituite nella pro-
posta K(x.y,n,2,8,b,6)==0 faranno si che ecssm .contengz
invece di quelle tre costanti indetermiviate ‘b funzione indetermic
nata @{p,q), essendo p,g i rirovati vatori di 5 e di ¢, €
soddisfaccia nello stesso tempo alla equazione derivata del
primo ordine , cui conduceva P eliminazione di qucﬂe tre
- costanti medesime . ' o

Si vede come .dovremmo regolzren per }’equazxom & ar
maggiore numero “di variabili ¢ B ’ ‘

§. 23. Rappresentiamo, come al §.’ 16, , pet F(x; y,a,l ec J=—e
mna equazione qualungue* fra It - variabili #,y ¢ quante si

V0u
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VOghono costanti a4 b, ec. Siano F'(x,y,a,b, cc.)_.o ’
FP(x,y,a,b,ec.)==6 I'equazioni derivate del primo e secondo ore
dine. Per mezzo delle due equazioni F==¢,F'==0 si puo climinare
o Ia costante a, o la costante b: §’ otcerranno in questa guisa
due equazioni in x,y e df— » che rappresenteremo per

\

iP(-"»J‘: dyv ,5)-‘=0 ’ w(x,y. aZ sa)=o0, ‘una che non |

conterri la costante a, I altra che non coutcrrk la costante b.
Queste due equazioni avranno luogo insieme eoa I equazione

F==o. Se si prendono adesso 'le -derivate prime di queste

due ultime equazioni- ¢ s’indicano per
¢’ (x:y:d"’ ’ b)=°!\1",(xsy; d“‘ 30 =°, & cvidente

che per mezzo delle due equazlom P==0,@P'==0 si potrd
climinare la costante 5,’e s’avid una equazlonc Pz==o-alle

derivate del secondo ordine, ciot in x,y, d-— J’—i , che

‘avrit luogo insieme con ia proposta F=e, e con'la ¢ =o.
Questa equazione del secondo erdine P==o conterrd due
costanti di meno di F==0, ¢d una di meno di ¢=o0. Se
egualmente per mezzo delle due equazion'i Ne==o,¥' =0
s’ elimina 1a costante a, & avrd: un’ altra equazione. Q ==o

alle derivate del secondo ordine ciot fra x,y, di,d .

la quale avrd luego insieme con Y=o e con Ia F_.o.
Ancora I’ equaziene Q conterry due costanti di meno di F==o
ed una di meno-di-¢y=o0. .
Ora ¢ facile vedere che le due equazioni derivate del secon-
do ordinc P==0, Q=0 devono coincidere fra di loro, ¢
o con

v
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con I’ equazione alle derivate seconde, che. si ottengva dalla

simultanca eliminazione delle due costanti @ ¢ b per mezzo

delle tre equazioni F==o,F'=o0,F'==o0: iofatti il valore

di J’% » che ci danno quelle cquazioni ‘del secondo ordine

espresso in X,y € d-";’:— senza @ ¢ senza b, non pud essere

che il medesimo in qualunque maniera sia dedotto dall’ equas
z:one derivatrice F=o. '

Si rigava di qui che una equazione deuvata del secondo
ordine pud essere dedotta da due equazioni differenti del
primo ordine , ciascuna delle. quali contenga una costante
indeterminata di pit di essa.

Lo stesso ragionamento ci proveri che una eéquazione del
terzo ordine potra essere derivata da tre equazioni differenti
del seconda ordine., contenendo ciascuna di queste una costan<
te indeterminata di pit di essa; ed in generale una equazione
dell’ nimo ordine pud essere derivata da un numero # d’equa.
zioni dell’ ordine #.—1, contenendo ciascuna una costante
indeterminata di pid .

§. 24. L' equazioni derivate possono subire alcune trasfor.
mazioni utilissime nelle diverse applicazioni, . che si possono
fare di questo ramo d’ Analisi. Se si ha una equaziope qua.
]ungue fra due variabili %9, la si pud sempre trasformare in
un’ altra fra due altre variabili #,u, Ia quale tenga il suo
luogo: A questo principio ¢ appoggiata tutta quella parte di
teoria delle curve , conosciuta sotto il nome di permutazione
delle coordinate . Vediamo come possa farsi la stessa pcrmuta
di variabili nelle equazioni derivate. . S
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Si abbia una equazione fra le variabili x,y ¢ d-% , € Si VO«

glia trasformare questa in un’ altra fra due altre variabili #,2 ¢
la derivata di una di queste rapporto ali’ altra . Supponghiamo
x= @(u,?), y = y(u,?), essendo ¢(u,?), «p(u,t) due funzioni
date di u, 2, che indicheremo anche semplicemente per @ e pery.
Delle due nuove variabili u,¢ si riguardi # come funzione
di 7z, ovvero 7 sia quella variabile Tapporto all’ aumento in.
determinato w della quale si_considera fatto lo sviluppo, o

che conduce alla dcnvata d-- Essendo “ funzlone di ¢, sar

necessariamente x funzlone di 2, ed y funzione di ¢, poxché
I'aoa ¢ I'altra erano funzioni d¢ # e di #z. Ora secondo

ci> che si & detto ( §. 6.) avremo d% = d-:—;d% ; dunque

y Y. 0% padd =¥ gl ¥ x
d-;:d—t’-dr, madt -)-d‘z' -?-dt.du:, S'}d‘t ——
: d% + Jl:r .d%, dunque se si sostituisce mella’ proposta

@(u,z) per x5 (uy2) per y e . -
(di +di.dw). (dl -|-d-—. --) per d.., ,' s’ avrd

una equazxone trasformata in ’ t.c J-« . ‘

Cosi avendo. r cquazxone dv = F(x,5), si co;\;idciéré
dal wasformarla in Ly: : d~:i = F(x,y), ovvero in J‘% =
Ji:' .FCx,¥), in seguito “sostituendo per x,% ;‘l?:f-', Lif. Ie

O3 di
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di loro espressioni in u,# ¢ di:r ‘qul ritrovate , avremo la
trasformata richiesta : Questa sard

¥ Y ,u (12 A AL
a¥ 4 a2ay = (4 44y 4%)-F94y)

Sia I'equazione da trasformarsi del secondo ordine, con.

tenga . ciot anche d"% : Se facciamo d% = 3, avremo

d’;yi == d-:a: Ora nel caso della trasformazione , ciok consic
derando z come una funzione di x, ed x come funzione

di 7, si ha d% =J~§.Ji—‘= ,1.’%,,12;9’: s dunque

Y
d";,:: d

o(w

'-—x-. ~y-' l— g-. x
’dz ; ed esseudo.z':dx,c as ..._.dt sd—

avremo d-— = d’*i'z A% e L 225 t" d—, ¢ percio

L3
L3N

' -yi : d’- —, dy d’ dv , € cosi di scgmco .

Si ponga ora nell’ esprcssione trovata per d’;’i invece di

d..—,d-—,d’tz,d’-yi i di loro valori in u,#,d—, d*<; ris
cavati dalle derivate delle equazioni ¥ == @(u,2),y ==y(4,2)

ed avremo per _4"&1 una espremone' data in u,z, d-t' >

'. u- - 0 . . A °
dzTi’ che_dovremo sostituire mell” equazione da trasformarsi.

Se
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Se in una equazione in luogo di riguardare y come funq
zione di x si volesse riguardare & come funzione di y,
allora’ supponeddo che 2, rapporto. a cui si avevano le deri.’
vate, divenga la stessa y, la derivata prima di y sarebbe
Punid, e si sosmmrcbbe nell’ equazlone sempllcemcnte

1:dZ invece di iy, e — 2, ;' d< invece di J‘ y y ©
y x Ly Ty

cosi di seguito.
§. 35. Risulta da quanto abbiamo detto che se si ha Pes

quazione P+,Qd-£— == o fra le due variabili x,y ¢ la de-

tivata 22 nella quale si suppone y funzione di x, la si potrk
x .

trasformoare in un’ altra Po4=Q:d% = o ovvero

P d;;--l- @ = o nella quale si considera x come una fun.

gione di' y, ciot y ¢ quella variabile , che ricevendo un

aumento indeterminato w, ci dd Pd4X = Q per il coeffis
y

- ciente ( §. 9. ) della prima potenza di questo aumento

nelo.. sviluppo di F(x,y), supponendo rappresentata da

‘F(x,y) = o Iequazione derivatrice di .Pdf-'-l-.Q: 0.
L’ equazione del secondo ordine 2 .

p I Q,z!; -+ Rd’;’.'i = o, nella quale y si suppone fun:

zione di- x, si trasforma in
_2
P+ Q: d}— -— Rd’y" :dX == o ovvero
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—2 """2
PiZ -+ Q4% — Rdz ‘=0 ove x é consndcrato come
y Yy y?

funzione di y. Ma vednama ‘come qucste trisformatlom teh-

i

gano veramente lnogo' déll operazione di derivaziooe fatta

piuttosto rapporto ad una wariabile che all’ altra. La derivata
prima dell equazlonc F(x,y) = o supponendo » funzione

di x, & J-— + J_P:.d-.- =o, h quale per pid semplicita
J

rappresenter¢mo per P - QdL =o.
x

La derivata di questa equazione sarh ( E inutile d’ avver-
tire che se si & cominciato a prendere la derivata prima d'un’
equazione fra due variabili riguardando y come funzione di
%, conviene continuaic anche questa supposizionc nelle de.
rivate successive . )

By Ls +d£.d.’.'.+dQ +dQ~ d...-l-de"::
x y x x y

e questa ¢ la devivata seconda dell’ ‘equazione. Denvamce

#(x,y)=o0 supponendo y funzione di x.

Se si dimanda la derivata seconda della stessa F(x,y)=—o
ma considerando x come funzione di Py s " avrd tgualmcnte-
pcr I’ ordinaria regola di derivazione’
,dv..d--q-d--:.—.o. ovvero R

4 y
P.d% 4 Q == o per Ia denvata pnmz, c
—_ . . .
...d-.d... -+ Pd*Z% + 42 g% .,_,19
y y* y oy yooooox ¥
per h derivata seconda in quest” ulima jpotesi. .
. B

Ora

Pra.
(A
we

oy

J-g AE =e
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- Ora si trasformi I equazione E,.nella quale y & considerato
funzione di x, in un’ altra ove X sia considerato funzione )

di 5. Facendo le debite sostitizioni per 4L e per 422 pre.
A s . X X

scritte. al §. ant., avremo

:L.. dv_;.d_‘.’..d...pd& d..-t-do —_0.8% =
>y y » y y*

nella quale ponendo P.d% iavece di —,Q, come ci di I’ ea
y

quazione P.d%X 4 Q = o, ¢ avra precisamente I’ equazio.

ne F. E’ facile estendere questi sagionamenti alle equazioni
degli ordini superiori. - :

§. 26. Una osservazione inportante a farsi, e che avra Ia
sua applicazione nell’ articolo seguente , & questa: Sussistendo
fra le due variabili x,y I’ equazione F(x,y )==o, una di
queste variabili & sempre funzione dell’ altra, Se si considera
y come funzione di x, oltre quella equazione s’ avranno
ancora altre equazioni, che suesisteranno insieme con essa:
Queste equazioni saranno le derivate diverse della medesima,

b Jy . . .
¢ conteranno % ,Y9, d\; ’ d‘;i s ¢C. : Nella stessa guisa riguar<
dando x come funzione di y, sussisteranno insieme con la pros

. e . .- x X
posta altre equazioni derivate da essa) fra x,y,d< yd2s e,
Y y

E’ perd evidente che non potranno mai sussistere delle equazioni de-

rivate che contengano nello stesso tempo xy y,dv d <, ec,e d}(

,12\_; y €C. poiché la wp[.osizionc per ottenere le derivate della y
) . .

- o~
-

@5‘ T2 p‘ .
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yapporto ad x,-non & cempatibile con quella che portercbbe
le derivate di x rapporto ad » .

§. 27. Riguardando y come una funzione di x se x au-
menta di una quantit indeterminata w, una equazione P=o
data fra x,y ci conduce all' equazione alle derivate prime

P+ Qd% == o0; ¢ s¢ ¢ x la variabile ,.la quale si consi.

dera come funzione di y, ovvero 9 & la variabile che au-
menta nella data equazione ¢ ==o della w, s'otticne da essa

} 25 + Q=o0.
y
Ma se nell’ equazione ¢ =0 non ¢ gia la x ne la »,

che ammenti di una indeterminata w , ma una funzione

F(#,9), che s indicherd per 7, aumenta di w, allora quale
sard I’ equazione derivata 2 ’

Essendo ¢ una funzione di x,», ed y funzione di x dato
dall’ equazione @ == o, sarauno in- conseguenza x,y fun-
zioni di 2; dunque -

(24) I equazione P < Qd% = o si trasformerd in

.... Pd; - ,QJL:J = o:. Da questa equazione eclimi.-

neremo d;a ed x per mezzo delle due '.I:"(x,'y) = ¢,

(z)...dfa A 4 3L .32 = s ed avremo allora uoa
= ¢ y ¢ ' i

. Y y '

equazione fra y,z e d~; di questa forma, Re-Sdy =o,

nella quale si considera y~come funzione, di . Noi averemmo po-

tuto egualmente trovare una equazione fra ¥, # ¢ d_::— .

Se
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~ Se_ipveae d’essere. dpta fra xyy,# ¥ cquazione F(x,y)=t,
fossc data una equazione ‘alle derivate prime

\y( x, y,d-— y 4 )_. 1, Guesta terrebbq liego dell’ equazib-

ne (2) . Si potrebbe per mezzo di essa elnmxm& dall’ equa.,

\

zigne (:) 13 derivata, d-« . ovveto dv " ma ftesx_cxcbbcro'
sempre ambedue . le variabili x,y', e l'equazume,

Pt ,Q'di = 0 cui condurrcbbe questa elnmmaznm, con.

tcrrebbe x:y e d—— . o ) o .

- Nella stessa guisa: una cQumone zﬂc desivatt secomde:
P - Qd% -k--Rdz;cy-i‘ = o\ si petrd m_afq:mare.(zﬂ in un’
altra , nella quale si trovino le derivate prime ¢ le .seconde
delle variabili x,y considerate come _funzioni " di una stessa
variabile z: In questa trasformata, in cui le derwate saranno

d-t 4L i’-’d' ’ d"‘i R sosutucndo per d*’ J’ le di

loro espresnom date’ “per I equazxone sy( %y y,J.., Jl)

¢ per la derivata prima di quest’ ultlma , 8 avrh una equaziod

ae fra %55, d s € d’ T nella quale x y sono consxdcrate

funzioni di #: qu *avremmo potmo féguaﬁnomentrom !ma

equazione derivata: del secondo ordme in x ’ y ’ ,1... ’ d t" .

Non sard inutile schiarire tutte ‘questo COR un esempio .

P " Sia
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- Sia \y(x‘,y,a—- di)—,d- , ed avremo yd-— ——

L’ equazione P - Qd—' -+ Rd’-—— = o si trasforma

(24) in ’quesca

rd~ -+ de.dv “+ Rd=. 3% — RiZ. az- =o
nclla quale 2,y si considerano funzlom di z.
. Se ora vi si sostituisce 3"- per d\; come ci di I’ equy

zione yd\’.:a =1,c —;',.dé'; per dk:‘i come ci di Ia de«

rivata della detta equazione , la nostra tt;agf;:rmu diverrd
, . Jy y > )
P:y% 4 Q4% 192 oo Rd:}‘i‘y‘f Rd\;\:y‘= o -

ovvero moltiplicando per »? ,
—Z

P4-Qy. dv -i-Ry d"u -4 Ry. dv = o0

equazione alle denvate seconde di y prese per rapporto a z.
I cocfficienti P, Q,R sono sempre funzioni di x,y; poichd
per elmunare x convcrrebbe avere la funzione derivatrice.

dell’ equaznone yd-— 1, da cui si determinerebbe x in

funzione di y e di 2. , . .

Qucstn ragionamenti e questc trasformazioni sarebbcro le
medemne. :ancorché neHe -equazioni- le -derivate entrasseré ini
una manicra e sotto un’ aspetto qualunque.

-

PARTE
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PARTE SECOND A

Analisi inversa delle Fanzioni .

S.za.ll calcolo inverso di questo ramo d Analisi Derivata,
¢ chiamato da LA-GRANGE Amalisi inversa delle funzioni :
Esso consiste nel ripassare dalle quantitd derivate alle loro .
derivatrici o nel ritrovare le quantitha , dalle quali le deri.
vate somo state dedotte per mezzo dell’ operazione di:deri.
vazione . :

Sia y una funzione di x : Abbiamo indicato la sua derivata

prima per 42, ; sard viceversa y la -funzione - derivatrice di
x -

d%; € se noi npprcsentmno pcr 2 l'cspressxone 4% , sarx-
X

yh dcnvatnce della quantitd z. Qpesto rapporto fraycz

s esprime per I’ equazione .

- y=Dz;
rappresentando per D I’ operaziooe , ‘che si deve fare per ots
tenere le derivatrici, ¢ per Dz il pisultato della detta ope:
razione . ’

Siccome z pud contenere altre vambxh oltre la x, le quali
si considerino costanti in tutta questa operazione;, cqs) per
marcare che si vuole prendere la derivatrice per rapporto ad
x sola, scriveremo come per le derivate .

Pa y=
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2 .
y= D-; i ¢ striveremo

. A\ . N . . . Yot oea .
NS I W P AT ALY SR 1

soltanto Dz, quando z contiene una sola_variabile ;

§. 39. La quantiti o funzione y da d-} per sua derivata

prima rapporto ad x: Lh quantith y -}~ 4, essendo A una
funzione che non contiene =, di parimente per la di lei

derivata prima rapporto ad x ,"d% ; dunque tanto y, che

944 rappresentery la derivatrice di d%; dunque i:'adiean-;

do per z la funzione d%, si hanno queste duc cquazioni

’

eguabmente vere

2
y=">by
- " e— 5.
i ol — D—

Se dunque sard proposta la quantiti z per trovarne ‘la
derivatrice rapporto ad x, potra prendersx per questa de.
Tivatrice tanto 5 che 'y <4, essendo A una quantita ‘che
non contiene X; ¢ siccome nessuna’ condizione 'ci. determina
A, questa percid sard ‘una quantitd arbitraria costante raps
po'rto alla variabile x.-8¢ si fa la costante arbitraria 4 =0
‘allora Ia derivatrice di -3 diviene y: Cosi quest' ukima espres-
sione della derivatrice nen & che un caso particolare della
formola generale y-l-d « ‘Siccome A4 pud ‘préndere ‘qualungue
"valore pmch& sia’ indipéndente dalla- «'; cosi- si potrd avere
‘tih numero infinitd' di derivatrici- diverse "della’ stessa ‘quan-
titd 2. La derivatrice y~t=4 si chrama -Derivatrice completa;

sentre
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mentre che alle altre, che.nascono -dal - dare un certo valore
partncolare alla costante A4, si dar& il nome, dx Derivatrici
particolari . :

§. 30. I passaggio da una quantitiez ‘presa per derivata
del primo ordine alla sua derivatrice , introduce una costante

'arbitraria 4, giacché come abbiamo veduto D—’— =y 4 4

s¢_ora si indica per, z; la. dcnvatnce comple y-H-A 8’ avra

¢ DJ——a.".' - o,

Supponghiamo adesso che si voglia la derivatrice seconda
di 2, ciod quella quantith sopra la quale fatta due volte I*ofe-

_razigne di derivazione ; ritorai z: Indicando per, D [ opera-

. . . 2 . .
zione per ottenere la derivatrice seconda, ¢ per. D*— il rig
- Yy . A S I v‘:[_xz_,,”..

sultato di questa doppia operazione, avremo

2

D— 3 u
D= D2 = D-—. .
x x2 x g

- Ora D;"f— introduce una quantita B indipendente dy ¥, ¢

percid costante arbitraria ; dunque D‘fi introdurra due - co-

stanti arbitraric 4,58, le quali potranno essere funzioni di
tutte le variabili eccettuata la x, rapporto alla qpale si fanne
lo derivazioni: : -

Dunqne in generale la denvatncc seconda d una funzmne
z “deve contenere duc costanti arbitrarie; essa prende allors
il nome. di derivatrice completa : Dando dei wvalori particos

lari a quelle arbitrari¢ si hanno le derivatrici particolari :
: C S
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Si dimostrerd 'in generale che la derivatrice n®ime di ypg

quantitd 2, ciod I’ espressione di D"x-’;, pud contenere un nu-

- mero 1 di quantitl erbitrarie indipendenti dalla x ; questa
allora si chiama derivatrice completa, dalla quale si pud ri-
cavare un numero iofinito di derivatrici particolari, dando
dei valori particolari a quelle quantiti arbitrarie.

$. 31. Ma quale sari clla I operazione, che dovremo fare
effettivamente per passare dalle derivate alle derivatrici ?
Se le quantita derivate sono sotto il simbolo della derivazione

d, se ciot sono della forma d";:—, ¢ fz;cile vedere che per
avere la sua derivatrice prima, non s avrd che a diminuire

di una unitd I’ indice #; la quantith d""“;’u—_—‘ y che s’ otterrd

in questa guisa, sar} la derivatrice prima di d"f;; cosi

d""’ﬁ—; sard la sua derivatrice seconda, e cosi di seguito,

finchd 2""";’;—_—; = d°fa ==z sarh la derivatrice nes di
anZ .

xn .

Ma se le quantitd derivate sono il-risultato dell’ operazioni
- di derivazione gid eseguite ; se si hanno ciod delle funzioni
determinate di x, le quali si vogliano considerare come rie
sultate da un certo numero d’operazioni di derivazione ese-
guite sopra altre funzioni determinate di ¥, non si potrd in
generale assegnare queste istesse funzioni, da cui quelle des
rivate si considerano dedotte ( che percid sono le di loro de,
sivatrici), che per mezzo delle serie ., S. 32.
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§. 32. AL §. 3. della prima parte abbiamo dimostrato
questo Teorema : Se per 3 si rappresenta. una qualunque
fonzione di x, e di altre quantitd indipendeoti da x, e per.
Cid costanti rignardo ad essa ; e se si suppone che x divenga
X¥== o, la funzione z diverra allora uoa simile funzione di
x=-w, e s'avrd ( indicando per 3, lo stesso che z )

' 2

Ly = zx-l-wd-:; -t {—.d’% -l-‘—’-d’;-; 4= ecC.:
Ora se si fa x—o,savri A

3, =3, +wd-— +—_d’ -+ ec., facendo x==0 nei

coefficienti di w dopo avere eseguite le derivazioni.
Essendo ®w una quantitd qualunque indeterminata , pon<
ghiamo nell’ vultima equazione x invece di w, ed avremo

2y =3, +xd-’; -t i:- d’: = d’ + ec, , ' facende

x == 0 nelle «derivate d—o , d2 ol B

Questa formola conuene. il rapporto che passa fra una
qualunque funzione 2,7 di x e di altre quantitd costanti o varia
bili indipendent? da x, le potenze della stessa variabile, e
une stato particolare delle derivate di quella funzione prese
per rapporto ad x.

Per mezzo della medesima fermola si pud sviluppare in
serie qualunque funzione di x, della quale se ne sappiano
prendere le successive derivate . La serie sard sempre ordi.
nata secondo le potenze di x, e i coefficienti di queste
saranno funzioni di quantitd indipendenti dalla variabile %.

§. 33. Conosciuta 2y si pud avere sul campo il di lei

sviluppo in series e viceversa conoscendo la serie si potra
con-
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considegare conoscmto il valore di zx ’ che sara’ fa mm
della detta serie . .

- Ora sia proposta usa funzione qualunque dx x ¢ di altre
quantith da essa indipendenti : Sia u questa funzione, e cons
siderata come una derivata del secondo ordine rapporto ad
% se ne voglia la denvamce. Sia 2, questa derivatrice ins
cogmta, avremo por la natura della ricerca

ax-.: D*3, ¢ pcrc:b # = d‘z

Ora qualunque sia z, si ha sempre ( si scrive mdiﬂ'erente-;:
mente 2 perz, ) :

. 3 x2 .3 x? s
%, == 3, +x.;l-; -+ —z-d;;-l--z-,d’;; 4 ec.
facendo "dopo le derivazioni ¥ =t o ; dunque ponendo per

&2 -— la data u; per d la derivita J——', cc., 'y avxh per

il valore della denvamcc
. =3, xd——+-a- % -d-— +2—;dz"+cc ;
facendo x==o0 nella quantitk =, e nelle sue derivate .

La 'quantita‘x 24 ¢ il cocfficiente d% della pr.ima potenza di

% rimangono indeterminati: Essi potranno essere qualunque ¢
percio dipendenti dal nostro arbitrio: La natura della ricerca
altro non prescrive sopra di essi, s¢ non che siano indipens
denti da x, e percid funzioni arbitraric di costanti e delle
altre wvariabili, che entravano in u; noi li chiameremo per
queste costanti arbitrarie. Se queste due cossamti arbitrasic si
rappreseatano per 4, B, avremo
x2 X3 .a

z"‘,= 4 o %8 - <z ¢ +-;3- JF + Quésta
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Questa serie che rappresenta il valore di 3, sard la de
rivatrice completa di », che si ricercava,

E’ completa percht’ contiene (§. 30.) le due ‘ostanti arbia
trarie 4, B.

L’ esposto metodo & generale per trovate le derivatrici com-
plete di qualunque ordine espresse in serie. Quando .le
serie. che -esprimono e detivatrici., sono sommabili, o si ter
minane y allora le derivatrici 8’ esprimono in un aumero finito:
di termioi , in tntti gli altri casi il numero dei termini dc}le
espressioni che-s’ ottengono per le derivatrici, & infinito.

§. 84. Se s’ eccettna il metodo che abbismo spiegato per
determinare le derivatrici, i quale ba il difetto di darci in_
gencrale P espressioni per serie, non si ha alcon metodo . gee
nerale per determinare in vn numero finito di termini le de.
sivatrici delle diverse derivate, che possono proporsi. Si han
no perd un’infinith d’artifizi particolari (&) per mezzo dei
quali si pud supplire i cesto modd alla mancafiza di “meiodi
generali.

Cosi dalt’ essere ( & 4. )

.J;:. = mx" ' st dedurrd

m Mol ‘. . . ~
:T = Di— == A4: essendo A vna ‘costante arbitraria
pre :. ' ) , ) Q . ’ .. . .- . . *r
g compes : . C e

(@) Noi non ci trattenghiamto ad esporre i diversi artifizi di éalcolo;
per i quali s’ ottengono le derivatrici delle funzioni, poiché questi sono
gli stessi che ‘i ritrovano mei diversi libri di calcolo infinkesimale
per ottenere gl integrali delle fonzioni differencziali. .
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_Se si fa me=1, savid

x=D— 4 A4: Sesi fa m==13, ¢ avik

x2 x . . '
- = D~ - 4 c cosi di scguito . ™~

P

€Ce ¢C.
Essendo x Ia derivatrice dell’ umti ne segue ; che se ll

¢ una funzione qoalunque di x, e si rappre;enta per u'yu",

"'3 ec. gli effettivi valori di D—- s D*3 x,,, D’i—‘; y cC. le fox
mole delle derivatrici complete saranno
D% =u - A

.D‘" =1¢"+A.D£-+B=u"+1x;i-8

xd¥ =

(

D - A AD-——-!—B.D-— €= u"'+—-  Bx == C .

ece

Ora essendo A, B, €, ec. quantith arbitrarie indipendenti
da x, si potrd considerare il divisore 2, come contenuto ia
A, ¢ la derivatrice completa del terzo ordine sarh
%" = Mdx* = Bx -~ C.

Segue di qui che se per u (”) si rappresenta I effettivo

valore di D" ;;—, la derivatrice completa neims di % sard

0 o AT e B2 e, L0 - Px o Q.
essendo 4, B, ec. P, Q un numero » di quantitd arbitrarie
indipendenti da x . ‘ :

§. 35. Non ci tratteremo a parlare delle derivatrici delle

funzioni & piYy variabili, poicht esse ricntrane npelle regole

ehe
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che $i sono date , ¢ che si possono dare per quelle di una
sola variabile . :

Se infatti si dovesse determinare la derivatrice ‘'seconda di
wna guantity z fonzione di ¥ ¢ di y, ciqt si dimandasse il

valore di D"% s ecco come si procederebbe .

$i faccis P> = #, ¢d avtemo D*> = DX, Om
‘ Yy : : -yx - x .

supponghiamo: che si conodes secondo le regole date per:le
derivatrici di una sola variabile il valere di u, .avremo . per.

Ja derivatrice completa di D-— Ia’ quanm& ut-A4, essendo

‘A uoa quantith arbitraria mdmeadcnte df Y ,. c pemb in
genenale funzione di x. Duaque: sarh

Y

D’-———D~+D——+3 ~"\":_'
useado B un; quanmé mdnpeadente da x, ¢ perc:b S;nz,xon

di y: questa esprclswne di D’% E la rxcercata denvatrlcc.

In generale per avese la desivatsice (m-)-n)""“ dx % preu
- voltc rapporto ad . ed s rapporto ad ¥, cio¥. per avere

il valore & D7 T 2 ; ', prenderémo - pixma it vatcre~ di

.

" }7 il quale conterrX (§. 34.) an numero ‘n dx qaantitk are

bxtmlc funzxom di », qum&r prendendo h denvatme m'""
di questo stcsgo valore rapporte. ad x soloy, o completan:
dola con un numero .m di quantitd arbitrarie funzioni di »,
s avr% in fine la dcu_vwme, completa { m = n)®ims _ ghe si
M . . ' .

<2 | - & 36

\
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§. 36. Una equazionie fra due .variabili x,y ¢ le derivate

o:li ) d‘i—'i » e i ghjam Aeq'uazione‘ derivata: 'L’ ordine poi
della pid alta derivata da-il nome all’ ordine dell’. equasjone
dicendosi del primo ordine se vi ‘si trova solo d%. del secons

¢

do se vi & anche d’-—;, eco

..Data un’ equazione derivata pud  ricerearsi una equazione
fra*x i’y dalla’ quale pet -mezzo dcl® operazione di derivazios
ne sia stata dedotta: Ad una tale equazione si di il nome
d’ equazione devivasrice della proposta. -

L’ operazione che- deve ‘farii - sopra I’ equasioni derivate
per ottenerne I’ equazxom demraencx s‘hdrca al solito -per la.
lettera D. - D TR TN

L’ equazioni derivatrici devono contenere un magglor nus
mero- &t costanti’ chie le * derivate ‘4 ‘cuj appatténgono : Se
¥ equazione. derivata. & dcl primo ordiae, I equazione deriva-
trice deve contenere una’ comnte di pn‘z Se ¢ del secondo la
_dérivattice déve. coinénere dae costanti di pitt e cos di‘seguito.
“Risiifta tutto’ Giests B guanto: abbiawho ‘detto’ al $ 5.

Loy dette gpstanti sonp- arbitrayie , poii:hé esséndo dax sol
tanto una equazione derivata, esse non ‘trovandovisi niente
percid - &- stabijit sopra la di loro matyra: Pomnao rin ¢on,
seguenza avere qualunquc valore dnpendcnte dal aostro ar-.
bitrio'. © - - W : -

Le derlvltrici  ehe contengbno ‘1 nurhero  prescritto di’
coctann al‘bitt:me, ‘8 chiamano ‘derivasyici ‘comtplere’ .- Uvia de.
rivitrice completa” ¢i *pud dare uh numero ‘infinito” di- deris
vatrici , che soddisfacciano all’ equazione "derivata medesima,

: sc.
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stcondo .che . &' assegnano alle . costanti arbitraric  dei valeri
parucolan « Queste derwamct si cblamano allora dmwma
particolari .’ . ' : '

- §.°37. Di qualunque ordme sin' fa derivata oi° ;:Iub sempre .
avere per mezzo delle serie la sua derivatrice completa o
Ragxomamo per I’ equazioni del secondo ordine , ¢ sark fa.
dgile ‘vedere come dovremo tmtare quelle deg‘h ordun supeq :
viofi 4.

v . -

Sia 2% = (p(x, y,d%) una qu_;{anque "équa;zi'o;ie ‘in
&y, al!- ¢ d‘-—’; , mappeesentande per il secondo membro

wna funzlone qualunque delle quantith, che sorio fra le pa.
rentesi o -
- Gid si sa che Ia sua derivatrice completa devc cout:enel'c
due costanti arbitrarie di pid di essa. ‘
Indichiamo per y, quella funzione di « la quale sostituita
in luogo di y nella praposta la sende _identica <+ Qualunque
sia la funzione yx si ha sempre (S 32.)

®?

Y, —-y~ -I- x d-—- ‘2 d’é , -2-, d’x’ + ec.

facendo ‘perd &.e=o nei coefficienti’ delle diverse. potenzd
della x . " :

Conosciuta 1a funzlone di “x, che si rappresenta -per yx’ ’
avvero per ¥y si ‘ha sul campé i 'coéfficienti suddetei 5 che
sono le successxve denvate di y nclle quall vi ¢ fatto x== =0,
Vicéversa ‘s¢' 8i° conosccradno quesu cocfficienti ® sari ceno-
scinta 14 serié “la cux somma % 1’ esprcssxone ﬁmca dt'

y (a3 3 v [ - t N
.

x : - R
. !'|. . 5 » e . . : o

I . ' Q,ue%t'i\
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Questi cocfficienti cominciando dal J‘ % , 8i eonoscono ap-

ipunto per mezzo dcl’la data equazlone ¢ delle di lei deri-
vate; iofatti, se si. fa ¥ ==o, ed indichiamo scmplicemente

Per 25, 96 9 9 0 » €Co i valori diy, a2, d‘-‘“%', eC., avres
X X

o 3"y =0¢(yo+)°g). . Prendendo la derivata prima delia
proposta ¢ facendovi xe=o, avremo »™'¢ dato per 3" 4
y', » Yo s Ovvero dato per y,, 5, in virtd di

776 == ¢( y 01Yo )+ Nella stessa guisa troveremo y'", dato
Per ¥o 9 %' » € cosl di seguito. Le quantith adunque y,, 9’
rimangono indeterminate per Ia natura stessa della ricerca,
nella quale non ¥ dato per mezze della proposta suddetta
¢ delle sue derivate, che il valore di »",,%", ¢c. Saranno
adunque y, %' e due costanti arbitsarie, che potsanno up-
presentarsi per C , C*. :

. La serie adunque

€+Cx+y,-—+ e -—+y"' -+ ec

° 314
sard U espressione di quella(funzlooe di %, Ia quale sostituita -
nella’ proposta javece ‘di » Ia rende identica: Dunque
, - ’ 2 ? ‘

7e=Cod=C'% + 37y . i -+ ¥ .—"5- -+ "% ;—— + ec.
sarl la derwamce completa di quella equazione del secondo
ordioe : chco complesa percht contiene due costanti arbia
trarie . : -

Q_uando Ia seric ¢ sommabile, ovveso finisce doponn certo

numero di termini , I’ espressione di y ¢ composta d'.un .nu

i mero finito di terinini; in tutti gli altri casi petb non si

pud in generale avere la derivatrice che espressa in un nw.
: ‘ - 'y nere
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wacero infinito di termini. Il metodo che abbiamp. esposto &
¥ unico metodo generale, che si ha per determinare in tutti”
i casi le derivatrici complete : Gli altri metodj non sono
che particolari ad alcune branche d’equazioni .- :

Facciamone un esempio: -Si debba trovare la derivatrice

del secondo ordine dell’ equazione d‘% — ad% “+ly=o0
a’ cocfficienti costanti: Avremo in questo caso.

p( 2,9, d2)=adL —by; e percid, facendo 4 come ab.
? x x

biamo detto qui soéra s Yo=0C, y"o=C", la proposta
e le sue derivate ci daranno
Y o=al" —bC ; y"y=(a*==b)C" = abC’y ec. onde

=C'-C"% +(aC"—bC’ -’?— +[(a=-b)c"-aw']—:-‘§ + &

e questa equazione sard Ja‘derivatrice completa da noi ris
cercata . ‘ -

Ora la serie che esprime il valore di ¥, pud anché¢ ridursi
ad uoa espressione di un humero finito di termini merce
d’un’ addattata trasformazione :

Si faccia in fawti a=—ma'—4-a”,b==ea’e«’’, ed avrémo

y:C’-l-C"x—l—[C”(¢'+¢")-QC’¢'¢"]-§1 +[C" (c’-j—a")‘-—a'a") -—

R Sy Eid
(¢ +a )za C]M == ¢C.
Il coefficiente del secondo termine pud anche avere questa

1]
‘Ofma 0"-C"¢" a‘.a. C"— c‘“ e
.l—“" . ‘“. ¢'

Se cangiando . la forma delle costanti arbitrarie C°, C”
facciamo '
c
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6"—Ca™ e —C'a”
e == Ay e = B, sammo 4, B ancora doc
O—ﬂ @ ~q

costanti a:bnrarrc « Da queste due equazioni. otterremo
C=4A%+EB,C'=4da +B¢", che sostituiti ncl cocfliciente

di —:i , questi diverrd Aa'? 4 Ba">, ¢ la nostra serie prenderd

in fire quest’ altra forma '
y=MA == Aa' %~ 4-—-——- -+ A——--—-— 4= cc.

+B+B¢x+8——+ “"”'

=j= €Co
" Ridowa I equazione dcnvamce sotgo qucst aspetto, eguune
riconosce nel di- lei secondo membro - lo w:luppo di
4% 4 B %, dunque y—Ae“x+Be sarx la deriva
trice completa della proposta. Le quantity a”,s” sono ‘date
da queste duc equazioni a'—~a"=a,a’e"==b; ed ¢ ev;.
dente che esse saranno le due radxcl dell® equazione

#*—aa—-b=o0, Questo andamento sarcbbe i} medesimo per
v cquaz:om lineari di qualungue ordine..

6. 38. Abbiamo veduto al §. 23. che voa equaztone deris
. vata de} secqndo ofdme 1pud essere  stata dedotta da due
¢quamom derivate del primo .ordine , contenendo  ciascuna
una costante arbitraria di - pid che essa: Una- equazione del
terzo pud essere stata dedotta, o pud sempre considerarsi .
'provenuta da tré ‘equazioni del secondo, e cest di seguito:
Uqa equazione - adunque desivata del secondo ordine- deve
avere due derivatrici contenenti le derivate di primp ordine
€on una costante arbitraria di. pid che esea s Un& equasione
del terzo deve avere in gcn;rale tr@ equazxom derivatrici
alle derivate del secondo ., completate ciascuna con uoa
GOS(&BQ
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tostante. arbitraria ‘di pid - che essa, da .ciascuna delle quald
derivatrici potrebbe dedursi ki proposta ‘pex mezzo. dell’ eli-,
minaaione di Guella costante medesima ; in generale una equas:
zione .derivata dell’ ordine n®i™ ha uo numero .# d’ equazioni-
derivatrici coatenenti ‘le derivate deil’ ordine: # = 1, com=.
pletate clascuna con una costaate arbltrarla s ¢ _da ognuna di
queste potrebbe dedursn quell’ equazxonc denvata dell’ ordme
b T PR S O S ST A Y

Risulta da tutto questo ragionamento.,, che se pﬂ! .iuna data
equazioné derivata del-secondo -erdine si trovano due equa-
zioni del primo , ¢hessoddisfacciano ciascuna a- questa equa.
zione, € contengane ciascuna’una’ costante arbitraria, si potrd
trovare’ immediatamente. 1’ equazione -derivatrice in X,y cli-
minando fra quelle due equazioni del primo ordine la deri-

vata d% i L’equazione in x,y, che risulta da queésta elimi

nazione, conterrd le due costanti arbitrarie, ciascuna delle
quali si ritrovava in una di- quelle . equazioni del primo:
ardine . Questa equazione. sara la derivatric¢ completa,, pois-
che 'essa esprime una relazione fra «,y, che .suisiste  insieme
con le due equazioni del primo ordine ® percid con: la pro.-
posta, e contiene due costanti arbitrarie.

" Sard lo stesso per I’ equazioni del terzo ordine: Se si tro. -
veranno tre equazioni -derivate del secando , ciascana ‘delle
quali contenga una costante arbitraria., ¢ soddisfaccia“ alla>
proposta, eliminando per. mezeo.di queste tre equazioni le
tiua'ntité d’;?i ’ J% Savrd t:na equazione fra x,» ¢ quelle tre
costanti arbitrarie ; questa equazione finale. sard la . derivatrice
completa della proposta medesima o

R Ge.
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¢ Generalizzando il Teorema dircinot Se di ana data egsazior
ne alle devivate Aelf ordine gesivio si‘pils wvere inm qualunque
manieva un numero n 4 equazioni alle devivase ' un ovdine in<
+ feriore & un’ unita, contenendo ciascuna una costante arbitraria, e
soddisfaciendo ciascuna alla- propossa , coll’ eliminare per mezzo di:
esse le quantité d= L, 2L J‘:/z,d"—’ porere s otterremo una equazzone
in xyy e quelle n costanti arbxtrarze che sara Ia derwum
complera della proposta medesima. - : ‘ ‘

;8¢ 39. Le derivatrici delle equazioni denvm; fra un numero
pit grande di yariabili hanno delle proprietd analdghe a
quelle delle equazioni derivate fra due variabili. .Queste si
deducono da tutto cid che & stato detto sopra nei §§, 17
¢ 23¢ , .
Cosl T equazione . dcnvamce completa (5 21. ) di uma

equazione derivata del primo ordine in x,y, d}f, d—yo deve

cantenere o due costanti arbitrarie a.,b, ovvero una funzios
ne arbitraria ¢(p ) , che non si ritrovi nella equazione derig-
vata, p essendo una data funzione delle variabili 5 ¢ I equa--
zione derivatrice sotto qualunque -di questi due aspetti ha
sempre la stessa generalith . La tabella posta al §. 18. ci
mostra qual pumero di costanti arbitraric devono contenere
le derivatrici complete delle equazioni derivate di qualunque
ordine , ¢ fra qualunque numero di variabili .- :

Come per il primo ordide , eesi per gli ordini superiori-
possono le derivatrici essere completate per un certo numero
di funzioni arbitrarie , ghe tenga il luogo di quelle costanti
medesime ( §. 19. ).

Per
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Per avere poi effettivamente le derivatrici complete delle
¢quazioni derivate a pid variabili mon si ha alcun metodo
generale, se s’eccettua quello delle serie, che ba sempre
Y inconveniente di dare le espressioni composte d'un numero
infinito di termini: Lo esporremo per I'equazioni derivate
del primo ordine fra tre variabili, essendo la di lui wtilitd
cosi limitata: per dlspensarcl dal servnrsenc ‘per ph ordind
,ﬂPCMﬂ. ' ’ : e,

. Se per z, 1 © semplicemente per 2 si rappreienta unz
qualunque funzione di x,», § avra per cid che si & detto
al (S 32.) _ )

3 =2 +xd——-|-—— d’ +_— cl’-;-}-cc.

X,y 27 . .
facendo dopo I’ operazlom di denvazxonc xX=0.

- Alorche si conosce’ zx’ si hanno per meazo delle ordinarie
regole di derivazione i valori dei coeflicienti delle diverse
potenze di x in quela serie. Al contrario se fosse incognita
Ia funzxone 2y, yr © POT mezzo d’equazioni particolari si cos
noscessero questi medesimi coefficienti, sarcbbe allora eguals
meate .- conosciata la seric, e percid # valore di 2. . Tuttn
questo ha luogo nella sicerca delle - derivatrici. delle. equazioni
derivate fra tre varabifi x,y, 2.

lnfattl sc si abbia I’ equazlonc del pmho ordiae
' J—- F(x,y,z, Jv)
nells” quale’ il secondo membro ¢ una funzione’ qualunque dt

,y,z, d~— Si prendano le derivate successive della pro~

posta per rappotto ad x affine & ottenere delle equazio
m, dalle quali determinar si possa i valosi delle derivate
R 2 a2 -
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d‘fi‘ , 47;55 y ¢c.'Se ora ‘nella ;irop'osta si fi x==0, & “chiaro
. o3 : e v L ’e P . * R P R ]

che in virth di essa avremo determinito il valore di d::— per
‘una tal supposizidne, ma - resteranno indeterminati allora il
valorc di z F di d-a.. Orq questi valon di zo oy J&’.’!—

rimanendp mdctermmatl saranno percid nlasclau al nostro ar-‘
bitrio ; e se¢ imdichiamo z: o,y PEF una funnqne arbitraria di
9, ciot per ¢(y), aviemo per il caso: di x=0,

d-'-—- F(y,w.d“’y)

Egualmcnte facendo le stesse supposmom nelle successive

Al

-

derivate. della groposta } avranno i valou di d’ ' d’;’; s

ec. per il caso di x'==o , datilin funuonuds ¥y dell indetere
minata (py e delle sue denvate:. Questi * valori -sostituiti nella

serie supenore avrcmo zx 4T (py-]—xi(y,qay ¥ )-l- ec.:
4 PR Y. 3 I FOTR

B quiesta. sarh ¥ equagioie odenqamce..complm pomhé cone
tiene unx funzione wrbitraria » .. ssve i w10 -
. Osserviamo che prendendo -le; derivdte . della proposta .

dZ = F(x,y;z,,d-f»), s'incontranp le derivate J*—
x N KA . R x4

) z . ~ ._' : v ’ R
#5ys ¢ Fer. sapere comle divengono quando. x==o
. . i
2
d= : P

o 4 . . B 2 2 -
s osservi che d*2 = 4.5 ,d = d—=, ec.: Onde
: Xy - y Tty T Ty "

per wovare i walori di quelle derivate servird prendere le
‘ - . . de.
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derivate per rapporto ad y delle-capressioni trovate di d..:— R

d';fi, ec. per il caso di x=o.

B’ facile vedere che questo metodo s applica alla ricerca
delle derivatrici di qualunque ordine, ¢ di qualunque nuaero
di variabili . ~

Esso ¢, come abbiamo.detto, il solo che s'abbia per
determinare in generale la derivatrice di qualunque equazione
desivata, ma & di poca risorsa, perche ci di i risultati
espressi in un numero infinito di termini: Serva averlo acs
cennato . ' '

§. 40. Dopo aver parlato delle derivate e delle derivatrici
ad indice positivo, esaminiamo cosa significhino le derivate
ad indice negativo ¢ ad indice fratto. In questo sistema di
derivate la legge di derivazione & affatto indipendente dalla
quantitd derivatrice : Ciascuna derivata di qualunque ordine
siasi diventa la derivatrice pey la derivata successiva; ¢ la
legge di derivazione- dipeade nullp .affatto dall’ operazioni di
derivazione , che.si sona gih fatte. Questa:legge & coatenuta®
nel primé dei. due- casi prescritti al §. 2. dell’ Art. L _

In questo sistema adunque le derivate ad indice negativo
devono essere la stessa cosa che le denvatucn, deve esserc

ciot 4 D" d

Se in .consegucnza ‘si troveramno nei risubati- le derivate :
ad indice negativo, si potranno climinare sostituendo iavece
di esse le simili derivatrici .. _ . .o

Siccome questo Tecorema & della massima inportanza, ris

petiamo il taglonamcnto da cui risulta,” L espressione -
A=t
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a '_% deve indicare vna tal quantith , che eseguita sopra di

essa |' operazione prescritta dalla legge i derivazione (§. 1. )

s’ ottenga y: Cosl 4 ’J deve indicare quella quantith, sopra

dn cui ripetuta due vohe la stessa operazione , s’ ottenga y
€ cosi di seguito . Queste condizioni sono precisamente quelle,

che determinano e derivatrici D%,D’%,.ec. prima ¢ se

conda- della » considerata come funzione di x; dunque

d’-‘i’-.-:Dy 4 zy -—D’y y ¢¢. ed in generale

d-":: p— D" ’ : Segue di qui che I’ espressione

dn-"i - & una derivata se n > m; & la stessa quantitd y

se n=sm; ed & una derivatrice se n < m.
~S. 41. L’ operazione per la quale in questo sistema ' ot
tengono le derivate, non si pud concepire divisibile ia por.

ziooi, ¢ repugna aHa natura della legge di desivazione il

potersi fare una sola operazione di derivazione in pid velte:

Per esempio I’ operazione che ci fa dedurre J% da y, nen

si pud fare in due volte facendo una metd d’ operazione per
volta. Le derivate adunque ad indici fratti, le quali come
abbiamo detto ( Art. L 6. 7., 8. ) rappresentano i risuleati
ottenud_facendo un numero fratto d’eperazioni di deriva-
aione sopra la derivatrice y, sono quantitd che non possono

esistete ia naswra , ¢ percid immaginatic : Dunque d!-f—‘ ed in
A
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gtncrale d" sono quantita smmagmane Dunque nella. scne'

-

-2
-.'.’.d x’Z’d ly’y’l‘yf dzxzoo-

L )
L)

non si potranno mterpolare dei termini fra due termini cone
secutivi - qualunque. di essas sar per escmplo unpossxblle-ma

serire ftg d‘: d’y due te;mxm d%y d’ ~ tali , che u

passi con la medesima legge dalla derivata 4, a questa & N

come di questa alla d%, come da ‘questa alla dg ovvero d%
Si concluderd di qui che un problema, il quale dipenda
da una derivata, o da una derivatrice ( le derivattici ad in.
dici fratti si dimostra nclla stessa- manicra . che sono. quantitd
smmaginaric ) ad indice fratto di una data funzione , deve
considerarsi come impossibile , ¢ cid che si ricerca in quel
problema come una quantith ; che pon pud esistere in natura .,
. Se si cercasse infatti la probalita P, che vi & perch fra
mn numero m di palle estratte da un egual numeéro di -urne,:
una per ¢iascuna urna, vi si trovino m —un palle bianche ed
# . palle rosse, supponendo che in ogni urna vi siano x palle,
bxanche ed y palle rosse, questa probabilita & cosi espressa

p—ri y" 4 . dn\x: -
2.3 000t (X=y)® XD .

Siano sei le urne , ¢ s dxmandt qual probabxh& vi é pere
che fra le sei palle estratte se ne trovino 4 rosse ¢ due biane
che: Avremo m==6,n==4, e percio- la probabilita sard

—  y. d"’if . y%6.5.4.3.x2 asytx2 .

T 234055 " C X T 234x=+)S T (x—4-y)8
E se con i medesimi dati si dimandasse la probabilitd che vi-

¢
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& percht Ira le sei palle estratte se ne trovino 3 § rosse ¢ 2%
bianche, noi averemmo # == 3% e percio

y’!‘ s

Pe= o 2.3..93. (x+y)s' x!!

. Questa espressione contenen-
do.amna derivata ad indice fratto & wma: quantith' imaginaria:
Sard dunque inpossibile la risoluzione di un tal problema ;
Si vede ‘anche a priori che 1a cosa” deve essere - .cost , poich®
estraendo da ciascuna urna una palla, fra il numero dqlle_ palle
estratte che sono o rosse o bianche & inpossibile che se ne
trovino 3 3 delle rosse e 2% dellé bianche ; 3 dunque ¥ espres.
sicne della probabdué doved esfere immaginaria .

§. 42."Non ci trattenghiamo a parhare delle applicazioni:; che
9t possono ‘fare delle Sopra espuste” Feorle' atle diberse ricerche
d’ Analisi Materhatica, éome ‘pute alla Geometria e alla Mec
canica: Ci risérbiamo a compire wn si intressante oggetto,
quanto perd sard’ conpatibile con . la natura -di quest’ opera,
nell’ articolo che segue, nel quale esporreme :i principj del
Calcolo differenziale ed integrale dedotti dalla Teoria. delle
derivate spiegata in questo articolo: -Si troverk ‘cost il calcolo
chiamato infinitesimale sbarazzato affatto da ogni considerazio.
ne di quantitk infinitameate piccole, d’ evanescenti, di limit,
o di flussioni; in tal guisa I'operazioni di questo Calcolo
acquisteranno quella precisione, quel' rigore. Geémetrico, che
¢ il pik bel pregio della Scienza Matematica-.

ANNO-
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R AR S r
TS b ‘z'oﬁinss x.z.'““- o
“\\/ e N L ;--*f”ut R TUADTL T I
Consistendo la legge di derivazione in una operazngne che
richiede lo sviluppo di ~tna’ fumzipne- quétunque <p(Ac-A-w) in.
seric secondo le potenze intere ascendenti di w, convxene dis
mostrare che questq.- sviuppo -ha sempre luogo,. qudunque
sia cp(x) Senza questo potrebbe sospettarsi che vi ’fosserd
delle funzxom, le quali ricusandosi a questo sv:luppo non
potessero in conseguenza far parte di qucsto slstcma dx des
rivate, : ’ N
- Tutto si ridyce dunque a provare che. una qualunque fun-
zione P(x—+w) ¢ sv:luppabnle secondo le' potesta intere
ascendenti di w, senza mai cootenerc nello sviluppo Hhe ‘po.’
teoze fratte o pegative di w, né Ja stessa w sotto un’ aspetto
trascendeate , comunque d’ altr’ onde possano trovarsl glellc
quantua radicali e trascendenti ‘in q)(x) oA P
Se per X si rappresenta un polmomlo intero id % ‘come’
4 = bx = cx* - ec. & chiaro che i termini come X" quan-
do x diviene x—-w, ( esscnﬂo . yn_numero .intero. positis
vo ) i quali. possono esscre contenuu in q>(x) ’ ‘saranoo twitti
svxluppabxh secondo le potenze mterc “di }», e the questo’ il
luppo sussnsteré aacora per tutn i valon partxco’lxﬁ, ‘che*si°
potrebbero dare ad x. La cogmztone del BmonﬁoQdi“Nitw"l"o%'x
ci conduce a questo risultato .~ ' R St
Sc si suppone  che (=) coﬁtcnga ﬂcum ttﬁn‘mx come’

[T T DT | 1

-

[VI"’ . cssendo m ed n numen interi € posmvx questi terfmm

\1..-./ “1|. e

qumdo x Vl dxvnene x-l-w saranno svxluppabxh secondo\/ le

potenze intere di w. Iafatti ‘X § perc 10 che’si’ & “detto’ qui soprd’
- s St dl-“‘ -

t
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diviene, quando % aumenta di w, della forma X 4 po - qut
-+ ec. ; dunque,a(#+pu+qw' 4ec ) = VX
. . " . )~ ..' O .

s VX (ot o ec. ) -

.= VI (g + qo* - ec.)* eca

Tan
E’ facile vedere che il seccondo membro di questa equas

gione & sviluppabile secondo le potenze intere e positive
'di w; tale sviluppo perd non potrebbe aver luogo per- quas
lunque valore particolare che si desse ad x.

Percht se si fa x=—a, ¢ questo valore di x sostituito
in X lo rende nullo , allora i diversi termini dello sviluppo

essendo moltiplicanti per :/X" , \'/"X""",ec. divengono o oulli

o infiniti , ¢ percid in' questo allora lo sviluppo non ci di
cosa alcuna di detcrminato. '
Dunque una funzione qualunque @(x) di x la quale con.

tenga ‘dei termini della forma. ‘\71"‘ ¢ sempre sviluppabile

per. Ie potenze intere ascendenti di w quando in essa si fa
x-w invece di x . Lo sviluppo ha luogo per tutti i valori
possibili - & -%. eccettuato quelliy che rendono nulla la quan<
tit posta sotto il radicale , ciot ‘che sono radici dell' equa-
zione X ==o.
Effettivamente la cosa devc essere cost poxcbé lo svxluppo

dl VX", quando x diviene x+e ed x_.a, deve’ di sua

nutuu contenere delle potenze fmxonanc di'w, come ci
mostra I espressione

v
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L] | - L
W (X pwf-gu?ec.)*, la quale per il caso di x=2a

diviene A‘\'/ (2" g'vt=cc. )r. » ™, e contiene necessaiamente
] . L
il radicale w™ . Abbiamo indicato per p’,g’, ec. i valori di

? » 4 » €c. quando in essi vi si fa x =a; dunque lo svi
luppo dato per le potenze interé non pud esistere in questo
€aso particolare .
Pud @(x) contenere dei termini come X-™: Se in questi si
fa x 4 w invece di x avremo (X po—pgqui--ec. )= =

X "y X" (pw 4 qut 4= eci') - -—"im—;-'lﬂ x

X--me-3 . ( po 4= qu? 4= ec. )2 = ec.
ed il secondo membro di guesta equazione sard sempre svi.

. luppabxlc secondo le potenze intere ¢ positive di w .
. Questo sviluppo perd egualmente che il precedente non &

legittimo per quel valore particolare di x==a, che renda
X nullo: Tutti i di lui termini allora dlvcngono infiniti .

. Si pud anche dimostrare a priori che quando X & nullo,
devono negessariamente venire nello sviluppo le potenze ne.
gative di w, ¢ che uno sviluppo che nom le contenesse non
potrebbe aver luogo; infatti si ha in questo caso :
(X 4put-gu? 4-cec ) "= (p + qu - ec. ymo=;e lo svie

- luppo del secondo. membro di quest’ equazione comtiene ne-

cessanamcnte la potenza pegativa w—=.

Pud in fine @(x) contenere la trascendente logmtmlca LX :
Se la variabile x.si cangia in X-j~w, s’ avrd

l(x-i-;m-l-qu -|-ec.)--LI+L(l+-—- +-‘L—+ ec)....

Sz . LX
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~ Dunque in generale i. tqrmml cpme LX quando * vi die
venta x-}-w sono sviluppabili secondo’ le potcnzc mtere e
ascepdenti di w. AR SRR . .

Questo sviluppo perb ha Iuogo per qualunque valore dl 2x
cccettuato quello dx = a, " che rgnda nulla la quann& x
sotto “il logaritmo . In’ qQuesto ‘caso i termini della ~ formola
superiore dello sviluppo divengond tutti infiniti.

Ma il vero svxluppo deve contenere w sotto uua trascenq
dente logarltmlca ne pud di natura ‘sua’ contedéré Foltinto
le potenze intere—e—positive @irwsi- . - . h

Iofatti quando in
L(X 4~ pw ~=qu == ec, ) si fa’ x--a y € ﬂerczb X-—o ,'si hx
L(pw = qu* = ec. ) = lw—4- P+ qw-l-ec.), ove u tro-
va w sotto la mscendente logantmlca. : X

“ Noi credlamo inzilé di parlarc delle itrascendeﬁu cxrcolan
‘poiche - quekte svxluppandosl in serie’ secondo le potenze
dell’ arco, rientrand nei casi che abbumo esammatl, egua’la
yrenté tral’asclamo Y esamé dei ‘termini “come “x s~ essendo
'X', X' due polinomi interi e razionali in' x, poichd sviluppata
questa quantith per la serie conosciuta, essa introduce la trad
scendente logaritmica e tientra aell’ ultimb caso ésaminato i’

- Dal fin qot detto si ptd concludere chie uiia  fhFEiGne" “qind
lunque ¢(x~+w) di ‘4o & sémpre” svdupp’abllé ‘secondo
le potenze intere ¢ positive di''w, nd pub contehere mai ‘o
‘conr esponentl ncgatnvn , n& “inviluppato in quantlti trascen-
denti , comﬂﬁ(iue la ' stessa funixone Q(x-l-w) contenga “i
-—(l'lﬁﬂcn.dcml de-q-Wu P R ""T'"" mesl o (R

’

o ;" Lo
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Lo svnluppo pcrb di cui si parla avrd luogo per tutti i
valori che pud ricevere la x, meno quelli 12 che rendessero
nullo un radicale mandando a zero la quantita che & sotto il
segno : 22 Quelli che rendesserc nullo il- dedominatore dal
cuna frazione 3° Quelli finalmente che rendessero nulla una
quantick logaritmiea , facendo svanire la quantita che'?d sotto
il segno .

In questi diversi casl pamcolan devono _comparire nello
-sviluppo le potenze frazionarie ,- . negatlve, le trascendenti
dell’ indeterminata w. .

S’ avverta che dalle funzioni che si suppongono rappresen.
tate da ¢(x), s’ escludgno quelle chiamate da EULERO inesplis
cabili, come per es. 1.2.3.4....x, delle quali non se ne
conosce ancera la natura. Avremo luogo in quest’ o m di

trattenersi sopra la consnderazxonc di queste funzxom. s

N4

LY /
[ I A N P

13

. A |
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ARTICOLO IX.

CALCOLQO DIFPERENZIALE E INTEGRALE«

"PARTE PRIMA

: Cal;:olo, differenziale .

N B Rappresenﬁamo per ¢(x) o semplicemente per ¢ una
qualunque funzione di ¥ e di altre quantitd indipendenti da
x: Noi abbiamo veduto ( Art. VIIIL. §. 3. ) che quando x*
diviene x4, si ha

oxto)=0+dd vt L 2% 2 e

x?° a3
Dunque mentre » & 1'aumento della variabile x, sard
L] X I P o
A inala Sarate sl Rl
Yaumento che riceve la funzione @ in conseguenza dell®

aumento della x. Si dia a questi aumenti il nome di differemns
2e; sn chiami w differenza della variabile x, e si chnamx

a2 v+ 2%, -"— +at. —-+00-
differenza della funzione @.
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A diversi termini che compongono questa differenza ;
astracndo dai divisori numerici che essi hanno, si di il
nome particolare di differenziali della stessa funziome @: 1 prie

mo termine d{— «w  si chiama differenziale primo ; il secondo
diﬁ w2, differenziale secondo ; ed in generale il termine nwime

d"#:-’- « 0", si chiama il differenziale neime di @ .

Dunque : 1! differenziale neime i una funzione qualanque @,
¢ eguale alla sua derivata (a) dello stesso ordine , moltiplicata per
una simil potenza dell’ aumento indeterminato di x , cioé per ",

Oltre a dare un nome particolare ai termini che compone
gono la differenza di una funzione @(x) quando’ x aumenta
di w, differenza che si suppone’ sviluppata secondo le poa
tenze della stessa w, si & andora fissato un’ Hlgoritmo parti.
colare per scriverli. S’indica per il semplice 4 posto avanti
ad una funzione @ il di lei differenziale primo, e i differeas
ziali degli-ordini superiori si indicano con lo stesso d dotato
di un’ indice eguale all' ordine del differenziale .

Scrivendo con questo ouovo algoritmo 8’ avrd

4 S’-‘- W'=4d"p, ¢d in conseguenza

Bx k) =p+do+ i -
.~ . .'L&

L
Ry

{a) In tutto questo articolo qitndo si parla di quantitk derivate s’ ine
tende le derivate dell’ Articolo precedeate .
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I.a dnh’ercnza adunquc di una qualunque funzlone ¢, sark
D d? ¢ dig
R J(P-rl- -+ — “"-1- —;;T.-I-CG-
Ciot ¢ Za dmferenza dz una  funzione qualunque (o] della vavia
Bile x, ovvero I’ aumento che questa’ funzione ‘riceve quando x divie.
ne x —=w, sara eguale al differenziale primo di @ , piz la meta
del & lei ‘differenzinle sécondo ; pin la sesta parte del di lei diffes
renziale terzo ; pin la ventiquattresima del differenziale quarto
e cosi di seguito, secondo i };rolotti 1.2 ,1¢2.3,1.2:3.4,¢Ci

- § 2 Quando P(x), ¢ eguale alla sua variabile x, il suo
sviluppo allorcht x diviene x = w, & lo stesso xe=w: In
questo caso la d-ﬂ'erenza ¢ composta del solo termine w: Essa,
dunque & coq;pqsta del :solq, dlﬂ'crcnflalc primo della x; per.
Cid d¥=mw.... .. <o ciad e T

L aymento mdcte:mmato della. T ¢ dunqne la stessg dnﬁ'e.
reozxale -prima di x;, per guestq. :qqm;o ;rappresenteremo, & ora,
ip avanti per. dx lmnpento 1pd.eterm1pato della . variabile x

Sark percnb d'hr i dv-d dxﬂﬂdﬂqp "D} onde -si- deduce

~ o "'.J’l'l<l‘u.u,i [

f...x..dﬂr? ) ..vg, Croates oy

. . , dx"

el dom. "? e 0O <.
Ciot: La derivata nesims di’ P per, mpparto aJ x ¢ egualc alla
sua differenziale nesims pyesa pavimense "per rbpporto ‘ad % "0 cans
siderando solo x wariabile, a.divisa per dx» .
Dopb tuits £i0. chie i “deéttp qui sopra avremo
2 2 d2@ dx3

o(atrdey=0+ R+ 1. & 4+ T3 4 e

Exvvertendo --che—r -coeffictentt - delle- divem- potenze --dell

atnrento’ indeterminato dx >y c;ok 3.2 e z, tb Ce g
TR

) e

o~

"‘Sono
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Sono delle espressioni simboliche, nelle quah escguendo o
peraziooni- per ottenere i dxﬁ’crenuah e dividendo quindi per
dx , dx2, ec. svanisce affatto’ avmento dx ,-nc segnira che
quei cocflicienti saranno totalmente indipendenti‘da dx; che ri.
marranno adunque ghi stessi- qualunque sia dx, e. che percid
gli steasi coefficienti potranno essere rappresentati dalle medcsiinc

espressioni %ﬂ s ancora quando per. dx ¢ prendcssc nn altra-

quantitd qualunque 8 : "

Dunque se nella superiore equmone si fi dx=10, avremo
sempre

oy fo g sy 8 L de &
tp(x-l—&) q’+"'6+dx2 " +?§.“ -+ ec.

In questa: fdrmola $ capl‘qsso d- Teorema-di TaJLOR.

Si pud dunque sv:lupparc per mezzo di una tal formola qua-
lunque funzxpne cp(x-l- 8) secondo le potenze di 6. Questa
serie non si terminerd mai se i cocfficienti delle diverse po.
tenze di 6 non anderanno a zero da se medesimi, cxb che du
pende dalla natura della fuaziode ¢. = ©oemioa D

St perd ci abbisognasse .solosun oerto : nnmerodi: temiui
della serie , volendo pur non ostante aver riguards” dlla som.
ma di tutti quelli che seguono , e -calcohre approssimatamente
il resto, noi potremmo soddisfare a ,questo gqyesito o, applican..
de qui quanto si & detto al S. t1. Art. VHI.

. e
Infatti riflettendo che ™ — v ? T‘; , ec. Séno la stessa cosm

identicamente che le._derivate‘ d? ,’};—5 , €Ce,. s¢. indighia-
i /

mo come al luogo citato dp per @'x; d* per éi)":? , ec
. ¢ dx ? E;C-z

T 2
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% pcr P, avremo q>\x+6)_q:(x)+6q>'(x}+ é"(x)-(-

v 3~ __;.L_(pn l’(x) -+ —L— ?(")(x-*—g)
o LZ3e...n—l 1.2.3 .
essendo i una quantitd contenuta fra zero ¢ 8.
Se si fa ‘successivamente #.== 1,2, 3 , 4y ¢C. 8 avranno
le formole

q»(x+6)—q>(x)+eq>fx+z) ‘
Plx—+8) = 9(x) + b'(x) .-:_-,.-; (% -+ 1)

) =9(e) -0 -h-‘-‘- SRR DT
q»(x+e>=¢w) +ige) + 2 ?”fx) + ~v"'<x>

te " . e ——-‘P"“(x+ t)

R - I A I 1 . !

le quali ci danno il mezza dlarrestarei Ia serie : dopb due;

tre o . quafira,s e, - tarmiani , .calcolando, apptosumatmcnm il

valore dgl resto. @ - Vo
- §. 3. Noi abbiamo- detto chc dtp il quale espnme la diffe-

renziale prima di - 9, & egu'ale a d ? dx vale a du-e alla de

. l

rivata pnma dl ? prcsa per i'xpporto alla x4 ¢ moltnplxcata
per dx.: ,

- - FS TN - ? d? .
- Abbiameé anche veduto at §. ant., che 4y = =i

dunque  sar} o :
T E Y .

.

n | 49
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dp= ﬁzdx.: Sarx ciot la stessa cosa scrivere d(‘p , ovvero
__? dx.

ll differenziale adunque del primo ordine di una funziooe

de
@ sard espresso da e dx .

Scrivendo un tal differenziale in questa guisa si ha il vany
taggio di vedere l'appO!tO a qual variabile si deve fare I' ope-

razione di dx&‘erenzmzxone, cosi ——Jy ci indica, consideran-

do z come una funzione di y e di altre quantxth indipendenti
da y , ci indica dissi il di lei differenziale del primo ordine
preso per rapporto ad y, ciot il primo termine della serie
che esprime la differenza o I'aumento che riceve la 3, quando
in essa y diviene y -~ dy .

Nella stessa guisa invece di scrivere 4*@, (il quale ci indi:
ca invero il differenziale n®*m .di @, ma non si conosce rap-
porto’ a qual variabile' si deve fare la diff¢renziazione ) essendo

x la variabile ‘della differenaiazione , scriveremo T.T:'?dx"'i

Questa m_aniera di scrivere_i differenziali non & necessaria;®
quando le funzioni contengono una sola variabile. ‘

§. 4. L’ espressione dd; significa come ;bbiamo detto, Ia

differenziale nwims di @ presa per rapporto- ad x, e divisa

per la potenza peima di dx; in una tale espressione il demo- '

minatore Jxn fa due veci: Prima ci indica quale ¢ la vavia.

bile, rapporto a cui si deve differenziare , e quindi il numes

ro delle volte che I’ operaziong deve cssere ripetuta : egli &
T 3 di:
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divisore del nsultato ottenuto per mezzo della du&'erenuaz:onc, ‘
ed ¢ destinato per conseguenza a svanire dal calcolo: Cosl

. . . d . . -
I effettiva_espressione di ——= non contiene, ¢ deve riguardar,

8i 2ome noa contenere il dx.
Ma in che consiste quest’ operazione di differenziazione ?

Essendo g% dxs = dﬂ% .dx®, si vede, che per avere il

differenziale noimo di una fumziowe @, bisogna prendere la. deris
vata nesim della detta funzione, e moltiplicarla per una potenza
nesim Jell’ aumento di x, che noi indichiano per dx.

Duonque tutto cid che abbiamo detto ( Art. VHL ) per
trovare le derivate delle funzioni ‘i -una datd variabile 'x, ha
luogo per trovare i simili differenziali .

Travate le derivate prime, ¢ moltiplicate per dx ¢ otttuo
gono i differenziali primi : Le derivate seconde moltiplicate
per dx? ci danno i différenziali secondi, ec. "

Anche considerando i differenziali in- se stessi & facile vedere
che 8 avid il differenziale primo di una funzione @ .facendovi
x - dx invece di x, ¢ sviluppata- secondo le potenze di
"dx prendendo il gergnine ove il dx & alla prima potenza,
termine che avrd la forma Pdx. )

S’ avra altora dp == Pdx: Per avere il differenziale secondo
non facendo alcuna operazione sopra dx, che noi suppon-
ghiamo aumento indeterminato indipendente da x, si prenda
il differeneiale: primo - deél cocfficiente P, ciod si sostitmisca
#B % per x nella funzione P, quindi sviluppata secondo
le potenze didx) si preada il termine Qdx , ‘nel quale- dw
¢ tffa prima potenza, e s'avrd allera dP = Qdx, ¢° pcrcxb
d’(p =dP, #x==< Qdx*, e cosi di seguito. °

CSi -

-
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Si deducono adunque i differenziali ugo dall’ altro per -la
ripetizione -della medesima operazione : - Bssi_ sono . gpantity
derivate legatc fra loro per la legge “di differenziazione , la
‘quale non & diversa in sostanza da quella appartenente alle
derivate dell’ Articolo VIIL

Non sara inutile una osservazione: Le - espressioni- %-‘ ,

..

d*e Goomb o
i sono come si & detto . xdenucamcnte Ta stessa cosa '

che d%, d’-$ s €C. ; e€sse sono dunqpe ,fpniioni della
variabile & indipendenti affatto da dx., € che non lo cons
tengono in mods aleuno; Egualmente —:-: "} Ia differen.

ziale di @ rapporto alla variabile x e divisa, per dx s
Essa ¢ dunque una funzlone di x che non contxcne dx =

2
la "f,—% ¢ la diffetenziale della funzione %E— rapporto alla’

M - Fooa 00 s '
vanabnle x e dwnsa pcr dx questa esprcsqmnc i,, ¢ anco-

Ta essa una funznonc sola di x _senza contenere dx, e cosl
dell’ altre .

Ora indicando la differenziale di % rapporto ad & ¢ die

dp
. . - ‘L‘dx
visa per dx per oo si suol ' nclla mamera ordmana d espn. :

mersi in calcold d:ﬂ'«cnulc‘, dire: L’ espressione
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299 dg

“dx A Ty d2e ‘ . .
i ° lo stesso’ che - ovvero o quat{Jo nel  differenziare
do

2y {f suppone costante dx ; ma per quanto con questo pric-

Ciplo & ottenga - ancorz —-7 come 3Opra,.purc una tal ma

niera di dlre é ermnea. Non si fa alcuna operazione sopra

de
dx

ne, ¢ non perche ei sia costante, come si dice eomuaemente:
Vale lo stesso per i differenziali degli ordini superiari .

il Jx di —-, porché eﬂ'etnvamente questa —— non lo contie

§ 5..Noi. abbiamo sopra veduto cbe‘;‘d?l’—j ¢ .ideaticamente
b stessa cosa che 4E, edin geaerale che €% & Ih stessa
x 7 - dxn

cosa che d"}% , € che si fa precisamente Ia stessa operazione
. \

per ottenere ciascuna di queste espressioni; nor sard aduaque
inutile ossesvare come si pud 'can'giard qualunque ' espressione,

?

nella quale vi siano le derivate 2 p in un’aftra identicameas

te la stessa, nella quale mvcce di quelle derivate si troviae

le espressioni differenziali 7}-{; .

. Servirk per questo lastiando nella derivata lo stesso idice
al 4, cangiare la barra recurva d'indicazione in' sbarretta di
divisione, ¢ mettere invece di »* la simile potenza dx> di
ax e . -

Quest.‘
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Quest’ ‘osservazione ci da. la: manjera 'di: éapgiare facilmente ;
¢ quasi senza alcuna. riflessione. I algositmo atl -..q‘uale:':youcq
0o essere stati scritti certi risultati. -+ . v o v -

Avremo in conseguenza i differenziali primi’ delle funzioni
semplici di una variabile x, ciok .di x™;- kv, :mar, 005 %y 8% o
espressi come segue , PRSI

- dxm ==rmxmrride 2o SR

da* = a*la.dx ‘ “ i

dlx =£—x—
x

dsenx == cos x.dx

deosx = —senx.dx,

moltiplicando per dx le “derivate prime ‘delle stésse funzioni
titrovate al §. 4. Articolo VIIL ‘

Bgualmente se per p,q,7, cc. si rippresentano delle fuazio.
ni semplici della variabile x, noi abbiamo trovato al §. 5. del
citato Art., che essendo y =ap < bg—-cr ~4=cc. (a,b,¢ cap:
presentano quantitd indipendenti da x ) sia ha

Y= ad2 ¥ WL ol e,
dx_adx-l-bdx-l-cdx-l-ec.,

e percid nell’ algoritmo differenziale avremo

d _ Al
Tx—_adx-'-. dx-+cdx -+ ec

¢ woltiplicando per . dx . :
2 = dy = a—-dx+b.5‘1—dx+ LAy

che pud ancora sctiversi cosi -
, dy == adp 4 bdq = cdr = ec,
quando in tutta gquesta espressionc non vi si contenga che

la variabile %,
Si
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* Si deduce di:qui:' 'Che per-avere il differenziale di una fum
Zione <com'p:¢frta idi pises sermrisi come ap == g == cr <= ¢6., essendd
a,b,c,ec.p.q,r, ec. come' abbiamo sopra sapposto, conviene
prendete il differenziale di cinscun termine sepavatamente : L’ ag-
gregato di susti guésti differemiali & il di ferenziale che s ri
cerca »

Abbiamo parimente dimostrato ( §. 5 Art. vm. ¢he -
facendo "

y == apqr ec.

y = —aqf- s avr}

y ’ . _fL l_" . .
A% = apgd— - aprd-- 4 argd= -_|-:¢c.

|

S Z
28— aqd}— -—ap Jx

x 9%

Dunque nell’ algoritmo differenziale avremo

d
di apq + apr-E- -l- arq— 1= cc.

[

ay __ 417;-4-. de
dx — ‘qT 4

Di qui si ricava facilmente
dy = apqdr — aprdq = tqup oj= cc. .
dqdp — apd.
L dy = qpq&apq
Questi risultati ci danno la maniera d’avere i differenziali
dei prodotti delle funzioni pyq,r, ec. € dei quozienti delle
dette funzioni p, g, r, ec. della variabile x.

\
i

$ 6
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§. 6. Indicando sempre per p, g, r, €c. delle funzioni sem.
plici di x, si & veduto ( §. 7. Art. VIIL, ) che se si ha
y = F(p, q,7, €c.), ovvero semplicemente y = F, rap-
presentando per F una funzione qualunque delle quantit
?yq,7, €c., aviemo .

L =ik .’d}ff -+ d%.d% +4.”:.4-’; <+ ec.

Dunque

dy __ dp dF dg- dF dr dF .
dx—dx'dp+dx'dq+dx'dr-+ec"

¢ quindi :

_"2. __dF LA x+dF dqd +.‘£..f1_r_.dx+ec
dx dp " dx dq

Ovvero supponendo che vi sia la sola variabile x

dy =—dp+—d -I-—-—dr -+ ec.

Ciot: La dmﬁ'renz:ale di F(pyq,7r,) € eguale alla somma dei
differenziali della stessa funzione presi per rapporto a ciascuna
P, qs 7, ec. sepavatamente, come se queste fossero delle wariabili -
indipendenti .

Per mezzo di questi principj si pub sempre ottenere il diffe.
renziale qualunque di una funzione data ‘qualunque di x:

Per esempio se si avesse
*

y == asen.x =V cosx ~ log. x ~f )": » € 8¢ .n¢ VO«

(@a—g=bx
lesse il suo differenziale primo, si supporrebbe sen. x==p,
con.x 4 log.x =g, 0" =7, a v bx==s; fatte quindi le
sostituzioni si ba K
y=ap = Vg —
\ V ' 1
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H differenziale di questa ultima espressione ¢
dr mrds

—_ dq . '
dy_adp-}-iqu— = T | ol

dp == dxcos. x

dq\_-_- o= d% se1t. X =4 i: == (!-x;en. *) dx

dr = a*la.dx, ds = bdx:
Dunque sostituendo avremo dy ==adx cos. X ==

x (t—x:&n.x)dx a*la.dx .ma*bdx

2 xV (cos.x+log x (aq-bx)» ~ (a=bx)mts’

e questo sara il differenziale primo dell’ espressione proposta:
St vede come potrebbero aversi le differenziali, seconde, terze
della detta funzione .

§. 7. Al §. 9. Art. VIII. abbiato dimostrato che se
F(x,y)==o esprime una equazione fra x ¢ y ed altre quan:
titd indipendenti da x e da.y , ¢ percid. costanti riguardo ad
esse ,; sussistendo la stessa equazione F(x,y)==o, cht indi
cheremo pid semplicemente per F==o0, sussisterd anche I"es
quazione alle sue derivate prime

. F v £_ .
) cdodl ds =,

Sussistendo I’ equazione (1) avri luogo anche I equazione
alle derivate prime_ di essa, ciod T equazione alle derivate
seconde della proposta, e cosi di seguito; di modo che data
una equazione fra due variabili x,y si ha vna infinity d’equa.
zioni prendendo le derivate prime , seconde, terze, cc. di
essa, le quali tutte avranno luogo insieme con lei.

Ora se I equazione alle derivate prime

- . d
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1_— + dy d—— = o.

Si moltiplica per I'aumento mdeterminato della x, ciot per
w 5 1’equazione avrd luogo egualmente, e sard anche
(rl£ + d< .d-F-)w = o.

x X y ‘

11 primo membro di quest’ ultima equazione &, come st
puo vedere al citato §., il sccondo termine dello sviluppo
di F(x,»),.quando considerando- y come uma funzione di
x, si suppone che x divenga x~}w; evvero il: primo mem.
bro della detta equazione & il primo termine della differenza
o aumento, che riceve tutta la funzione F{x, ») 10 conseguen.
za dell’ aumento w deHa variabile vos Questo termine dunque
¢ il différenziale primo- di F(x,y): Dunque quando si ha
I equazione F(x , ¥ )==a, anche il differenziale primo di. lei
equagliato a zero sari una equazione, che ha lyogo insieme
con essa: 1l differenziale secondo eguagliato a zero, ci da.
rebbe un’ altr’ equazione e casi di segwito ¢ . .

Questl differenziali di una funzione F¢x, ) quando y si
suppane. funzione di x, si possono ottenere, o prendendo le
derivate simili, e cangnandole in differenziali come si ¢ detio
sopra ; ovvere-seguéndd le regole per i differenziali’ 'date al
§. antecedente.

Qualunque regola chc si segua , P equazlone F == o ci darh
' equazione differenziale del pnmo ordme

—-.——— =0
Ty de'== o,

i RIS 5 3
che ha luogo insieme¢ con lel .

Indicando per 4F==o0 una tale’ ‘equ‘azibne;' per - &5F Ia
“ differgnziale di dF, e cosi di seguito; I'equazione F=o
s 1 Va dara
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dari origine alle equazioni differenziali
dF = o del primo ordine
d*F = o del secondo ordine
“d’F == o del terzo. ordine
ec. ece
Pcr farne un esempio, supponghiamo che s abbia fra
wy I equaznone
%%y o= by? o= x® == o :
troveremo subito, prendendo il differenziale primo ‘di questa
equazione , un’ altra relazione- fra x', y, ciot

A}

2xy dx = x’%dx s zby—di- dx + 3x%dx = o, ovvero

21y o 22 o by T gxP o,

poicht & indifferente che tutta I’ equazione sia o no moltiplicas
ta per I’aumento indeterminato dx. - . S :

Differenziando la ritrovata equazione, ‘s’ avri un’altra relas
zione ai differenziali secondi della proposta Che ha luogo in«
sieme .con lei’, cnoé :

23’ sz_'_ 2x¢q dxz 2x_dy__dx2+x2d !/dxz_l_ 2bdy dyd 2
= 1”'3"‘2-— o: OVVero tatto - dxwdmdo per  dx*,
‘. 2y+4x—‘+xzdyd"z+25( y) +bx

e cosi di seguito. : .
Avvertendo che ¥ ¢ conuderato fpnz;ode della sola x, Si

potrebbe scrivere anche dy’ per — dx e d’y per —-dx .

- e equazioni differenciali .servono. a. ﬂetcrmmare i d:ﬂ'cren-
zmh dei differenti ordini di una futmone y di x, quando

questa
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questa ‘non & oma fungiopc: esplici, ma & data per una equa.
zione fra x,y ;. cost se F==o & questa' equazione, il di lei
differenzisle primo ci da

4

Ll o7 L _‘1&

dy ¢ dx
'E;dx—"- gf_ dx.

dy.

. Prendendo i differenziall dei duc membri della ritrovata
equazione , noi potremo ottenere il differenziale secondo.
:—:%dxz; qqindi il terzo, e cos# di seguito: Tutto cid non
ha veruna difficolth.

6. 8. Passiamo a trattare delle differenziali delle funzioni a
pit variabili . ,

Se z ¢ una funzigne f(x,y) di due wvariabili indipendenti
fra loro, quando x aumenta di una quantiti qualunque w, €
d'un’ altra quantitd qualunque 8, la quantita 2 che allora di.
venta f(x=w,y—8), si pud sviluppare in seric ordinata
per le potenze ed i prodotti degli aumenti indeterminati v, 8-
Questa serie secondo cido che abbiamo detto al §. 9., Art.
VIIL, & ‘

®

T 2. . 3
Pkl S TP e
| 3 2 3 3w
-l-d;.ﬁ-l—d-—oﬁ-l—d;r.T—l—ec.

' 8
dfa--;-l-d’;:-ﬁ.:e- -+ ec.
s

. ~ ' On
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Ora tutta questa seric ecéettuato il: psime.’tetmine z,:2 4’ 2ue
mento che riceve z, in virth dei due sumenti; w, 8 intlipens
denti fra di loro, ed appartenenti alle 'due vagiabili x,5

Questo aumento si chiama la differenza di 2, mentre gli
aumenti ®,8 si chiamano le differenze dx x exdi y.

I termini poi che compongono questa differenza , astracndo
dai divisori numerici, si chiamano differenziali parziali di quell’
ordine indicato dal rango, che occupano nella differenza.
Cosi di—w, d-;— 8 sono due differenziali - parziali del- pris
mo ordine: gﬁw‘, :x:y wd, :\:;61 sopo tre diEerenziali'
parziali del secondoe ordine e cosi di seguito.

Scrivendo questi termini con I’ algoritmo differenziale, ciod
ponendo ‘dx per w, e dy per 8, e cangigndo..la carattemtica
delie derivate nella carattemtxca differenziale , -.avremo

dz
. L |
per le due differenziali pamall del primo ordine: : ' 1

adzz . dzz o dzz . ST
——dx*, ——. ——dy*
dxz X 9 d dy dxdy t4 dyz dy . N

per le tre differenziali parzxah :del secondo, e cosi di segmto.

Avvertiamo anche una volta, che nelle espresslom come
d2z
dx dy
secondo di z deve essere diviso per il prodotto dxdy y ma
che questo stesso differenziale secondo deve esser preso dif-
ferenziando una volta rapporto all’ x, ed una rapporto ail'y.

E’ poi indifferente I ordine da seguirsi nel fare queste ope«
razioni di differenziazione, ed ha luogo parola a parola lo

StCSSO

/

, il divisore dxdy non solo ci indica che # differenziale
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stesso Teorema che abbiamo dimostrato per le derivatg (§. 9.
Arg. VIIL ) Cosi per avere il .differenziale parziale

4 dxmdyn

. dx'"d "
si pud incominciare dal fare la differenziazione rapporto ad una
variabile un certo numero di volte: poi passare alte differen-
ziazioni rapporto all’ altra variabile, quindi tornare a differen.
ziare rapporto alla prima, ¢ cosi di seguito iq quell’ ordine,
che pid ci piace.

§. 9. Data adunque una funzione 3z delle due wvariabili
x , y indipendenti fra loro, facendo aumeatare & della quan-
titd dx, e y della dy, avremo ‘

dzz dx? .d3z  dx3
F4 + .—-—dx + _2_ 7;‘3— o — + €Cs -
dz d3z . dx2dy
-+ E -+ ——=.dxd ax2dy 2 == ¢c.

d?z dy2 -2 ds? dxdy"
dy*" 2 dxdy?
d3z dy3

=}= €Co

R + dy’ . ‘2"—;' + €Co
1 == ec.

. .

d
dy
mano i differenziali parziali di z del primo ordine, il primo
preso rapposto alla variabile x ; il secondo rapporto ad y.
Alla sgpmma dei due differenziali parziali del primo ordine,
si di il nome di differenziale totale della stessa z del primo
ordine , ¢ ' indica semplicemente per dz; di modo che si ha

Noi abbiamo detto che i due termini %- dx o ——z—dy si chia,

.

‘ dz dsz
dz' = s dx == .7!1- dy : .
Dunque
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Dunque per avere la differenziale totale del primo ordine
di una quantita z funzione di due variabili indipendenti , con-.
verra prendere le differenziali parziali del primo ordine della
stessa 2 , ¢ sommarle. '

Se la differenziale totale dz della quantitd z , si differenzia
prima per fapporto ad x, poi per rapporto ad », e se si
sommano le due differenziali parziali della stessa dz, s’avrd
la differenziale totale del primo ordine di dz, che §’indicherl
per ddz, ovvero per d%z: E questa sard la differepziale totale
del secondo ordine della quantitd z .

La differenziale totale del secondo ordine sard dunque cosi
espressa

2
>z m‘%‘%dx‘ -+ 2 dey -+ d"y

Egualmente troveremmo ll dzﬁ’ercnz_lale totale terzo

dy = 122 dx’ "‘-"az‘d‘ Jdx?dy 43 &:i%_.dxdy"-i-%;: dy?,
e cosi dl segulto . ' ‘
E’ facile dopo tutto questo vedere, che potremo mettere
lo sviluppo superiore sotto questa forma pid semplice
z-l-dz-l-iz—z-l—daz . d*z
2 2.3 2.3.4
intendendo per dz, 4%z, d°z, ec. le differenziali totali del
primo , secondo, terzo , ec. ordine.

Se per dz 8’ indica la differenziale “totale di una funzione 3
di pid variabili, % esprimerd il rapporto della dz alla dx:
Ora abbiamo detto al §. 2., che per -g:— s’indicava la dif-

ferenziale di z presa pér rapporto ad x soltanto, o la diffe.
. - 1cne




CALCOLO DIFFFRENZIALE E INTEGRALE. 16¢
renziale. pa:znale rapporto ad x e‘dwns'a pév dx 5 dunque I istes.

dz
sa esprcssnone — puo av:re due dlvem slgmﬁcatl ; A fiae

.

di non confondoth st @ nntuagmato per ‘distinguerli di scn-

vere 11 secondo fra_«du; parentesi in questa ‘guisa (E‘)-; Cosi
< LT : B R T o "o

e s L d ) o .

d’ ora in avanti _Ei—‘ esprlmeré il rapposto della differenziale

totale di z-alla M‘renzlarc della vanablle X, mentre

(— sarh una espressione slmhohca, che ci cspnmerh la dif.

ferenziale parziale-di z presa’ per rapporto ad x, e divisa
per dx. Nella seconda espressione il dx del ‘denominatore &
destinato a svanire ad operazione eseguita .

| Queste due - diverse espressioni si tiducono; alla’ medesima

quando z & funzione di una sola variabile; nella medesima
| : \
i 2

} maniera g;—f— ci rappresenterd la differenziale totale seconda

. . 2 . et . )
di 2 divisa per dx? , ‘e (d—-’; la differenziale parziale secon.

; da di z presa soltaato rapporto ad x ‘e divisa per dx? , ¢
‘ cosl di seguito :

Per una tal nuova maniera di scrivere si avr}
|

- | dz.._( )dx-h(—‘)dy

epercnb ;—- dx)+( P e
Egualmeute ' | '

23 = (‘Z—:’i)dxz.{_ 2 ady)dxdy-‘- %;)Jy?', e quindi
‘ ' X / d*z
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d?z d3z @22\ d : .
axz = \ax? ) (dxdy dx dy? dxyf’ ! e cosl -di
seguito . Troveremo in appresso utilissimo quett algontmo .
§. 10, Al §. 13. dell Art. ant. abblamo dimostrato questo
" Teorema rapporto alle funzioni derivate : Accid due funzioni
F , F' delle variabili x , y indipendenti fra di lovo, possano es-
sere prese ambedue per delle determinate funzioni derivate di una
stessa fumzione % ; atcio per esempio possa essere -
F = d”"*"'bz-a,e Fe=dr+e 2 , deve sussistere fra F
xmyn XPYyT

‘ 7
ed F' questa velazione -dr +«1L = Jmn F .

v

xl’}? xmy
Questo Teorcma da . origine. ad. uno stesso Tqorema per i
rapporti differenziali  parziali: Accio - possa  considerarsi

m-t+n
F = ( dr dyz) s ciod affnché possa prcmlem la funzzone F per
dxmdy®

il differenziale parzzale di 3 preso m 'volte rapporto ad x, ed n
volte rapporto ad y 4 e quindi diviso per dxm™ dy» ; e mello stesso

v d’ +qz . 2 (- TN . . .
tempo. F = )y ciog | F .eguale al_ differenziale  parziale

dxp dy1
della stessa %, prevo p volte -rapporto ad x, q wolte rapporto ad
9y ¢ diviso per dxedyt, dovrd aversi questa equazione fm
F,F, dr'-qF) (dm‘nF') .
' dxr dy1 dx™dy" o
Vale a dire : dovra il . di#’crm;xa‘le par{:ale jx F preso p wolte
rapporto ad X, g wolte rapperto ad y e diviso per dx?dyd, esses
ve eguale al differenzialé . pavsiale di: F! prg:} " wolfe ¥appovto
ad x , n volte rapporto ad y e divise per dxmdys, S
s. 1t. Di qurssgue che. accid. ‘am espressione de+g;ly
possa essereé ‘presa’ per una . da&knzxate totale del primo

- -

“e Ol
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ordme di una. fqnznoﬁe lz,, \ctoé possa ‘esser presa per

)d + (—) dy convmi che fra P c ,Q_ Vl sla questa

relazione (—) ( "Q)

: Egualmeute “aocid  uma¢ espressione: =de‘ 4 Qdxdy == Rdy?

possa essere presa pér una diﬂ'erenznale totale del secondo
ordihc di una quantitd z, cnoé per

7;; ) dx* + 2 (w) dxdy + (%? )Jy", converra che f'ra

P, Q, R vi siano le r_elazxéni espresse da queste equazioni

. ED=(ED
&)=
TR =)

Nella stessa maniera’ si potrebbero trovare fe relazioni, che
devono aver luogo fra P, Q, R, §, accid la funzione diffe.
renziale Pdx? <= Qdx*dy -4 Rdxdy* <= Sdy*®, fosse una diffe-
repziale esatta ‘del terzo - ordine di una quantith z; -ovvero
accib potesse -questa espressione prendersi per

3 3
g+ o) oy (@&)M’-'- ()
¢ cost di seguito.

§. 12. Sia z-una funziene d:lh vambnlr X, mdnpendcntx
fra loro, dati: -per ‘una" equazione "V z=4o:, essendo ¥ uma
funzione in x,y,2. No‘; abbiamo- veduo -al §. 7. che esic
stendo I’ equazione ¥==o0, ha luogo anche : l’ equazione diffe.
renziale del primo ordine

Xa . ()
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4 ,
(x)..!..(‘W)Jx-l-(’ ) ( dx"—-d’ :

la quale 8 ottierie Jxﬂ'erenznando la p;opoé‘ta v@mppos"none

di y costante : Supposizione che - lygvttxma,,fpolohe xey
essendo indipendenti, uda non risente la variazione dell’ altra,’
e percid sono. gogtansi tna;:, riguprdo.dell’ altra: Quosta equas
zione si_ chiama' il-diffecenzialy pargziale ,dfll’ eqpazione V=a
preso a riguardo di x: Egyplmenge ¥ =50 di origing all’ altra
equazlone dlﬁcrenzlgle pa(zlalc del pnmo ordme ngqatdo

" (e () () =

Avendo luogo le due cquuwm )y %) quando ha luogo
I' equazione ¥ =o, a’na agche lu?go‘ upl medesimo tempo
1a di loro somma (1) 4~ (2) =, %iot .

[+ =+ 6+ ]”y=°
che & la differentiale-tomale. di- V:;.,—..o ciog dlk.,.o. L

Si .ha: dunque questo -Teorema:. Data Lrquazione Ve==o- fia
tre variabili Yy %4 4§ CUi HhE. poF em)wm 2.5 cousidera fun-
zione. delle. altra: dye csm;do queste md;peudutx fra di loro,
se si prende la-differenstiale; pavaiale di\ essa, facewdo. solo variare
x o € S-eguaglia @ zey0 ; e v ne prmd' Je diffsrenziale . parzmle
atsribhends In variabilita adly, e s eguaglza 4 .zero; e in fiue
se si_sommano le due diffevenziali parziali che oquivale ‘@ dive se
e prende la diffexenzialé dopals facends sutio; wpriave o ¢ 5 @Quas

16

glia parimm 4 ey 'S awanne <m-eqmaioni~ S g
dy)y ( ) 2 e

( + d‘\ )Jx e )'.\ﬂl ‘ ’ 'l: ol
: SN s 8

ol s 7. 4
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Dy ENF) =

dV =o,le quah su:s::teranno, ed avranno lnogo insieme con
le data V=o. _ .

. Osservando che 2 essendo una funuone di x ¢ di y,la
dzﬂ”e:enmh stotale: di 2 & ., '

ek )dx-'-( )fly».,.

e facenda, questa. sogtituzione Nlmquazi'one qu‘i sopra trovata .

(1) 4= (2) == o, ¢ ottiane per -uoa- tale equacione . questa
forma pid semplice i3 et

(ﬂ)dx -!-(‘W)dy + (iu—/-)dz =0, - ’:‘"\

che & la differenziale totale- della proposta, ottenuta prenden.
do la somma dei differenziali parziali di ¥ per rapporto ad
x4y € 2, considerate queste come indipendenti,. Ira lqrq sed,
eguagliando la detta somma a zero. e o
Accid dunque una equazione proposta de-l—,Qdy—l—Rst:::n
poua asscre presa per la {iaﬁ‘cmnzxalc totale ‘d’un’ cquamone

V-_—..o,‘cioé sia'P=(d ), Q= (‘W) R-—-—(

dovremo avere queste tre eququom di condizione.. i, .-

(22 = (22), () = (%), (22) (22,

Egualmente spssistendo una equazione .V ==o /fra; ¥ p 3,
fieroio: che’ abbiamo dimostrato ak §. 7.,. haooe Rogage .qus.
sistona I’ cquaznom differenziali rapporto ad x _( che. si chia-
mano parziali , poich essendovi nell’ equazione un’- altra “va
‘rlabnle ¥, vengono in consideraziene i differcnziali, rapporto
a tutte le variabili, cul si & dato il nome di zorali ) del se- ~

¢ ey

3 condo,
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condo , teszo, e¢. ordine: Come pure hanno luogo I’ equazios
ni differenziali parziali rapporto ad y del sccondo, terzo o
quarto , ordine ec.

Prendendo le differenziali parziali rapporto ad y, delle
equazioni differenziali parziali rapporto ad x, e viceversa,
s’ avranno altre equazioni che sussisteranno insieme con. V==o;
ed in fine sard ben facile vedere che "anche qualunque coms
binazione di queste equazioni differenziali -parziali, avra luogo;
e percid le differenziali totali di qualunque ordine " dell' equa-
zione V== o saranno equazioni, che sussisteranno ed avranno
luogo iasieme con essa. ‘.

Da questa considerazione si deduce un’ importante Teorema:

~ - TrorREMA.'
R S . .o T
- Datn ‘una \equazione_qualunque V=10 fra tre variabili x,y,z,
tutte Iequazioni differenziali parsiali che si possomo da essa de.
durre: sowo legittiime ed banmo luogo* insieme ; come pure le equa-
siorti differenzinki rodbali di. qualunque ordine sussistono - ed hanno
Iuogo mmme con lei. / ' -

Que!to Teorema ¢ ordinariaiente supposto nei dwetsx trat.
tati di calcolo integrale, ma non dimostrato..

Quanto abbiamo detto si estende facilmente alle funzioni
ed equazioni @ un ‘maggior namero .di variabili senza la mid
nima difficolti : Crediamo adunque inutile thttenervisi .

« §. 13. Abbiamo  veduto - al S 24. Art. VIII. che -essendo

P+ Qd’ == o un’ equazione derivata del primo ordine fra

~c,y ¢l denVa*a d.., , 8i poteva trasformare quest’ equas

s AR SR -

' ' : zione
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zione ‘in un’ altra, nella quale si considerasse x come funzione
‘di y, ¢ che in conseguenza contenesse la derivata 42X della

- » J
% rapporto ad y. Questt equazione trasformata era

PAE 4 Q=0o. Ora cangiando, percid che si & detto sopra,
>
I algoritmo delle derivate in quello del calcolo differenziale ,

. 4 ’
si‘avré per la prima equazione P -~ Q. 2% = o, ¢ per la sc.

conda P.%% 4 Q=0o.
dy

L’una e I'altra di queste equazlom ci da Pdx == Qdy=o0.
Danque questa stessa equazione ci rappresenterd e I’ equazione
differenziale supponendo y funzione di x , ¢ I'equazione diffe.
senziale supponendo x funzione di », e cio - secondo il signi.
ficato che si di al dx, e al dy . Nel primo caso dx & I'au:
mento indeterminato di x, e dy & il differenziale della 9, ciod
il secondo termine nello sviluppo di y per le potenze di dx,
allorche invece di x, di cui y ¢ funzxone vi si pone xefmdic:
Nel secondo caso dy & I' aumento indeterminato dela varia.
bile », e il dx & il differenziale della x considerata come fun,
zione di y.

Al luogo citato abbiamo anche veduto , chc r equazmn;
del secondo ordine '
OIS P-l-,Qd% -I—R.dz;y; =0 .

si trasforma in questa’
. —3 .-.2-

(2o PAS 4 Q4T Rd‘fz— =o"

y-v

Nel?
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- Nell’ equazione (1) ¢ considerato y come fanzione di' x,
" e nell’ equazione (2) viceversa si considera x come funzione
di y . Queste due equazioni scritte con I algoritmo differen-
ziale divengono

2
(£ P+Q‘1"+ Rd"c:o
. dx _ dx_
(2)..--.P +Q dy Q.

La prima ¢ una cquazlonc dxﬁ'erenzlale del secondo ordio®
tiguardando y come funzione di x, e prendendo le differen.
ziali di y rapporto ad x: La seconda ¢ una ‘equazione pari-
mente differenziale del secondo ordine, nella quale si & trasfor-
mata la. prima, considerando x come funzioné di y e pren-
dendo i differenziali di x rapporto ad: y. ' v

Ora ! equazione ()’ ’

. . , 1 W

. P dx -+ ,Q_ — R —Zy—f_— =o0

divisa per dx?y e moluPhcata per dy? diviene
R4 d2x'
(3)...~P+Q di L =0

E quest® equazioné (3);- che tiene - Juogo dell* equazione (2)’
¢ una equazione differenziale del secondo ordine, nella quale
x'si considera funzione di y: La quantitd dx ¢ il differenziale
di x rapporto ad », ¢ dy ¢ I'aumento indeterminato delia y.

Cid premesso , é—’: esprimendo il differenziale di y preso per

rapporto ad x, e diviso per dx, & chiaro che questa & um

espressione simbolica, la quale ia sostanza non contiene dsx ;

cosi non si potrebbe fare alcuna operazione sopra dx, il quale

nog vi comparisce che come un’indice destinato a svanire
: ad
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ad operazione eseguita ; pure consideriamo per un momento
dy . e dx come due nuove variabili funzioni di x.

S’avra in questa supposizione
d; d?y dy d*x
4 d:: dx = dx* dJ:: dx?
come & chiaro per le regole della differenziazione.
Ora se delle due dx, e dy una sola fosse variabile, e 1’altra

costante , noi ayéremmo d fl%: dx = costaae«

y
dx?
Jy d*x

e dY .2 —
te dx ,. e d—..dx._ o T

quando ¥ costante dy.

Si consideri adesso I’ equazione P+Q -l- Rd dy tdx=o0:

Questa si cangia ncll’ equazione (1)’ quaudo dx é costante ,
¢ nell’ equazione (3) quando dy & costante.

Ma P equazione (3) ¢ la stessa cosa che P’ equazione (2)’,
dunque :  Trasformare una equazione del secondo ordine

A}

P+ dy -+ R d y = o ove y é considerato funzione di xy

in un’ altra in cui sia x riguardato come funzione di y; equivale

a dire: zrasformare una equazione differenziale del secondo erdi.
2
ue P~ Q gz R é;’,_'- == 0 ove dx ¢ supposio costante in

un’ altra nella quale sia costante dy .
Questa seconda espressione non & csatta, ma & in uso nel

calcolo differenziale .
§. 14. La derivata dell equazione P —j= ,Qd% == o0, consi.

derando y come funzione di z, &

Y (B)
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—2
p Py L 4 12 Y oY g
(B).ordg de dl a8 42 4L 4 0 E o
Parimente la derivata di Pd% —~+Q =o, nella quale si riguar.
da x come funzione di ¥, ¢ ( §. 24. Art. VIIL )

—2
(F).. d-—.‘zw+d~.d-+d£+d3- d-—+,Qd’-v-o.

Le due equazioni P - Qd};— =o0, Pd;—-l— Q = o scrit-

te con I'algoritmo differenziale si riducono alla Pdx—+ Qdy=o:
L’ equazioni (E) ed (F) scritte col medesimo algoritmo si
céngiano in '

B (G )+( +(dx (G +«;’zz-°
(py...( +(3) 5 + (5 )"'( dzx""‘
Ora facciamo 3—{- = p: Se consideriamo per un momento dx

¢ dy per due nuove variabili.come al.§. ant., differenzian.
do P - ,Qp:o, e dividendo per dx, avremo

)+ (P +(@D)-2+(5) fara=

dp __ d’y dy d2x:
M =~ o 2

dunque se delle due dx, dy

Bna ¢ costante ¢ I altra variabile avremo per dx costante %
x

dy dx

d_x el ovvero

— 2y, dp_
=5z ¢ pcr dy costante =

p ( essen.
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( essendo per I equaznonc Ped=Qpmoy p== =—— )

. . . . ) d,
Se nella ritrovata equazione si sostituisce per 2% s I espres.

sione gyyz essa diviene I'equazione (E)'; e se vi si so.
A :

e dp P d3x
stituisce per - I espressione Q CdxTo si riduce ,

- . . .. dx?* , .
moltiplicando tutti i tuoi termini per 73 all’ equazione
y

(F) < N . .
Dunque ¢ la stessa cosa 11 dxre L’ equazione (E)' ¢ la diffes
renziale di - Pdx =~ Qdy = o supponendo y funzione di x , ov.

vero I’ equazione E)' ¢ la differenzicle di P~ ay = 0 sup.
q Tx P

ponendo dx costante:'Come pure & la stessa cosa. il dire: L’ e
guazione (F)' ¢ la differenziale di Pdx == Qdy =0 supponendo
x funzione di y , ovvero I equazione (F) ¢ In d{ﬁ”mn,ziale dells
stessa supponendo dy costante . _

Questa ultima maniera d’ esprimersi & mesat(a poich¢ ci
di per dx I' idea d’un vero divisore, che esista in 5_3: , mene

x

trc ‘egli ¢ un’ indice e nello stesso tempo: un divisore che

deve sparire nell effettivo valore di %:.‘Essa-p‘erb ¢ gcﬁc-

ralmente ricevuta nel calcolo differenziale »

- §. 15. Nella stessa guisa che noi abbiamo dimostrato al

§ 26. Art. VIIL , non potere aver luogo in una stessa equa-
Ya zione

-



173 ANALISI DERIVATA
zione, le derivate 42, d” , ec. 4%, d"i.’ ec. nello stes.
x Y y*
so tempo, poicht le prime suppongono che si consideri y
come funzione di x, ¢ le altre che si consideri ¥ come fun.

zione di ¥ , cosi non potfanno in una stessa equazione Sussi
. .. dy 4% e d?
stere le differenziali 2 , ...-Z;, ec. du , de, ec. ed una equa.
.dx  dx dy dy
zione che le contenesse tutte nello stesso tempo sarebbe in
generale assurda.

§. 16. L’ equazione ( Art. VIIL §. 27. ) alle derivate prime

P le quando si considerino ‘x , y funzioni di una terza
*

variabile #, si trasforma nell’ equazione Pd;:. -+ Qd ?;" =0;

¢ queste due equazioni scritte coan I'algoritmo differenziale

sono P-l-,Q..dl:o , I’%-ﬁ— Q‘.I.d-’l-_-.o: Nella prima si

riguarda y iuaz:one di x, nclla seconda x,y si considerano
fonzioai di una terza z .

Suppongbiamo che la relazione fra x,y,# sia data da ques_;tal

equazione qu(x, Yy % ’ d_y) =r, ovvcro_scmplicemcnte per

Y ==1 indicando per ¢ una funzipne delle quaqtu& poste fra
le parentesi.

Si potra da quest’ ultima equauone ricavare xl valore di
_-‘%’ﬁin x,y,e‘%y-,ovvero di ._m X,yy¢ ZT’ e fatte
le sostituzioni nella proposta, la si ridurrd ad una di queste
due forme Py ,Q Ay 2 =9 P'+,Q’ dx =o, nelle qqali la

varia-
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variabile rapporto a cui si prendono i differenziali & .
I coefficienti P', Q' sono funzioni delle variabili x,y.

§. 17. Trasportando all’ equazione differenziale del secondo
ordine

E....P+,Q_ +Rdx2=°

1 ragionamenti fam per I’ equazione derivata (§.27. Art. VIIL )
simile, dalla quale questa risulta, si concluder che data una
equazione differenziale del secondo ordine E, si patrd questa
trasformare in un’ altra, nella quale si trovino le differenziali
primé e seconde delle wvariabili x, » considerate come fune
zioni di una terza variabile 2. In qucsta trasformata saranno

d2 d d’
dunque le differensiali . y — dtf , dj ' 'Jt_; , di modo che

I N

dx - d’ le di loro espress:om datc (S 16.)

de ’ de?
per I equazlone y=1, ¢ per la differenziale pnma “di cssa

‘I‘Z’ =0, & avr} una equazigoe in x, », il

sostituendo per ——

dz

e 715‘_ nqlla:quale
%,y sono considerate funzioni di 7.

Noi avremmo -potuto egualmente trasformare la proposta

equazione in un’ altra fra le variabili x,y, ¢ le differenziali
dx d3x
ar * dt”
H-medesimo esempio che al citato §. 27. Are. VIIL , abbia.
mo fatto per le derivate , ripetiamolo per le -differenziali.
-L’ equazione rappresentata qui sopra per g =1, sia questa

y%. =1, ovvero ydx = dt. L’equazicae E, quando x,¥

sono funziooi di #, si trasforma in questa
: P
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dx d%y dy A*x .
. = o:
( ) + Q( dt " der = Rar e de2 i
. . ' dx 1 rlq d2
S - —y € =——3 . — Pt , come ci
Se ora vi si pone p per —— ¢© 2 - Per —3,

o g . . dx 1
da il differenziale di ‘-{-t- = —, aviemo
y

P~+0 +R' (

che moltlphcau per ¥? dxvnenc

—

P4 Qy -+ Ry?* % -+ Ry —41. == o. equazione alle differen-

ziali di y prese per rapporto ar: La x, che si ritrova nei
coefficienti di quesca cquaznone 01 consnde.u :0Qme  una {upzlq-

d
nediye dn t, data da questa equaztone y ~3'— = 1.

I\loluphchumo la mrovata equazlone pcr zlt ’ ed aviemo

Pdt* 4 Qydt. Jy-l—Ry .d‘y-}-Ry dy =o; e sc in_questa
sostituiamo pér dt, e per st le espressioni ydx y2dx?
la diverrd Co

Py2dx? - Qy2dxdy == Ry’d’y-}-Rydy =0, ¢ dividendo per
x2dx* 8’ avid in fine '

I...P-l-Q e (dxz - dxz) == 0; Questa ultix

ra_equaziong ¢ una equaziope , diffeienzidle, del secondo . ordi.

ne, nella guale si considera y come funzione Qi 7, parimente

x come funzione di ¢, essendo ¢ la variabile Fappoito a cui

si prcndono i differenziali, o quella il di cui aumento indeter-

minato w & "eguale ad ydx . Nel’ equazione E 'si considera. »

funzione di x, e le differenziali- sono prege- rapporto ad x 3
. Nelt’
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Nell’ equazione F che e la’ t.rasformara della Ey si considera x, y
funzione di ¢, e rapporto a:z si prendono o si considerano
presi i dxffercnznah_ dx e dy. '

. fo dy
Ora asserviamo che supponendo per un momento <, come
il rapporto di due \quantith, variabili dy e dx . si ha nella pro.

d2
posm cquazlonc E, invece® del termine® R—-—'g— il seguente
. ) . .

dj-; dx quando dx ¢ codsadcrato costante (S, 13)

Se la quantita che si considera costante nella differenziazione

del rappot‘to é?i.non fosse n¥ il.dx., nt il dy, ma la quantiti
X

yd.x .. non avcremmo allora d( ydx) =o, ovvcro

dy dx d3x 1 4y
de-*-ydxz =o,da cqn si ricava ot bl ot Ora

(§. 13.) facendo tutto variare nel detto rapporto .".IIZ si ha
x

I’ equazione

2 2
AV g =Py
dx T Axt . dx  dx?
2 N
in cui sostituendo per fi_i: il suo valore qui sopra ritrovato ,

dx
s avra

dy 4 <y z d}
d= :dx =
dx ax* T35 y i

Questo sard il valore di d?i; .dx nell’ipotesi di ydx costante .

Ponghiamo nell’ equazione

P
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dy a4 y
) 4 R
+Q— 4 R2 =
per %:_‘_ I’ espressione j:y -+ l . g_y__ y ed essa diverrd

P - Q d y “+ 5. ) =o0
y dx*®
equazione che E xdcntncamente Ia stgssa che. la ritrovata F.

Secondo la manfera ordinaria d’ esprimersi nel calcolo diffe-
renziale, I equazione & essendo una ¢quazicnc del secondo
ordine nella quale dx & supposto costante , I'equazione F si
chiama la trasformata della 2, quando iavece di supporvi dx
costante vi si suppone costante ydx ; noi tipetiamo ancora
una volta che questo modo di dire & affatto erronco, € con.
duce a formarsi una falsa idea-di cid che significano le espres-
sioni differenziali. ‘

Tutto cid che abbiamo detto sopra questo esempio parti.
colare potrebbe estendersi alla trasformazione generale di cui
abbiamo parlato: Il nostro eggetto essendo di mostrare a
quali considerazioni dipendenti dalla Teoria delle funzioni
analitiche ¢ appoggiata tutta quella parte di calcolo differens
ziale , che riguarda la trasformazione delle formole e delle
equazioni differenziali secondo che si prende un certo differen.
ziale costante , crediamo di non dovere entrare in un pid
esteso dettaglio sopra questa ricerca. Il fin qui detto pud
bastare per concepire quanto $i ritrova nei diversi trattatt di
calcolo differenziale a queste proposito.

§. 18. Non ci tratterremo nell’ esporve quei Teoremi, i
quali prescrivono le condizioni necessaric, onde le formole
differenziali a pit variabili siano differenziali esatte ; émperoc.

cht tali Teoremi esposti in tutti 1 libri , che parlano con
qual-

~
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qualche estensione di questa scienza, dipendono sempre da

. . . D . .. . . . qe d du :
considerazioni sopra i rapporti differenziali —=, — , ec.
A . dx ~ dx
(» ed u, ec. si considerano funzioni di x ) e dalla maniera
ordinaria di differenziare questi rapporti nella supposizione
di dx costante , ovvero supponendo che dx, non entri nelle
dy du dy du

espressnom 2c 3y ) €G- come ¢ realmente: Allora i dx

.3 . o o ‘ ' u .
cc. sono identicamente la stessa cosa che d% ’ d-xr , €C. € le

differenziali delle prime divise per le potenze di dx, .sono
identiche con le derivate di queste ultime. I ragionamenti,
che conducono a quei Teoremi, si possono in conseguenza
considerate come appartenenti alla Teorla delle derivate, e dos.
tati di tutta quella esattezza che & propria di questa Teoria.
Essi infatti non dipendono nd dalla supposizione degl’ infinis
tameate piccoli , n¢ da quella dei limiti, ec. € non risentono
percid cosa alcuna del poco rigore Geometrico messo fin' ora
nei principj del calcolo differenziale : Essi restano i medesimi
comunque questo calcolo sia fondato., -

§. r9. Una equazione fra due variabili x , y ¢ le derivate
J.‘)’ dzJ’

x
le derlvate si scrivono coll' algoritmo differenziale, ciod quan.

, ec. prende il nome 4 equazione differenziale quando'

2
do per quelle derivate si pone _"g. , % , ec L’ ordine poi

dell’ equazione differenaiale & dato dal. pid alto dnﬁ‘crenmalc _
d*y , che essa contiene .
Parimente una equazione fra quante si voghono vambxlx
®,¥ %, %, €c le derivate = " ° ,
Z d
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di’dv ,dV,CCQ d’ ‘ dlv’ €Cs -’
x y u x* xy ‘
prendt il nome 4 equazione ‘a diffevensiali parziali, quando a
quclle derivate si sostituisce queste espressioni

(&) (5) =(&) () -

T utto cid dunque che abbiamo detto nell’ articolo antecedente
sopra la natura delle equazioni derivate s’ applicherd parola a’
parola alle equazioni differenzialiy le quali non differiscono
dalle prime, che nell’ algoritmo col quale sono scritte. Non
sara perd inutile ripetere i teoremi dimostrati al luogo " citato ,
esponendoli nel linguaggio differenziale . 2

Una equazione differenziale dell’ ordine nesimo fra due varias
bili x,y, nella quale si considera y funzione di x, ovvero
le differenziali sono prese riguardo alla variabile x, cio che:
si esprime comunemente col dire , nella quale dx & supposto
costante ,- contiene o pud considerarsi contenere un numero
di costanti di_meno, che I'equazione da cui si suppone des
rivata ( Art. YIIL §. 1y ).

Alle equazioni dalle quali si deducono per le regole della
differentiazione 1e equazioni differenziali , si di il nome 2'in.
tegrali « Si chiama poi integrale finito quell’ equazione fra x,y
e quante si vogliono costanti , dalla quale per mezzo di =
differenziazioni. s’ ottiene una differenziale dell’ ordine nwimo,

Ha luogo . ancora il citato Teorema preso inversamente,
ciot: Un’ equazione finita couterrh o potrd contenere un nu-
mero:  di ‘costanti di. pid, che fna equazione alle dlﬂ’ereno
ziali n*time da essa dedotta . . ]

. Didta;upa equazigne . F==o fra: tre vambilx X,90%, e
quante §i vogliong costanti , i pud. sempre -da_essa -dedurre:

.

SN . un

\
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un equazlone a’ dlﬁ'erenzlah parziali . dell’ ordine n'"m la
(=) (e 2) -

quale nontcnga un numero 2
R D

. .
— 1 Jl costantt “di

meho che’la stessa F—o: ¢ wceveﬂh data un’ eqqamone a
differenziali parziali dell’ ordine n%ime;,’ I equazione -integrale
finito dalla quale si considera dedotta, deve contenere un
(n+l)(n+z)
2

quazione derivata medesima.

Se I’ equazione F=—o fosse fra quattro variabii x,5, 2,#,
H numero delle costanti, che si ritrovano di pit, o di meno
nell’ equazione integ‘rale finito , o nell’ equazione a,.differenziali

2 Nt N2 Nef=3:

parziali dell’ ordine pesime, & ™ —_1.

stesso numero — 1 di costanti di pid, che I’es

Questi due Teoremi si’ deducono dai. §§. 17., 18., Art,
VIIL. Si potrebbe egualmente dedurre dei simii Teoremi per
I'equazioni ad va pid gran numero dx vanzbnlf Si veda Ia

Tabella del §. 18. qui citato”.

" 6 20.Sia F(%,3,z,pp)=0 una equazione fra Xg¥s2%
e ¢p, rappresentando @p una fiinzione determinata , o indeter.
minata di p; e p una funzione conosciuta di ', y, z. Risulta
dal ragionamento fatto al §. ‘19. Art. VIlL, che si pud
sempre da questa -equazione dedurre un’ altra in x, 9, z,
| gf , %z, diﬂ‘crenziali paniaIi‘del primo ordinc la quale non
x
contenga traccia alcuna di quella funzione: Duuque essendo
data - lma equazione a - -differenziali “parziali fra re’ variabili
del primo ordine, si pud sempre considerare questa equazione
come il risultato delf’ eliminazione di una funzione qualunque
da una equazione finita fra le variabili e quella stessa funzione.
Za . Questo
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Questo Teorema & vero qualunque sia il .numero delle va
riabili: Una equazione a differenziali parziali del primo ordine
fra x, y, z.,u,ec. si pud sempre considerare come dedotta
da una equazione finita frs le dette variabili per I'eliminazio-
ne di una funzione (Art. VIIL §. 19. 20) . :

-Una.equazione a differenziali parziali del primo ordine (Art.
VIIL §. 21, ) fra tre variabili x,y,2 pud considerarsi dedoc-
ta da una equazione finita la quale contenga due costanti
di pid che essa, ovvero una funzione . Queste due equazioai
finite perd sono della medesima generalith , ¢ se data una
equazione -alle differenziali parziali del primo ordine se ne
avesse in qualunque maniera I equazione integrale finita, la
quale contenesse due costanti indeterminate 4,5, la si potreb-
be ridurre a contenere una funzione indeterminaja, facendo
b = @a , e -determinando & per I’ equazione

(&) + (%) (E) =0

Si indica qui per F il primo membro dell' equazione
F(%4%y,2,ayb)= 0 che noi supponghianso essere il -ri.
trovata integrale dpll',‘:quazi_qhe. a  differenze parziali. Se ne
pud di tusto qugsta yedere un esempio al lyogo citato .

Non meho interessante degli esposti Teoremi & quello del
§. 23. Art. VIIL, il quale ci mostra il rapporto fra I'.equa-
zione derivata d’ un certo ordine, e quelle degli ordini iofe.
riori, le quali appartengono alla stessa relazione di wvariabili :
Questo espressd, col linguaggio del calcolo differenziale & il
seguente : Una equazione differenziale dell’ ordine » fra due
variabili x,y ha ua numero »# d’ equazioni differenziali dell’
sidine % =1, contenenti ciascuna una costante di pid che
I’ equaziqne differenziale , da ogouna delle quali 1a proposta

: A pud
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pud essere dedotta per I’ eliminazione di quella costante in-
determinata . .

‘Noi avremmo potuto dedurre i Teoremi contenuti in questo
¢ nell’ antecedente §. , dalle proprieth delle equazioni differen:
ziali dimostrate superiormente ai §§. 7. ¢ 12.; ma il ragiona.
mento per giungere ai detti Teoremi sarebbe stato identica.
mente lo stesso, che quello fatto nell’ Articolo VHI. per le
equazioni derivate : Abbiamo percio creduto inutile di ripe-
terlo: Bisogna sempre rammentarsi che I equazioni- derivate ,
sono identicamente la stessa cosa che le equazxom differen.
ziali .

APPLICAZIONI, ED USI
DEL CALCOLO DIFFERENZIALE.

S. 21. Il calcolo differenziale ha la sua immediata applicazio-
ne tanto nelle ricerche, che riguardano questioni di pura
Analisi, quanto in quelle che alla Geometria e alla Meccani.
ca appartengono ; queste applicazioni e questi usi possono
essere riguardati sotto due punti di vista.

17 Se si ha una equazione ¥V==o fra un numero qualunque
di variabili, il calcolo differenziale ¢i da percid che si ¢
detto sopra ( §. 12. ), delle equazioni differenziali, che hanno

® luogo insieme con essa. Ora in molte questioni queste equa-
zioni sussidiarie, ci conducono con sorprendente facilith ai
risultati, bramati, ¢ che spesse volte sarebbe inutile cercare per
altre vie: Cid ha particolarmente luogo nelle ricerche di pura
analisi , sopra le quali non ci tratterremo , poiche , sia che si
consideri il calcolo differenziale basata sopra gl infinitamente
piccoli , sia sopra i principy d’ analisi deuvata » si. ottengono
le
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le stesse equazioni sussidiarie, nell’ impicgo delle quali non si,
fa alcuna menzione degli anzidetti principj .

27 Ma un uso pid esteso si fa di questo calcolo , partie
colzrmente nella Geometria , ¢ nella Meccanica , considerando
le quantith come composte d’ elementi infinitamente piccoli,
e determinando il rapporto fra questi elementi per la patura
delle questioni proposte all’ esame: Da tali determinazioni s’ ot
tengono le proprietd, o le espressioni di <id che si ricer.
ca, ovvero le equazioni -differenziali, dall” integrazione - delle
quali si ha la soluzione delle questioni medesime; Cosi con-
siderando una curva come composta d’un’infinita di HKoee
rette unite una con I’ altra ad angoli infinitamente poco diffe-
renti da 1802 gradi, si ricava da questa considerazione, il
rapporto  fra 1’aumento infinitamente . piccolo dell’ ascissa , e
quello dell’ ordinata , il quale rapporto ci determina I’angolo
che fa la tangente corrispendente ad un certo punto con I asse
della ocurva medesima .

Quando si bandiscono dall’ analisi sublime gl inesatti prin. -

cipj degl’ infinitamente piccoli, -dei limiti, ec. queste applicazios
ni dovranno appoggiarsi ad -altre considerazioni indipeadenti
affatto da si fati principj, e solo esser basate sopra 1a Teoria
delle quantitd derivate: Esse allora acquisteranno quel rigore
e quella precisione, che brilla nella Geometria degli Antichi.

La natera del nostro libro non permette d’estendersi sopra
queste applicazioni, pure' non crediamo di far cosa discara ai
hoitri leggitori col dare I’ applicazione del calcolo differenzias
le alla Teorla dei contatti delle cupve semplici. Seguiremo
in tutta questa Teoria I'immortale LAo.GRANGE , invitando
chi desiderasse maggiore ‘estensione, a vedere la tante volte
citata di lui opera delle funzioni analitiche, nella quale tro.

‘ vera
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ver} trattato con i principj dell’ Art. precedente la teoria delle
curve a doppia  curvatura- ¢ delle superfici "con tutta. quelia
generalita, che potrd desiderare ; come pure tutto cid, che ha
rapparto alla [VIeccanica y e che ordinariamente & dedotto dels
le considerazioni delle quantitd infinitesime .

§. '22. Si abbiano due curve qualunque riferite a due assi
ortogonali . Le coordinate della prima curva siano w, m, fra
le quali si abbia I’equazione m =s fw, indicando per fw una
qualunque funziene di w: Le coordinate della seoonda siano
219, frale quali esista la relazione g==Fp rappresentando
per Fp una qualunque funzipne di p. L’ equazione. dunque
n==fw rappresenta Ja prima curva, e I'equazione g==Fp
la seconda. Affinché le due curve abbiane un punto di co.
mune, converrd che le di loro equazioni siano tali, che ad
una certa ascissa comune- alle due curve , corrisponda una
stessa ordinata. Sia x questa ascissa comune, ¢ sia y I’ ordi-
nata che vi corrisponde , converra per I’ esisténza del punto
comune alle due curve, che quando :w-.ascidsa della prima
diviene x , I’ordinata 7 divenga .y ; e quando..p ascissa della
seeonda diviene x, I’ ordipata g divenga parimente y: Ovvero
che si abbia y = fx, ¢ y=Fx, d' onde fx==Fx. Quest’ ulti-
ma equazione in x, ci determinerd il valore dell ascissa x ,
che corrisponde’al punto comune. Se la risoluzione ‘di questa
equazione ci desse per x un valore immaginario, questo sas
rebbe segno che le due curve non possono avere un punto
comune . . L

Siano dunque le due curve tali, che possano avere un
punto comune corrispondente all’ ascissa x, sia ciot fx==Fx,
ed esaminiamo il cogso di queste curve al di la del punto
comune . - ' .o
Per
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Per questo facciamo nelle due equazioni x=fw,q= Fp,
v=x=-0, p=x-0, ed avremo n = f(x--8), g=F(x-40).
Sard f(x-+8) I’ ordinata della prima curva, ¢ F(x--8) I’ or-
dinata della seconda, corrispondenti ambedue alla stessa ascis-
$a x -+ 8. Queste due ordinate Je quali cadeno evidentemente-
una sopra I’ altra,, sono distanti dall’ ordinata y corrispondentc
al punto comune della quantita 8.

La differenza di queste due ordinate f(x—j=8)=— F(x--8)
sari la distanza dei due punti delle curve corrispondenti all’
ascissa x4~ 8, contata sopra la direzione dell’ ordinata.

Sviluppando queste due funzioni per la formola di Tajlor
§. 2., ed avertendo che fx — Fx==o, si avri questa distanza
cosi espressa ( f, F stanno per fx, Fx )

rmamb () S )+

dx
_03_ d2f d’F
2.3 \dx3 '&?) =+ cc.

: Si vede primieramente che questa distanza sar} tanto mi.
nore, ¢ per eonseguenza le curve tanto pid s avvicineranno,
quanto. maggiore sard il ‘numero dei termini che ' svaniran.
no al principio di questa seric.

* Se dunque oltre essere fx==Fx, fosse ancora d;f = :—f
la differenza ¥ — g sarebbe minore, e.le due curve si avvicis

nerebbero maggiormente, che se questa condizione non avesse

o dzxzf iy .. ‘
‘luogo. Se fosse anche o = Iz I’ avvicinamente delle

due ourve crescerebbe di pi e cost di seguito.
§- 23. Ma. per vedere pid chiaramente in che consistano
questi differenti gradi di ravvicinameoto, noi consideseremo
- una
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una terza curva qualungue referita aj rp,egesm;npassl. Siano »
ed s le coordinaté di qucsta curva espressa dall’ equazione
s==¢@r . Suppooghiamo ‘the questa,cyrva abbia un puynto co-
mune con le altre due eurve corrispondente alla stessa ascis-
sa X . Per questa condizione . facendo. » 3='x.. dovra divenire
s==y, € pdrad dovrd ‘essere Qo = fx == Ex,- Sia.D’la diffe-
renza delle ordinate ., g delle duz prime curve per la stessa
ascissa x—-0; e'A la* differenza Yelle ordinate m, s della -
prima ‘e dela terza: curya cortisptndémi' alla’ stessa  ascissa
x=40,.5 avra ~ -

D —-f(x-l-b)— F(x—l—b) ed cgualmentc

A= f(x=40) = (5+8).

Sempre che D sard minore di A la terza curva non passerk
fra le due prime ; ; e se .per qualunque valore di 8 si ha
D <A, la térza curva- si. tiovera . per -tutto il su0 corso a:
non passare mai fra le due: prime surves:

Accd che Ta terza/corva dopq aver avato il puato di co-
muae con loro non possa continuare 1l ,suo .tratto al di la di
questo pduto passandg- fra e due prme]j almeno, per un certo
sPazvo, ccnvetra che. Ja‘ natusa” delle” fanzioni indicate per
fiF,Qsia ‘tale ché per un  ‘valore qualuﬁque di 8 tanto pice
colo quunto voghamo,.ndn posss essere mai D maggiore di
A: Se le funzioni ‘non -harno ‘questa condmone, la terza
curva pottd passare fra le.dae-altre curve.

Sviluppiamo le funzioni f(-x-]-B) F(x-l-b),(p(x-l-ﬁ)
sécondo le formole ‘del '§." 2., ¢ préendendo i due soli primi
termini dello svlluppo non tmcurando perd il resto, avremo

f(x+6)—jx+6 o, 4 = ueki)

Aa , F(x -~
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F(x +1)._—_ Fx+_6-’§- - %Z-F"(x-!- i‘)

Qlxtb) = x4 052 0 2 pr(agi)

essendo i upa quantitd maggiore di zero ¢ minore di 8. Per
f(x+4i) & rappreseatata, come al § citato, la funzione
dx%
F'(x—4-i),@"'(x-i). La quantith i potrd essere diversa
nelle tre formole , sard perd sempre contenuta fra i limiti
oeld.

Facendo queste sostituzioni nclle csprcmom trovatc per
D e A, avremo

D=fx— F"""(%—%)+¥[ﬁ’(x+x);F!!(x+i)}

postovi perd x--i invece di x, lo stesso si dica di

d d 82 . . ", .
A= frmgx 8 (L —I8) ko T [F i) —@"(x)]-
Ma avendo Je tre curve un ‘punto comune eorrispondente
all’ ascissa- x , si ha fx = Fx=—¢x, dunque

p=8(L—-5)+ -o—z[F"(x+i)—F’(x+i)]

A=3(4- D)+ L1 r-o"C+)].
Supponghiamo frattanto che le due prime curve siano tali,

che si abbia -3—:— = % , allora il- valore di D si ridus

raa questa esprcsslone D=x — [f"(x +1)—F"( xe=i)];

La pia leggicra hhss:one serve . per convincerci che fino a
tanto che il termine affctto da & nell’ espressione di A non
. sara
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sar} nallo , si potra prcndcrc 8 cosi piccolo, che la quantiti
A divenga maggiore della quantita D -astrazione fatta dai
segni: Infatti se ai rappreseata per P la quantitd che & mol

2 . : .
tiplicata per -.f— nell’ espressione di D, ¢ per Q la simile

quactitd nell’ espressione di A, si vedrd che D <A quando
b2 dF  dpy . 8 .. T -
—P< 6(—‘}; — 7.?) + — @, ovvero quando

.oi(p_. Q) < 0(i~f. —_ ﬂ) . oq}vcro “dividendo per 8,

quando — (P.- Q) <: .— —_— %; . Ora il primo termine di

questo ultimo rapporto dlmmuendo continuameante col dimi<
wire di 8 ne segue che potrd prendersi 8 cosi piccolo, che
non solo il primo termine di queste ultimo rapporto eguali
il secondo, ma ancora che sia minore di lui, per il che

ancora D sard minore di A, e tutti i ‘valori di & winori
" & questo goderanno a pid forte ragione della stessa prow
prieta .

Dunque non potrd mai essere per questo valore di 8 ¢ dei
swoi minor la differenza A minore deHa D, ovvero. non
potrd la terza curva continuare il suo tratto fra le due prime
curve al di 13 del punto comune , o passare fra di esse,

stmpre che Ia quantita -% - %L non divenga nulla, dvs

vero sempre. che nonr sia gf = -d% Cid che accadendo

cesserd d”aver luego la conclusione precedente .
§. 24. Supponghiamo che il rayvincinamento delle due prime
curve sia tale, che si abbia nel punto comune alle due curve
: Aaa , non
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‘ oy 28 vlo‘,f“" I F8 swrboug "ﬁ_’ Haf
,non solo 'fJxm 'F:‘Eb’m‘l”‘& :4@' ! ma gndto’] "40‘3‘1 dx'z

Sviluppiamo:.I' esppessioti r.ledlc .ordinate. ‘otnspoddénu al |
ascissa x+6 arrestandosi al terzo termme 2 c“t&neudo ~conto
del resto : Le formole ‘dello’ svxiuppo (§ z.) ci d'anno '

aF eae di "
flepb)=fr+0 d’ -+ J,f: +, ,%3 f’ (x+<)
. d‘F N:Ea

F(x-l-ﬁ)::Fx—}-&——-l- 2 (Jx”"" 23 F‘"(x-l-z)

62 ‘d”tp av 1 .
Q(x+8)= q>x—|—6——-l- =t —_;-gp (’f-l-!)-
i ar &f - aF
Ora fx= Fx=q1x_, :i? = ‘_B—;‘_a .Jﬁfzti.;?dx’-’

dunque avremo - - 1L '
' ' C don 82 2
A =f(x+)—p(x¥+d)= OciTi +3 :x{

‘ ‘ ﬂ-: [f’"(x-l—z) q;"'(x+ ).

da 6 e da 62 nell’ espressione di &, si- potr&) )pu!ndA
piccolo che la quantita A dwcnga magglore dn D,
fatta dal segni . .

"Si rappresenti per P la ‘quaﬂtx‘t&'j moltipHéatd per -22-;- nell’
espressione di D; Egualmente per. ',Q‘ qmﬂa the inoltiplica

02‘ .....

A, ed avremo < s 'D=
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b= i v _ s
D_;-’P,é —;‘—f - Q-l- R
Sard dunque D<A se . .

“ N

) 2 - )
.6.3P<:6(_‘1L_£?;)+£Q+:—;R,ovvc¥o se
--(P R)— ... _Qq_ — fl. Ora il bﬁmo termine

dl questo rapporto diminuisce eontinuamente eol -diminuire di-
8., dunque i non sélo arrbverd-ad essere cguale al secondo”
termine., ‘ma ancors’ ad’ essere ‘minore , mel qual caso sard
bD<A. .

Se 'poi Ia prima e la terza ~curva fossero - tali che

af __ B b .
ix = dx s allora s avrcbbe A -. Q + 5 R; in questo

caso ancora i potri prendere 8 cosi piccolo che sia D < A:
. . a - © . z
Infatti sara D <€ A quando ?; P4 %— Q~ -}: R, ovvero

quando. -;(P— R) <€ Q, cid che potrd sempre accadere se
Q. non & nollo da se medesimo, poichd in questo rapporto il
‘primo termine diminuisce continuamente col dxmmmre 8, ed
il secondo resta costante. :

Dunque Ia terza curva- non potr& mai - passare fra le due

: 2 2

pr_unc, almeno che non s’?'. 5: :g“ ’ ‘zx‘ﬁ = Z;;, .

Si .proverd nella medesima maniera che se si ha: per. le- due
prime curve, che bhanoo un punto comune  fxi= Fx,

d dF d? d’F daf d*F
7£—._. poal) dx{— 2 = dxi Y la terza curva,

che ha lo stesso punto comune con esse non potra al di 1A
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di questo punto coantinuare il suo tratto fra di loro, o noum
potrd essere questa terza curva condotta fra le due prime ,

d 2 d? d?
se noné—d—%= 2L :xz_z-’;f;,-zcj,-_dx,,ccosi
di seguito .

§. 25. Si deduce da tutto questo , che se s ha una curva
qualunque, ¢ che un’ altra curva data abbia un punto di co-
mune con essa, cid che richiede I eguaglianza delle loro os-
dioate per la medesima ascissa, se le differenziali prime di
queste ordinate per la medesima asciss§ comune siano eguali,
allora & impossibile che alcuna altra curva, condotta per il
medesimo punto passi fra di esse , almeno che la differen.
ziale prima della sua ordinata per la medesima aseissa non
eguali le differenziali prime delle ordinate delle due prime curve.

E se oltre le differenziali prime di queste ordinmate, anche
le loro differenziali seconde fossero cguali, sarebbe allora
impossibile che alcuna altra curva condotta per il pugto co-
mune alle due prime potesse passare fra di esse , almeno che
le differenziali prima e seconda della sna ordinata noa fossero
respettivamente eguali alle differenziali prima ¢ seconda dell’
ordinata comune alle due prime curve , e cosi di seguito..

Queste curve adunque parlando con precisione geometrica,
non ‘coincidono che in un solo punto ove le ordinate sono
eguali, e I' eguaglianza delle differenziali prime e seconde di
queste ordinate non le rende pid o meno coincidenti neghi
altri punti, ma essa le fa tanto avvicinarsi che nessuna altra
Gurva, per la quale non sussista quests eguaglianza, pud pas.
sare fra esse. ,

Questa Teorla dei contatti, che si deve all’ immortple LaJ
" GRANGE , ci d I vera idea che bisagna formarsi dei diversi
gradi
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gradi di ravvicinamento delle carve , i quali si di il nome
di conzaste , 4" osculazione , ec. La maniera ordinaria di conce-
pire il calcolo differenziale, ci fa riguardare questi contatti,
come Coincidenze pit o meno prolungate.

- §. 26. Ma limitando un poco la generalitd di queste ricers
che applichiamoci a qualche esempio . ,

Sia al solito 7==fw I’equazione di una curva alle coordi-
nate x,w, ¢ si voglia questa paragonare con una linea retta
qualunque. Noi abbiamo rappresentato (§.22.) per g=Fp I'c.
quazione della curva, alla quale si voleva paragonarc la pro.
posta; ora siccome I’equazione d’una linea retta qualunque &

=a--bp, a,b essendo due costanti , che determivano la
posizione della retta, avremo dunque in questo caso Fp=
wtbp .

Dovendo la linca retta avere un punto . comune coo la
curva sard per questa condizione fx == Fx==a {=bx; ¢ per
mezzo di questa equazione sl potra determinare una delle
due costanti indeterminate ¢ o b.

Supponghnmo in seguito —- A = dx s ¢ shiaro che nell’

espressione & == bp ponendbbx per p, 8avid

dF dla==b d . L
= adx 2 =43 dunque & =15; Cosi i valori di

dx
8 e di b saranno determinati per queste due condizioni
d d
b= 71‘{-, a=fx—x-(-l—£--

- L’ equazione della linea retta diverrd
== fx--x af .+ p—f, nella quale p e g sono le due coor-

dinate, ¢ l‘acma x ¢ quella che conviene al punto comune
della
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della retta con Ia curva, ed & percid nguardata costante per.
tutti gli altri punti della retta medesima .. . . ,

Ora avendo la retta un puato comune con la curva, nel

.-
Ty )

d dF
quale oltre essere fx == Fx, & ancora 7{:—: - ' nessuna

altra retta potra avere I'istesso punto comune. con .la curva.,
€ passare fra essa ¢ la prima linea retta . ‘Infatti sia s=gr=—
g br I'equazione d’un’ altra retta qualunque ; affiache essa
passi per il medesimo punto comune, bisognerd. che si- abbia.
Ox = fx; ed affincht essa possa passare fra. la curva e la

retta sopra determmata , -bisognerd che sia anche %—
o L et e
! (§ 23.): Per adempire a queste due condizioni Si ha

+bx= feye b= gji, dalle quali equaznom -8i ricava per ge

per b gli stessi valori ritrovati per.a ¢ per b ; quest’ ultima,
retta cadera adunquc sopra la prima. . ‘

Dunque se noi, seguendo Iidee degli ant'cbl Geometn,
chiamiamo tangente ad ana curva quella retta, che.avendo un
punto di comune con essa , non pud nessun’ altra retta con:
dursi fra lei ¢ la curva, . la rétta determinita dall _equazione

d d
g=a-bp, nella quale a-—fx-—x?% s € I:—--‘E'Z—, sara I

tangente ‘della curva rappresentata dall’ equazione 7= fw ncl
punto, che corrisponde all’ ascissa- p=w==¥. Si pud anche:
prendere addirittura per I’ equazione della curva toccata y....fx,

¢ dire che la nostra retta sari tangente della curva, ncl punto
corrispondente all’ ascissa p == x . '

Se
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-Se nelle espressiom di @ € di b, si pooe y per fx, savid

. . _ dy — dy
pit semplicemente a—=y — x T b= R

8. 27. Nell’ equazione alla linea retta g=—a—-bp & facile
vedere che & esprime la tangente dell’ angolo che questa retta

fa con I'asse delle ascisse, ¢ che — -—: ¢ Pascissa la quale

corrisponde al punto ove questa medesima retta taglia I' asse,
poiché im questo punto dovendo essere g =o, si ha

p=—-% . Dunqge questa retta essendo tangeate della curva

al punto ove p = x, _-gx"i sara la tangente del’ angolo, che

Y—-”J"'y
\J ) f_— dx em— y .
essa fa con Passe, ed x y =%+ % _-‘-;-yfsarl
dx dﬁ

quella porzione,dell” asse, cui si di il nome di sottangente .
D1 pity se si rappresenta per s==« - fr un’ aitra retta, che
passi  per if ‘medesimo punto della curva, » ed s essendo
le due coordinate di questa retta, s'avrd per questo punto
rp==x, s=q=y ; dunque a4 bx=——a--fx; ¢ se st
vuole che questa retta tagli la prima sotto un angolo di cui
h tangente sa2 75, siccome b ¢ S sono le tangenti degli an-
"goli, che queste due recte fanoo con Jo stesso asse, savrd

—.

per le formole conosciute di Trigonometria g = b"'b"' :
! A=—om,

dunque a=a+(6—ﬁ)‘:'c==a—; 3‘-(-:-_;:%", nella quale con-

verra sostituire # sopra ritrovati valori per 4 e per .

Bb Se
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Se si vuole che questa seconda retta sia pe_rpendicolafg

alla tangente, si farh m =0, ciot — =o0, ¢ § avsk allora
m

b
— =1
m ) ¢
semplicemente f <= — =—7F ¢
——b
2 2
u=a—xt(ib—)_. +x('*b )__a-l-% 4= xb; e sos
: s
m
stituendo per a,b i di loro valori 8’ avri f== = [;% ;

dy

dy : Dunque —1 = sara la tangente dell’

eda=y-x:
angolo, che questa perpendicolare s chiamata normale, fara con

Tasse, ed x4 5 = — y% sard la porzione dell’ asse com: -

B

‘presa fra il punto, nel quale essa taglia I'assé, e I'ordinata ;
A questa porzione di asse si di il nome di sunnormale .

§. 28. Proposta una curva qualunque rappresentata al solito
dall’ equazione x==fw paragoniamovi il circolo, per cono-
scere la natura del punto che questo pud avere di comune
con la curva medesima.

L’ equazione generale d’un circolo riportata alle coordinate
rettangolari p ¢ g, ¢ (p—a)2= (g —b)2=c?, essendo a,
b le coordinate , che corrispondono al centro, e ¢ il raggio
del circolo. Da una tale equazione si ricava
g=b+4V[c*—=(p=a)2]=Fp; dunque
Fx=b-|-_\/[c2_(,¢f--a)2] , € quindi_‘ Z, === i-Txf- 2),,]

v : . : Fac.
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~ Pacciamo adunque Fx==fx=y, ¢ %; = :—{ = -:—i

ricaviamo da queste  equazioni i valori di @ ¢ di 4. La-
seconda di queste equazioni ci da

,e

V= (x=—08)]= —(x=—2): % , dalla quale si ricava
2
®—a = c:—“: : \/( 14 %z) 'La prima_equazione poi ci da
v T2 2 SURYR. dy?
y—=b=y [c -7(x--a) ]-_—.—('x-—a):ﬁ_—:-—c: V(uq—-&—;c—z— 5

— 2L, dy? —ytg: dy?
dunque a==x —c—"-: V(""d_xi)’ e b._y-i-c.\/(l-]-d—{z-) .

Counsiderando il raggio ¢ come una quantita data, non ris
mangono pid arbitrarie nell’ equazione ; ¢ si concludera che
il circolo dato , il cui centro & determinato per le coordinate
acb,etale da non potersi “condurre fra esso ¢ la curva
alcuno altro arco di circolo del medesimo raggio, ma posto
differentemente « '

Iofatti I’equazione per un altro circolo di un egual raggio
t s=@r=h—4 V[c2=—(r=—g)*] essendo g, b le coordinate
del ceofro ; ed accid questo ciccolo abbia lo stesso punto
comune con la curva proposta, e possa passare fra essa ed
il circolo di gid determinato , bisognerd che sia non solo

d d ’
¢x = fx. =y, ma ancora -‘%7= -‘é- = -dy? : Queste equa«

zioni seryiranno a determinare le due quantiti g ed b; ora &
evidente che queste equazioni sono della medesima forma che
le precedenti, le quantita g ed . b tenendo luogo delle 4, b3
Avremo adunque per g ed b i medesimi valori che abbiamo
ritrovati per ¢ ¢ per #. Il nvovo circolo avendo dunque il

Bba 5 - me.
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medesimo raggio che il primo ed .il medesimo centgo si con
fondera con esso . '

Duaque, seguendo la stessa nosione (§.15.) deile tangenti,
il circolo di raggio ¢, di cui il centro sard detgrminato dalle
coordinate 4 ¢ b, sara tangente alla curva proposta della quale
x4y sono le coordinate.

Questa conclusione ha luogo qualunque sia il valore. del
raggio ¢: Dunque si pud riguardare ¢ come indeterminato ncl
le espreggioni di a2 e di b; € per ciascuna determinazione che
faremo sopra ¢, s"avraono dei diversi valori per a e per &,
i quali determineranno in conseguepza diversi punti , o i die
versi centri dei circoli tangenziali. Queste coordinate a ¢ &
apparterranno allora ad una linea retta, I equazione delia
quale risulterd dall’ eliminazione di ¢ . Eseguita questa eliminas

zione § avid b=y o4 (x ~— a):'-g% ‘per I’ equazione di questa

retta, .
Una tal linea sard dunque il luogo dei centri di tutti i
circoli, che possono essere tangenti della curva; essa sard
dunque normale alla curva; si' vede infatti che 1"equazione di
questa retta, ove 2 e b sono le coordinite, coincide con I'ecs |
quazione della normale trovata sopra. ‘

§. 29, Frattanto fra tutti i diversi circoli, che soddisfano

. ) o o . dF d‘f dy - )
di Fx=frxe=my, — =2 —= 2 g
alle condizioni Fx : fax=y, I o ~——» S¢ ne pud

trovare uno che soddisfaccia anche alla condizione %—}f =

d*f __ d%
dxz dx2

.

Infatti
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Infatti avendo ritrovato qui sopra E: —_—
- el sop V[ =x=a)*]

d2F
se ne dedurra T = -——-———5 S’avrd _dunque I'e.
[c2—(v—a)? ]+
a? c?
dxyz = e————————; ora si ¢ gli trovato
. [Cz__(v_a\z ]l

nello stesso luogo

quazione

‘V["'—(x-"')z]"—"-.—(x—sa)-‘.%\@~ ( c dyz ;

dunque s’ avra

d?y ('+%;)§ﬁ |

dxd ¢ ». ¢ di qui
dy? % dy
¢ (l+ dx" Tdx®

Sostituendo questo valore di "¢ nelle: espresslom mpn
trovate per a ¢ ‘per b-s’avrd ~ - TR

.o 2
a—x—_( + Zi‘)' 3
' 2. d2
b=y (e ) 5
Le tre costanti a, &, ¢ che entrapo mell’ equazione. gene-
rale del circolo, essendo in questa guisa determimate;, si pud
concludere che nessuno. altro circolo potrd passare fra la.. cur-
va proposta ¢ quello che ¢ determinato per questi valori
delle a, b, c. lofatti accid un™ altra® curva qualunque rniferita
alle coordinate » ed s, e rappresentata per I’ equazione
s=¢@r, possa passare fra la curva ed il circolo di cui si
N tratta ,
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. . . de@ df
tratta, bisogna che si abbia ¢x =fx=y, I A =
d-y.- -d—z_?. — dzf onm— -d«-ty-- Y
;1_1/ ' & ez T dxE T Tdxd

Ora se questa curva & un circolo, prendendo le quantita

. 2
g.h, k iavece delle 2, b, ¢, 8 avra per @x, 49 e )f

dz ' dx*
! -
stesse espressioni avute per Fx, i‘g- ,%, col solo sosti

tuitvi g2, b, & in luogo di 4, b, ¢; dunque le tre equazioni
che si avranno per la determinazione di g, b e %, saranno
necessariamente quelle stesse , per le quali si ¢ determinato
a,b,c; dunque i valori di g, b, % saranno necessariamente
i medesimi, che quelli di 2, b, ¢, ; ¢ per conseguenza il nuo-
vo circolo che dovrebbe passare fra la curva ed il circolo di
gid determinato, coinciderd con questo.

Dunque questo circolo avrd relativamente™ ai ciréoli la me.
desima proprietd, che ha la tangente a riguardo deHe linee rette:
‘Ad un tal circolo danno i Geometr: il nome di Circolo oscule
tore o di curatura, perché serve a .misurare la curvatura di
una curva . : A T T

La quaotitd ¢ & il raggio di gquesto citcolo, che si chiama
semplicemente raggio di curvatura’, e le quantit a, b sono le
coordinate - della corva, la-quile sard ik luogo di tutd i
centri-. di questi circoli appastenenti ai diversi punti deHa cub:
va toccata . - ‘

o

PAR.

- ———
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Calcolo in)egrale .

S. 30. Il calcolo integrale & Pinverso del differenziale: In que.
sto si cercano i differenziali delle funzioni ed equazioni varia.
bili , ed in quello dalla cognizione dei differenziali si vuol
dedurre le funzioni , o I' equazioni dalle quali possono essere -
stati ricavati . A

Il calcolo differenziale dipende “dall’ Analisi inversa delle
funzioni analitiche , anzi non ne & in sostanza che la medeé.
sima cosa. Si chiama inzegrale quella funzione dalla quale per
mezzo della differenziazione si deriva un differenziale, ¢ I' 04
perazione che deve farsi per dedurre da un differenziale il

suo integrale, s'indica per la lettera f §i di poi il nome d'ine

tegrale primo, secondo, ec.- nimo . alla funzione, sopra Ila.
quale si deve fare una, due, ec. # operazioni di differenzia.
zione per avere un differenziale proposto; e I’ordine delf’
in-egrale si nota per mezzo d’ un’ indice posto nel luogo

degli espounenti alla lettera o al segno f

Abbiamo detto al §. 1. che il differenziale netimo di una
qualunque funzione @ & eguale alla sua derivata dello stesso
ordine moltiplicata per dx” ; dunque data una espressione diffe. -

ren.
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renziale PJx", se questa si dividerA per dx*, s’avri una

quantita I:;%”—::R, che rappresenterd la derivata n®ms deHa

funzione @, dalla quale quel differenziale si considera dedotto,
sark giot P = d %’ e percid ¢ =D» -’i . Per avere adun-
que questa funzione ¢, che & Fintegrale nesime di Pdx» ciod
¢ = f " Pdx» , non s'avra a fare altro che prendere la dcg'-
vatrice n#ime di P; dunque per avere Iintegrale neimo di una
qualunque differenziale Pdxn, si prenderd la derivatrice nesime
di Pdx» senaa avere alcun riguardo al dx*, o considerando
dx* costante, ¢ si dividerd per la stessa Jdx” ‘il riswitato di

i . . , Pdxn .
quella operazione : Sara cosi f " Pdx® = D= : dx” ovvero

f”de*: D"{;l . I dx nell e,spreséioné ﬁdx non bi-
-sogna riguardarlo che come wun'indice, il quale ci dice

rapporto a qual variabile deve farsi . I’ integraziode , e che

¢ destinato a sparire affacto dalt’ espressione ﬁdx', ad ope.

razione finita; di modo che ﬁdx deve considerarsi come una
fanzione di x, la quale non contieae in modo alcuno dx 3 qualua.

que operazione adunque si faccia sopra ﬁdx, questa non pud
mai affettare dx. .

Da cid, che si & detto qui sopra, si vede che potremo ap.
plicare parola a parcla, all’ integrazione delle funzioni , tutto:
quanto si trova nell’ Art. VIIL ai §§.- 31., 3a., dimostrato per

Ia



CALCOLO DIFFERENZIALE E INTEGRALE. 1ot

la ricerca delle derivatrici delle funzioni derivate 5 pure non
vi avendo alcun riguardo sard facile esporre i principj fonda.
mentali del calcolo integrale considerato in rapporto direttas
mente al calcolo differenziale .

$. 31. Incominciamo a parlare degl’ integrali delle funzioni
differenziali .

Se una quantit), deHa quale se ne dimanda Iintegrale, fos.
se sotto i simboli della differenziazione’, si potrebbe subito
dnz

trovare I'integrale: Cosi dclla quantitd 7
X0

dx» ¢ avra lin.

dr-1z

Xn-1

tegrale primo rappresentato da dx*-'; il suo integrale se-

condo da _{T:%.dx"", ed in generale' il suo integrale moine
o
da ™2

s dxrm , nella qual formola facendo m=n 8, ha

I integrale nesimo di 42 e espresso_ per d.o_dx =3z.
dxn dx°

Ma se la funzione da integrarsi non & sotto i simboli della
differenziazione , nom si pud in generale averae I integrale,
che espresso per serie.

Il Teorema di TavrLor dato al §. 3. ci somministra il
metodo per questa ricerca. Se infatti pella formola 'di quel
Teorema si fa prima x=s0, ¢ quindi 8==x, avrepo

2 2
(x) = go - x T 4 = i—?-t— e, .. .

7o s
facendo nelle funzioni f_(P . j_zg, cc. a dnﬂ'crenzrauom ese.
2 .
guite x==o0; questa sar& la serie , che esprime lo sviluppo
di uoa funzione qualunque @(x) per le potenze di x. Se
Cc dun.
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~duoque si vorra Iintegrale meime di una- differenziale Pdx*,
‘nella quale P ¢ fucziope data di x., si cominciera dal face

f Pdxn = @ equazione , la quale differenziata m voke & dia"
. . m | qu;
visa per dx=, darh ( si suppone .m < n) Pdx*™ = —

Se di quest’ ultima equazione prendlamo successivamente
i differenziali, avremo

dm+10 " dP dm+z(p a*p
r—— — d Ll S, — dxn'm e ce.
pror i P e N

. . - . m
Si faccia ora x¥ = o nelle espressioni ottenute per ‘714;; ’

am —-1 ]
dx"‘ + .
se potenze della x, nella serie qui sopra trovata, comincian.
do perd dal termine (m—f=1)simo . [ coefficienti delle’ potenze
della x mfernou alla m*im2 , non essendo dati dalle equazioni

superiori, rimarranno indeterminati, e se noi gli tapprcscntxa-
mo per 4, A", ec. A™ ayremo :

—( 4 Vg2 A1 s ™), xm- xm_ dP
o= (d—!-xd 22 A C SRR o7 (Ll e i ;ma_l-

» €c. Saranno gonosciuti cosi i coefficienti delle diver,

. xmkt d*p
Jore.(m—-1) " dx2

) Co . dP d2p
facendo x = o in e T2 ad operazione di differerm.

-+ ec. ) dxnr-m

ziazione eseguita.

Il valore adunque dell’ integrale” cercato sard dato per una
‘seric , che in generale sara composta d’ un humero infinito di
termini , ¢ conterrd un numero di costanti arbitrarie A, A",
A", ec. A® eguale all ordmc dell’ integrale .

§ 32
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- 8.7 32, 8i dik ik nome di integrale completo all’ integrale che-con.
tiene un numero di costanti arbitrarie egaale al di lui. ordime ;
mentre si chiamano particolari quegli integrali, nei quali noa
@ il prescritto numero di costanti arbitrarie. :
‘Che gl integrali poi delle funzioni differenzial? contengano
O possaio in generale contenere delle costanti - arbitrarie, si
puo anche dedurre dalla Teoria dela differenziazione . a
Se @ & una finzione di-x; ed- 4 una costante arbitraria,

il differenziale primo dcll,a ? mc.desima & ‘gg dx ,‘cd~c_gq'al- _

o d
mente il differenziale primo di @44 't lo “stesso —d-gldx :

Dunque data una dx&'ercnz:ale del- pmno ordme Pdsx; il suo in

tegrale primo pud mdlcam o da f Pdx ovv,cro da f de-l-A,

essendo 4 una quantitd, che non & assoggettata ad altra con-
_dizione che 2 quella d'essere indipendente dalla variabile
rapporto alla quale s’ integra: & pércid costante riguardo ad
essa;-e siccome niente ci determioa il valore d: questa co
stante in conseguenza essa & arbitraria .

Nella stessa guisa tanto @, che - q;-l-Ax-i-B conducono

allo stesso differenziale del secondo ordine 3._‘_2 dx*: Dangue
. . dx

data una differenziale del secondo ordive Pdx?, il suo inte.
grale sar tanto fz bdacf, che f zl;lxzeﬁ Ax%jﬁ"e:ssé_x.;do
4, B due costanti arbitrarie ; continuando lo stesso ragxona-
meato si vede che I mtegraie nesimo dl una dxﬂ'erenzlalo Pdx»;
sard in gencralc rapprcnentato da f deﬂ-l—daw"al-z B;c" o
Ccs cort

~ -
N
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..i s~ Noc=t= M, éssendo A, &, ece Ny M un numero n di
costanti arbittarie . .

§. 33. Le differenziali delle funzmm a pid variabili si trat.
tano cgualmente che quelle ad una sola variabile ; Se per
esempio si cercasse I'integrale - (u—=n )#ime. completo della
differenziale Pdx~dym, ciot quella ,funzione di.x e di y, la
quale diffesenziata -z volte rapporto ad y, ed » 'volte - 'rappor.:
to ad x.rendesse Pdx» dy=, si- comingiercbbe a cercare 1’ intes
grale n®imo completo di Pdx® rapporto ad x. In questa prima
operazione si riguarderebbe y costante, ¢ la forma di questo

integrale sarebbe f "Pdxn o= Axrt A=Bx3 4= oo o= Nx—-M

nella quale .43 B, ec sarcbbero le guantitd costanti rapporto
ad x, rilasciate al nostro arbitrio. Per queste quanmi si possono
prendere adunque delle funziopi arbitrarie della 3. Ottenuto
questo primo risultato, che. sard una fuozione di x e di y si
moltiplicherd per-dy™, ¢ se ne prendera I integrale memo rap.
porto ad y, rignardando x costante. Questa seconda opera.
ziene introdunia_un numero m di quantitd indipendenti da y o
‘o costanti rapporto ad essa . Quesge adunque potranne essere
altrettante funzioni arhitrasie di x ; Cosi I’ integrale (msf-n)uimo

completo di Pdx* dy™, ciot I’ effettiva espressione f A+ pdxndym

conterfd un numero m e~ di fungioni arbitrarie , le uae co«
stanti rapporto ad Y, ¢ le altre costanti rapporto ad x .
Noi " avvertiamo ancora qui che nell’ espressione

f “"""dehlym non bisogna considerare dx», dym che come

due indici, esprimenti da quante differenziazioni rapporto ad x
¢ da ‘quante rapporto ad y deve consideracsi denvata la quans
.- titd

- .
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titd sotto il segno f . Bssi sono due quantita destinate a sva.
nire a operazione esegwite , & si devoro considerare come non
contenute ncll’-esi;;;séiéne f "HTPdxndy™ .
$. 34. Da una equarione alle differenziali dell® ordine » si
pud per mezzo delta - differentiazione dedatre “un’ equazione
che coatenga fe-differenziali dell” ordine m -1’5 da quésta un’
altra alle differengiali delf® ordine # ~=2-- ¢ cosi di feguito.
Tutte queste rquazioni “saranno “equazioni ‘differenziali ed in-
tegrali le une a riguardo delle ahre’: Cosi I’ equazione alle .
differenziali dell’ ordice 2 4« 2 sard la differengziale seconda
dell’ equazione dell’ ordine 7, dalla: quale ® stata dedotta ;s e
quella -stessa  equazione dell’ ordine # < 2 sard I integrale
se¢condo dell’ equazione dell’ ordine » 4~ 4, che per mezzo
di duc differenziazioni da essn si pud dedurre. Si chia:
mano equazioni integrali complete quando queste coantengono
o delle gostanti arbitrarie, o delle funzioni arbitrarie di pid
che I’ equazioni di cui esse sono gl integrali. Il numero di
queste costanti ¢ di queste funzioni 'dipende dal mumero
delle costanti ¢ delle funzioni, che si possono fare svanire da
una certa equazione per mezzo delle di lei equazioni differen.
ziali . Vedremo tutto chiaramente nel §. segueate.

Egualmente che per le funzioni non si ha alcun metodo
gererale, se si eccettua quello delle serie datoci dal Teorema
di TavLoRr, per avere I'integrali dell’ equazioni differenziali .
S: hanno soltanto dei metodi particolari , e degli artifizi d’ a.
nalisi , applicabili soltanto a certe classi particolari di funzio.

ni e di equazioni differenziali; ma di questi non ¢ nostro

scopo trattare . .

Le
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Le equazioni nelle quali le differenziali della vanabllc, che
si considera funzione delfe altre , non soro elevate a potenze
maggiori dell’ unitd , si chiamano egugzioni limeari: Questa
classe d’ equazioni ¢ la sola, per la quale esistono dei mctodl
generali per averne gl’ integrali . o
Io ne ho estesamente parlato - (a) altrove, ¢ credo d’aver
lasciato poco a -desiderare su-questo” punto . ~
§. 35. Per quanto qon si_possain generale trovare l integra..
le di usa qualunque equazione differenziale, pure si conoscono
certe relazioni, che possono esistere fra le -equazioni differen-
ziali conosciute, ¢ le equazioni intégrali ingognite . Cost aven-
do dimostrato al § r9. che una equazione differénziale fra
due variabili x,y del ordinre » pud.considerarsi come il
risultato dell’ eliminazione .di # costanti. ‘arbitrarie ‘da usa
equazione fra le variabili x, y , per meezo delle di- lei
equazioai ‘differenziali prima, seconda, ec. neims , se ne des
duce che un’equazione fra due variabili alle differenze nesime
pud avere sempre per integrale n®i® un’ equazione fra le
stesse variabili ed # costanti arbitrarie , o si pud concepire
esistere in natura un’ equazione fra x,y, ed » costanti, la
quale differenziata # volte renda per I’ eliminaziont di quels
le costanti la differenziale proposta . Questo integrale netime
si chiama completo , egualmente che per le funzioni dlﬁcren.
ziali (§. 33.), se.conticne quelle # costanti arbltrauc.

i

Dun

(@) Calcolo integrale delle equazioni lineari = Firenze presso Pictro
Allegrini 1598.
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Duoque I'integrale di un certo ‘ ordine di una equazione
differenziale pet essere completo deve contenere tante costanti’
arbitrarie, quante unitd ha il di lui ordine; daddo poi dei
valori particolari a ‘quelle costanti un’ integrale completo i
da tanti diversi integrali , che si chiamano particolari , quante:
sono le supposizioni diverse, che si possono fare sopra i valori
di quelle costanti medesime. :

Nella medesima maniera (§. 19., 34.) un’ equazione a diffe.
renze parzials di un ordine # fra tre variabili £,y ,2z, delle
quali una per- esempio 2 ¢ coonsiderata funzione delle altre
. due , ha per integrale completo n®i®o un’ équazione fra
d.(n—c—-l)(n-i-z) :

2.3
bitrarie ,. poiche data un’ equazione differenziale , niente & pre.
scritto sopra la natura delle costanti, che deve avere I'intee:
grale . Avvertiamo anche una volta che le costanti arbitrarie
possono essere funzioni di quantita variabili, le di cui diffe.
renziali non si ritrovino hell’ equazione proposta.

. .Egualmente 1’integrale completo: nesime d’ un’ equazione a;
differenze parziali dell’ ordine neimo fra quattral variabili. deve
. (n1) (n==2) (n—-3)

per essere tale contenere =t — 1 costanti

X 49 Y52 € — 1 costanti; queste Sono ar.

/

arhitratrie e cosi di seguito.

Questi diversi Teoremi perd suppongono che in un’ equa-
zioue a difterenize parziali di un certo ordine, si trovino tutte
le differenziali parziali, che a quell’ ordine convengono' Cosi
per il sccondo ordine essi suppongono - che in un’ equazio.
ne fra tre variabili si ritrovino i termini, che coatengano

dxl) ( dady) ( dyz) senza di cid non sarcbbero

veri
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veri in generale . Sopra questo e sopra altre osservagipai in-
teressanti ci occuperomo nella memoria sopra - citata- (Au.
VIIL §.. 19) _ : s

§. 36. GI mtegrah dell’ equazioni dlﬁ'ercnzlah a pu‘: varia.
bili possono anche contenere (§. 34.) delle funzioni arbitra-
rie, che non si ritrovivo nelle equazioni differenziali medesi:
me. Da cid che abbiamo detto al §. 20. -si ricava che una
equazione fra tre varizbili a differenze parziali :del primo or-
dine , pud avere.per integrale un' equazione fra le stesse va.
riabili ed usa funzione arbitraria @p, per esempio, di una’
 quantita p funzione¢ determinata delle medesime; Una tale
equazione si chiama aacora essa integrale completo: Cosl I'ine
tegrale completo d’ un’ equazione a differenziali parziali fra tre
variabili o pud contenere due costanti arbitrarie , o uoa fun-
zione arbitraria . Come contenendo esso due costanti arbitrarie

si possa trasformare in un altro , che contenga una fiunzione,
si pud vedere ‘al citato §. z20.

L’ istesso Teorema ha .luogo per le equazioni differénziali
parziali del primo ordine fra un numero qualungue di - varias
bili; il di loro integrale completo pud conténese o dele co.
stanti arbitrarie , o una funzione arbitraria di quantitd , che

sono esse medesime funzioni determinate delle stesse variabili:
~ Si veda per questo la seconda parte dell’ Articolo antecedente .

§. 37. Siccome un’ equazione (§. z20.) differenziale dell’ or.
dine 7 fra duoe variabili ¥,y ha un numero # d’ equazioni dif.
ferenziali dell’ ordine # — 1 contenenti ciascuna una costante
di pid che essa, da ogouna delle quali pud essere questa
stessa dedotta per I’ eliminazione della costante , quindi ¢ che
un’ equazione differenziale dell’ ordine a%ime avra (§.34.) un
numero 1 d’integrali completi del primo ordine.

' - Ap-
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Apparteaendo tutti questi integrali completi alla stessa res
fazione di variabili, qualunque combinazione, che si vorrd farc
dei medesimi integrali, v’ apparterrd egualmente ; cost se da
queste 7 equazioni integrali del primo ordine s’ eliminano le
l’unzion'i diﬁ_:renziali %, ;:_{.', co e f;:.y. » 8 avrd un’equa.
zione, che non conterrd che x, y e quelle » costanti arbitra
rie : Questa sard I'integrale completo ( §. 34. ) della differen.
ziale proposta.

Si potranno vedere altri Teoremi interessanti ¢ nuovi riguarde
agl’ integrali dell’ equazioni in uma mia memoria, che si trover
inserita nel tome dell' Accademia delle Scienze di Torino,
che & per sortire alla luce in questo anno .

~ §. 38. Un’ equazione V=o fra x,y ¢ —dd-f- ha per inte-

grale completo una equazione in x, y ed una costante arbitras
tia, o una quantitdh arbitraria indipendente da x.y . Sia Ia
forma di questo integrale ¢(x, y,a)=o0, ovvero p=o
indicando peér @ una funzione determinata di %,y , @ . Dando
dei valoxi particolari ad g tutti indipendenti da % si haono
come si & detto sopra , altreteanti integrali particolari di quella
equazione differenziale ¥==0; cosi potendo dare ad a infinitf
valori 8 aveanno infinite relazioni particolari, che soddisfaranno
alla proposta. Per quanto tutte queste relazioni possano esserc
diverse , pure esse dipendono da una supposizione comune,
ciod che i vatori particolari di a, da cui risultano, siano co.
stanti o indipendenti da x ¢ da y. '

Ora ¢ facile concepire che se si facesse @ variabile , o fun:
zione di x e di y, ma ncHo stesso tempo questa fuazione
fosse tale, che nel diffcrenaiare ¢ ==o i termini che la variabi.

Dd hica
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lit di a introduce, da se medesimi andassero a zero , allora
il risultato dell’ eliminazione di a fra le due equazioni p=o"
¢ dp==o sarcbbe la stessa equazione ¥=o, come se a fosse
stata costante . Sostituendo in ¢==o per a una tal funzione,.
s’ avrd una nuova relazione fra le variabili, che soddisfara all’.
equazione differenziale V=0, ¢ che percio sard ancora  esia
ud di lei integrale.

Questa nuova relazione di variabili, o questo nuovo inte-
grale , sard diverso dagli altri, in quanto che quelli dipendos
o dal dare ad a dei valori costanti, ¢ questo dal dare ad
a un valore variabile: Egli percio si chiama, non integrale
particolare come gli altri , ma soluzione particolare .

La condizione, dalla quale dipendone le soluzioni partigadari,
ci da il mezzo di ntrovatle se essc esistono: Infam dnﬁercu-
ziando la forma gcnerale dell’ integralc q)(x,y ,a) =0, sup-
ponendo a " variabile, s’ avr

"_ dq’dx-l— i:’dy—l- ?da-—-o,

X ) : d . ’ EE N X .
1a quale, se a ¢ tale che %da sia ;mllo da se medesimo ,

~

si riduce all’ equazione %dx -+ Z—: dy =0, che ¢ la diffe.

renziale dell’ integrale come se a fosse stato costante. Da
questa differenziale ¢ dall’ equazione @(x,y,#)==0 eliminan.
do 2 si ha la proposta # =o. L’ equazione, che abbiamg

’ . Y . d " " T ) °
per determinare a4, ¢ dunque %dn: 0, la quale si decom.

’ d
poue nelle due-;l—,-=0, da=o

ia
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Ora tutti i valori di a4, che soddisfaranho ad alcuna di
queste “equazioni , ci daranno, sostitviti in @(%,y,8) =0,
delle relazioni in ¥ e y, che saranno tante equazioni.iotegrali
della proposta V==o. All' equazione da==o0 soddisfa quas
. lunque valore si.prenda per &, purché sia indipendente da x
ed y , a costante riguardo ad esse ; cosi essendo infiniti-i way
lori, che godono di questa condizidne , si potranno avere ik
finife relazionj’," che esprimeranno altrettante equazioni intes

grali deila proposta: Queste sono gl integrali particolari dei
quali si & patlate.

r

H primo -mgbbfc dell’ altra équazione %‘z—__o & evidente,

‘mente una funziene conosciuta di x;y, ed a: S’ avranno dunque
-da questa equazione uno, o pi¥ :valori per & espressi in x% ed
. Ciascuno di questi Valori sostituite in Q(x,9,8) =0 ol
di una nuova relazione in x ed y, che. un nuovo integrale
dela proposta s’e qucste sono le soluzioni partlcnian della. d.E.
ferenziale ¥ == o\ A .
- & 39 Fin" ora gon. abbiamo parfato che: deﬂ’ mtegnzlooe :
dell’. equazioni -differenziali fra due variabili, ‘e di: quelle che
si chiamano a differenze parziali, ¢ che sono .in conseguenza
fra un pumero maggiote di variabili, delle quali usa’si consi.
.dera come funzione di.tutte le altre. ot
Da una equaziope @==o fra tre variabiti ¥,y ,%, non solo
_si pessong dedurre (§. 12.) due altre- equazioni 'a différenze
parziali , che abbiano luogo. insieme.con essa, ma. ancora:un’
equazione differenziale totale della forma Pdx—-Qdy~-Rdz=0:
Lo come quella equazione @ =o si considera I integralc
dell’ equazioni a differenze parziali, che da essz2 si deducono,
si riguarda anche @ == o come I integrale dell’ equazione totale
. Dd2 Pdx-

/
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; Pdx 4 Qdy 4 Rdz = o.

Proposta yn’ equazione differenziale Pdx == Qdy - Rz =@
@ccid questa possa prendersi per un’ equazione differenziale
totale d'un’ equazione ¢ = o, affinch® ciot essa possa esistere
nello stesso tempo che un’ equazione @ =o, dalla quale di-
penda per la differenziazione, conviene che fra P,Q, R. ab
biano luogo ( §. 20. ) le condizioni

(2) = (2).(2) = (). () = o

e quando queste condizioni si verificano 4 siamo assicurati che
esiste ia natura un’ equazione ¢ ==o fra le variabili x,y, 3
che 2 I'integrale della differenziale proposta. Se quelle condi-
zioni non sussistono, non -esiste in generale un’ equaziene
@ =0, che possa rappresentarc I'integrale della proposta. Ho
detto in generale, poich® vi & un caso estesissimo nel quale
questa conseguenza non ha luogo: Eccolo .

Proposta questa equazione differenziale Pdx~t~Qdy~Rdz=o0,
8i osservi sc fra P, Q, R banno luogo le relazioni sopra
espresse; ¢ ‘se tid non sia, si moltiplichi tutta I'equazione per
una quantit indeterminata A funzione delle vanabnh Xy¥Yra:2
Avremo allora

(.... Mde-l-MQdy-l—MRdz—o,

ed & evidente che sard lo- stesso I’ integrale dell’ equazione (1)
¢ quello della proposta. Ora esaminiamo quale relazione deve
“sussistere fra P, Q, R affinch® si possa trovare per M un
fattore, che renda la proposta differensiale una differenziale to-
tale d’un equazione @ =o. Supposto che il fattore M abbia
una tale proprieta , avremo fra i tre cocficienti MP , MQ,
MR, queste. tre equazioni .

(4.
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e d. MP d . Mg
; . )° v ;( nf*5..
d. MP) (d..dm :

(‘* L) (i

= ’c 0 (e 5+M<
(e )-Rc’”w( s
oy« 42 2(22) 1 (22).

Moltlp!rcando Ta ‘prima di queste equazioni per R la seconda
per @, l1a terza per P ed aggiungendole ' tutte insieme ,
dopo avere scancellato cid che si distrugge, ¢ divisi _tutti
i.,tetmiqi dcll’ equazioae per M, avremo

0 1)) ()
L @)=

equazione di condizione fra P, Q, R, che deve aver Tuoge '
accid la differenziale . proposta moltiplicata per un fattore Af
possa divenire woa differenziale totale .

L’ equazione (£) ¢ stata data Iz prima volta da Grovanwg
BERNULL! nela” sua memotia sopra le Troiettorie: La di
mestrazione qul esposta si deve a CousiN. -

§. 40. Quando una data equazione differenziale Pdx -+
Qdy == Rdz == o, per non aver luogo le superiori equazioni
di condizione, chiamate anche crireri d' integrabilied , non &,

Dd3 ne
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me pud per la moltiplicazione di un_ fartore divenire una diffe.
renziale totale , allora non esiste* in datora und relazione fra
tre variabili x,y, 2, espressa dx una sola équazlone P=o,
che ne possa rappresentare I’ mtegrale. Ma una tale equazione
differenziale Pdx < Qdy 4 Rdz'==0,.ché. non' soddisfa ai
criteri d’ integrabilita, ¢ ella assun‘da ’ ovverb csprlme qualche
cosa di reale nello spazio ? " .- -~ > - -7 o«

Il Marchese di CoXDORCET ¢ i primo, che: abbis conosciu-
to in tutta I’ estensione (a) ‘12’ reaha di qucsté equaznom, ed

abbia spxegato cosa egse sngmﬁcano. ) B :
\ @ ' L ! LC

— S o N — e ,_u'\‘
. . —

(@) Ecco coop dice a questo ngggrdo 11 Geoqetu Conoonox'r.

Dall assurditq d’ un’ equazione dzﬂcrenzzak non ‘abbiamo alcun dritto
di concludere U inpossibilitd del problema, che i corrisponde , "poiché
in generale ¢i8 pud solo significare che il problema ¢ iridetérminato’,

¢ che bisogna avere antora una nuova ¢qudsione ; dvvero, se-la pro.
po:ta ¢ d'un ordine superiore sensa alcuna_differenziale costante , che
bisogna - avere un’ equasione sempre possibile fra -una delle variabili
ed un’ altra quantitd yualunque 4 dc cui la differenziale sia costante, e
che non si troba nellg preposta . ’ ’

Essais d’Analyse par M. Le Marquis de Connoncs'r Préface pag.
XX. a Paris de I'Imprimerie de Didot 1768.

E piv chiaramente § esprime in questa guisa: Cid cthe io ho detto fin
qud, Signore , non pud quasi interessare che quelli , i quali amano
T Anelisi per sé medesima , ¢d # di cui spirito si compiace. di contem-
plare delle veritd camunque aride ed inutili che sembrine ¢ssere ; ma
da riflessione seguente pud essere della pit grande .utilid , alorché si
' gratta d'applicare dei calcoli astratti a dei casi reali e determinati .

.Le equazioni differensiali , che sé chiamano assurde , non anno un’ inm '

tegrale 3 ma il problema ove s incontrano , & eghi necessariameénte in.
possibile ? To prendo in principio un' equazione assurda detprimo ords.
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L¢ Memorie- dell’ Accademia delle Scieaze di Parigi dell’
anno 1784.; quclle della Socle& Italiana 1793., contengdiid
dellé

z
. .

ne fra tie.wariabili:. E' chiaro che aleuna superficie “cuiva mnon sod.
disfa 4l problema ; ¢ ¢he percid , in questo senso , il problema non ha
. :oluzibnc ma si pud considerare questa equazione come rappresens
tantc una curva a doppla curvatura , una proiesione della quale é are
bitraria: In questo senso il problerha ¢é pombdc ed ha anzi un’ infinita
di soluzioni . Bisogna cercare nelle sue condizioni un meszo di deter.
minare la proiesione arbitraria ; ; ed ‘allora il luogo dél probletma sard
tm cilinidro 5 di cul questa curva a doppia curvatura satd la base: Se
dunque cercando la figura &'sum corpo., si giunge ad uha tale equa-
2i00¢ , non bisognerd consluderne che un tal corpe non pud esistere
in. natzIra » & che le .mpponziom ¢he 51 sotro fattc siano false . Io prena
do in seguito un’ equaszione assurda d’ un ordine superiore fra due va.

tiabili , nella--quale @lcun& differensiale non sia stata supposta costan.

te ; ¢ pud gccaderey 0 che si abbia per le condizioni del problema un’

altra equazitne in x .4 e3,di'cuila dlﬁ'trcnziak d3 sia costante ; allora
f avrd X, m 334 m, 3, ed xiny, di modo che il luogo del proble.
ma sard una curva: ovvero I equasione rapprc:znterd I intersesione di
dye curve. § avrd allora un’ altra equasione in x, y, che bisognerd rica-
bare ddlle ‘tondiziont del problemas e se si cerca la curva che termina un
corpo, ¢ a ciascun punto della quale s esercita una forza , o che abbia
qualche cmdizibns"sin':élc, questo corpo sard allera terminato per un po-
ligono , e le forse non affctteranno che i punti, i quali appartengono agli
angoli . 8i' pot}‘ahno farc dei simili ragzonamentz per le altre equazio-
ni assurde.. -

Le Marquis de Couaoncm‘ a M D’ ALAMBI-:RT , sur le sisteme du
Monde et sur le Calcul intégtal — a Paris de |’ Jmprimerie de Didot
an. 1768. ) .

Ho riportato questi passi dell’ opere dl CONDORCET , perché nom
pare che ne abbiano avuto alcuna notizia i Geometri, che hanno trat:
tato dell’ integrjbilité delle equazioni dette assurde .
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delle notizie e degli sviluppi interessanti sopra questa sis
cerca . : :
La patura di quest’ opera non permctte che ci occupnamo
di pid del calcolo integrale: Trattando, in un’articolo a parte
di questo libro, del calcolo differenziale ed integrale, non ave-
vamo per oggetto che dedurne i principj dalla rigorosa Teoria
dell’ Analisi derivata: Ci siamo non ostaate inchrati in quals
che dettaglio per alcune vedute particolari, ¢he riguardano Ie
nostre pubbliche lezioni.

§. 41. Percid che riguarda le diffecenziali d'un ordine nes
gativo, ¢ quelle d’ un ordine fratto, la cosa passa cgualmente
che per le derivate dell’ Articolo antecedente .

~ Abbiamo veduto (Art, VIIL §. 40.) che 4”2 =D 2 xw:
Ora essendo % mdcnucamente lo stesso cbe dm? , COme

¢ detto al § a;e similmente essendo (S. 30. ) I’ espressios

- . . z i s -
ne f”’zdx" indentica con D™ -, aviemo I ‘conseguenza
’ ! : . X ' S s

lertn . " qe : ""‘..T " . . B v 2
?j’i_ "2dxm, ciot a dire: 1 differanziali &= & un_ ordi
x' m

ne negative sono Ia stevsd .cosn che gl’ mtegmlr f dello stesso ore

dine ma positivo: Cosi potremo cangure gh uoj neglx altri.
Se avremo adunquc un’ esprcssxone differenziale drez » que.
X XnBrm

sta savh uma ‘véra' edpressione differenziale quando # 5> s,

sard la stessa 2 se n=m, ¢ sara un’ esprcssxone integrale

sen<m

1 di.
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I differeoziali poi d’ ordine fratto (s) sono assolutamente
guantith immagianarie, ed un problema che. conduce ad ua- rig
sultato imbarazzato da differenziali di questo ordine & imposs
sibile a risolversi , e cid che vi si ricerca mon pud esistere
in natura (b). Tutto questo dipende da ‘quanto abbiamo, die
mostrato ( Art. VIIL §. 40. ) per le derivate ad indice frattg,
che sono indenticamente la stessa cosa che i tappom diffcreny
zrali ., .

Cosi sarebbe inpossibile mterpolare una serie i termuu del-
1a quale contenessero delle espressioni differenziali o uategrah
d’un ordine dipendente dall”indice del termine , nel.quale
questi si trovano., e questa dipendenza fosse tale, che facens
do lindice fratto, divenisse frasto ancora I ordine di quei
differenziali o integrali. Per csempio & una ricerca, cui noa
pud soddisfarsi, quella d’interpolare la serie, che rappresenta
il Teorema di TayLOR; ma parleremo cstesamente di tutto
questo in alua occasione .

FINE.

(2) Le1an1z10 ha creduto she le differenziali & ordine fratto fo:sero

quantit reali , ¢ che potessero esprimersi o per le potenze fratte dell’
ordinarie differenziali, o per  seric infinite : ( LEiBNIZ , et JoaN,
BERNOUL: Commercium Philosof , et Mathem: Tom. 2. Epis. XX,
pag. 107 ). :
' (b) K inutile avvertire che egualmente immaginarie sono quelle
differenziali, il cui ordine ¢ un numero irrazionale . 'Questa Osser-
vazione .appartiene ancora a quei sistemi di dcnnte, aci quali sono
immaginaric le derivate ad indice Gatte,



E‘aaom K CORREZION[ ~ .

IS O P RO . o : :
1Pagma ‘2 Mrew-28& deva Ieggetc debba » p. '35, & 16 Geoa
metrica ‘leg. Aritmetica » p. 36, /. 9 s ottenga kg. s’ cttens
gano » p. 46, A ¥ wati risultati ec. ee. dexivasione leg. come
pet ¢ dy Ay d'y tali espressioniy che - eseguendo sopra
di ~esse I opérazione prescritta dalla legge di derivazione
w p. 69, % 28 si ha frg. si banno »' p. 66, /.14 si ha leg. si
hanno » p. 78, L 6 sul campo leg. sublto » p 80, &' 22
B

23,..... Ieg.zg.4....n »p.87,1911"'+"
. xmxnt

leg. data % _ 2 87, L 10 de¥a 2 _ leg. Jm"'n_.-
xmyn . x"y" . T xRyt
'»': p..g;; L, 24 d»«'kg. d_’. » P "gs, l. 19 deve.lcg. devo{n.o

» p 104, 14 ¢ ottcrrh Ig. 8’ otterranno » P 112, l a2z

‘y

averemmo- Ieg ‘avremmo » p. nsé, l. : d; Igg. d;— » P 119,

invece delle linee 1§ ec. 20 leggete . Questa formola ci fa vedere
come le derivate di una qualunque funzione entrano nella serie,
. che forma lo sviluppe della detta funaione » p. 119,17 25 sul campo
lez. immediatamente w p. 122, /. 6 rappresenta leg. rappresentano
» p. 125, L 21 si ‘ha sul campo leg. si hanno subito » p. 12¢,
b 27 si possa leg. si possano » p. 132, y 45 20 servird leg. ba.

sterd v P, 143, & 6 Az cp wn Ieg d" - " » P. 346 l.zzd ar-
‘restare leg dx tcrmmare.»p 1474 1. 16 ’qu) dxn leg. J (p dxn
-9 p‘.‘uy,:l._,:g dx;{y:a leg. dxdy—b~ w.p. 170, 1. 12 per
. e » 3217 1 R0 ke ()

i 174,




. I !
1744 1. 4 Q— beg. 0—; W pe 174, L 6 Qy leg. Qy-—

» p. 178, L. 3 si sostituisce leg. si sostituiscono w» p. 129,
1. 13 si potrebbe leg. si potrebbero » p. 184, L 9 contata
leg. presa » p. 199, l. § si vuol leg. si vogliono.

Avyertimento
A scanso d’equivoco s'avverte che in tutta quest’ opera i

prodotti come per es. (a-t+b)(a+2b)(a+=35)(a4~4b) cc. sono
anche scritti cosi a-tb.a-+2b.at36. 6445, cc.

A
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